Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer

Foreldsningar, del 4

Férelasningar, del 4 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Inneh3ll

@ Punktskattning och konfidensintervall
@ Population och stickprov
@ Skattning av populationsparametrar

Férelasningar, del 4 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Population och stickprov

Punktskattni h konfidensint 1l a g
unktskattning och kontidensinterva Skattning av populationsparametrar

Inneh3ll

@ Punktskattning och konfidensintervall

Férelasningar, del 4 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Population och stickprov

Punktskattni h konfidensint 1] o 5
unktskattning och kontidensinterva Skattning av populationsparametrar

Population

@ Vi har en population vars ndgon matbar egenskap X vi ar
intresserade av.
@ Den métbara egenskapen har inom populationen en fordelning
som kan beskrivas med ndgon lamplig parameter, t.ex.:
e vintevardet p
e standardavvikelsen o
e andelen p av individer i populationen som har ndgon egenskap
av intresse.
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Stickprov

@ | praktiken kan man oftast inte gbra observationer p§ en hel
population.

o | stéllet har man ofta tillgéng till ett stickprov, dvs. ett
slumpmdssigt urval av n st individer frdn populationen.

o Utgaende fran stickprovet forsdker man dra slutsatser om
populationsfordelningens okanda parametrar. Detta kallas
statistisk inferens.
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Fran sannolikhetslara till inferens

@ Med hjilp av sannolikhetslira kan vi dra slutsatser om ett
stickprov fr&n en population med vissa kinda egenskaper.

o | statistisk inferens vander vi p& frégestdllningen: vad kan vi
saga om en population pd basen av ett stickprov?

e Bl.a. innefattar statistisk inferens

e punktskattning
o intervallskattning (=berdkning av konfidensintervall)

e hypotesprovning.
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Fran sannolikhetslara till inferens

Inferens

Population

Sannolikhetslara
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Punktskattning och konfidensintervall Shemfin av prerberpare D

Punktskattning

@ | punktskattning anvinder man data frdn ett stickprov for att
rakna ut ett virde som fungerar som en "gissning” p& det
okdnda vardet p& en populationsparameter av intresse.

o For vantevirdet p andvinder man som punktskattning oftast
stickprovsmedelvardet .

o For populationsstandardavvikelsen o andvinder man som
punktskattning oftast stickprovsstandardavvikelsen s.

o For proportionen p av individer i en population med en viss egenskap
anviander man proportionen p i stickprovet med samma egenskap.
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Stickprovsfordelningen

o Eftersom vardet p& en punktskattning avgors slumpmadssigt
beroende p& vilka individer som kommer med i stickprovet kan
en skattning betraktas som en slumpvariabel.

e Foljaktligen har punktskattningen en sannolikhetsfordelning. Vi
kallar denna férdelning stickprovsférdelningen (&ven
samplingfordelningen).

@ Stickprovsfordelningen talar om for oss hur skattningarna
skulle variera om vi hade tillgéng till ett mycket stort
(odndligt) antal lika stora stickprov?

@ Ju storre vart stickprov dr, desto mindre spridning har
stickprovsfordelningen och desto pélitligare ar skattningen.

Férelasningar, del 4 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Population och stickprov

Punktskattning och konfidensintervall Shemfin av prerberpare D

Konfidensintervall

e Eftersom en punktskattning inte ger en bild av hur pélitlig
skattningen ar, vill man vanligtvis ocksd bestamma ett sk.
konfidensintervall fér en parameter.

e Ett konfidensintervall &r ett intervall som med en bestamd
sannolikhet 1 — « ticker det sanna parametervardet.
Sannolikheten kallas konfidensgrad.

e Konfidensgraden viljs ofta s& att 1 — « ar lika med 0.95 eller
0.99 (kan dven anges i procent, t.ex. 95% eller 99%).
@ D& man bestimmer ett konfidensintervall fér en parameter

m3ste man kanna till vissa egenskaper hos
stickprovsférdelningen for dess punktskattning.
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Medelvardesfordelningen

@ For att kunna harleda ett konfidensintervall for vantevirdet p
maste vi fOrst ta en ndrmare titt pd stickprovsférdelningen for
medelvirdet X, dven kallad medelvardesfordelningen.

o Medelvardesférdelningen

e dr centrerad kring populationens vintevarde .
o har standardavvikelsen o/+/n.

e 4r approximativt normalférdelad (oavsett hur populationen dr
fordelad) om stickprovsstorleken n ar tillrackligt stor.

Sammanfattningsvis: Tar vi ett stort antal stickprov pa n
observationer frén en godtyckligt fordelad population och raknar ett
medelvarde X for varje stickprov, kommer medelvirdena att vara
ungefar fordelade enligt N(u, o /+/n).
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Medelvardesfordelningen

o For att sjdlv experimentera med medelvardesfordelningar
dragna ur olika populationer, se

http://ccl.northwestern.edu/curriculum/ProbLab/

CentrallLimitTheorem.html.
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Konfidensintervall for vantevarde

Vi ska i foljande héarleda oss till ett 95% konfidensintervall for
vantevirdet y:

@ Vi vet frn sannolikhetsldra att 95% av vardena i en allmin
normalférdelning N(u, o) ligger mellan 1 — 1.96 - o och
u+1.96 - o, dvs.

P(—1.96-0 <X < p+1.96-0)=0.95.

e P& motsvarande satt galler for medelvardesfordelningen

N(p, o /+/n) att
P(p—1.96-0/V/n<X<pu+196-0/vn)=0.95.
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Konfidensintervall for vantevarde

@ Vi vet nu att avstdndet mellan medelvardet X och vantevirdet
w med 95% sannolikhet dr hogst 1.96 - o /+/n.

o Likvadl kan vi d& sdga att intervallet

X+1.96 —

NG

med 95% sannolikhet tacker det okdnda vantevardet u.

@ Vi har allts3 konstruerat ett 95% konfidensintervall for p.
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Konfidensintervall for vantevarde

Hundra st. 95% konfidensintervall for vantevardet p frdn en och
samma population. Vi ser att ca 95% av intervallen tacker det
sanna parametervardet.
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Konfidensintervall for vantevarde

o Ett allmint konfidensintervall fér vantevardet p med
konfidensgraden 1 — « ges av formeln

dar z &r ett s&dant varde frén den standardiserade
normalfordelningen att P(—z2 < Z<z)=1-«a.

e Ofta anvdnda konfidensgrader med motsvarande varden for z

ar
1—a z
0.95 1.96
0.99 2.54
0.999 | 3.29
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Konfidensintervall for vantevarde

Exempel.

Vi har en population som féljer en normalférdelning med okant véantevirde
och standardavvikelsen o = 3. D3 vi drar ett stickprov om 36 observationer
fran populationen far vi att medelvardet dr x = 10.0. Ett 95%
konfidensintervall riknas d3 enligt

p=1041.06- ——

V36
=10+1.

L4t oss nu anta att vi i stéllet vill bestamma ett 99% konfidensintervall for p.
Vi far da
p=104+254. —
V36

=10£1.29.

Genom att 6ka konfidensgraden blir intervallet bredare!
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Konfidensintervall for vantevarde

@ Vi har vid berdkning av konfidensintervall hittils antagit att
populationens standardavvikelse o ar kand.

o | praktiken dr detta sillan fallet och vi maste i stillet andvinda
oss av standardavvikelsen fr&n stickprovet, s.

e D3 det nu forutom osidkerheten i skattningen X har tillkommit
en osikerhet form av skattninen s, kommer
konfidensintervallet att bli bredare.
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Student’s t-férdelning

@ Vid hirledning av konfidensintervallet for 1 utgdr man frén
variablen X som efter standardisering féljer en standardiserad
normalfdrdelning, dvs.

X—pu
o/v/n

@ Om vi nu ersatter o med skattningen s féljer den motsvarande
variabeln

~ N(0,1) .

X —p

s/\/n
inte langre en normalférdelning, utan i stéllet en sk. Student’s
t-fordelning.
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Student’s t-férdelning

Student’s t-fordelning (eller bara t-férdelningen):
@ liknar den standardiserade normalférdelninen men dr ndgot
bredare
@ ar precis som den standardiserade normalfordelningen alltid
centrerad kring 0
@ bestams fullt av frihetsgraderna f = n — 1, dar n &r antalet
observationer i ett stickprov.
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Konfidensintervall for vantevarde da o ar okand

o Ett allmdnt konfidensintervall fér vantevardet p med
konfidensgraden 1 — «, d4 o ar okand, ges av formeln

s

T =

Vvn
dar t ar ett s&dant varde fr&n Student’s t-fordelning att
P(-t<T<t)=1-a.

o Eftersom t-férdelningens exakta form beror pa antalet
observationer n maste det aktuella vardet t alltid sl&s upp i en

tabell eller bestimmas med hjalp av ett statistiskt
programpaket.

X+t

@ Anvindning av t-fordelningen forutsatter att populationen ar
"nadgorlunda” normalférdelad, speciellt om vi har ett litet
stickprov.
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Konfidensintervall for vantevarde da o ar okand

Exempel.

Vi har en population som foljer en normalférdelning, dér vantevirdet p och
standardavvikelsen o &r okdnda. D3 vi drar ett stickprov om 9 observationer
fr&n populationen far vi medelvardet X = 148.0 och standardavvikelsen

s = 4.87. Ett 99% konfidensintervall riknas d& enligt

p=1480+¢. 287

Vo
dér t ar ett varde motsvarande konfidensgraden 99% frén en t-férdelning med
frihetsgraderna f =9 — 1 = 8. D& t = 3.36 blir det sokta konfidensintervallet
4.87

=148.0+3.36 - ——
: NG

=148.0+55.
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Konfidensintervall for proportioner

o Parametern p anger proportionen eller andelen individer med
en viss egenskap i en population.

o T.ex. kan vi vara intresserade av andelen diabetiker bland den
vuxna befolkningen i Finland.
@ Vi har tidigare talat om proportionen p i samband med
binomialférdelningen.

o T.ex. om vi vet att var tionde vuxen i Finland &r diabetiker kan
vi med hjalp av binomialférdelningen rakna ut vad
sannolikheten 3r att ett stickprov om n = 1000 individer ska
inneh3lla mellan 90 och 110 diabetiker.
e D3 n ar tillrdckligt stort och X ~ Bin(n, p) far vi
approximativt att

X ~ N(np, v np(l— p)) )
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Konfidensintervall for proportioner

@ Om nu X nu stér for antalet individer med t.ex. diabetes i ett
stickprov p8 n individer, f&r vi andelen av diabetiker i
stickprovet med att dividera X med n.

o Fordelningen fér proportionen blir d&

X L)

vilket allts& ar stickprovsfordelningen for proportionen P =

3%
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Konfidensintervall for proportioner

@ | princip kan vi nu anvinda oss av samma logik som tidigare
for att bilda ett konfidensintervall for p, dvs.
p=ptz-+/p(l—p)/n men..

o ...eftersom p dr parametern vi forsoker skatta och allts ar
okand for oss, maste vi i kavadratroten ersdtta p med den frdn
stickprovet skattade proportionen p.

e Konfidensintervallet for en okdnd proportion p kan nu slutligen

skrivas som
R/ ()
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Konfidensintervall for proportioner

Exempel.

| en liten stad finns 8820 hushéll av vilka man plockar ett stickprov
pd 200 hushall. Av dessa visar det sig att 60 har en tavel-TV. Vi
berdknar nu ett 95% konfidensintervall for andelen hushall i hela
staden med tavel-TV. D& andelen hush8ll med tavel-TV i
stickprovet ar p = 60,/200 = 0.30, blir konfidensintervallet

v0.3-0.7

—0.3+1.96-
P /200

=0.3+0.06.

Med 95% sannolikhet finns det alltsd mellan 2100 och 3200 hushall
med tavel-TV i staden.
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Egenskaper hos konfidensintervall

For konfidensintervall géller allmant:
e Om vi 6kar konfindensgraden (frén t.ex. 95% till 99%) blir
konfidensintervallet bredare.
@ Om vi okar stickprovsstorleken n blir konfidensintervallet
smalare.
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