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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Satistik och sannolikhetslara

@ Statistik handlar om att utvinna information fr&n data.

o | praktiken inhehaller de data man analyserar oftast ndgon
form av variabilitet eller osdkerhet.

@ Denna variabilitet strdvar man efter att kvantifiera med hjalp
av sannolikhetslara.

@ Sannolikhetslara ar siledes nodvandigt for att forstd statistiska
analysmetoder.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Slumpmassiga forsok

o Ett Slumpmaissigt forsck dr en foreteelse som kan upprepas
under likartade forh3llanden.

@ Resultatet kan inte anges i forvdg dven om man ménga gdnger
tidigare utfort samma forsok.

@ T.ex. att kasta tarning kan ses som ett slumpmassigt forsok.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Utfall och handelser

o Ett utfall &r resultatet av ett slumpmassigt forsok.

o Alla tankbara utfall tillsammans kallas utfallsrummet.
o T.ex. i tarningskast ar utfallsrummet {1,2,3,4,5,6}.

e En hindelse dr en samling ufall.

o T.ex. vi far ett udda tal’ = {1,3,5}

o Handelser betecknas ofta med stora bokstaver A, B, C, ...

o Ibland kan det vara nyttigt att visualisera kombinationer av
hdndelser med hjilp av sk. Venn diagram.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Kombinationer av handelser

AUB ="Aceller B"
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Kombinationer av handelser

ANB="Aoch B"”

@ Om A och B inte alls skdr varandra sdger vi att hiandelserna ar
oférenliga.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Kombinationer av handelser

A\B ="A men inte B"
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Kombinationer av handelser

A€ ="inte A"
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Sannolikhet

@ Sannolikhet dr ett tal mellan 0 och 1 som férknippas med en
handelse eller kombination av handelser.

o 0 betyder att hindelsen dr omdjlig.
o 1 betyder att hdndelsen ar siker.

@ Sannolikheten for hdndelsen A betecknas P(A).
@ Sannolikheten for hindelsen A eller B betecknas P(A U B).

o Alternativt kan man explicit skriva ut P(A intraffar),
P(A eller B)...
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Tolkning av sannolikhet

Sannolikhet kan tolkas pa flera olika satt:

@ Enligt den klassiska tolkningen definieras sannolikhet som
__ "antalet fér A gynnsamma utfall”
P(A) - "totala antalet utfall”

@ Den empiriska (eller frekventistiska) tolkningen av sannolikhet
ar
P(A) = den relativa frekvensen for A i ett stort antal forsok.

@ Det finns dven en subjektiv tolkning dar
P(A) = subjektiv uppfattning om hur trolig hindelsen A ar.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Komplement.

@ Om hindelsen E bestér av hela utfallsrummet fér vi P(E) = 1.

@ Sannolikheten fér komplementhiandelsen till A, dvs. hdndelsen
A€ ="inte A” dr P(A°) =1 — P(A).
@ Sannolikheten fér komplementet till utfallsrummet ar
P(E€)=1—-P(E)=0.
o Utfallsrummets komplement E€ (den oméjliga hdndelsen)
betecknas ofta (.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Additionssatsen

@ Sannolikheten for att handelsen A eller B intraffar ar
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

@ Ordet "eller” forknippas i sannolikhetskalkyl med addition.

o For att inte rdkna de gemensama utfallen for A och B tva
ganger subtraherar vi P(AN B) frdn summan av
sannolikheterna P(A) och P(B).
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Additionssatsen

Exempel.

Av ett tillverkat parti enheter har 2% fel vikt, 4% fel farg och 1%
bade fel vikt och farg. Vi rdaknar sannolikheten att en slumpmassigt
vald enhet har antingen fel vikt eller fel farg (eller bada)?

L&t A = "enheten har fel vikt" och B = "enheten har fel farg”. De
angivna sannolikheterna dr d& P(A) = 0.02, P(B) = 0.04 och
P(AnN B) = 0.01. Frén additionssatsen far vi

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) = 0.02+0.04 — 0.01 = 0.05.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Oférenliga handelser

Om héandelserna A och B ar oférenliga utesluter de varandra
(endast en &t gdngen av dem kan intriffa).

Sannolikheten fér "A och B” blir d& P(AN B) = 0.

Additionssatsen for oférenliga handelser forenklas till

(]

P(A eller B) = P(AUB) = P(A) + P(B).

T.ex. sannolikheten att f& resultatet 2 eller 3 vid ett
tarningskast ar

1 1 1
P(VI 'F§F2)+P(Vlfér3):6+6:§

eftersom resultaten utesluter varandra.

Férelasningar, del 3 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Betingad sannolikhet

@ Den betingade sannolikheten for A givet B betyder att vi
begransar oss till att endast betrakta s&dana utfall som tillh6r

hdndelsen B.
@ Vi kan ockss tidnka oss den betingade sannolikheten for A
givet B som sannolikheten for A d& vi vet att B har intriffat.

@ Sannolikheten for A paverkas av vé&r kunskap om handelsen B.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Betingad sannolikhet

@ Den betingade sannolikheten for A givet B definieras som

P(AN B)

P(A|B):W,

dar vi antar att P(B) > 0.
@ Den betingade sannolikheten kan dven tolkas som:

"antalet f6r A gynnsamma utfall i B”

P(A| B) =
(41 B) "totala antalet utfall i B”
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
F Egenskaper och rakneregler

Betingad sannolikhet

Vi drar slumpmassigt ett kort ur en kortlek p3 52 kort. Vi fragar oss forst
vad sannoikheten &r att det dragna kortet ar en kung. Vi betecknar A =
"kung”. Eftersom det finns sammanlagt 4 kungar i en kortlek blir

sannolikheten d3
P(A) =4/52 ~ 0.08 .

L&t oss vidare anta att vi vet att det dragna kortet ar ett bildkort. Vi
betecknar B = "bildkort”. Vad sannolikheten nu att det dragna kortet ar
en kung? Eftersom det finns sammanlagt 12 bildkort i en kortlek av vilka
4 &r kungar blir sannolikheten

P(A|B) = 4/12 ~ 0.33 .

Sannolikheten ovan &r den betingade sannolikheten for att fa en kung
givet att vi har dragit ett bildkort.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Multiplikationssatsen

@ Sannolikheten for att handelserna A och B intraffar ar
P(ANB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A).

@ Ordet "och” forknippas i sannolikhetskalkyl med multiplikation.

@ Betydelsen av den betingade sannolikheten i formeln blir
tydligare om vi ténker oss att A och B intrdffar i f6ljd: forst
intraffar A och d& vi vet att A har intraffat intraffar B.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Exempel.

Vi har en skl med 3 vita bollar och 5 réda bollar, dvs totalt 8
bollar. Vi rdaknar sannolikheten for att d& vi slumpmadssigt drar tva
bollar ur sk3len ar bada roda. Vi har d& handelserna

A ="vi drar en rod boll”

B|A ="vi drar en rod givet att vi redan dragit en réd boll”

som ger sannolikheten
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Oberoende handelser

@ Tva hidndelser A och B &r oberoende (betecknas ofta A L B)
om hindelserna inte p& ndgot satt paverkar varandra.

o For de oberoende hindelserna A och B giller att
P(ANnB)=P(A)P(B),

jfr. den allmidnna multiplikationssatsen!

@ Sannolikheten for B p&verkas inte av v&r kunskap om
hindelsen A:
P(B|A) = P(B)

dvs. sannolikheten for B forblir densamma oberoende om vi
betingar med A eller inte.
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Exempel.

Vi har handelserna

A = "vi f&r krona da vi singlar slant”
B = "vi far resultatet 4 i tarningskast”.

Det ar uppenbart att handelserna dr oberoende och sannolikheten
for A och B” blir s8ledes

—1~008
T2

| =

P(AN B) = P(A)P(B) = 5 -
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Grunderna i sannolikhetslara Grundbegrepp
Egenskaper och rakneregler

Total sannolikhet och Bayes sats.

@ Den totala sannolikheten anger sannolikheten fér en handelse
som kan intrdffa p8 ett antal alternativa sitt.

e Med hjilp av Bayes sats raknar man ut sannolikheterna for de
enskilda alternativa sitten d& vi vet att handelsen har intraffat.

@ Vi belyser begreppen genom ett exempel:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/statistikl/
TotSann&Bayes.pdf
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Inneh3ll
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Slumpvariabler

@ En variabel som for varje utfall av ett slumpmassigt forsok
antar ett reelt tal kallas slumpvariabel.

@ Slumpvariabler betecknas ofta med stora bokstiver frén slutet
av alfabetet: X, VY, Z,...

Vi singlar tva slantar och observerar antalet kronor. | stéllet for att
definiera handelserna A = "vi far 0 kronor”, B = "vi far 1 krona”,
C = "vi 18r 2 kronor” kan vi definiera en slumpvariabel X som kan
anta vardena 0, 1, 2.

@ En diskret slumpvariabel kan anta ett upprikneligt antal
distinkta varden, medan en kontinuerlig slumpvariabel kan
anta ett odndligt antal vdrden i ett givet intervall.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Sannolikhetsférdelning

e Sannolikhetsfordelningen for en slumpvariabel anger med vilken
sannolikhet variabeln antar olika varden.

Exempel.
L&t den diskreta slumpvariablen X beteckna antalet kronor d& vi
singlar tva slantar. Vi far d§ foljande sannolikhetsfordelning for

variablen:
P(X =0)=0.25
P(X=1)=05
P(X =2)=0.25
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Vantevarde och varians

@ Vi har tidigare sett att empiriska fordelningar av datamaterial
kan beskrivas med hjalp av central- och spridningsmatt.

@ Motsvarande matt anvinds dven for att beskriva
sannolikhetsférdelningar for slumpavriabler.
@ Det genomsnittliga vardet av slumpvariabeln X kallas
vantevdrde och betecknas E(X) eller p.
o Vintevirdet motsvarar medelvirdet av en slumpvariabel d& vi
upprepar ett slumpmassigt forsok odndligt manga génger.
@ Variansen, som betecknas Var(X) eller 02, ir ett matt pa hur
utspridd fordelningen ar kring vantevardet.
o Variansen definieras som Var(X) = E[(X — p)?].
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Vantevarde

Vantevardet for en diskret slumpvariabel fas genom att rdkna en
viktad summa av variabelns alla virden, dir vikterna utgors av
sannolikheterna f6r vardena.

Exempel.

Viantevardet for slumpvariabeln X som betecknar antalet kronor d&
vi singlar tv3 slantar ar

E(XX)=P(X=0)-0+P(X=1)-1+P(X =2)-2
=025-04+05-14+025-2=1.

Om vi m.a.o. skulle upprepa forsoket oandligt manga génger skulle
medelvardet av antalet kronor per forsok bli 1.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Sannolikhets- och tathetsfunktion

o | stillet for att rikna upp sannolikheter for olika virden av en
slumpvariabel ar det ofta mera praktiskt att beskriva en
fordelning i fom av en funktion av slumpvariabeln.

@ En sannolikhetsfunktion anger sannolikheten for ett givet varde
av en diskret slumpvariabel.

@ For en kontinuerlig slumpvariabel dr sannolikheten for enskilda
varden 0, varfor man i stallet anvander en sk. tathetsfunktion
som konstrueras s& att

o mer sannolika vérden far hogre tithet (inte samma som

sannolikhet!)
e ytan mellan tdthetsfunktionen och x-axeln blir 1.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Sannolikhets- och tathetsfunktion
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Fordelningsfunktion

e En fordelningsfunktion anger for bade diskreta och
kontinuerliga slumpvariabler sannolikheten att f3 ett virde som
dr mindre dn eller lika med ett visst virde x

F(x)=P(X <x).

@ Sannolikheten for att en slumpvariabel ska anta varden storre
dn a och mindre eller lika med b kan berdknas med:

P(a< X < b) = F(b) — F(a).

Férelasningar, del 3 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Fordelningsfunktion

Diskret och kontinuerlig fordelningsfunktion.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Fordelningsfunktion

@ Med diskreta slumpvariabler bor man se upp med att f&§ granserna
ratt d& man goér utrdkningar med fordelningsfunktionen.

L3t oss anta att X kan f3 vardena 0, 1, 2, 3. Vi far d&

P(1< X <3)=F(2)— F(1) = P(X = 2)
P(1< X < 3) = F(2) — F(0)
P(1 < X <3)=F(3)- F(1)
P(1< X < 3) = F(3) — F(0)

V.

1 _n

@ D3 det géller kontinuerliga variabler gor vi ingen skillnad mellan "<
och "<

@ Om alltsd X i exemplet ovan hade varit kontinuerlig skulle samtliga
sannolikheter ha raknats F(3) — F(1).
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Bernoulliforsok

o Vi utfor ett forsok som kan resultera i endast tva olika utfall A
och A€,

@ Forsok med endast tvd méjliga utfall som utgér varandras
komplement kallas ofta Bernoullifdrsdk.

o Vi betecknar framéver P(A) = p och foljaktligen
P(A)=1-PA)=1-p.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Binomialférdelningen

Binomialfordelningen kan karakteriseras pd foljande satt:
o Ett Bernoullifdrsdk upprepas sd att

o antalet upprepningar ar n
o sannolikheten P(A) = p hélls konstant 6ver alla upprepningar
o forsoken upprepas oberoende frén varandra.

@ Vi definierar en slumpvariabel X som anger antalet férsok som
resulterar i A.

@ Slumpvariabeln X foljer d& en binomialférdelning med
parametrarna n och p, vilket betecknas

X ~ Bin(n, p) .
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Definitioner

@ Sannolikhetsfunktionen for en binomialférdelad slumpvariabel
definieras som

n

P(X = k)= <k>pk(1 -p)" 7k,

dar k 3r antalet forsok dar A intraffar, n ar totala antalet
forsok och p ar sannolikheten for att A intraffar i ett forsok.

e Binomialkoefficienten (}) anger pa hur manga sitt man kan
ordna en foljd av n férsok dar A intraffar i k av férsoken.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Definitioner

e Férdelningsfunktionen for en binomialférdelad slumpvariabel X
definieras som

Koo _
Fl)=PX <k =Y </>p'(1 e
i=0

o Vintevdrdet for binomialférdelningen ar E(X) = np.
@ Variansen for binomialférdelingen ar Var(X) = np(1 — p).
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> Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Binomialférdelningen

Exempel.

Lat oss anta att andelen ljushariga i en stad &r 30%. Om vi slumpmassigt
plockar 5 personer ur befolkningen, vad &r sannolikheten att vi far minst 2 och
hogst 4 ljushériga i vart stickprov? Vi later splumvariabeln X beteckna antalet
ljushariga. Vi far da

PR<X<4)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=

5 2 3 5 3 2 5 4 _
(2>0.3 0.77 + <3>0.3 0.7 + <4>0.3 0.7 =

0.3087 + 0.1323 + 0.02835 = 0.46935 .

Alternativt kan vi anvdnda oss av férdelningsfunktionen. Fran en tabell eller
med hjdlp av ett statistiskt programpaket kan vi direkt ldsa ut varden for
F(4) = P(X <4) och F(1) = P(X < 1) och fér da

P(2 < X < 4) = F(4) — F(1) = 0.99757 — 0.52822 = 0.46935 .
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Binomialférdelningen

Exempel.
Vantevardet for slumpvariabeln X i féregdnede exempel ar

E(X)=n-p=5-03=15.

Vi kan tolka det som att vi i ett mycket stort antal stickprov i
medeltal skulle f& 1.5 ljush&riga per stickprov.

Variansen for X ar

Var(X)=n-p-(1—p)=5-0.3-0.7 = 1.05.
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Normalférdelningen

Normalférdelningen har en mycket central plats inom statistik.
Detta ar bl.a. for att
@ ménga (men langt ifrdn alla!) variabler féljer en normal
fordelning
@ icke-normalfdrdelade variabler kan ibland transformeras sa att
de foljer en normalférdelning
@ maénga statistiska matt (t.ex. medelvardet for stora stickprov)
foljer en normalférdelning.

Férelasningar, del 3 Statistik 1 for biologer, logopeder och psykologer



Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Egenskaper

e Normalférdelningen ar en kontinuerlig sannolikhetsférdelning
med en symmetrisk och "klockformad” tithetsfunktion.
@ Fordelningen bestams helt av vdntevardet p och
standardavvikelsen o.
e /1 anger var toppen av kurvan befinner sig.
e o anger hur koncentrerad kurvan ar kring p.
@ Att en slumpvariabel X féljer en normalférdelning med
parametrarna p och o betecknas

X ~ N(p,0) .
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Standardiserad normalférdelning

o Eftersom det for varje tankbart vardepar (i, o) finns en
normalférdelning finns det oandligt m&nga normalférdelningar.

o Alla normalférdelningar kan standardiseras till en sk.
standardiserad normalférdelning som har vantevardet 0 och
standardavvikelsen 1, dvs. N(0,1).

@ Om X ~ N(u, o) f&r vi genom standardisering en ny variabel
(X=n)

z="""1 _po,1).
g

o Fordelingsfunktionen for en slumpvariabel Z som foljer en
standardiserad normalférdelning betecknas ®(z) = P(Z < z).
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Binomialférdelningen

Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Exempel.

Vid anvandning av en viss matmetod antas de erh&llna virdena
vara normlaférdelade med vantevardet 28.0 och standardavikelsen
0.25, dvs. N(28.0,0.25). Vi fragar oss nu vad sannolikheten &r att
ett matvarde ligger mellan 27.5 och 28.5. Utrdkningen blir som

foljande:
27.5 —28.0 28.5 — 28.5
(2715 < X< 285) = P(—o5— <2< —45% )
— 0(2) - 9(-2)

=0.9772 — 0.0228 = 0.954 .

Om man anvander en tabell dar endast icke-negativa varden ar
tabulerade kan man ersitta ®(—2) med 1 — ®(2).
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Fdrdelningar Normalfdrdelningen

| statistik ofta anvanda sannolikheter

o For en standardiserad normalférdelning N(0, 1) gller att
e 95% av alla varden ligger mellan -1.96 och 1.96:

P(—1.96 < Z <1.96) = 0.95

e 99% av alla vérden ligger mellan -2.58 och 2.58:
P(—2.58 < Z <2.58) =0.99

e 99.9% av alla virden ligger mellan -3.29 och 3.29:

P(—3.29 < Z < 3.29) = 0.999 .
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Binomialférdelningen
Fdrdelningar Normalfdrdelningen

| statistik ofta anvanda sannolikheter

@ P& motsvarande satt galler for en allmdn normalférdelning
N(p, o) att
P(p—19-0 <X <pu+196-0)=0.95
P(p—258-0 < X <pu+258-0)=0.99
P(p—329-0 <X <pu+329-0)=0.999.
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Fdrdelningar Normalfdrdelningen

Andra férdelningar

Andra i statistiska sammanhang ofta forekommande fordelningar ar
o \2-fordelningen ("khi i kvadrat’ -fordelningen)
e t-fordelningen

o F-fordelningen .
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