Statistiska modeller och inferens

“Artificial intelligence is no substitute for the real thing”
Robert Gentleman
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1 Inledning

En modell dr ett generellt begrepp som betyder olika saker i olika samman-
hang. I allméinhet beskriver en modell nagot fenomen, t. ex. ett samband
mellan tva kvantiteter, sa som forekomsten av hudcancer i en population och
den mingd UV-stralning individerna i populationen tenderar att utsitta sig
for under en viss tidsperiod. Men modeller kan dven beskriva informations-
flodet i en organisation eller berikningsstegen i en datoralgoritm.

Vi har redan konstaterat att statistik &r vetenskapen om hantering av
oséikerhet i diverse former. Diarmed &r det foga forvanande att vi frimst
dr intresserade av stokastiska modeller inom statistiken (vi kallar sddana
beskrivningar statistiska modeller fortsdttningsvis). Vad #r da stokastiska
(eller statistiska) modeller for nagot? Man kan exempelvis konstatera att de
representerar motsatsen till deterministiska modeller som lésaren formodligen
redan tidigare har stott pa i skolfysiken. Deterministiska modeller beskriver
generellt exakta samband mellan olika storheter (t. ex. massan och accel-
erationen). Statistiska modeller beskriver i sin tur nivaer av osiikerhet som
forknippas med de storheter vi ér intresserade av, givet den méingd informa-
tion som finns tillgéinglig for oss.

Det &r viktigt att forsta statistiska modellers ursprung - vi bygger dem for
diverse behov! Modeller ploppar helt enkelt ej ur intet, utan vi formar dem
enligt den forstaelse vi har for den osdkerhet som finns inblandad i en viss
situation. Dérmed finns det allt fran bra till daliga modeller, helt beroende
pa var formaga att beskriva osiikerheten pa ett éndamalsenligt séitt.

Varfor behovs da statistiska modeller? I manga sammanhang maste vi up-
pskatta mingden av nagot (t. ex. bly i svampar) négonstans (t. ex. skogarna
i Soderkulla i Sibbo) utan att ha tillgang till exakt information. Det kan vara
for dyrt, tidskrivande, eller rentav omgjligt att skaffa sig exakt information
om det vi &r intresserade av. Enkéitundersokningar géllande attityder, asik-
ter, kopesvanor mm. hos olika grupper av ménniskor, representerar typiska
exempel pa sadana situationer. Men statistiska modeller duger till mycket
mer #dn enbart till att uppskatta det som redan finns. En viktig aspekt av
dylika modeller dr ndmnligen féormagan att skapa prognoser och kvantifiera
oséikerhet hos nagot vi ej kan observera. Detta kan motsvara en prognos om
framtiden, exempelvis inflationsnivan under nista budgetar eller den genom-
snittliga sommartemperaturen i Medelhavsregionen under nésta decennium,
men dven méngden solenergi en solpanel kan absorbera om ytbeléiggningen
modifieras pa ett visst sétt.



Vad &r da inferens for nagot? Statistisk inferens betyder allméint de formel-
la matematiska procedurerna vi anviinder for att dra slutsatser pa basen av
ett empiriskt datamaterial. Slutsatserna handlar i detta sammanhang allt-
som oftast om diverse egenskaper hos de statistiska modeller vi plockat fram
for tillimpningen i fraga. Ofta kallas sddana egenskaper parametrar och de
bestédmmer hur en modell beskriver oséikerheten. Somliga kallar sjdlva slut-
satserna om parametrarna inferens. Det viisentliga &r dock att vi strivar efter
ett logiskt eller rationellt beteende hos den metod vi anvinder for att dra
slutsatserna. Det dr viktigt att forsta att statistiska procedurer ej alltid beter
sig rationellt, speciellt da vi tillimpar dem pa nagot som de ursprungligen ej
ar tiankta for!

I denna text behandlas sérskilt problematiken kring hypotesprévning och
jamforelse av olika alternativa modeller. Modellbaserade prognoser och skat-
tning av parametrar, samt konfidensintervall fér dem betraktas senare, i ett
separat material.

2 Hypotesprévning

2.1 Allmént on hypotesprévning

Bakom det statistiska konceptet hypotesprévning, ligger en stark veten-
skapsfilosofisk tradition gillande falsifieringsprincipen och den logiska posi-
tivismen, déir stora namn som Karl Popper, Rudol Carnap m. fl. har varit
aktiva. Utifran statistikens synvinkel, har hypotesprévningen intimt kopplats
till den frekventistiska inferenstraditionen, #venom man visst kan prova hy-
poteser med andra angreppssétt. Vi forsoker énda beskriva hypotesprovnin-
gen i den frekventistiska kontexten och betrakta dess goda och aviga sidor.

Generellt i litteraturen brukar man anviinda H, for att beteckna en sk
nollhypotes och H; for att betrakta en sk mothypotes. Forenklat motsvarar
en viss hypotes i statistikens viirld en viss statistisk modell for empiriska
observationer, dvs. hypotesen hidvdar att observationerna ér férdelade enligt
nagon sannolihetsfordelning. Da vi arbetar utifran falsifieringsprincipen, stri-
var vi efter att utesluta teorier (dvs. nollhypoteser Hy) genom att falsifiera
dem med hjilp av empiriska observationer.



2.2 Den generella proceduren for hypotesprévning

Sjélva hypotesprovningen, som ibland kallas ett statistiskt test, utfors i allmén-
het enligt foljande formella procedur (déir ordningen pa de fyra forsta stegen
visserligen kan variera):

1. Bestdm nollhypotesen Hy och mothypotesen H.
2. Observera ett datamaterial x.
3. Bestdm en lamplig signifikansniva o (0 < o < 1).

4. Bestdm en lamplig testkvantitet (en sk teststatistika) 7', for vilken ett
observerat viirde T, erhalls fran x.

5. Beriikna sannolikheten P(T > T,,s|Hp), vilken motsvarar héindelsen att
ett lika eller mer extremt virde pa testkvantiteten skulle observeras,
givet att ett lika stort datamaterial skulle genereras under Hy.

6. Forkasta Hy, ifall P(T > Tys|Ho) < a.

Steget 5 ovan ger oss nagot som allméint kallas ett p-véirde, som motsvarar
den lidgsta signifikansnivan pa vilken H, kan forkastas for det observerade
datamaterialet x. Det &r i en viss mening ett matt pa hur 6verraskande vart
datamaterial ér, ifall nollhypotesen dr sann. Det ér alltsa ingalunda sanno-
likheten for att nollhypotesen ér sann, vilken ér den vanligaste missuppfat-
tningen om p-viirdet! Ett litet p-virde tyder alltsa pa att vara data ér min-
dre rimliga under nollhypotesen. Vanligen forekommande signifikansnivaer i
vetenskapliga arbeten ar 5%, 1% och 0.1%.

Observera att nollhypotesen har en vildigt speciell roll i den frekven-
tistiska hypotesprovningen. Man #r alltsa ute efter att forkasta den, efter-
som proceduren aldrig kan ge ett direkt matt pa stod for en viss hypotes.
Vi diskuterar senare diverse problem forknippade med hypotesprévning, nu
ar det dags att titta pa kanske den oftast forekommande jamforelsen av
tva modeller. En ritt bra beskrivning av p-viirden hittar man pa http:
//www.wikipedia.org/P_value. Sidan innehaller &ven linkar till ytterligare
material som skapats for pedagogiska syften. Den artikel i British Medical
Journal (Sifting the evidence - What’s wrong with significance tests") som
citeras av Wikipedia-sidan, dr mycket ldsviird.



Example 1 Jdmforelse av medelvirden for tva populationer. Anta
att vi dr intresserade av hur tva olika typers choklad paverkar mdngden
kolesterol i blodadrorna. Den ena typen dr vanlig mjolkchoklad (innehdller
ca 30% kakao) och den andra typen dr mork choklad med hog kakaohalt
(86%). Vissa dmnen i kakao spekuleras paverka cellernas dmnesomsdttning,
vilket eventuellt kunde leda till en fordindring gdllande kolesterolhalterna (och
kanske dven kolesterolens relativa sammansdttning). Ett antal forsoksperson-
er fordelas slumpmdssigt i tvd grupper, varav den ena (gruppen A) inmundi-
gar dagligen 50 gram vanlig mjolkchoklad och den andra (gruppen B) sam-
ma mdngd mérk choklad. Efter den tre manader langa uppfoljningsperioden
mdater man kolesterolhalt (X ) hos alla individerna i bigge grupperna.

Example 2 Jdmforelse av medelvirden for tvd populationer (fort-
sdttning). Ldt oss anta att kolesterolhalterna dr fordelade enligt en nor-
malférdelning i den population som representeras av forsokspersonerna, sa att
X ~ N(pn,0?) for dem som inmundigar mjélkchoklad och X ~ N(ug,oc?)
for dem som inmundigar mérk choklad. Hdr antar vi alltsd att spridningen
(som representeras av variansen o?) dr densamma i bida grupperna, men
att de genomsnittliga kolesterolhalterna kan vara olika i A och B. Nollhy-
potesen och mothypotesen formuleras da oftast enligt féljande: Hy : py =
g, H1 : py # pp. Logiken bakom detta resonemang dr att datamaterialet
skall innehalla motstridig information med avseende pa pastiendet py, = pig,
inan vi kan hdvda att den mérka chokladens effekt gdllande kolesterolhalten
ar annorlunda dn mgjolkchokladens.

I exemplet ovan ér nollhypotesen Hy en sk enkel (eller skarp) hypotes och
H, motsvarar nagot som kallas en sammansatt hypotes. Det specifika hos
en enkel hypotes dr att den bestdammer fullstindigt virdet pa den parameter
(eller de parametrar) vi frimst dr intresserade av. Om vi tittar riktigt noga
pa exemplet, sa ser vi att nollhypotesen i detta fall egentligen bestémmer
entydigt virdet pa skillnaden mellan 14 och ppg, dvs. att den skillnaden &r
noll.

En sammansatt hypotes diremot omfattar ett omrade av virden som
anses samstdmmiga med hypotesen. I chokladexemplet &r vi i forsta hand
intresserade av medelvirdenas eventuella skillnad, men inte av variansen,
dvenom vi maste ta hinsyn till den i modellen. Den &r ju trots allt okéind for
oss, och maste dirmed uppskattas fran det observerade datamaterialet!

Variansen kallas ibland en stérande parameter, da vi inte &r intresserade
av att jimfora skillnader i spridning mellan tva eller fler grupper. Generellt



betraktas sddana parametrar vi inte ér direkt intresserade av, men som énda
dar nodvindiga att sédttas in i modellen, som stérande parametrar. Dylika
parametrar maste tas i beaktande pa ett lampligt séitt da vi utfor statistisk
inferens, men vi skall ej héir ga nirmare in pa dem.

Hypoteserna givna ovan i samband med chokladstudien leder till ett
dubbelsidigt test, eftersom vi inte har bestiamt i férviig om skillnaden mel-
lan 4 och pp bor vara negativ eller positiv under mothypotesen. I en annan
situation kunde den underliggande biologin leda oss t. ex. till en hypotes
om att bade medelvirdet och variationen gillande kolesterolhalten sjunker,
da man inmundigar mork choklad regelbundet. Denna mer specifika biolo-
giska kunskap kunde representeras av hypoteserna: Hy : 4 = ppg, 0% = 0%,
Hy:py > pg,0% > 0%. De test som motvarar dylika hypoteser kallas enkel-
sidiga, eftersom avvikelser endast i en viss riktning fran nollhypotesen kan
leda till férkastning.

Signifikans hos dubbelsidiga och enkelsidiga test bestims pa olika sitt,
vilket illustreras i bilderna nedan. I bilden till viinster betraktar man ett
dubbelsidigt test, dir ett observerat virde pa testkvantiteten, som faller in-
om det graa omradet, leder till ett signifikant resultat pa nivan a (t. ex.
5%). Kurvan i bilden representerar hur sannolikhetsmassan fordelar sig for
testkvantiteten under nollhypotesen och bégge graa omraden har en mas-
sa som motsvarar sannolikheten «/2 (t. ex. 2.5%). Detta sétt att berikna
signifikansen beror pa att avvikelser i bada riktiningar fran nollhypotesen be-
traktas relevanta i sammanhanget. Logiken bakom hypotesprévningen sédger
att da en testkvantitets virde #r inom det graa omradet, géller antingen: 1)
nollhypotesen #r sann och en osannolik héindelse har intriffat, eller 2) noll-
hypotesen #r ej sann. Vanligtvis viljer man da det senare alternativet och
forkastar ddrmed nollhypotesen.

I bilden till hoger visar det graa omradet signifikanta viirden pa ett enkel-
sidigt test, dér endast avvikelser i en viss riktning betraktas relevanta. Notera
att ett mindre virde pa testkvantiteten 1" i absolutbelopp leder nu till ett
signifikant resultat, jimfort med det dubbelsidiga testet. Detta beror pa att
hypoteserna dr nu formulerade sa att skillnader i en viss riktning anses ir-
relevanta, och didrmed leder €j till signifikanta testresultat (oavsett hur stor
skillnaden é&r).



Example 3 Jdmforelse av medelvirden for tvd populationer (fort-
sdttning). Lat x;; representera mdtvdirdet pa kolesterolhalten for individen i
hos gruppen j (alltsa j = A eller j = B). Vi betecknar antalet forsoksperson-
er i de tva grupperna med n 4 respektive ng. Den matematiska proceduren for
hypotesprovningen i chokladexemplet bestar av féljande element. 1. Berdkna
medelvirden T 4, Tp och varianserna s, s% for grupperna och bestim den sk

1V e2 C1Ye2

poolade (dvs. sammansatta) variansen 312473 = (o4 2:1:1(:_*‘2 Ui 2. Berik-

na vdrdet pd testkvantiteten T, = % Obs! |x| betecknar hdr ett
Sa(a tag

absolutbelopp av x, dvs. talets storlek i forhallande till 0. 3. Forkasta Hy
om P(T > Tys) < a. Detta dr ett dubbelsidigt test, eftersom bade positiva
(T4 > Tp) och negativa (Ts < Tg) skillnader mellan medelvirden betraktas,
dda man avgor signifikans.

Example 4 Jdmforelse av medelvirden for tvé populationer (fort-
sdttning). Testproceduren som presenterades ovan ar ett sk t-test for medelvir-
dena hos tva populationer, da vi erhallit oberoende stickprov fran dem och
variansen antas lika i bagge populationerna. Namnet t-test syftar till testk-
vantitetens fordelning, som heter t-fordelning. For denna testsituation kan p-
vdardet bestammas enkelt och testkvantitetens form skvallrar om att det beror
pa avstdandet mellan gruppernas medelvdrden i forhallande till nivan av sprid-
ning. Testkvantiteten dr lika med noll endast om medelvirdena dr exakt lika
hos A och B. Bilderna nedan representerar tva olika situationer med 50 obser-
vationer i bdgge grupperna. I den vdnstra bilden dr histogrammen ritade for
ett datamaterial som héarstammar fran en och samma fordelning (N(0,1), A:



graa stolpar, B: stolpar utan firg). I den hogra bilden motsvarar histogrammet
utan firg datamaterial fran fordelningen N(0,1) och det andra histogrammet
datamaterial fran fordelningen N(83,1). Ett t-test pa nivin 5% skulle ej forkas-
ta Hy for datat @ fallet 1, men nog for datat @ fallet 2. Grinsvdrdet gdllande
signifikans skulle i detta fall vara ca 1.98 for testkvantiteten.
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1: Hysann (juy = pig) 2: Hy sann (|, — pp| = 3)

2.3 Vissa egenskaper hos testproceduren

Vad kan da ga at pipan med den testprocedur vi skissade precis? Uppenbarli-
gen, det kan hiinda att nollhypotesen trots allt géller, &venom vi forkastat den
pa signifikansnivan « (t. ex. 5%). Proceduren utmynnas i det att vi reglerar
a, vilket avgor hur troligt det #r att bega ett fel av forsta slaget (Type I
error), dvs. felaktigt forkasta nollhypotesen. Denna sannolikhet &r forknip-
pad med tanken om replikering. Den frekventistiska grundtanken bakom hy-
potesprovning ér att kontrollera sannolikheter for felaktiga slutsatser, da vi
upprepade ganger plockar fram datamaterial som antas bete sig enligt san-
nolikhetsfordelningen given av den ena eller den andra hypotesen.

Testets beteende kan studeras med hjilp av en datorsimulering. Vi slumpar
forst fram tva oberoende datamaterial med varsitt set pa 50 observationer
fran en N(0,1) fordelning, berdknar sedan virdet pa testkvantiteten, och
avgor till sist om Hy skall forkastas pa nivan 5% (Tps > 1.98) eller €]
(Tops < 1.98). Proceduren upprepas 1000 ganger for att vi skall se hur of-
ta vi gor en felaktig slutsats. Bilderna nedan visar hur medelvirden i de tva
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datamaterialen varierar 6ver de 1000 upprepningarna, samt hur deras skill-
nad beter sig. I denna simulering férkastas Hy 49 ganger av 1000 forsok, dvs
den empiriska frekvensen for ett fel av forsta slaget dr 4.9%. Testet verkar
alltsa halla vad det lovar. Genom att minska pa «, skulle den forvintade em-
pririska frekvensen av dylika fel sjunka vidare. Nackdelen blir da att alltmer
data krivs for att riktiga skillnader skall kunna pavisas.

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 06 -0 0 05

Fordelningen for z 4 Fordelningen for zp
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Spridningsdiagrammet for virdena 4 mot g d& Hy dr sann (py = up).

Vad annat kan ga at pipan med den testprocedur vi skissade ovan? Ja,
det kan hénda att vi accepterar nollhypotesen, men i verkligheten finns det
en skillnad mellan medelvirdena 4 och pg. Detta kallas for fel av andra
slaget (Type II error) och sannolikheten for att vi blir utsatta for det beror
pa testet styrka, dvs. férmagan att uppticka om Hj ej dr sann. Styrkan
beror pa: 1) hur stor skillnaden mellan grupperna &r, 2) sprid-
ningsnivan i populationen och 3) pa datamaterialets storlek, dvs.
antalet observationer.

Lat oss studera styrkan med hjélp av en dylik datorsimulering som anvén-
des tidigare for fel av forsta slaget. For en uppséttning av virden pa p, och
iy, slumpar vi 1000 ganger fram 50 observationer fran motsvarande fordel-
ningar, och kontrollerar hur ofta testet upptécker den underliggande skill-
naden mellan populationerna. Bilderna nedan visar spridningsdiagrammen
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for medelviirden 4, Zp Over tre olika situationer: py = 0, up = 0.25; 4y =
0,5 = 0.50; 4y = 0, up = 3.0. I samtliga fall ér variansen lika med 1 hos ba-
da populationerna. Ett t-test pa nivan 5% forkastar Hy enligt foljande tabell

over de 1000 replikationerna:

Antalet accepterade Hy Antalet forkastade H

iy =0, 15 =0.25: 759 241
i, =0, 5 =0.50: 312 688
=0, 15 =30 0 1000

0.8

0.7f

0.51

0.4} Ce el

0.1f

Spridningsdiagram for virdena z4 mot Zp, da py =0, up = 0.25
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Spridningsdiagram fér virdena Z4 mot Tg, da pu, = 0, ug = 3.0

En sammanfattning av olika beslut i samband med en hypotesprévning och
deras konsekvenser finns i tabellen nedan.

Verklighet\ Beslut

Forkastar H

Accepterar Hy

Hj, &dr sann

Fel av forsta slaget (Typ I)

)

H, dr sann

Fel av andra slaget (Typ II)

En testprocedur ér allmént utformad enligt foljande |

ogik. Fel av Typ I kon-

trolleras forst med hjélp av signifikansnivan a. Genom att viilja ett litet tal
ser man till att dylika felaktiga beslut fattas mer sillan under den antagna
modellen. Sedan viljer man en testkvantitet som maximerar styrkan, dvs.
minimerar sannolikheten for beslut som leder till fel av Typ II.
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2.4 Kritisk anvindning av hypotesprévning

I den statistiska litteraturen beskrivs ett enormt antal olika statistiska test
och de vanligaste testen finns alltid inprogrammerade i statistiska program-
paket. Man kan t. ex. testa signifikans for korrelations- eller regressionsko-
efficienter, eller for samband mellan kategoriska variabler. Det viktiga i det-
ta sammanhang dr att veta antaganden som ligger bakom ett test och for
vilka typer av situationer det ldmpar sig for. En lista éver ca 10 vanliga
test med kort beskrivning av de underliggande antaganden finns pa http://
www.wikipedia.org/Hypothesis_test. Exempelvis kunde antagandet om
normalférdelning vara i sin helhet en grov missuppfattning, eller sa kunde
datamaterialet innehalla nagra avvikande observationer vars lige och/eller
spridning &r avseviirt annorlunda jémfort med de ovriga observationerna.
Det adr ytterst viktigt att forsoka kontrollera antaganden vid an-
vindning av statistiska test, eftersom resultaten annars kan vara
missvisande at det ena eller det andra hallet! Grafiska presentationer
ar mycket anvindbara for detta syfte.

Hypotesprovning, enligt den procedur vi dgnat uppmérksamhet at hit-
tills, kan kriticeras utifran ett vetenskapsfilosofiskt perspektiv. Det mest fun-
damentala problemet #r att man ej kan presentera grader av evidens for
en hypotes mot en annan hypotes (eller mot en uppséttning alternativa hy-
poteser) med hjilp av hypotesprovning. Falsifieringsprincipen haltar i den
bemirkelsen att den ignorerar de sannoliksméssiga prognoser som statis-
tiska modeller oundvikligen levererar oss for och fran data. Vi skall dock
nu fokusera pa mer praktiska problem som ér forknippade med vissa séitt att
tillimpa hypotesprévning.

1. Genom ett enogt fokus pa signifikans, kan man viilja modeller dér en
eller flera egenskaper i modellen saknar relevans i sjilva tillimpnin-
gen. Exempelvis kan skillnaden mellan A och B grupperna i chokladex-
emplet vara signifikant pa 5%-nivan, men #nda vara s liten att den
saknar medicinsk relevans. Losning: Lita ej pa p-viirden som sadana,
utan studera alltid dven storleken pa sjilva skillnaden, korrelationsko-
efficienten, regressionskoefficienten, osv.

2. Med stora datamaterial tenderar nollhypoteserna i samband med de
flesta vanliga modellerna, sa som regressionsmodellerna, alltid bli forkas-
tade. Detta beror pa att modeller séllan kan felfritt beskriva infor-
mation i data, dvs. det brukar alltid finnas en viss diskrepans mellan
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modellen och observationerna. Hur liten den skillnaden &n #r, kom-
mer hypotesprovningen att uppticka den och férkasta nollhypotesen,
bara man skaffar sig tillriickligt med data. Hypotesprovningen tar ej
generellt till hinsyn att datamaterialet kan vara &nnu mer orimligt un-
der en mothypotes jimfort med nollhypotesen, d&venom testet forkastar
Hj pa en relativt liten signifikansniva. Losning: Delvis densamma som
vid punkt 1, men #ven andra losningar finns, t. ex. sk. information-
skriterier (sa& som BIC, AIC) kan anviindas for att utesluta orimliga
modeller.

. Det dr ibland nodvindigt att utfora ett stort antal test. Tédnk Dig en
situation, dir man betraktar sambandet mellan forekomsten av mi-
grin och ett stort antal variabler som beskriver individers personliga
egenskaper och livsstil. Vi upprepar att man kontrollerar frekvensen
av felaktiga beslut av Typ I (Hy dr sann, men forkastas énda) genom
ett litet viirde pa signifikansnivan . Om M oberoende statistiska test
utfors for att studera sambandet mellan migréin och de M variablerna,
och nollhypotesen ér sann (inget samband) i samtliga fall, férviintar vi
oss aM felaktigt forkastade nollhypoteser. Exempelvis, med M =100
och a = 0.05, forvintar vi oss alltsa upptéicka 5 falska samband mel-
lan migrén och diverse faktorer. Losning: Man kan foérsoka hantera
problemet med multipla hypotesprévningar genom olika korrektion-
er pa de signifikansnivaer som anviinds vid enskilda test. Traditionel-
la metoder i detta sammanhang, sa som sk Bonferroni-korrektioner,
fungerar dock daligt, eftersom de sénker testens styrka mot noll. De
modernare metoderna, sa som False Discovery Rate kontrollen, &r att
foredra. Aven informationskriterier (s& som BIC, AIC) kan aterigen
anvindas.

. I manga situationer vill man rangordna modeller enligt deras anpass-
ningsniva i forhallandet till data. Om modellerna ér av olika typer,
eller innehaller olika antal parametrar, &dr p-virden ej vil kalibrerade
for rangordningssyftet. Ett konkret exempel pa en dylik situation &r re-
gressionsanalys med multipla potentiella forklarande variabler, sig M
stycken. Man vill alltsa forklara variationen hos en (eller fler) beroende
variabel Y, med hjilp av en mojligast bra delméingd av samtliga fork-
larande variabler X1, Xs, ..., X;3;. Da man testar den allménna anpass-
ningsgraden for en regressionsmodell, déir en viss uppséttning av vari-
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abler bland de M méjliga anviéinds, brukar man anvéinda ett sk. likelihood-
kvot test mot den modell dir samtliga M anviinds (mer om detta
generella test senare). Ett litet p-viirde indikerar da att anpassnings-
graden fér modellen inte ér sérskilt bra. Problemet ér dock att p-viirdet
okar automatiskt, da man ldgger till fler férklarande variabler. Alltsa,
ju mer komplicerad modell (fler parametrar), desto béttre anpassnings-
grad till de observerade datat enligt testet. Déarfor dr det inte menings-
fullt att forsoka rangordna sadana modeller enligt p-viirden. Utover
detta problem, maste man vanligtvis dven tampas med problematiken
gillande ett stort antal test (se punkt 3), om man anvénder den test-
baserade ansatsen for att viilja en ldmplig uppséttning forklarande vari-
abler. Losning: Anvénd informationskriterier (s& som BIC, AIC) for
att vilja rimliga modeller.

For samtliga problempunkter i listan ovan, kan en l6sning &éven erhallas
genom anvindning av sk Bayesiansk statistik. I manga sammanhang kriver
detta dock mer expertis for att kunna tillimpas pa ett palitligt sétt, eftersom
den Bayesianska analysen kriver oftast att anviindaren ger sannolikhetsmés-
siga specifikationer géllande den aktuella osékerheten for en modell och dess
parametrar (sk a priori uppfattning). Vi noterar dnda att anviindandet av
en del informationskriterier motsvarar approximativt en Bayesiansk analys
i en modellvalssituation, se t. ex. http://www.wikipedia.org/Bayesian_
information_criterion. Tyvirr krivs det en hel del matematiska forkun-
skaper for att studera nidrmare dylika kriterier och deras egenskaper.

Statistiska modeller ses oftast som nagot slags data-genererande maskin-
er, precis som i det experiment som utférdes for att berikna den empiriska
frekvensen av felaktigt forkastade nollhypoteser (se avsnitt 2.3). Detta &r en
anvindbar, men ibland en allfor snév tolkning av dem, som kan stélla till
det rejilt vid vissa situationer. Ett representativt exempel pa detta prob-
lem &r statistisk inferens av evolutionsmaéssigt sldktskap mellan olika levande
organismer (detta kallas ofta fylogenetik, se http://www.wikipedia.org/
Phylogenetics). Inom det frekventistiska synséttet maste vi da inbilla oss
multipla replikat av evolutionen, som pagatt pa dylika planeter som jorden,
for att kunna fa en tolkning av signifikansnivaer och p-viirden. Detta kan min-
sann vara svart att forestélla sig! En mycket enklare och intuitiv syn pa os-
sikerheten om evolutionens gang far man genom att betrakta dess betingade
sannolikhetsfordelning, givet det molekyldra och morfologiska data vi har
till forfogande. Denna syn motsvarar aterigen den Bayesianska analysen och
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kriaver ddrmed vissa insikter i sannolikhetskalkyl for en kritisk betraktelse.

3 Direkt jimforelse av modellernas anvind-
barhet

3.1 Likelihood-kvot

Da hypotestprovningen (eller det statistiska testet) introducerades, konstat-
erade vi att den inte fungerar som ett verktyg fér en direkt jimforelse av
modellernas anviindbarhet. Hur kunde man uppna en sadan jimforelse? Vi
ndrmar oss problemet genom ett konkret exempel.

Example 5 Graden av sliktsskap. Vi skall bedoma graden av sliktskap
hos tva personer med hjdlp sk DNA-markorer. Enligt var nollhypotes dr per-
sonerna t fraga broder, medan de dr halvsyskon enligt mothypotesen. De sju
valda DNA-markérerna (kallas oftast loci och de motsvarar bestimda platser
i arvsmassan) har ett givet antal olika vdrden (alleler) som kan observeras
hos mdnniskor. Vi kunde ge dessa virden etiketter A,B,... for en viss markor
och studera virdena for de tva personerna, men for att forenkla beteckningar-
na, betraktar vi enbart indikatorvariabeln X; som antar virdet 0, ifall de tva
personerna bdr olika alleler vid lokuset i, och vdrdet 1 ifall individerna har
samma allel vid lokuset i. Symbolen i fungerar hdr som ett index och an-
tar vdrden mellan 1 och 7, eftersom vi har sju loci totalt. Detta brukar man
beteckna som i =1, ..., 7 1 matematiska sammanhang. Observera att informa-
tionen ovan motsvarar en forenkling av verkligheten, eftersom mdnniskan dr
en diploid organism och har ddrmed tvad alleler vid varje lokus i genomet. En-
ligt den grundliggande genetiken skulle tva broder ha identiska alleler vid ca
50% av loci, medan tva halvsyskon endast vid 25% av loci. Déirenligt forvintar
vi 0ss att antalet ’ettor’ vi ser efter DNA-testet, jamfort med antalet nollor’,
tenderar vara olika beroende pd vilken av hypoteserna dar sann (observera att
bagge hypoteserna kan vara felaktiga!). Biade Hy och Hy dr enkla hypoteser
i situationen ovan, eftersom de entydigt bestammer observationernas sanno-
likhetsfordelning.

Example 6 Graden av sldiktsskap (fortsdttning). For att komma at en
sannolikhetsbaserad beskrivning av datamaterialet vi erhaller © exemplet, dr
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det nyttigt att betrakta en matematiskt analogisk situation. Tdnk Dig en 8-
sidig tdarning (sddana forekommer t. ex. i vissa rollspel) med sidorna num-
rerade med 1,2,...,8. Vi antar att tdrningen dar balanserad, sa att vid varje
enskilt kast har samtliga sidor lika stor tendens att hamna uppat. Lat oss
namnge foljande hdndelser vid ett enskilt kast: "vi slar nagot av siffrorna
1,2,3,4", vilket motsvarar att X = 1; vi slar ndgot av siffrorna 5,6,7,8", vilket
motsvarar att X = 0. Om vi nu gor sju kast och registrerar alla hdndelserna
(t.ex. X1 =1,Xo=0,X3=1,X,=1,X5=1,X6 =0,X; =0), far vi ett
datamaterial som dr genererat enligt en sannolikhetsmodell som motsvarar
nollhypotesen Hy (tvd bréder). Virdena pa X; (i = 1,...,7) ar alltsd tinkta
som betingat oberoende utfall, givet att hypotesen (dvs. modellen) haller.
Det betingade oberoendet liter oss berikna den sammansatta (eller simul-
tana) sannolikheten for en viss hindelse gdllande samtliga variabler, som en
produkt av sannolikheter for de enstaka hdindelserna, dvs.

P(Xl = 1,X2:0,X3:1,X4:1,X5:1,X6:O,X7:O):
= P(X; =1)P(X; =0)P(X5 = 1)P(Xy = )P(X5 = 1) P(Xs = 0)P(X7 = 0)

Example 7 Graden av sliktsskap (fortsddttning). Precis som for fallet
"Hy, tva broder”, kan vi anvinda analogin for att astadkomma en genererande
modell for fallet "Hy, halvsyskon". Vi tittar fortfarande pa samma tdrning
som forut, men namnger isdllet féljande hdndelser vid ett enskilt kast: "vi
slar antingen 1 eller 2", vilket motsvarar att X = 1; vi slar ndgot av siffror-
na 3,4,5,6,7,8", vilket motsvarar att X = 0. Om vi nu gor sju kast och
registrerar alla handelserna (t. ex. X1 = 1,Xy = 0,X3 = 0, Xy = 0, X5 =
1, X6 =0,X7; =0), far vi ett datamaterial som dr genererat enligt en sanno-
likhetsmodell som motsvarar mothypotesen Hy (tvd halvsyskon).

Example 8 Graden av sliktsskap (fortsdttning). I detta exempel dr ‘et-
torna’ och ‘nollorna’ vi observerar, fordelade enligt en Bernoulli-fordelning(p),
ddr parametern p dr bestimd av hypotesen, dvs. p = 0.5 om vi tror pa Hy,
och p = 0.25 om vi tror pa Hy. Lat x beteckna kompakt var observationsserie
x1,...,x7 (de smd bokstdverna betecknar att varje X; har tilldelats ett visst
vdrde, antingen 1 eller 0). Lat vidare y vara antalet ’ettor’ vi har, ddrmed
blir antalet 'nollor’ lika med 7 — y. Ett intuitivt redskap for jimforelse av tva
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enkla hypoteser dr en sk likelihood-kvot, som blir nu

p(x|Ho) _

p(x[Hy)

p(z1|Ho) - p(w2|Ho) - p(x3|Ho) - p(xa|Ho) - p(as|Ho) - p(as|Ho) - p(a7|Ho)
p(x:[Hy) - p 5552![{1) p(ws|Hy) - p(xa|Hy) - p(as|Hy) - p(we| H1) - p(az| Hy)

(0.5)¥(0.5)
(0.25)4(0.75)7v

L =

Likelihood-kvoten sdger hur mdnga ganger bdttre sannolikhetsfordelningen
enligt hypotesen i tdljaren beskriver det observerade datamaterialet x, jim-
fort med fordelningen enligt hypotesen i namnaren. Alltsa, ett L = 3 sdger
att modellen enligt Hy dr tre gdnger bdttre dn modellen enligt Hy © detta
hdnseende. Om vi antar att observationerna bestar av serien X1 = 1, Xy =
0,Xs=1,Xy=1,X5=1,X5=0,X7=0, bliry =4 och L = 4.74, dvs.
nollhypotesen far ca fem ganger mer stéd dn mothypotesen i detta fall.

Example 9 Graden av sliktsskap (fortsdttning). Man bor komma ihdg
att statistiska jimforelser av modeller kan vara ytterst vilseledande, t. ex.
om bada hypoteserna rikar vara felaktiga. Detta blir mer forstaeligt genom
ett exempel. Anta att vi observerar foljande hdndelser i sliktsskapsstudien:
X1 =0,X,=0,X3=0,X4=0,X5 =0,Xg =0,X7 =0, dvs. y =1.
Hypoteserna dar fortfarande desamma som ovan, vilket leder till

p(x|Ho) _

p(x[Hi)

_ (05
(0.25)

L —

(0.5)
¥(0. 75)7 y

= 0.0585,

dvs. Hy dr ca 17.08 ganger béttre din Hy. Alltsa, vi far nu en stark indika-
tion pd att individerna ifraga dr halvsyskon. Men, om vi betraktar ndrmare
sjdlva observationerna, tyder de pa att individerna i sjdlva verket inte alls dr
ndrbesliktade, eftersom ingen utav sju majliga alleler dr matchande for dem.
Summan av kardemumman dr att observationerna dr ritt osannolika bade
under nollhypotesen och under mothypotesen, vilket leder till det till synes
starka stodet for Hy, eftersom den hypotesen dr mindre dalig. Da man ligger
fram hypoteser, bor man fundera pa om de éverhuvudtaget kan vara rimliga
representationer av data!
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Tyvérr kan likelihood-kvoten anviindas till en direkt jamforelse av tva
hypoteser endast nér de dr enkla bada tva. For manga typer av mod-
elljimforelser som omfattar sammansatta hypoteser, anvinder man dock
likelihood-kvoten som en testkvantitet, eftersom den har vissa goda matema-
tiska egenskaper. Sjélva berikningen blir mer komplicerad, d& sammansatta
hypoteser betraktas. Vi skall studera en dylik situation genom att modifiera
ovanstaende exemplet med graden av sliktsskap.

Example 10 Graden av sliktsskap (fortsdttning). Vi fortsditter med att
formulera nollhypotesen i enlighet med: "Hy : p = 0.5, tvd bréder”. Mothy-
potesen dndras ddaremot, sa att enligt den kan de tva individerna ha en godty-
cklig grad av sliktskap, vilket oversitts till en modell ddr Hy : p € [0, 1]. San-
nolikheten for en ’etta’ dr nu ej given av hypotesen, utan den mdaste skattas
med hjdlp av observationerna. Skattningen gors i detta sammanhang enligt
en generell princip som kallas likelithood-principen, och enligt den maximerar
vi p(x|Hy) som en funktion av p for att dstadkomma p(x|Hy). I vart exempel
ges maximum likelihood -losningen p av den relativa frekvensen ’‘ettor’, dvs.
p=y/7. Jimforelsen av de tva hypoteserna leder da till

I1|H0) -p(x2|H0) 'p(l’3|H0) 'p($4|Ho) ’p($5|H0) 'p($6|Ho) 'p($7|Ho)
p(aq|Hy) - (x| Hy) - p(xs|Ha) - p(za|Hy) - plas|Hy) - p(as| Hy) - p(27|Ha)
(0.5)(0.5)7¥
=P

Om vi fortfarande antar att observationerna bestar av serien X; = 1, Xy =
0,X35=1,X4=1,X5=1,X¢=0,X7; =0, bliry =4 och p = 4/7, vilket led-
er till L = 0.93. Det ar ytterst viktigt att notera skillnaden till den tidigare
jimforelsen - for sammansatta hypoteser Hy, déir Hy kan ses som ett special-
fall, &r p(x|H;) aldrig mindre &n p(x|Hp). Dérmed kan likelihood-kvoten ej
direkt anviindas till att jimfora graden av stodet for hypoteserna, om de €]
ar enkla bada tva. Eftersom fordelningen for log L &r matematiskt hanterbar
for generella modeller under nollhypotesen, anvinds ett sk likelihood-kvot
test viildigt allmént for att avgora om avvikelser fran en viss hypotes ér
signifikanta.
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3.2 Bayes faktor

I foregaende avsnitt presenterades likelihood-kvoten som ett alternativ, da
man ville direkt jimfora tva hypotesers formaga att forutspa ett observerat
datamaterial. Avenom likelihood-kvoten har en intuitiv tolkning for fallet
med tva enkla hypoteser, saknar den ett visst element som ér relevant i
manga sammanhang. Detta element dr a prior: uppfattningen om hypote-
sernas giltighet gentemot varandra, dvs. uppfattningen innan vi observerade
datamaterialet x, samt a priori uppfattningen om osikerheten gillande de
parametrar som modellerna innehaller. Vi noterar att vid enkla hypoteser
har man ingen osikerhet om parametrar kvar, efter att man har fixerat
modellens struktur.

Den sk Bayes faktorn representerar ett séitt att jimfora direkt tva hy-
potesers férmaga att forutspa datamaterialet, och den definieras som

_ p(x[Hp)

BF = ==
p(x|H1)

dock sa att p(x|Hoy) och p(x|H;) dr exakt lika med den tidigare presenterade
likelihood-kvoten endast om hypoteserna ér enkla. Om Bayes faktorn ér
storre dn 1, ger modellen i tédljaren (hir Hy) en béttre prognos for datat én
modellen i ndmnaren, givet var a priori uppfattning och datat. Om dére-
mot Bayes faktorn far ett viirde mindre #n 1, dr modellen i ndmnaren ett
béttre alternativ. Stora véirden (t. ex BF > 10) indikerar ett starkt stod for
modellen i téljaren och smé virden (t. ex. BF' < 0.10) ett starkt stod for
modellen i ndmnaren.

Anta att var a prior: uppfattning om oséikerheten séiger att hypotesen Hy
torde gilla med sannolikheten P(Hy). P4 motsvarande siitt har vi en a priori
sannolikhet P(H;) = 1 — P(H,) for mothypotesen. Bayes faktorn kan nu ses
som den faktor som behovs for att komma fran a priori till a posterior: odds
for Hy mot Hy, dvs.

a posteriori odds = Bayesfaktor X a priori odds
p(Ho|x) _ p(x|Ho)  P(Ho)
p(H:[x) p(x|t) — P(H)

Datat kan alltsa ses som en méingd information som antingen 6kar eller min-
skar odds for Hy mot H; fran den ursprungliga uppfattningen. Notera att
odds betyder hér exakt samma sak som i vadslagning.
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Bayes faktorn kan fortfarande anviindas och tolkas pa samma sétt nér den
ena hypotesen (eller bégge tva) dr sammansatta, men det blir d& mer krang-
ligt att rékna ut den. Sannolikheten for datat, dvs. p(x|Hy) eller p(x|H;),
dr i saddana fall en sk marginell likelihood (eller marginell fordelning for
datat), som erhalls genom integration med avseende pa en a priori fordel-
ning for de parametrar som finns i modellen. Vi skall ej ga in pa detal-
jerna for denna operation, utan det viisentliga dr att Bayes faktorn ldm-
par sig for en direkt jimforelse av tva statistiska modeller, oavsett om de
motsvarande hypoteserna dr enkla, ssmmansatta, eller en blandning av dessa.
Wikipedia innehaller en kortfattad beskrivning av Bayes faktorn, se http:
//www.wikipedia.org/Bayes_factor. En allmén artikel om Bayes faktorn
med diverse tillimpningar &r Kass, R. and Raftery, A. (1995). Bayes factors.
J. Amer. Stat. Assoc. 90, 773-795.
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