Analys av korstabeller

Analys av korstabeller héinvisar generellt till den situation, dér vi betrak-
tar flera kategoriska variabler samtidigt och vill dra slutsatser m.a.p. beroen-
destrukturen dem emellan. I den mojligast enkla situationen har vi da endast
tva variabler, vilka kan anta endast tva olika viirden (t. ex ja/nej, svart/vit
osv.). Det giller dock att vara forsiktig nér man utfér dylika analyser. For
att bilda oss en uppfattning om de viisentliga aspekterna for analys av ko-
rstabeller, studerar vi nagra exempel.

Tidningen "The New York Times’ publicerade den 11. mars, ar 1979,
foljande korstabell:

Atalad\Dom Doédsdom Annan dom Totalt

Morkhyad 59 2448 2507
Vithyad 72 2185 2257
Totalt 131 4633 4764

som innehaller uppgifter om 4764 mordfall, vilka hanterades i diverse domsto-
lar i delstaten Florida under aren 1973-79. De tva variablerna &r den atalades
hudfirg (morkhyad eller vithyad) och typ av dom (dédsdom eller en annan
dom). Fran tabellen kan vi uppskatta andelen moérk- respektive vithyade, som
blev domda till doden (2.4% respektive 3.2%).

Ett statistiskt test, som allmént anviinds i samband med analys av ko-
rstabeller, #r ett sk. y*-test (uttalas ’khai’-square). Namnet kommer fran den
fordelning testkvantiteten foljer approximativt under nollhypotesen. Olika
former av y2-test anvinds dven generellt d4 man vill testa hur bra anpass-
ning man far for en modell. Testet bygger pa méngden diskrepans mellan
observationerna och en hypotes, vilken i detta sammanhang motsvarar an-
tangandet om ett visst oberoende mellan kategoriska variabler. I tabellen
ovan har vi tva variabler och kan bilda en nollhypotes: Hy : 'Den atalades
hudfirg och typen av dom #r oberoende av varandra’. Mothypotesen kunde



da vara t. ex. H; : 'Det finns nagon form av samband mellan den atalades
hudfirg och typen av dom’.

Om vi betraktar noggrannare informationen i tabellen, identifierar vi f6l-
jande parametrar under mothypotesen (okéinda kvantiteter som representerar
variationen inom populationen av rittsfall géllande mord i Florida):

P(Hudfiirgen dr mork & Domen dr en dodsdom) = Pjy
P(Hudféirgen &r vit & Domen dr en dédsdom) = Py,
P(Hudfiirgen &#r mork & Domen &r ej en dédsdom) = Py
P(Hudférgen &r vit & Domen é&r ej en dodsdom) = Py

Dessa fyra parametrar ér alltsa sannolikheter for att ett slumpméssigt plockat
rittsfall ur den givna populationen skulle ha de motsvarande egenskaperna.
Eftersom sannolikheterna maste summera upp till ett, dr de fyra parametrar-
nas mojliga virden bundna till varandra enligt Py; + Pa1 + Pio+ Pos = 1. Dvs.
modellen har i sjilva verket endast tre fria parametrar. Vi antar dessutom
att alla dessa sannolikheter dr storre &n noll, dvs. P;; > 0,7 =1,2;j =1, 2.
Under en nollhypotes om oberoende mellan hudfirgen och typen av dom,

kan variablerna betraktas skilt fran varandra. Detta leder till foljande para-
metrar:

P(Hudfiirgen #r mork) = 1-P(Hudfirgen é&r vit) = P,

P(Domen ér en dédsdom) = 1-P(Domen é&r ej en dodsdom) = Py
I motsats till den tidigare modellen, har vi nu endast tva parametrar (P, P;).

Under nollhypotesen (oberoende) kan vi rékna fram sannolikheter for sam-
mansatta hiandelser enligt foljande produktregel:

P(Hudfsirgen dr mork & Domen &r en dédsdom) =
P(Hudfdrgen &r mork)P(Domen ér en dodsdom) = Py Ps
P(Hudfsirgen dr vit & Domen é#r en doédsdom) =
P(Hudfdrgen &r vit)P(Domen dr en dodsdom) = (1 — P;) P,
P(Hudfiirgen #r mork & Domen ér ej en dodsdom) =
P(
P(

Hudfiirgen &r mork)P(Domen &r ej en dodsdom) = Py(1 — P,)
Hudfirgen &r vit & Domen ér ej en dédsdom) =
P(Hudfiirgen ér vit)P(Domen ér ej en dodsdom) = (1 — Py)(1 — P)

De forviintade frekvenserna i varje cell av tabellen under oberoendet, er-
halls genom att man multiplicerar de uppskattade sannolikheterna med to-
tala antalet obervationer (= 4764 i morddatat). Punktskattningen av sanno-
likheterna skilt for de tva variablerna enligt maximum likelihood -metoden
ges av:



(Hudféirgen &r mork) = 1-P(Hudfirgen #r vit) = P, = 2507/4764

p
P(Domen &r en dodsdom) = 1-P(Domen #r ej en dodsdom) = P, = 131/4764

Detta leder till foljande forviintade frekvenser under oberoendet:

Atalad\Dom Dodsdom Annan dom Totalt

Morkhyad 68.9 2438.1 2507
Vithyad 62.1 2194.9 2257
Totalt 131 4633 4764

Teststatistikan for y2-testet bildas av summan av normerade kvadrerade skill-
nader mellan férvantade och observerade frekvenser:
(68.9 — 59)% (2438.1 — 2448)% (62.1 —72)* (2194.9 — 2185)?
T = = 3.0856
68.9 * 2438.1 + 62.1 * 2194.9

Teststatistikans fordelning har for en 2 x 2 tabell en sk. frihetsgrad, vilket led-
er till ett p-viirde lika med 0.08. Givet att datamaterialet &r ritt stort, verkar
det alltsa inte finnas anledning att tro pa ett samband mellan hudfirgen och
typen av dom.

Uppfattningen om sambandet éndras, da vi tittar pa samma observationer
genom en utokad korstabell, ddr dven offrets hudfirg dr en variabel:

Morkhyat offer
Atalad\Dom Doédsdom Annan dom

Morkhyad 11 2209
Vithyad 0 111

Vithyat offer
Atalad\Dom Dodsdom Annan dom

Morkhyad 48 239
Vithyad 72 2074

Om vi t. ex. testar oberoendet skilt for de tva offergrupperna, far vi
foljande viirden pé x2-testkvantiteten: 0.55, p-viirdet 0.54 (morkhyat offer),
96.50, p-viirdet < 0.0001 (vithyat offer). Analys av denna korstabell avslsjar
att for samtliga par som kan bildas av de tre variablerna, finns det indika-
tion pa ett samband. Men for moérkhyade offer verkar den atalades hudfirg
och typen av dom vara oberoende, medan dessa tva variabler har ett starkt
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samband for vithyade offer. Da det finns fler &n tva variabler i en korstabell,
brukar man anvénda sk. log-linjira eller grafiska modeller (en delgrupp av
log-linjdra modeller) for att studera strukturen pa sambanden pa ett mer
meningsfullt sétt. Grafiska modeller dr mycket anviindbara dven for stora
grupper av variabler och det finns flera datorprogram som hanterar sadana
modeller (MIM, B-Course, Bayesian Network Toolbox (BNT), Hugin, mm.).
Grafiska modeller kan intuitivt presenteras med hjilp av matematiska objekt
som kallas grafer, dér variablerna motsvarar noder och linkar samband mel-
lan dem. Avsaknaden av en link motsvarar vanligtvis ett betingat oberoende
mellan de bertrda variablerna.

Vi kan bilda oss en uppfattning om olika typer av grafiska modeller,
som kunde beskriva beroendestrukturen mellan de tre variablerna. Lat oss
beteckna variablerna enligt foljande: Offrets hudfirg (U), Atalades hudfirg
(S), Typen av dom (7). Det finns atta mojliga beroendestrukturer som
kan presenteras med hjilp av grafer. Om man ordnar dessa enligt grad
av komplexitet, 16per modellernas struktur fran ett fullstindigt oberoende
(P(U,S, T) = P(U)P(S)P(T)) till en fullstindigt beroende (inga begrin-
sningar pa sannolikheterna P(U,S,T)). Exempelvis, om en modell hivdar
att U #dr oberoende fran de 6vriga tva variablerna, far vi begrédnsningen
P(U,S,T) = P(U)P(S,T). Pa ett motsvarande sétt, om vi antar betingat
oberoende mellan S och T, far vi begrénsningen

P(U,S,T) = P(S,T|U)P(U) = P(S|U)P(T|U)P(U).

Nedan finns en lista som omfattar alla atta modellerna och representationen
av deras strukturer.



M, : P(US,T)=PU)P(S)P(T)

M, : P(US,T)=PU,S)P(T)

My : P(US,T)=P(UT)P(S)

M, : P(U,S,T)=P(U)P(S,T)

Ms : P(U,S,T)= P(U|S)P(T|S)P(S)
= PU,S)P(S,T)/P(5)

Mg : P(U,S,T)= PU|T)P(S|T)P(T)
= P(U,T)P(S,T)/P(T)

M; : P(U,S,T)=P(S|U)P(T|U)P(U)

P(U,S)P
(

My : P(US,T

For modellerna 5-7, far vi den senare formeln enligt definitionen pa en

betingad sannolikhet, t. ex.:

P(S|U) =

P(U,S)
PU)

Graferna som motsvarar dessa modeller ser ut sdhér:

Exemplet ovan, med tva kontra tre dikotoma variabler, representerar en
sk. Simpson’s paradox, vilken innebér att variabler som inte finns med i
betraktelsen, kan antingen dolja ett samband mellan variabler, eller introduc-
era ett falskt samband mellan dem. Den senare typen av felaktiga slutsatser
exemplifieras av foljande datamaterial.
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Joe Whittaker presenterar foljande datamaterial i boken Graphical mod-
els in applied multivariate analysis (Wiley, 1990):

Grad av vard\Overlevnad Dog Overlevde Totalt

Lite 20 373 393
Mycket 6 316 322
Totalt 26 689 715

Korstabellen innehaller uppgifter om 715 spddbarn under de tidiga veck-
orna efter fodseln. Uppgifterna #r samlade fran tva sjukhus som bescktes
av vardnashavarna till barnet. Uppskattningen av grad av vard har gjorts av
sjukvardspersonalen. Andelen barn som dog verkar vara betydligt hogre bland
de barn som fick endast lite vard (5.1% mot 1.9%). Detta resultat kunde leda
till den slutsatsen att graden av vard paverkar dodligheten. Aterigen #ndras
uppfattningen om sambandet, da vi kiinner till en annan variabel, nimnligen
vilket sjukhus besoktes av vardnashavarna. Foljande tabell erhalls genom att
denna variabel gors synlig (den sista kolumnen representerar andelen barn
som dog):

Sjukhus 1:
Grad av vard\Overlevnad Dog Overlevde (%)
Lite 3 176 1.7
Mycket 4 293 1.4

Sjukhus 2:
Grad av vard\Overlevnad Dog Overlevde (%)
Lite 17 197 7.9
Mycket 2 23 8.0

I den nya tabellen finns det ingen ndmnvird skillnad m.a.p. dédligheten
mellan de tva nivaerna av vard, inom natdera sjukhuset. Det tidigare ob-
serverade sambandet har alltsa férsvunnit, da sjukhusindikatorn togs i beak-
tande. Fenomenet uppstar, eftersom det andra sjukhuset ér forknippat med
ett omrade dir det finns hogre spadbarnsdodlighet och fler barn som far
sdmre vard. En grafisk beskrivning av beroendestrukturen ser ut sahr:

'Grad av vard’ — ’Sjukhus’ — ’Overlevnad’,

dvs. overlevnad &r i detta datamaterial betingat oberoende av graden av
vard, givet det sjukhus man besokt.



