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1 Fordelningsfunktioner och sannolikhetsméatt

Definition 1 Funktionen F' med D; = R sags vara en fordelningsfunk-
tion om
(i) F &r icke-avtagande och hogerkontinuerlig,

(i) limy o F(x) =0 och lim, . F(z) = 1.

Exempel Foljande ar fordelningsfunktioner:

1. Likformig foérdelning pa [a, b]

0, r<a
Flz)=¢ =2, a<z<b
1, xr=20b

2. Binomial fordelning med parametrarna n € N och p € (0, 1)

0, <0
F(z) = Z?O(Z)pk(l—p)”_k, m<r<m+1m=0,...,n—1
1, T =n.

3. Lat Q = {r, : n=1,2,...} vara de rationella talen. Funktionen

F(z) =Y 27", (x),

dar
5y () = { 0, z<r,

1, z=>nr,

ar en fordelningsfunktion som &r kontinuerlig i varje irrationell punkt
och diskontinuerlig i varje rationell punkt.

Definition 2 Lat F vara en fordelningsfunktion. Om F'(z)—F(z—) > 0 ségs
x vara F:s sprangpunkt (eller hoppspunkt) och F(z) — F(z—) &r sprangets
storlek.

Sats 1 En fordelningsfunktion har hégst numrerbart manga sprangpunkter.
Varje diskontinuitetspunkt av en fordelningsfunktion dr en sprangpunkt.



Sats 2 Lat F' vara en fordelningsfunktion och aj,j = 1,2,... dess sprang-
punkter och b; == F'(a;) — F(a;—) motsvarande sprangstorlekar. Infor

Fy(x) =Y biba,(x).
j=1
Da gdller att x — Fy(x) dr icke-avtagande, higerkontinuerlig och

Jj=1

Funktionen

F.(z) :== F(z) — Fy(x)

ar icke-avtagande, icke-negativ och kontinuerlig.

Definition 3 Fordelningsfunktionen F' sdgs vara diskret om F. = 0 och
kontinuerlig om F; = 0.

Definition 4 Lat € vara en given (abstrakt) icke-tom méngd. Familjen F
av (2:s delméngder sigs vara en o-algebra om

(i) @ekF,
(ii) Ae F= AY€ F,

Definition 5 Den minsta o-algebra av R:s delmédngder som innehaller alla
intervall av typen
(av b]v (—OO,b], (a7 +OO)7

dir a,b € R, kallas R:s Borelméngder och betecknas med B.

Anmairkning Det finns delmédngder av R som inte tillhor B!

Definition 6 Ett sannolikhetsmatt P i (2, F) ar en mangdfunktion
P:F—R

sadan att

i) P@Q) =1
(i) P(A)>0 VAeF



Egenskaper hos P:
1. P(w)=0.
2. P(A%) =1-P(A).
3. ACB=P(A) <P(B) (ty B= AU(B\ A)).

4. Monoton konvergens: Antag att A, T Aeller A, | A (dvs. A, C A,11,
UA,=Aeller A, D A,11, [ A, = A; observera att A € F foljer fran
definitionen av F). Da ar lim,,_.., P(4,) = P(A).

5. Allméan additionsformel:

n

P(U A) = Z P(4;) — Z P(A;NA;j)

+ 3 P(ANA;NA) — -+ (1" P A).

1<j<k i=1

Sats 3 Lat P vara ett sannolikhetsmatt i (R, B). Funktionen F definierad
genom
F(z) :=P((-0,2]), z€R

ar en fordelningsfunktion.

Sats 4 Lat F vara en fordelningsfunktion. Da finns det ett entydigt sanno-
likhetsmatt P i (R, B) sdadant att

P((—o0,z]) = F(z) VxeR.

2 Stokastiska variabler

Definition 7 Lat(2, F,P) vara ett sannolikhetsrum. Funktionen X : 2 —
R sdgs vara en stokastisk variabel om for varje x € R géller att

{w: X(w) <2} eF.
Exempel Lat A € F. Da ar

1, we A

= { g 25

en stokastisk variabel.



Definition 8 Den stokastiska variabeln X sigs vara enkel om den endast
antar andligt manga olika virden. Harvid kan X representeras enligt

X(w) = ZwilAi(w%

dir A; ={w: X(w) = x;}, ©; # xj,1 # J.

Definition 9 Lat X vara en stokastisk variabel. Funktionen
Fx(z) =P(X < x)

kallas féordelningsfunktionen av X.

Sats 5 Lat Fx wvara fordelningsfunktionen av den stokastiska variabeln X.
Da dr Fx icke-avtagande, hogerkontinuerlig,

lim Fx(z)=0 och lim Fx(z)=1.

T——00 T——+00

Anmairkning Fran Definition 9 fas att

(i) P(X =z) = Fx(z) — Fx(z—),
({)  Pla< X <b) = Fy(b—) — Fy(a),
(iii) Pla <X <b) = Fx(b) — Fx(a—).

Definition 10 (i) X sigs vara diskret om F'x ar diskret (mao F. = 0, jmf.
Definition 3).

(ii) X ségs vara kontinuerlig om Fy &r kontinuerlig.

(iii) X sdgs ha tdtheten f om for varje x € R

Fx(x) = /j f(t)dt

Anmirkning Om variabeln X har tdtheten f som &r kontinuerig i x, foljer
det fran integralkalkylens huvudsats att

Fy () = f(x).

Definition 11 Funktionen g : R” — R siigs vara Borelm&tbar om for varje
yeR
{r € R": g(a) <y} € B,

dar B™ dar méngden av Borel-méngder i R".



Sats 6 (i) Lat X vara en stokastisk variabel och g : R — R en Borel-mdtbar
funktion. Dd arY = g(X) en stokastisk variabel.

(ii) For n € N lat Xy, Xo, ..., X,, vara stokastiska variabler och g : R" —
R en Borel-mdtbar funktion. Dda ar Z = g(X1,Xa,...,X,) en stokastisk
variabel.

Anmirkning Funktionen g : R — R dr Borel-métbar t.ex. i foljande fall

(a) g ar kontinuerlig
(b) g &r styckevis kontinuerlig

(c) g ar hogerkontinuerlig och vénster gransvirden existerar

)
)
)
(d) g dr monoton.

Sats 7 (i) Lat {X;:j =1,2,...} vara en féljd av stokastiska variabler. Da
ar

inf X;, supX;, lim (inf Xj), lim (sup Xj)

J j j—o0 k2j J=00 >
stokastiska variabler (observera dock att de kan anta “virdena” +oo eller
—00).
(ii) Antag att X (w) := lim;_ o X, (w) ezisterar for varje w € Q. Dd dr X en
stokastisk variabel.

Definition 12 De stokastiska variablerna X;,7 = 1,2, ..., n, sigs vara obe-
roende om VB; € B,j =1,2,...,n,

n n

P(([{X; e B}) =][[P(Xi € B)).
i=1 i=1
Sats 8 Variablerna X;,v = 1,2,...,n, dr oberoende om och endast om for
varje x; e Ry =1,...,n,

Fx . .x.,(x1,...,0,) =P(Xy < x1,..., X, <2,,)

=1 =1

Sats 9 Antag att den simultana fordelningen Fx, . x,(zi, ..., z,) har tdthet-
en fx,..x,(T1,...,x,) sidan att

87’1
FTr Fx, x,(x1,...,20) = fxyox, (1, y2n)  Var,...,z, € R,



och att Fx,,1 =1,2,...,n, har tdtheten fx,,i =1,2,...,n. Da ar Xy, ..., X,
oberoende om och endast om for varje x; e R,i=1,2,...,n,

n

Fxrn (@1, an) = [ ] fx ().

=1

Sats 10 Antag att variablerna X;, i = 1,2,...,n, dar diskreta och beteckna
deras gemensamma numrerbara virdemdngd med V. Da ar X;,1 = 1,2,...,n,
oberoende om och endast om for varje k; € Vi =1,2,...,n,

Proon(bry k) =P(Xy = ki, Xy = k) = [[P(X = k) = [ pi(ka).
=1

i=1
Definition 13 Héandelserna A;,i = 1,2,...,n, sigs vara oberoende om
variablerna 14,,¢ = 1,2,...,n, & oberoende. Om A;,7 = 1,2,...,n, ar obe-

roende géller det att

PAin---NnA,) =P(A4)...P(A4,).
Sats 11 Om X;,i =1,2,...,n, dr oberoende och g : R¥ +— R och h : R
R dar Borel-mdatbara, da dr variablerna g(Xi,..., Xx) och h(Xi1, ..., X5)

oberoende.

Definition 14 Lat X vara en enkel stokastisk variabel, dvs.

X = i I’Z‘].Ai
1=1

E(X) = Z z;P(A)

kallas for X:s vinteviarde.

Sats 12 Lat X wvara en icke-negativ stokastisk variabel Da finns det en vdx-
ande foljd {X; 1 i = 1,2,...} av enkla stokastiska variabler sidan att for
varje w € €}

X(w) = lim X, (w).

n—oo



Sats 13 Ldit X wvara en icke-negativ stokastisk variabel och {X;} och {Y;}
tva vdzande foljder av enkla stokastiska variabler sidana att

Yw € Q lim X;(w) =limY;(w) = X.
Da gdller att
lim E(X;) = lim E(Y;).

1—00 1—00

Definition 15 (i) Lat X vara en icke-negativ stokastisk variabel och {X;}
en vixande foljd av approximerande stokastiska variabler sasom infordes i
Sats 12. Vinteviardet av X sigs existera om grinsvirdet

1—00

existerar. I detta fall definieras vintevirdet av X att vara lika med gransvér-
det:
E(X) := lim E(X;)
(ii) For en godtycklig stokastisk variabel X infor
Xt =max(X,0) och X~ = —min(X,0).

Daédr X = Xt — X~ och | X| = Xt + X~. X séigs ha vinteviardet E(X) om
bade E(X ™) och E(X ™) existerar. Harvid defineras

E(X):=E(X") - E(X").

Anmairkning Det kan visas att vintevirdet av X &r oberoende av den ap-
proximerande f6ljden {X;}.

Sats 14 E(X) existerar omm E(|X|) ezisterar.

Sats 15 Lat X och X;, @« = 1,...,n, vara stokastiska variabler sadana att
E(X), E(X;), i =1,...,n, existerar. Di galler

(i) E(cX) =cE(X) VceR,
(1) E(Z?:l Xi) = Z?:l E(X;),
(iii) E(TT-, Xi) = [, E(X;) forutsatt att X;, i =1,...,n, dr oberoende.

Sats 16 Ldt X vara en stokastisk variabel sidan att P(X = ¢) =1 for ndgon
konstant ¢ € R. Dd ar E(X) = c.



Sats 17 Lat X och Y wvara stokastiska variabler sidana att E(X) och E(Y)
existerar samt P(X <Y) =1 (det siges att X <Y ndstan sikert (n.s.)).
Di ir E(X) < E(Y).

Sats 18 Om X > 0 och E(X) =0 dd dr P(X = 0) = 1.(Det sdigs att X =0
n.s. (ndastan sikert).)

Sats 19 (Schwartz’ olikhet) Om E(X?) och E(Y?) existerar di dr
IEXY| < VEXZEY?.

Sats 20 (Jensens olikhet) Lit g : R — R vara en konvex funktion och X en
stokastisk variabel. Antag att E(X) och E(g(X)) ezisterar. D ar

E(9(X)) = g(E(X)).

Sats 21 (i) Lat X wvara en diskret stokastisk variabel med fordelningsfunk-
tionen Fx och fori=1,2,...

P(X = CLZ‘) = Fx(ai) — Fw(az—) = bz

Da gdiller att EX existerar om och endast om

Z ‘CLZ|bZ < 00,
i=1
och i detta fall gdller att
i=1

(ii) Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med taitheten fx. Dd gdiller
att E(X) ezisterar om och endast om

/00 || fx (x)dx < o0

och i detta fall gdller att

EX = /Oo rfx(z)dz.



Sats 22 (i) Lat X wvara en diskret stokastisk variabel sasom i Sats 21 och g
en Borel-mdtbar funktion. Antag att vintevirdet av'Y = g(X) existerar. Dd
ar

E(Y) = Zg(ai)P(X = a;) = Zg(ai)bl-.

(ii) Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel sasom i Sats 21 och g en
Borel-matbar funktion. Antag att vintevirdet av g(X) existerar. Da ar

E(g(X)) = / " o) fx ().

[e.o]

Definition 16 Lat X vara en stokastisk variabel sadan att E(X) existerar.
I fall E((X —EX)?) < oo siigs att variansen, bet Var(X) av X existerar och
ir lika med E((X — EX)?):

Var(X) := E((X — EX)?).
Talet \/Var(X) kallas for X:s standardavvikelse.

Sats 23 Antag att (X)) existerar. Dd ezisterar X :s varians om och endast
om E(X?) ezisterar, och Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

Sats 24 (i) Var(X)=0< 3c:P(X =¢) = 1.

(ii) Var(aX + b) = a*Var(X) for varje a,b € R.

(iii) Om X och Y dr oberoende dd dr Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
(iv) Om {X;,i=1,2,....n} dr parvis oberoende (dvs. X; och X; dr obero-
ende for varje i # j) dd dr

Var(X; + -+ X,) = »_ Var(X;).
i=1

3 Om Poisson-fordelningen

Definition 17 Den stokastiska variabeln X sigs vara Poisson-férdelad
med parametern A > 0, om

)\k —\
P(X=k)="7e k=012 ...

Beteckning: X ~ Po()).

10



3.1 Poissonfordelning som griansfordelning for binomi-
alfordelning

Lat X ~ Bin(n,p). Vi vill visa att “om n, ar stort och p ar litet”, da ar
X 2" Po(np).
I praktiken &r approximationen néjaktig redan da n > 10 och p < 0,01.
Sats 25 Forn =1,2,... lit X,, ~ Bin(n, p,) och antag att X := lim,,_, ., np,
existerar och dr positivt. Da gdller for varje k =0,1,2,...
n

P(X,=Fk)= ( I )pf’;(l —p)" P = e din — oo

Anmérkning Observera i Sats 25 att p, — 0 da n — oo. Speciellt om
Pn = A/n, har vi

k n—k
, n\ (A A N
() () () = we

I beviset av Sats 25 kan anvindas t.ex. Stirlings formel:
77,' — (27T)%nn+%efn+cn

dir 0 < ¢, < ﬁ Pastaendet kan ocksa bevisas med hjélp av momentgene-
rerande funktioner.

3.2 Poisson-fordelning som en modell for oférutsedda
och oberoende forandringar

Betrakta ett fenomen som upprepar sig pa ett slumpmaéssigt sitt oberoende
av dess tidigare forekomster, t.ex. stjarnfall eller kunder som anlénder till
en sjalvbetjaningsaffir. Sadana hir fenomen, dvs. antalet foérekomster kan
under vissa antaganden modelleras med Poisson-fordelningen.

Sats 26 Om - oberoende av antalet forandringar under tiden (0,t) - sanno-
likheten for exakt en fordndring under tiden (t,t + At) dr cAt + o(At) och
sannolikheten for mer an en forandring under tiden (t,t + At) dr o(At), da
ar antalet forindringar under tiden (0,t) Poisson-fordelat med parametern
ct.

Beteckningen o(At) i Sats 26 avser en funktion av At sadan att
o(At)
Ao At
(o(At) kunda vara t.ex. (At)?).

=0

11



4 Betingade sannolikhetsmatt och fordelningar

Definition 18 Lat (2, F, P) vara ett sannolikhetsrum och B € F sadan att
P(B) > 0. Den betingade sannolikheten for hindelsen A med avseende

pa B ar talet
P(ANB)

P(A|B) := PB)

Sats 27 Lait B € F wara sidan att P(B) > 0. Dd dr (Q,F,P(:|B)) ett
sannolikhetsrum.

Sats 28 (Den allmdinna multiplikationsregeln) Forn > 2 lat Ay, As, ..., Ay,
vara hdndelser och antag att

n—1
=1

P(m A;) = P(A1)P(A2|A)P(A3[A N Ay) - - - P(A,] ﬂ Ay)
Sats 29 (Formeln for totalsannolikhet) Lat {A;}! |, vara hdndelser sidana
att

[ ] AlﬂA]:(D, Z#],

mao. {A;}1_,, utgor en partition av Q. Antag ocksda att P(A;) > 0 for i =
1,2,...,n,. Da gdller for B e F

ZP P(B|A,).
Sats 30 (Bayes formel) Lat {A;},, vara som i Sats 29 och B € F sddan
att P(B) > 0. Da gdller fork=1,...,n

P(A)P(B4,) _ P(AJP(BJA,)
P(B) Yo, P(A)P(BIA)

P(Ak‘B) =

12



4.1 Betingade fordelningar

(A) Det diskreta fallet. Lat Y vara en diskret stokastisk variabel med
virdeméngden Vy = {y; : i = 1,2,...} och P(Y = y;) > 0. Lat X vara en
godtycklig stokastisk variabel. Den betingade fordelningen for X givet att
Y =y, ar
P(X <z,Y =y

P(Y =y)
For att kunna bestdmma den betingade fordelningen méste man (vanligtvis)
forst bestimma fordelningen for (X, Y). Ifall ocksa X &r diskret med Vy =
{z;:1=1,2,...} och gxy &r frekvensfunktionen for (X,Y), dvs.,

P(X <z|Y =y) :=

gxy (T y;) = P(X =2, Y =),
da &r den betingade frekvensfunktionen for X givet att Y = y;

9v (i)

dir gy (y;) = P(Y =y),j = 1,2,....

Det betingade vénteviardet av X givet att Y = y;, bet. E(X|Y = y;),
definieras via den betingade frekvensfunktionen pa foljande satt

EX|Y =) = Za:iP(X =z;|Y = y).
i=1

(B) Det kontinuerliga fallet med t#thet. Lat fxy vara tétheten for
(X,Y), mao.

z v
Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y) :/ du/ dv fxy(u,v) Vz,y.

Observera att om fxy &r kontinuerligi (x,y) da &r

o2
0x0y

Fxy(z,y) = fxy(z,y).

Den betingade tatheten av X givet att Y = y dr funktionen

Pat®) o fy) >0,

0 , om fy(y) =0,

fxpy (zly) =

13



déar fy ar Y:s tathet. Nu definieras t.ex.

P(X <z|Y =y) = / fxy (uly) du

Det betingade vinteviardet av X givet att Y = y ar funktionen

+oo
BQXY =9)i= [ o far(aly) de

Anmérkning. (i) Om
fxy(zy) = fx(@)fr(y)
for varje x och y da ar X och Y oberoende. I detta fall géller ocksa att

fxiy (zly) = fx(z).
(ii) Multiplikationsregeln:

fxy(x,y) = fx(2) fyix(y|v)

(iii) Formeln for totalsannolikhet:
400

fr(y) = Ix (@) fyx(y|z) do

(iv) Bayes formel:

2ly) = fX(l")fY|X(Z/‘1’)
T (aly) I e (u) fypx (yl) du

Exempel Lat X > 0,Y > 0, och X 1Y. Vi bestammer férdelningen for
X+Y:

P(X+Y<z):/ZP(X+Y<2|Y:y)fy(y)dy
0
:/0 P(X <z ylV = y)fyly) dy

Ly / TPz —9) fr(y) dy

Exempel Lat X > 0, 0, och X LY. Vi bestimmer fordelningen for XY

Y >
POXY <2) = [ POXY <Y =) frly) dy
0
- / PY <2V =) fr(y) dy
XLy / Fe(2) fity) dy

14



5 Momentgenererande funktioner

5.1 Sannolikhetsgenererande funktioner

Definition 19 Lat X vara en diskret stokastisk variabel med virdeméangden
Vx ={0,1,2,...}. Funktionen

Gx(t) :=E(@") = iP(X = k)tF

kallas X:s sannolikhetsgenererande funktion.
Observera att t — Gx(t) ar vildefinierad (atminstone) for || < 1.

Sats 31 Antag att X :s sannolikhetsgenererande funktion G x(t) existerar for
[t| < 146 for nagot § > 0. Da gdller

(a) B(X)=C(t)]imr.
(b) B(X?) = G%(t) + G (t)]mr.
(¢) Var(X)=G%(t) + G (t) — (G (1)hor.

Anmirkning Eftersom Gx(t) definieras genom en potensserie dr den god-
tyckligt manga ganger deriverbar och derivatorna fas genom att derivera
serien termvis.

Sats 32 Den sannolikhetsgenererande funktionen av en stokastisk variabel
bestimmer variabelns fordelning entydigt.

Foljande sats har inte bevisats pa foreldsningarna.

Sats 33 Funktionen G : [0,1] — [0,1] ar en sannolikhetsgenererande funk-
tion av en stokastisk variabel om och endast om

(1) Gg?) > 0 ¢ intervallet (0,1) for varjen=1,2,....
(2) lim_, G(t)=1

5.2 Momentgenererande funktioner

Definition 20 Lat X vara en godtycklig stokastisk variabel. Funktionen
Mx(t) :==E (e'¥)

kallas X:s momentgenererande funktion (forutsatt att den existerar for
|t| < ¢ for nagot 6 > 0).

15



Sats 34 Ldt X vara en diskret stokastisk variabel med Vx = {0,1,2,...} och
antag att dess sannolikhetsgenererande funktion G x (t) existerar for |t| < 146
ddar o > 0. Da dr

Mx(t) = Gx(e")
dar t <In(1+9).

Sats 35 Antag att variabeln X har den momentgenererande funktionen My (t),
|t| < 0. Dd har variabeln Y := aX + b, dir a,b € R den momentgenererande
funktionen

4]
My (t) = " Mx(at), |t < Tl
a
Sats 36 Antag att variabeln X har den momentgenererande funktionen My (t),
|t| < d. Da existerar alla origomoment E(X™),n = 1,2,..., funktionen
t — Mx(t) dr godtyckligt manga ganger deriverbar och
B(X") = M (t)i=o.

Korollarium 1 Antag att den momentgenerande funktionen Myx av varia-
beln X har serieutvecklingen

Mx(t) = cot", |t < 0.
n=0
Da ar
E(X™) = nle,.

Foljande sats har inte bevisats pa foreldsningarna.

Sats 37 Antag att X har den momentgenererande funktionen Mx (t), |t| < §
for nagot 6 > 0. Da bestdms X :s fordelning entydigt av Mx .

5.3 Tillampningar

1. Lat X;,7 = 1,2,...,n, vara oberoende stokastiska variabler sadana
att Mx,(t) existerar for varje ¢ da |t| < 6 med § > 0. Da har ¥V :=
X; + -+ X, foljande momentgenererande funktion

E (ety) =E (et(XlJ“"X”)) =E (etxl) E (etXQ) --E (etX”) = HMX(t)

Speciellt om variablerna X; ar identiskt fordelade géller det att
E (") = (Mx(t))",
dér My (t) ar den gemensamma momentgenererande funktionen av va-

riablerna X;,i =1,2,...,n.

16



2. Kombinerade forsok - betingade fordelningar Betrakta foljande
situation: Variabeln X har en given, kiind fordelning. Uppgiften ar att
bestdamma fordelningen for en annan variabel Y som &ar beroende av X.
Fordelningen for Y givet att X = x antas vara kiind. Harvid ar det ofta
enklast att karakterisera Y:s fordelning via dess momentgenererande
funktion.

(a) Antag att Vx ={0,1,2,...}. Da &r

My(t) =E (") = iP(X =n)E(”|X =n),
dar o
Ewﬂxzmzl & fy x (yln)dy

forutsatt att den betingade tatheten fy|x(y|x) existerar.
(b) Om Vx = R och X har tdtheten fx har vi

My (t) = h fx(z) B(e™|X =2) dx

+00 +o0
:/ Wﬁ@/’dwwm@m

o0 oo

6 Gransvardessatser

6.1 Olikheter

Sats 38 (Markovs olikhet) Antag att X dr en icke-negativ stokastisk varia-
bel. Da gdller for varje a > 0

och i allmdnhet forn=1,2,...

P(X >a) < — B(X"). (1)

an

Korollarium 2 Antag att X dr en icke-negativ stokastisk variabel sadan att
p = E(X) existerar. Dd gdller for varje k > 0

P(X > ku) <

| =

17



Sats 39 (Tjebysjevs olikhet) Antag att variabeln X har vintevirdet p och
variansen 0. Dd gdiller for varje k > 0

1

P(X —pl > ko) < 13- (2)
Anmérkning Vilji (2) k =a/o, a > 0. Da fas
o2

P(X —pl>0) <%

och
2

o
P(\X—u|<a)>1—?.

6.2 De stora talens lag (i svag form)

Definition 21 Foljden {X,,}°°, av stokastiska variabler sigs konvergera i
sannolikhet mot variabeln X da n — oo om

lim P(|X, — X|>¢)=0 Ve>0.

n—oo

Sats 40 Antag att X,, — X i sannolikhet och X,, — Y @ sannolikhet. Dad dr
X =Y ndstan sikert, dvs. P(X =Y) = 1.

Sats 41 (Tjebysjevs sats) Lat {X;}5°, vara en féljd av parvis oberoende sto-
kastiska variabler sadana att

de Vi : Var(X;) <c.
Sdtt

i 1=1

Da galler B
lim P(|X, — fin] <€) =1 V¥e>0
dvs. X,, — fn — 0 @ sannolikhet.
Korollarium 3 Ldt {X;}3°, vara en foljd av parvis oberoende och identiskt
fordelade stokastiska variabler s att o* := Var(X;) ezisterar. (Observera att

Var(X) existerar = E(X) ezisterar.) Da giller X,, — p i sannolikhet, dir

18



Korollarium 4 (Bernoullis sats) Lat sannolikheten for hindelsen A vara p
och infor

1
fn(A) := —xAntalet ganger A intriffar vid n oberoende upprepningar av forsioket,
n

mao., f,(A) dr den relativa frekvensen for handelsen A. Dd gdller

lim P(|f,(A) —p| >¢) =0 Ve > 0.

n—oo

Korollarium 5 (Poissons sats) Lit A; vara en hdndelse som intriffar vid
den i:te upprepningen av ett forsok med sannolikheten p;. Sdtt

1
fn = E;L&

Dé gdller att lim,, oo P(|f, — Du| =€) =0 Ve >0, ddr p, == % > Pi-

Sats 42 (Khinchins sats) Lat {X;}52, vara en foljd av parvis oberoende och
identiskt fordelade stokastiska variabler s att p = E(X;) ezisterar. Dé gdller
att

_ 1 <&
X, = — X; ' likhet.
n Zz_; — W T Sannovkne

6.3 Konvergens i fordelning

Definition 22 Lat {X,,}>°, vara en {6ljd av stokastiska variabler och beteck-
na fordelningsfunktionen av X, med F),. Det sigs att X,, — X i férdelning

om
lim F,(z) = F(x)

i varje kontinuitetspunkt x av X:s fordelningsfunktion F'.

Sats 43 Lat X, X4, Xo, ... vara diskreta stokastiska variabler som antar vir-
den i {0,1,2,...}. Det galler att X,, — X i fordelning om och endast om

lim P(X,, = k) =P(X =k)
for varje k =0,1,2,....
Sats 44 X,, — X i sannolikhet = X,, — X 1 fordelning.

Foljande sats bevisades inte pa foreldsningarna.
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Sats 45 Antag att variabeln X,, har den momentgenererande funktionen M, (t), |t| <
0 for nagot 6 > 0 forn =1,2,.... Om det existerar en funktion M sd att

M(t) = lim M,(t)

n—oo

for varje |t| < 6, da dr M en momentgenererande funktion for en stokastisk
variablel X och X, — X 1 fordelning.

6.4 Den centrala gransvardessatsen

Sats 46 Lat X;,7 = 1,2,... vara oberoende och identiskt fordelade stokas-
tiska variabler. Antag att Mx,(t),|t| < ¢ existerar for varjei =1,2,.... Sdtt
p:=E(X;), 0% := Var(X;). Dai giller

Sp —np

L =
o\/n

— Z 1 fordelning,

dir Z ~ N(0,1).
Foljande sats har inte bevisats pa foreldsningarna.

Sats 47 (Ljapunovs sats) Lat X;,i = 1,2,... vara oberoende och antag att
E(X}) ezisterar for varje i = 1,2,.... Infor

o? = Var(X;), p’:=E(X;—-EX;P)
och

n n
= (0 = (S
i=1 =1

Om lim In _ 0 da galler det att

n—oo Sy

Sn — E(Sp)

— Z ~ N(0,1) ¢ fordelnin
Va5, (0,1) 7 fi g

(Sn = Z?:l Xi).

Korollarium 6 Lat X;,i = 1,2,... wvara oberoende och identiskt fordelade
sidana att B(X?) existerar. Da giller

S —E(S,)

— Z ~ N(0,1) @ fordelning.
Va5, (0,1) i f g
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Villkoret limr,, /s, = 0 i Sats 47 &r inte alltid latt att kontrollera. Det géller
t.ex. om variablerna X; ar likformigt begriansade, dvs,

AM Vi : P(|X; — | < M) =1,
och om lim s,, = +00.

Sats 48 (Lindebergs och Fellers sats) Lit {X;} vara oberoende stokastiska
variabler sidana att o; := Var(X;) existerar for varje i. Antag att for varje

t>0 .
1

Y[ e wrR@) —o
n [y—pi|>tsn

i=1

dir F; dr fordelningsfunktionen av X; och s2 := 0% + -+ 02. Dd giller att

Sn — E(Sy)

— Z ~ N(0,1) 1 fordelning.
Var(S,) (0.1)f g

Korollarium 7 Lat X;,© = 1,...,n, vara oberoende och identiskt fordelade
sidana att B(X?) existerar. Da giller

S —E(S,)

— Z ~ N(0,1) @ fordelning.
Var(S,) (0,1) i f g
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