Kapitel 8

Derivata

8.1 Inledning till derivata

Vi vill nu bestimma riktningskoefficienten for tangenten® till en given kurva
i punkten xy. For att fa en approximation av tangenten ritas en linje genom
punkterna (zo, f(xo)) och (xg + h, f(xo + h)) dér h &r ett litet tal.
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Figur 8.1: Funktionen f(z) = 2. Vi vill berdikna tangentens riktningskoef-
ficient i punkten (1, f(1)) = (1,1). Som approximation anvinds linjen som
gar genom punkten (1,1) och (1 +h, f(1+h)) = (2,4) (i figuren &r h = 1).
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Den uppritade linjen kommer att ha riktningskoefficienten

_ f(@o+h) — f(x0) _ f(zo+h) — f(xo)
Ty + h — Zo h ’
Genom att minska pa h:s virde kommer vi att erhalla en &nnu béattre appro-

ximation.
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Figur 8.2: Funktionen f(x) = 2. Vi vill berikna tangentens riktningskoef-
ficient i punkten (1, f(1)) = (1,1). Som approximation anvéands linjen som
gar genom punkten (1,1) och (14 h, f(1+h)) = (3, 9) (sitter h = 3).

Derivatan dr tangentens riktningskoefficient. Genom att lata h — 0 definieras
derivatan.

Definition 8.1 Derivatan av funktionen f(x) i punkten xy € Dy dr

o) = 1 L0 ¥ = 1 (20)

Forutsatt att grinsvdrdet existerar. Om detta galler sigs f vara deriverbar i
punkten (xo, f(xo)). Vidare dr derivatan = tangentens riktningskoefficient.

Eftersom linjens ekvation ges av:
Y — Yo = k(z — )

dar k dr riktningskoefficienten och (zg,yo) ar en punkt pa linje, sa ar ekva-
tionen for tangenten till kurvan y = f(x) i punkten (z¢, f(xo))

Yy — f(ﬂfo) = f/(mo)(ﬂﬂ - 900)-
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Figur 8.3: Funktionen f(z) = x?. Tangenten i punkten zy = 1.

Exempel 8.2 Funktionen f(x) = z3. Bestim

a) f'(1)
b) Ekvationen for tangenten genom punkten (1, f(1)).

Lésning:
fA+R)—f@) L (AR —1°
/ _ _
Y L
. (1+3rh+3R2+h*) -1 . 3h+3R*+ A3
= lim =lim———
h—0 h h—0 h
:}1}n53+3h+h2:3+3-0+02:3

s f(1) = 3.
Eftersom f(1) =1 och f'(1) = 3 fas foljande uttryck for tangentens ekvation
genom punkten (1,1)

y—1=3r—-1)<—=y=3zx—-2.

I manga fall kan det vara ldttare att skriva om definition pa derivata.
Observera att

o) = pim SO0 ED =) @) = T

h—0 T—x0 T — X
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Exempel 8.3 Bestim ett allmdnt uttryck for f'(zo) da f(x) = /x och vi
krdver att xg > 0.

Lésning:
Anvdnder omskrivningen ovan.

o = Jig T < oy ST
o WESVREVR) (@ w)
S @) (EVE) e (= ) (V)

1 1
= lim

w20 \JT /T 2/T0

8.2 Derivatafunktionen

I foregaende kapitel koncentrerade vi oss pa derivatan i en viss punkt. Anda
sag vi i det sista exemplet att vi kunde skriva derivatan som en funktion?
av den punkt vi undersoker. Vart mal ar att utveckla detta resonemang och
bilda en funktion f’(z) dér z € Dy, sa att denna funktion beskriver vérdet av
derivatan i olika punkter. Detta innebér att derivatan i punkten (zq, f(xo))
ar derivatafunktionen i punkten (zq, f'(zo)).

Derivatafunktionen &r definierad i de punkter xy € Dy dér f'(z) exis-
terar. Detta betyder att Dy C Dy.

Exempel 8.4 FEnligt det forra exemplet gdller det att derivatafunktionen for

f(x) = /a dr
1

T2/

Definition 8.5 Funktionen f dr deriverbar i intervallet |a,b[ om den dr
deriverbar for alla x €]a,b]. Om det dessutom gdller att Dy =|a,b| sdges f
vara deriverbar. (Intervallet Ja,b| kan hdr ocksa vara R eller nagot annat
dppet intervall.)

f'(x)

,x > 0.

Vi betecknar ibland

f'(z) =Df(x) eller f(z)=

Exempel 8.6 Vi kan alltsa ocksa skriva

1 dy/x
DV =—r ="
Ve 2y/x  dx

20inas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 13.
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Rikneregler 8.7 For derivatan gdller, da f(x) och g(x) dr deriverbara
funktioner och ¢ dr en konstant, foljande rikneregler (den forsta visas genom
att bryta ut ¢ och den andra visas genom att forenkla higerledet).

1.
D(cf(x)) = cDf(x)

D(f(x) + g(x)) = Df(x) + Dg(x)

Man brukar siga att en operator D som uppfyller dessa villkor dr linjar.

8.3 Deriveringsregler

Se Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 14.

Exempel 8.8 Derivera f(x) = x™ i punkten x.

Lésning:
Uppgiften kan formuleras som

n n

f'(zg) = lim

z—zo T — T
Vi kontrollerar enkelt att ("teleskoperande summa”):
(" —b") = (a—b)(a" t +a" 2+ - +ab" 2+ ")
Detta innebdr att:
2" — = (r —wo) (2" + 2" g+ d a2 2l

Insdttning av detta i definitionen pa derivata ger:

f/(xo) = lim (l‘ — 330)(1'"—1 + Q:”—on 4.4 xng2 + x8,1>
T—T0 Tz — :CO

= lim (2" ' 4+ 2" Pwo+ - +xxy P4 af ")
- -2 -1 -1
To+ -+ x0Ty Ty =nTg .

For ett polynom giller alltsa:
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Sats 8.9
Dz" = na™ ' for allan € N.

Da vi anvinder summaformeln for derivata och formeln for derivatan av en
en konstant ganger en funktion far vi saledes féljande resultat.

D (aps" 4 ap12™ 4. 4 a4 ag)

=ap - nT" " Fap - (n—1)2" 2+ .. +ay.
Exempel 8.10
flx)y=7="7-2" ger flx)=7-00"1=0
g(x) = 42° ger  ¢(z) =4 52" = 202"
h(z) = f(z) +g(z)  ger  K(x)= f(z)+¢'(z) = 0+ 202" = 202"
Exempel 8.11
D(3z® 4+ 52 — 4x + 2) = 9% + 101 — 4.
Exempel 8.12 Definiera f(x) = x* — 4x och lés ekvationen
f'@®) = f3).

Lésning:
Med f(z) = 2 — 4z gdller det att f'(x) = 2x — 4. Detta innebdr att

fl(#*)=22"~4 och  f(3)=2-3—-4=2.
Ekvationen f'(x?) = f'(3) ldses.
2? —4=2¢=27=6<= 1’ =3 =2 =+V3

Exempel 8.13 Bestim en funktion f sd att f'(x) = 322 — 4x + 1.

Lésning:
f:s gradtal ar 3. Ett allmdnt polynom av tredje graden har foljande utseende:

p(z) =ar’ +ba® +cx+d =0
Om detta deriveras erhalls
P (z) = 3az® + 2bz + c = 0.

For att p'(x) = f'(x) (beteckningen = betyder “identisk”, dvs. lika i alla
punkter) krivs att:

3=3a<=a=1, —4=2b<=b=-2 och 1=c
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Konstanten d forsvinner vid deriveringen och kan alltsa viljas godtyckligt.
de R.

flx)=a"—22+x+d .d € R.

Vi har nu inte bestamt bara ett polynom som uppfyller det givna villkoret,
utan faktiskt alla, eftersom den konstanta funktionen dr den enda funktion
som forsvinner vid derivering. (Tangenten dr vagrdt dverallt endast om funk-
tionen dar konstant.)

8.4 En kurvas tangent och normal

Vi definierade derivatan i punkten xy utgaende fran dess tolkning som tan-
gentens riktningskoefficient®. Normalen i punkten zq #r den linje som skér
tangenten vinkelrédtt. Forhallandet mellan riktningskoefficienten for tangen-
ten, ki och riktningskoefficienten fér normalen ko ges av:

/{?1/{?2 =-1

Eftersom tangentens riktningskoefficient &r f’(x) dr normalens riktningsko-

efficient 1

- [(wo)
Utgaende fran att linjens ekvation genom punkten (zg,yo) kan skrivas
Yy — Yo = k(x — o) kan foljande sats hérledas:

Sats 8.14 Antag att f'(x) existerar. Ekvationen for tangenten genom punk-
ten (zo, f(xo)) ges av:

Yy — f(l’o) = f/(l“o)($ - 950)

och om dartill f'(x¢) # 0, sa ges ekvationen for normalen genom punkten av

y — f(wo) = —

(x — xp).

f'(xo)

30inas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 15
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Figur 8.4: Funktionen f(z) = z?. f’(z) = 2. Tangentens riktning i punkten

zo =1 &r f'(1) = 2. Normalens riktningskoefficient &r —3.

Exempel 8.15 Funktionen f definieras som
f(z) =2® — 62 +2.

Bestim a) Koordinaterna for toppen av parabeln och b) Ekvationen for tan-
genten och normalen i punkten (4, —6).

Lésning:

a) Funktionens graf dr en parabel som dppnar sig uppat. Da vi séker koordi-
naterna for toppen av parabeln soker vi den punkt ddr tangenten dr vagrdt,
dvs. den punkt ddr kurvan haller pa att vinda uppat igen. Tangenten i en
punkt dr vagrdt om och endast om derivatan i punktens x-koordinat dr noll.
Bestimmer derivatafunktionen:

f(z) =22 -6
Loser ekvationen
f(2)=0<=21—-6=0<=1=3.
To = 3 motsvarar y-koordinaten yo = f(3) =3*—6-3+2 = —T.

... Toppen finns i punkten (xo,vo) = (3, =7).
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b) Punkten (4, —6) finns pa kurvan, eftersom
f(4)=4>—-6-4+2=—6.

Derivatan i punkten xo =4 dar f'(4) =2-4—6 =2 # 0. Eftersom tangenten
och normalen gar genom punkten (4,—6) dr tangentens ekvation

y— (—6) = 2(x — 4) <=y = 2z — 14

och normalens ekvation dr

-10

Figur 8.5: Funktionen f(x) = 2? — 62 + 2. Toppen pa parabeln i punkten
(3, —7). Tangenten och normalen utritad i punkten (4, —6).

Exempel 8.16 Parabeln
=22° — 2 —2r+1

har tva tangenter som dar parallella med linjen y = 2x — 3. Bestdm ekvation-
erna for dessa.

Lésning:
Tangentens riktningskoefficient bor vara 2 eftersom den dr parallell med lin-
jen y = 2z — 3. Bildar f'(x) dd f(x) = 223 — 2? — 22 + 1.

f'(z) = 62" — 2x — 2
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Nu bor det gilla att f'(z) = 2. Loser ekvationen
62° =20 —2=24=061"—20—4=0<= 3" —2—-2=0

1+/1-4-3-(=2) 145

x
6 6
2
r=1Vr=—-.
3
I tva punkter, x1 = 1 och xo = —% ar tangenten parallell med linjen y =

2z — 3. Motsvarande y-vdrden ges av:

p=f(r)=2-1*-12-2.141=2-1-241=0
och

2\ ? 2\ ? ) 16 4 4
— —9o(-2) —(-Z2) —2(-Z2)4+1=-=ucZ4+2-4+1
vz = f(@2) (3> (3> (3)+ 27 937
C —16-12+36+27 35
N 27 27

Detta ger de bada tangenterna:

y—0=2(r—-1) <= y=2x—-2

35 2 2 <— 2+4+35<:> 2+71
—_— = T — —_—— — €T — —_— = 2 -
Y= o7 3 y 37 97 4 97

6

4 |

/ hoxs
2 4 e

71

y=2x-2

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figur 8.6: Tangenterna har ekvationerna y = 2z — 1 och y = 2z + 71/27.
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Exempel 8.17 Bestim ckvationerna for de tangenter till kurvan vy = x®+ 1
som gar genom punkten (—1,1).

Lésning:
Punkten (—1,1) ar inte pa kurvan eftersom

f(=1) = (-1 +1=0#1.

Gor féljande ansats:
Tangeringspunkten dr i (xo, f(xo)) och riktningen for tangenten dr f'(xo).
Eftersom tangentens ekvation ges av:

y — f(zo) = f'(z0)(z — 20)
och
f'(x) = 322
kan vi for den okdnda punkten (xq, f(xo)) skriva tangentens ekvation som

y — (x5 + 1) = 33 (x — 3) <=y = 3xpx + (1 — 227).

Nu kdnner vi till att linjen gar genom punkten (—1,1), d.v.s. for tangentens
ekvation maste gdlla att:

1=3z3(—1)+ 1 —2x) <= 327 + 223 =0

For att fa reda pa den okdnda punkten xq loses nu ekvationen med avseende
pa denna.
2xp + 375 = 0 &= 23220+ 3) =0
JJQIO\/IOI—é
For xg = 0 dr tangentens riktningskoefficient

f(0)=3-0"=0

_3

For g = —3

ar tangentens riktningskoefficient

3 3\*> 27
/
— ) =3-=z] =—.
r(-2)-(=) 3
Eftersom bada tangenterna gar genom punkten (—1,1) fas ekvationerna:

y—1=0@@—-(-1))=y=1

och
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2} (-1,1) / / 1
/

Figur 8.7: Funktionen f(z) = 23 + 1. Tangenterna genom punkten (—1,1)
har ekvationerna y = 1 och y = %x + 3741.

Sats 8.18 Om funktion f(x) dr deriverbar i punkten v = xzo medfor det
att funktionen dr kontinuerlig i x = xo. Kontinuitet behdéver inte medfira
deriverbarhet.

Bevis:
Antag att f(z) dr deriverbar i punkten zy. Da har vi att

o) -t £@) = T)

T—T0o T — o

# Fo0.

Eftersom ndmnaren gar mot noll och gransviardet &r éndligt, sa maste ocksa
taljaren ga mot noll. Dvs. vi har gransvirde av typen "a/0”. Detta kan vara
andligt endast om a = 0. Vi har alltsa

lim (f(a:) —f(xo)) =0<«<= lim f(x) — f(zg) =0 <= lim f(x) = f(=xo),

T—X0 T—xo T—X0

ty f(xo) &r en konstant, vilket precis betyder att f(z) ar kontinuerlig i z.

Vi vantar med att visa att kontinuitet inte medfor deriverbarhet.

Satsen kan tolkas sa att om en funktion &r diskontinuerlig i punkten x
sa ar den ej heller deriverbar i xg.



KAPITEL 8. DERIVATA 173

8.5 Ensidiga derivator

Hittas i Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 16. Pa liknande sétt som
véanster- och hogergriansvirde definierades definieras nu wvdnster- och hoger-
derivata.

Definition 8.19 Funktionen f har for xo € Dy en vinsterderivata eller
f dr deriverbar fran vinster, om

g L0 0) = Fa0) )~ )

h—0~ h a—zy T — X

existerar och en hogerderivata eller f dr deriverbar fran hoéger, om

lim f(wo + 1) = f(wo) = lim M

h—0+ h z—zf T — Xp

existerar. Vinserderivatan betecknas med f' (xq) och hégerderivatan beteck-
nas f' (o).

Foljande ses direkt.

Sats 8.20 Funktionen f dr deriverbar for xy, om och endast om dess vinster-
och hégerderivator existerar och dr lika. Da gdller

f'(@o) = fL(zo) = [ (o).

Exempel 8.21 Vi ska nu slutféra beviset av sats 8.18 genom att visa att
det finns funktioner som kan vara kontinuerliga i en punkt utan att vara
derwerbara dér. Vi viljer for detta dndamal f(x) = |x|. Vi visar att f(x) dr
kontinuerlig, men inte deriverbar, i xo = 0.

f(z) kont i 0 <= lim |z| = 0| = lim+ ||
z—0

r—0~

<— lim —2z=0= lim z < sant

z—0~ r—0t

Vi har alltsa att f(x) dr kontinuerlig i o = 0. Dock gdller att

— |0 —x
() = tm A0y — 1
fﬁ( ) mir[gl* z—0 z—0- X
T e LA x
f+(0) N :cli%l*' z—0 N x1—>0+ x =L

sa f'(0) # f1.(0). Darfor dr f(x) inte deriverbar i 0 och saken dr klar.
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Figur 8.8: Funktionen &r inte deriverbar i punkten xy = 0 eftersom ”tan-
genten inte dr entydig” i den punkten. Kontinuitet behtver inte medfora
deriverbarhet. Bade véinster- och hogerderivata existerar men de &r olika.

Exempel 8.22 Ar

2 — a2, r<1
f(:c)—{ 22 —4dr+4, x>1

deriwerbar pa hela R?

Lésning:

Eftersom f(x) styckevist dr en polynomfunktion dr denna deriverbar éverallt
utom majligtvis i skarven. Det enda fragetecknet kan vara den mdajliga diskon-
tinuitetspunkten x = 1. Det bor gdlla att funktionens héger- och vinsterder-
wata bada existerar och dar lika 1« x = 1. Underséker vinsterderivatan:

fle)—=f) . (2-2%) -1
! 1 == 1 —_— = 1 - 20200z
fﬁ( ) xil?f r—1 ziglf z—1
_ 2 (2 _
= lim -z = lim M
z—1- x — 1 z—1- x—1
—(x—1 1
e Ut [ e S R U |
z—1— r—1 z—1—

Undersiker direfter hogerderivatan.

— f(1 2_ 4 4)—1
) = i LI )
z—1+ r—1 z—1+ z—1
a2 —4x+3
= lim —M—

e—1+  x—1
Andragradsekvationen x* — 4x + 3 = 0 har ldsningarna:

C4+V16-12  4+2
- 2 2

T Srx1=3x9=1
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Gransvdardesuttrycket kan ddrfor skrivas:

@3 ) gy (p—8)=1-83= -2

z—1t r—1 r—1+

L) =) = =2
Detta innebdr att funktionen dr deriverbar i x = 1 och ddarmed (med mo-
tiveringen att f(x) styckevist dr ett polynom) pa hela R.

4

Figur 8.9: Funktionen f(x) &r deriverbar (och dérfor kontinuerlig) i z = 1.

Vi behover inte alltid ga till definitionen for att undersoka deriverbarheten
hos en funktion i en punkt utan vi kan dra nytta av foljande sats (som vi
inte bevisar).

Sats 8.23 Antag att funktionen f(x) dr kontinuerlig i xo och deriverbar
ndra xo. (Vi behover inte anta att f(x) dr deriverbar i xy.) Antag vidare
att lim, .., f'(x) existerar. Da gdller att f(z) dr deriverbar ocksa i xo och
f'(@o) = lim f'().
T—x0

Anmirkning 8.24 Resultatet gdller faktiskt sidvist, sa vi har ocksa féljande
variant. Antag att f(x) dr hogerkontinuerlig i xo och deriverbar ndra xg
(x > xy ricker). Antag vidare att lim, .+ f(z) ezisterar. Da gdller att f(x)
dr deriverbar fran hoger ocksd i xo och f!(xo) = lim,_ + f'(x).
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Med hjélp av denna sats kunde vi ha berédknat f’ (1) som lim, ;- f’(z) och
fi(1) som lim,_1+ f'(x) i senaste exempel, vilket skulle beparat oss proce-
duren med derivatans definition.

Exempel 8.25 Bestim a och b sa att f(x) dr deriverbar éverallt.

??+br+3, r<a
)= { S

1 — a2, T >a

Lésning:
For att vi skall kunna tillimpa satsen ovan bor f(x) vara kontinuerlig. Det
bor alltsa gdlla att:

lim f(x) = lim f(x)= f(a)

T—a~ r—at
lim (2* 4 bz 4+ 3) = lim (1 —2%) = a® + ab+ 3

Vi kan géra insdttning direkt:
a>+ab+3=1—a*>=a*+ab+3
Detta innebdr att
a®>+ab+3=1-a* <= 2a*+ab=—2.

Vi har nu fatt ett villkor som maste gdlla for att f skall vara kontinuerlig.
For att f skall vara deriverbar maste ytterligare f' (a) = f'.(a). Bildar f'(z)
for de x som vi vet att derivatan existerar.

) 2e+b, r<a
f(x)_{—Q:c, r>a

Vi kan nu berdkna hdger- och vinsterderivatan:

fi(a):xlircrllif’(x): lim 22 +b=2a+10

/ T M) — Tim —99 — —
fi(a) = lim /() = lim ~20 =2
Eftersom det bor gdlla att vanster- och hogerderivatan dr lika stora fas:
20+b=—-2a<=4a+b=0
Vi har tva krav pa parametrarna a och b. Léser dirfor ekvationssystemet:

26> +ab+2 =0 (1)
4a +b =0 (2

Enligt (2) gdller det alltsa att b = —4a. Insdttning 1 (1) ger ekvationen
2a° + a(—4a) +2 =0+ 20> = -2 <= a = +1

Ur sambandet b = —4a erhalls for a = 1, b = —4 och for a = —1, b = 4.
Detta dr de virden pa a,b som gor f(zx) deriverbar pa hela R.
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8.6 Derivatan av en produkt och en kvot

Vi skall i denna sektion se pa deriveringsregler? fér en produkt f(z) - g(x)

och en kvot % av tva funktioner. Vi héarleder forst deriveringsreglerna for

en produkt:

D(f(z)g()) = lim L1290 = J (@0)g(o)

_ lim f(x)g(x) — f(w0)g(x0) + f(20)g(7) — f(70)9(7)

o U@)e) — Fn)g) + (m)ge) — [ro)g(w)

i F@9@) = F@o)g@) | Fagla) = gl

T—T0 T — X T—T0 r — X

e

= ['(z0)g(x0) + f(20)g'(20).

Sats 8.26 Antag att f(x) och g(x) dr tva funktioner som dr deriverbara i
xo. Da gdiller att

D(f(z0)g(wo)) = f'(z0)g(wo) + f(x0)g' (w0).
For de deriverbara funktionerna f,g,h gdller vidare att:
D(fgh) = D((fg)h) = D(fg)-h+fgh' = (f'g+fg")\h+fgh' = f'gh+fg'h+fgl'.

Ddarfor har vi ocksa att

Dfn — nfnflfl'
Exempel 8.27
D((z* =3z)(2* + 2 —4)) = (2 = 3)(2® + x — 4) + (2* — 3z)(2z + 1)

=203 + 222 —8x — 322 — 3x + 12+ 22 + 2% — 622 — 3z
=423 — 62% — 142 + 12

Exempel 8.28

D(4x +4H)" = 114z +4)"° - 4

40inas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 17.



KAPITEL 8. DERIVATA 178

Sats 8.29 For derivatan av kvoten h(z) = f(x)/g(x) dar f(x), g(x) dr de-
riverbara i xo och g(xo) # 0 gdller att

J'(x0)g(z0) — f(fﬂo)g/(%).

B (zg) = 9(70)?
Speciellt gdller att:
1 d@ .
Po@ ~ gy W70

Exempel 8.30 Vi skall visa att deriveringsregerna for potenser dven gdller
ndr exponenten dr ett negativt heltal. Antag att n € Z

1 na ! na" !
-n _ _— = — = —
Dz - Dl-n (:Cn>2 x2n
— _nxn—l—Qn — _nx—n—l

Det gdller alltsa for varje n € Z att
Dx" =nx

Exempel 8.31 Berdikna derivatan av

2¢ + 1
24 —4

Lésning:

20+1 2@ +x—4)—(2e+1)(2x+1)

224z —4 (2 4+ — 4)?
(20420 —8) — (42® +4x + 1)
@ o 1p
—222 —2r—9

(22w - 4)?
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8.7 Hogre derivator

SEftersom f’(x) anger tangentens riktningskoefficient kan man tolka derivatan
som tillvixthastigheten hos funktionen i en viss punkt. Véxer funktionen
snabbt &dr derivatan ”"stor” och positiv. Deriverar man derivatan borde man
fa tillvaxthastigheten hos derivatan, d.v.s. accelerationen.

Definition 8.32 Andra derivatan av funktionen f dr deriwatan av f'. Den
2
betecknas f", D*f eller %(f).

Exempel 8.33 Berdikna derivatan och andra derivatan av
flz)=2*+22 7.
Lésning:
f(x)=2*+22 -7
f'(z) =32 +2
f"(x) =32z =6x

Analogt med andra derivatan kan man &dven berdkna tredje derivatan,
fjirde derivatan o.s.v. Dessa betecknas f”(x) eller f©®)(z) o.s.v.

Exempel 8.34 Tredje derivatan av f(x) = x® + 2x — 7 dr 6. Vidare dr
f™ () =0 forn > 4.

Exempel 8.35 En bil ror ldngs en vdg, sa att dess tillryggalagda strdcka
(m) beskrivs av

s(t)y=+vt,  (m) t>0.

(Tiden anges i sekunder.) Vid tidpunkten to =9 (s) har bilen (momentana)

hastigheten s'(9).
, 1 <m)
t) = —— — t>0,
s'(t) Wi .

sd hastigheten ir 1/6 m/s och accelerationen s"(9) m/s?.

S

o - 0-(2v%) ;tl- <27;> B _4;\/g (@z) o

sa §"(9) = —1/108 m/s>.

5Qinas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 18



KAPITEL 8. DERIVATA 180

8.8 Deriveringsregler for vissa
vanliga funktioner

I denna sektion kommer vi att presentera nagra deriveringsregler®.

Rikneregler 8.36 For derivatan av foljande funktioner gdller (x € R):

1.
Dz® = ax®* ac R, e Ry
Om a € Z, sa gidller formeln for alla v € R.
2.
Da® =a"Ina a>0,a#1, xR
Speciellt De* = e*Ilne = e*.
3.
Dlog,x = a>0,a#1, r€ R,
rlna
Speciellt Dlnx = 1/(zlne) = 1/x.
4.
Dsinx = cosx Dcosx = —sinx reR
5.
1 9 T
Dtanr = —— =1-+tan"x :L’ER\{——i-mr‘nEZ}
cos’x 2

60inas-Kukkonen m.fl Kurs 7 kapitel 12, 14-16, 19.
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Exempel 8.37 Bevisa deriveringsregeln

Dtanzx =

cos®x’
Lésning:
Eftersom
sin 'g— fq'
tanx = och Di = M
CcosS T g g

kan vi skriva att

Dtang — pSBE _ (Dsinx)(cos z) —2 (sinz)(D cos )
cos cos? x

_ coszcosx — sinx(—sinw)

cos? x

Nu, géller ju att sin? x 4 cos>x = 1 och

Dtanx =

cos?x’

Exempel 8.38 Visa att derivatan till funktionen

f@) = (@ - ?)
har atminstone ett nollstdlle i intervallet |0, 1[.
Lésning:
Vi bildar derivatan (D(fg) = f'g+ f¢'):
fl(z) = (2 — 2?) + *(32% — 27) =

e’ (z® 4 22? — 27) = e"x(2? + 27 — 2)
Detta dr en kontinuerlig funktion. Nu gdller det att

1 11

och

9 0 9
"= ) meln—. 1 .
f<10) 6010 (0,61) >0
Eftersom derivatan dr kontinuerlig och dndrar tecken maste den ha atminstone
ett nollstille i intervallet |0, 1.
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8.9 Derivatan av en sammansatt funktion

Hittills har vi presenterat regler for derivering av summor och produkter
av funktioner. Annu har vi dock inte studerat derivering av sammansatta
funktioner”, d.v.s. funktioner av formen:

h(z) = sin (427).
Funktionen h kan uppfattas som den sammansatta funktionen gof, dér
g(x) =sinz och f(z) = 42°.
Vi har alltsa
h(z) = g(f(x)) = sin(42?).

Oftast da man i praktiken deriverar en funktion, sa &r den av denna
sammansatta typ, sa foljande deriveringsregel &r mycket viktig.

Sats 8.39 Antag att f(x) dr deriverbar i xo och att g(x) dr deriverbar for
x = f(x0). Dd dr g(f(z)) deriverbar i zo och
(g0 f) (z0) = gl(f(l'o)) - f'(@o).
Denna sats kallas kedjeregeln. f’(x) brukar kallas ”inre derivatan”. Vi

kommer i fortsédttningen att kalla g for den yttre funktionen och f for den
inre funktionen.

Exempel 8.40 Deriwvera

fla) = (a: i 2)2'

Lésning:
For att derivera denna bildar vi hjdlpfunktionerna:
_ g2 h _ "
g(x) == oc h(z) "
Nu gdller det att
f(x) = g(h(z))
Eftersom
g'(x) =2z
och ( 2) 5
h/ = T — = —
S N Pk

far vi den sammansatta derivatan

7w =g o)1 = (255) - (-2 = g

"Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 7 kapitel 11.
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Exempel 8.41 Bestim derivatan av
fla) = (2" —a?)".
Lésning:
Hir dr den yttre funktionen g(z) = 2% och den inre f(x) = 2% — 2. Vi
deriverar yttre och inre funktionerna.
Dz = 62° och D(z* — 2*) = 42® — 2.

Derivatan fas nu genom att sdtta in den inre funktionen i den yttre deriverade
yttre funktionen och multiplicera med derivatan av den inre funktionen.

fl(z) = 6(z* — 2?)° - (42® — 22) = (242° — 122) (2" — 2?)°.

Exempel 8.42 Derivera
VCos T
Hiir r \/x den yttre funktionen och cos x den inre funktionen. Det gdller att:
R 1
D = D 2 = -1 2 = ——
Vv T2 =g NG
och
Dcosxr = —sinx.

Genom att sdtta in den oderiverade inre funktionen i den yttre och multi-
plicera med den deriverade inre funktionen fas:
1 sin

D+/ = - (—si = — .
oS 2 /cosx ( smx) 2 /cos x

Exempel 8.43 Derivera In cos x.

Lésning:

1 i sin
(—sinz) = —
cos T cos T

(Vi borde egentligen sdtta cosxz > 0, dvs. x €] — /2 + 2nmw,7/2 + 2nmw|,
neZ.)

Dlncosz =

Anméirkning 8.44 Orsaken till att formeln kallas for kedjeregeln. Under
lampliga antaganden:

Df(g(h())) = £(9(h(a))) - Dg(h(x)) = F (9(h(@))) - ¢ (h(a)) - K@)
etc.
Exempel 8.45
Dcos(sin2z) = —sin(sin2z) - Dsin2x
= —sin(sin2x) - cos 2z - D2z

= —2sin(sin 2z) cos 2z
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8.10 En tillampning: L’Hoépitals regel

Vi ska nu se litet pa en mycket anvindbar metod att berdkna grénsvérden.
Metoden &r ofta bra da man vill berdkna ett gransvirde, men den kan tyvarr
inte anvindas i bevis. Foljande sats ger 'Hopitals regel®.

Sats 8.46 Lat lim betyda lim,_.,, lim,_,+, lim,_,—, lim, .. eller lim,_,_.
och anta att f och g dr tva ganger kontinuerligt deriverbara ndra den intres-
santa punkten samt lim f(z) = lim g(xz) = 0 eller lim f(z) = lim g(z) = +o0.
Om gransvdrdet

P

im

g'(x)
existerar eller ”dr odndligt”, sa gdller det att

@) f@)

lim —~=~

9@~ ey

Exempel 8.47 Berdkna
. sinz
lim .
T—T T — X

Lésning:
Direkt insdttning ger 70/0”, som dr odefinierat. Lat darfor f(x) = sinx och

COS ™

I
I
@.
=
8

LQ\
~~ N
\_/\_/\2?/\_/

I

|

—_

. sinx . CcosZx —1
lim = lim =—=1.

I vissa fall kan man bli tvungen att anvinda regeln tva ganger for att fa
ett resultat, som foljande exempel visar.

8Namnet uttalas ”I’'Hospital”. Det lir, lustigt nog, ska vara si att Johann Bernoulli
(1667—1748) fann resultatet, men salde det at den franska markisen G.F.A. de I'Hopital.
Se Sjoberg, Boris: Fran Euklides till Hilbert, 5 uppl., Abo Akademis Férlag, Abo 2001.
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Exempel 8.48 Berdikna lim,_ .. %™ *.

Lésning:

Direkt insdttning ger "o0-07, som dr odefinierat. Vi kan skriva om uttrycket
x?e™® = z%/e® och sdledes fi ett grinsvirde av typen co/oo. Lit nu f(x) = x?
och g(x) = €%, sa att im, .o, f(x) = lim,_o g(z) = co. Vi har f'(z) = 2z
och ¢'(x) = €*, sa regeln ger

) ot 21

lim x%e™® .
T—00 z—o00 e¥ z—o0 T o0

Vi fick tyvdrr inget resultat annu. Men vi kan anvinda [’Hopitals regel igen pa
det nya gransvdirdet genom att derivera tdljaren och ndamnaren skilt panytt.
D2x = 2 och De* = €*, sa

. 2x .2
lim — = lim — =0,
r—oo et z—o00 €T

vilket alltsa dr det sokta gransvdrdet.

I vissa fall ger regeln inget resultat alls, dérfor att uttrycket inte blir
enklare av derivering. Foljande enkla exempel visar detta.

Exempel 8.49 Berdkna grinsvdrdet

u
lim ——.
u—00 /] + u2
Losning:
Direkt insdttning ger "oo/oo” och derivatan av ndamnaren fas enligt kedje-
regeln till

DV1+u? =

B 2u B U
20/1+uZ2  V1+u?

1
— . D(1+u?
24/ 1 4+ u? ( )

sa I’Hopital leder till foljande berdkningar:

V1I+u? oo

U 1
lim — = lim —— = lim —— =
u—>oo\/]__|_u2 u—>oou/\/1_|_u2 U—00 u o0
Anvdnder man I’Hoépital igen, sa aterfas det ursprungliga uttrycket:

. V1+u? . u/V14+u? . u
lm ——=lim —— = lim ——
uU—00 U U—00 1 u—00 y/1 4 u?2

Vi dr alltsa tillbaka dér vi startade.
Grinsvdrdet dr inte svart att berdkna pa "vanligt sdtt”:

1

U U 1
TN N S RS S S

ty u dr ett stort positivt tal, sa |u| = u.
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8.11 En funktions extremvarden

Vi har definierat derivatan som tangentens riktningskoefficient. Detta gor
att derivatan &r ett kraftfullt verktyg for att undersoka funktionsftérlopp. Vi
kan m.hj.a. derivatan bestdmma punkter dér funktionen antar storsta och
minsta virden, var funktionen véxer o.s.v.

8.11.1 Sambandet mellan funktionsférloppet och derivatans
tecken

Sats 8.50 Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa [a,b] och deriverbar i
la,b[. Om det i intervallet |a,b| for varje x gdiller att

1. f'(z) >0 sadr f vizande i |a,b]

2. fl(x)>0 f stringt vizande i |a, b]
3. fl(zr) <0 f avtagande i |a, b

4. f'(z) <0 f stringt avtagande i |a, b
5. f'(z) =0 f konstant i [a, D]

Observera att a,b tillats vara +oo.

Exempel 8.51 Undersok i vilka intervall f dr strdangt avtagande da

ro={ 5 150

—5x, >0

Lésning:
Det galler att f dr kontinuerlig pa hela R eftersom

1
lim —z=0= lim —Ea::f(()).

z—0~ z—0t

Funktionen f dr deriverbar pa hela R\{0}. Derivatan dr

ORI

—3 x>0

Eftersom f'(x) < 0 pa]—o0,0] sa ar f(x) strangt avtagande pa | — oo, 0].
Ytterligare galler att f'(x) < 0 pa ]0,00] vilket leder till att f(x) dr stringt
avtagande pa [0,00[. Dessa bada pastaenden implicerar att f(x) dr stringt
avtagande pa hela R. Se figur 8.11.

90inas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 19, Kaus 7 kapitel 2-4, 7-8.
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10
5_.._.._.._.._.._.._ e
/\
0
f'(x)>0 f(x)<0
_5_______ ————— e
-10
-10 0 10
10
5_ ——————
0
_5_ e e
f'(x)<0 f'(x)>0
-10
-10 0 10
10
5_ ————r— e — L
0 [
f(x)>0/ |f'(x)>0
_5 e
-10
-10 0 10

0
f'(x)<0 (x)>0
_5 I
-10
-10 0 10
10
5_ R [
i \
_5 R
f(x)<0 f'(x)<0
-10
-10 0 10

187

Figur 8.10: Tecknet pa derivatan anger om funktionen &ér vixande eller av-

tagande.
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10

-5

-10
-10 -5 0 5 10

Figur 8.11: Funktionen f(z) i exempel 8.51 &r stringt avtagande pa hela R.

Anméirkning 8.52 Vi kan alltid forfara pa det sdtt, som illustreras i ex-
emplet ovan. Vi inser att det inte stor resonemanget att derivatan kanske
inte existerar i vissa enskilda punkter. Da blir det a andra sidan viktigt att
anta att f atminstone dar kontinuerlig ddar derivatan inte existerar. (Vi har ju
att deriverbarhet medfor kontinuitet, sa ovan dr antagandet om kontinuitet
intressant endast for dndpunkterna.)

Losning av olikheter med hjialp av derivatan

Vi tittar bara pa ett snabbt exempel.

Exempel 8.53 Visa att Vx € Ry :sinx < z.

Lésning:

Definiera f(x) = x —sinz. Vi ska alltsa visa att © > 0 = f(x) > 0. Det
ar trivialt att olikheten dr uppfylld da x > 1, eftersom sinusfunktionen inte
antar virden storre dn 1. Vi behover alltsa endast undersoka intervallet |0, 1].

1. f(0) =0, sa om vi kan visa, att f(x) dr stringt vizande pa Ry, sa dar
saken klar.

2. fl(x) =1—=cosz >0, utom i x = 0. Vi har alltsa f kontinuerlig i 0
och f'(x) > 0 for x > 0, sa [ dr stringt vizande pa Ry U {0}. Med
andra ord: x > xy > 0 = f(x) > f(xo) och om vi speciellt tar zo =0,
sa fas x > 0= f(x) > f(0) = 0.
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8.11.2 Lokala extremvarden

I manga fall kan vi ha en punkt xq som ger upphov till ett funktionsvérde
som &r storre (eller mindre) &n funktionsvirden kring f(z¢). Sadana vérden
kallas lokala extremvérden.

Definition 8.54 Om det for xy € Dy existerar ett (litet) r > 0 sadant att i
hela I =]zg — r,x0 + 7| gdller att

1. f(zo) > f(x), sa dr zo ett lokalt maximistélle till funktionen f och
f(zo) ett lokalt maximivirde.

2. f(xo) < f(x), sa dr xo ett lokalt minimistélle till funktionen f och
f(x) ett lokalt minimivérde.

(Se figuren nedan.)

lokalt | |

Iokalt‘>

minimum

Lokalt minimum, ty alla nar—
liggande punkter ligger hogre.
XO‘—I" X9+I’
Xo

Figur 8.12: Till vinster idén med lokala extremvérden illustrerad och till
hoger har f(x) lokala extremvérden.

I definitionen pa lokalt extremvérde ségs att funktionen f ska vara definier-
ad i en omgivning av det lokala extremstéllet. Vi gor foljande definition, som
paminner om ett "ensidigt lokalt extremviérde”.
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Definition 8.55 Funktionen f antar randextremvéarde i xq, ifall x¢ dar
en dndpunkt (randpunkt) i Dy och det finns ett (litet) r > 0, sadant att for
alla © € DyN|xg — 1,20 + 7| gdller att f(xo) > f(x) (randmazimum) eller
f(xo) < f(x) (randminimum,).

rand- —
mini- X T X X+

rﬁ?%ji_/ mum : °
mum /\‘
\/ - e Df
o Dfm]XO_r’XO-I-r[

Figur 8.13: Till vénster en majlig situation med randextremvérden och till
hoger en illustration av hur x € DyN]xy — r, xo + 7| ska tolkas.

o
=1
o

Anmirkning 8.56 Randextremuvdrden dr vdsentligen lokala extremuvdrden
i definitionsintervallets dndpunkter, sa vi gor ingen storre skillnad mellan
dessa. Vi betraktar snarare randvdrden som specialfall av lokala extremuvdrden.

Det som vi har definierat som "lokala extremuvdrden” kunde man, om man
vill utesluta randextremuvdrden, kalla inre lokala extremvérden.

Exempel 8.57 Bestim m.hj.a. grafen lokala extremuvdrden till

flz) =4 = —2,

1
3—z,

rz <1
<3

w ] IA

1
2
<
>

Lésning:
Se figur 8.14. De lokala extremstdillena och -vdrdena ges av foljande:

extremstdille extremvdrde maximum/minimum

T = —% —i lokalt minimivdrde, randminimum
z=0 0 lokalt maximivarde
=1 -1 lokalt minimivdrde

T =3 1 lokalt maximivdrde
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2

-2
-1

Figur 8.14: f(x) definierad som i exempel 8.57.

Sats 8.58 Funktionen f(x) kan ha lokala extremudrden (eller randextrem-
vdrden)

1. i@ f:s diskontinuitetsstdllen,

2. 1 derivatans nollstdllen,

3. for x-virden, ddr derivata saknas och
4. 1 definitionsintervallets randpunkter.

Exempel 8.59 Har f(z) = 2° + 2 + x lokala extremstillen?

Lésning:
Vi underséker virdet i de punkter som anges 1 satsen.

1. Funktionen saknar diskontinuitetsstdllen.

2.
f'(z) = 52" + 32> + 1

Derivatan saknar nollstillen. Det saknas alltsa punkter dir f'(z) = 0.

3. Deriwatan existerar 1 varje punkt.

4. Andpunkter i definitionsintervallet saknas.

. f(z)saknar lokala extremuvdirden
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Exempel 8.60 Bestim lokala extremuvdrden till

ro={5_, 55

,x>1

Lésning:
Funktionen dar kontinuerlig for x =1, ty

lim 22 =1 = lim (2 — ) = f(1).

r—1— r—1t
Deriatafunktionen:

f/(x):{Q_I'l ,.T<1

, x>1

Vi kan soka extremuvdrden for fyra olika typer av punkter:

1. Derivatans nollstillen. For x < 1 galler att 2oz = 0 for x = 0. Derivatan
saknar nollstdllen for x > 1.

2. Andpunkter till intervallet saknas.
3. Diskontinuitetsstillen finns ej. (Varfor?)
4. For x-virden for wilka derivata saknas. Derivata saknas for x = 1.

Eftersom funktionen dr kontinuerlig kan vi utnyttja ovanstaende sats for att
bestimma vilka typer av extremvdrden som de extremstdillen vi hittat ger up-
phov till. Vi gor upp foljande tabell:

0 1

fllx)| — 0 + odef —
f@) |\ S N\

f(0) = 0 ar alltsa ett lokalt minimivirde och f(1) = 1 dr ett lokalt maz-
imavdrde.

Foljande sats hjalper oss att med hjélp av derivatan avgora vilken typ av
extremvérde vi har for en viss punkt.
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Sats 8.61 Antag att funktionen f(x) dr kontinuerlig i xo och deriverbar néra
xo, mojligtvis med undantag av punkten xo. Da gdller for f att:

1. xg dr ett lokalt mazimistdlle, om f'(x) > 0 for x < xo och f'(x) <0
for x > xg.

2. xy ar ett lokalt minimistdlle, om f'(x) < 0 for x < zo och f'(x) > 0
for x > xg.

3. o dr inte nagot extremstdlle (xo kallas terasstille) om f' behaller sitt
tecken, da x vdzer och passerar xg.

Bevis:

1. Da f'(x) > 0 for x < xo, har vi att f &r strdngt vixande till vinster om
o och saledes f(z¢) > f(x), da = < x0. A andra sidan sa &r f'(z) <0,
dvs. f &r avtagande for > xg, sa f(zo) > f(z), da > xo. Slutsatsen
blir alltsa att f(xg) > f(z), for x nira xy och enligt definitionen pa
lokalt maximum, sa har vi alltsa att x( ar ett lokalt maximistélle.

2. Vi kunde bevisa detta fall pa motsvarande satt. Dock betraktar vi
istillet g(z) = —f(x). Da uppfyller ¢’(x) = —f'(x) antagandena i
forsta fallet och vi drar slutsatsen att g(zg) > g(x) for © ~ xy. Detta
kan vi direkt tolka som att —f(xg) > —f(x), dvs. f(zg) < f(z) for
T & To. Vi har visat att xq 4r ett lokalt minimistélle.

3. a) Antag att f’(z) > 0 néra zy. Da &r f stringt vixande bade till
vanster och till hoger om xg. x ar inte ett lokalt maximistélle eftersom
x > wmo ger att f(xr) > xg, oberoende hur liten omgivning av xy vi
betraktar. Pa motsvarande séitt ar zq inte heller ett lokalt minimistélle,
ty x < o ger f(z) < f(xg). xo ar alltsa inte ett lokalt extremstiille.
b) Antag att f'(x) < 0 néra z,. a) bevisar att —f(x) inte har lokalt
extremstélle i xy och dérfor har inte heller f(x) det.

Vi har foljande nyttiga foljdsats.
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Korollarium 8.62 Antag att f dr tva ganger deriverbar for xo och ddrtill
att f'(xg) = 0. Da dr o ett

1. lokalt maximistdlle om
f”(l'o) <0

2. lokalt minimaistdlle om
f//(xo) > 0

Mark att satsen inte sdger nagonting ifall f"(xo) = 0. Da maste man un-
dersdka situationen noggrannare.

Bevis:

1. Da f &r tva ganger deriverbar, sa maste f’ vara kontinuerlig i xy. (Om
f' ar deriverbar i en punkt, sa dr f’ ocksa kontinuerlig dér.) f’ ar
striangt avtagande i xg eftersom f”(zg) < 0. Detta ger att i nagon
(liten) omgivning av z géller att x < zo = f'(x) > 0 och z > 2y =
f(x) < 0. Satsen ovan ger att xo &r ett maximistélle.

2. —f har enligt del 1. ett lokalt maximum i zy. Déarfor har f ett lokalt
minimum har.

Anméirkning 8.63 Mark, att man kan forsoka med att underséka derivatans
teckenvdxling genom upprepad derivering. Idén dr att man deriverar tills man
far en derivata som inte antar vdrdet noll © xo, da kan vi sdga nagot om
ocksa de ligre derivatornas teckenvizling ndra xo. (Se avsnittet om ldsning
av olikheter med hjilp av derivata tidigare.)

Exempel. f(x) = a3 ger f'(z) = 322, f"(x) = 6z och f"(x) = 6. Vi har
att f'(0) = f"(0) = 0. Bada dr kontinuerliga och f"(0) > 0, sa f"(z) dr
stringt vizande for x € R. Detta ger, da f"(0) =0, att f"(x) > 0 for x > 0.
Pa samma sdtt ar da f'(z) > 0 for x > 0. Detta ger, att f dar strdngt vizande
for x > 0. Pa motsvarande sitt visas, att for x < 0 dar f' stringt avtagande
och f strangt vazande.
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Exempel 8.64 Undersok arten av de lokala extremuvdrdena till funktionen
f(z) = 32° — 202"

med hjdlp av andra derivatan.

Lésning:
Vi deriverar f(x):
f'(x) = 15z* — 602>

Lokala extremstillen sékes bland losningarna till ekvationen:
f/(r) =0 <= 152" — 602°> = 0
Bryter ut 2% och tillimpar nollregeln:
2*(152% — 60) = 0

22=0VvV 1522 —60=0
60

x:O\/xQZE@x2:4<:>x:i2

For att bestdmma arten av dessa majliga extrempunkter bildas andra derivatan:
f"(x) = 602° — 120z
Nu gdller att
f"(=2) = 60(—2)* — 120(—2) = —480 + 240 = —240 < 0

cox = —2 dr ett lokalt mazimistdlle

och
1"(2) =60 - 23— 120 -2 = 480 — 240 = 240 > 0.

cox =2 ar ett lokalt minimistdlle
Vi far problem i origo:
f7(0)=0
Vi kan inte bestamma om x = 0 ar ett lokalt mazimi- eller minimistdlle
utgaende fran andra derivatan.

Anmirkning 8.65 [ exemplet kunde vi dock fortsitta att derivera i origo
och se vad vi fir. f&(xr) = 180z% — 120, sd f*(0) = —120 < 0 och f" dr
tydligen stringt avtagande ndra noll. Darfor ar f"(x) > 0 for x < 0,2z =~ 0
och f"(x) <0 for x > 0,2 = 0. Da dr f'(xz) <0 bade for v < 0 och x > 0.
Slutsats: Origo utgor en terasspunkt, eftersom derivatans tecken bibehalls.
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Figur 8.15: f(x) definierad som i uppgiften.

8.11.3 Globala maximi- och minimivirden

Vi skall borja med att definiera ett begrepp som vi kommer att anvénda:

Definition 8.66 Funktionen f : Dy — V; antar for vo € Dy sitt globala
maximivirde om det for varje x € Dy gdller att

fwo) = f(x).

Punkten zo kallas globalt maximistéalle. Funktionen antar for xo € Dy sitt
globala minimivérde om det for varje x € Dy gdller att

f@o) < [f(x).
Punkten ¢ kallas globalt minimistélle.

Anmaéarkning 8.67 Ldgg mdrke till att definitionen av ett globalt extremudrde
ar mycket lik definitionen av ett lokalt extremuvdirde. Skillnaden dr dock, som
namnet sdager, att ett globalt marimivdirde dr det storsta virde som en giv-
en funktion 6verhuvudtaget antar, medan definitionen av lokalt maximivirde
bara talar om en del av definitionsméangden.

Foljande sats hjalper oss att hitta globala maximi- och minimivarden for
en funktion pa ett slutet intervall. Observera att vi soker efter lokala extrem-
punkter. Da intervallet &ér slutet maste vi ocksa undersoka randextremvarden.
De senare ar ointressanta om randpunkterna inte tillhor definitionsintervallet.
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Figur 8.16: Funktionen f(z) = 2? — 1 (till viinster) har globalt minimiviirde
—1. Detta virde antas i det globala minimistéllet x = 0. Globalt maximivéarde
saknas, eftersom funktionen antar godtyckligt stora virden. Funktionen till
hoger ér f(z) = 1 — 22 och for den #r situationen den omviinda.

Sats 8.68 Om funktionen f dr kontinuerlig pa [a,b] = Dy fas globalt maz-
imivdrde och globalt minimivdirde genom att vilja det storsta resp. det minsta
funktionsvdrdet som fas i foljande stdllen:

1. Derivatans nollstdillen i intervallet |a, b|.
2. Intervallets dndpunkter

3. x-vdrden for vilka derivata saknas

Anmairkning 8.69 Om f inte dr kontinuerlig, sa maste man ocksa un-
dersoka diskontinuitetspunkterna. I dessa punkter dr f dock ej heller de-
riverbar, sa de hamnar egentligen ocksa in under punkt tre.
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Exempel 8.70 Bestim globalt maximi- och minimivirde for funktionen f(z)
med definitionsmdngden Dy = [0, 3].

f(x) 2 +2x -3, 0<z<1
)= 22 —3x4+2, 1<z<3

Losning:
Funktionen dar kontinuerlig i punkten xo = 1 (och ddrmed pa hela R) efter-
som:

lim (22 +22-3)=1*+2-1-3=0

rz—1-

lim+(:v2—3x+2):12—3-1+2:()
r—1

f1)=1*-3-1+2=0.

Satsen ovan kan ddrfor tillimpas. Globalt maximi- eller minimivdrde finns i
punkten (xq, f(xo)) dir xo kan hittas i

1. Derivatans nollstdallen.

iy ) 22 +2, x<1
f<x>_{2x—3, x>1

For x <1 fas derivatans nollstdlle som losningen till ekvationen
2e4+2=0<=2x=-1¢[0,1]

For x > 1 fas derivatans nollstille som ldsningen till ekvationen

3
2x—3:0<:>x:§€]1,3].

3 3\? 3 9 18 8 1
1(3)=(3) -a+2-3-F+3-

2. Andpunkterna pa intervallet.

Vidare ar

f(0)=0"+2-0-3=-3
f(3)=3>-3-3+2=2
3. For x-varden for vilka derivatan saknas.

f(l)=1>-3-1+2=0.

Globalt mazimivdrde ar alltsa 2 och globalt minimivdrde dr -3. Dessa antas
for x = 3 respektive x = 0.
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8.11.4 Extremvirdesproblem

Exempel 8.71 Bestim virdemdngden for funktionen

fle) =+

da x > 0.

Lésning:
I detta intervall dr f kontinuerlig. Eftersom

4
lim f(z) = lim 2+ lim — = 400 + 0 = +00

T—00 T—00 r—0o0 U

och
lim f(z) =04 0o =400

z—0t

ar funktionen obegrdansad uppat. Vi undersoker nu globala extremstillen. De
kan finnas i:

1. Derivatans nollstdllen.

4
fll@)=1- s
! 4 4 2
flla)=0=1- 5 =0 5 =l =d<= =42
x x
Eftersom x > 0 gdller att den enda losningen dr x = 2. Virdet i

punkten dr f(2) =2+ § = 4.
2. Andpunkterna tillhor inte definitionsintervallet.
3. Funktionen dar kontinuerlig.

4. Deriwatan existerar for varje v € Dy.

Eftersom

och

f”(2):§:1>0

gdller det att x = 2 dr ett lokalt minimistdlle. (Detta kunde vi ocksa ha sett
ur en tabell dver derivatans teckenvizling). Samtidigt utgor x = 2 ett globalt
minimistdlle, eftersom f ingenstans i Ry antar ett virde mindre dn f(2) = 4.

Eftersom talet 4 dr globalt minimum och funktionen f dr kontinuerlig och
obegrinsad uppat dr virdemdngden

Vf = [4, OO[
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Figur 8.17: Funktionen f(z) =z + 2, z > 0.

Exempel 8.72 Bestim globalt maximivirde och minimivdrde for
flz) =2 —|z|? —-1<z<2.
Lésning:
Eftersom
2] = z , dax>0
x , dax <0
kan vi skriva

fx) =

Lokala extremvdrden kan finnas i:

2?2+’ —1<2<0
22—z 0<x<?2

1. Derivatans nollstdllen.

o) = 20 +32%2 , —1<2<0
Tl 20 —-32%2 ,0<2<?2

For —1 < x < 0 har dertvatan nollstdllet:
2
20+ 31 =0+=2(2+32) =0<= (z=0) Vo = ~3

Virdet i punkten x = —% ar

PYEEA TG S A N
3/ \U 3 3) 27
For 0 < x < 2 har derivatan nollstdillet:

20 -3 =0<=22-32) =0 (r=0)V2 ==

200
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2
3
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2. Intervallets dndpunkter:

Virdet for punkten x = % dr

F=1) = (C1P+ (-1 =0

Funktionen dr odefinierad i punkten x = 2. Vi bor dnda undersoka
grdnsvdrdet da x — 27

lim (2* — 2°) =4 — 8 = —4.

T—2~
3. Diskontinuitetsstillen saknas eftersom

lim 22 —2° = 0= lim 2* +2° = 0 = £(0).
xz—07t z—0~

4. Derivata saknas i punkten x = 0. Vi har fran tidigare att f(0) = 0.

Ur dessa punkter kan vi dra slutsatsen att globalt maximistdlle fas for x = i%
och globalt maximivirde dar %. Globalt minimivdrde saknas, eftersom vi kan
komma godtyckligt ndra -4 genom att lata x ndrma sig 2 fran vdanster, men
vardet -4 antas inte for nagot x i definitionsmdangden.

Exempel 8.73 Bestim de vdrden pa k for vilka funktionen

f(x)zga:g—kaer—l

ar vdzande overallt.

Lésning:
Funktionen dr definierad pa hela R. For att funktionen f skall vara vizande
pa hela sin definitionsmdngd bor f' > 0 for varje x. Bildar f'(x):

f'(x) = kx* — 2kx + 1.

Denna bor nu vara storre dan eller lika med 0 for varje x. Vi ldser alltsa
olikheten f'(x) > 0.

f" dr kontinuerlig pa R, sa vi behover bara se till att f' inte korsar x-
azeln och att f'(x) antar ett positivt virde. (Kom ihag att en kontinuerlig
funktion inte kan byta tecken utan att passera vdardet noll. Det dr dock okej
att derivatan tangerar z-axeln.)
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Om k=0, sa dar f' konstant och f ddrmed vdizande. Lioser alltsa ekvationen

f'(x) =0, k#0:

m?—ﬂm+1:0¢¢ftax+%:0¢:x:1i 1—%
Vi ser att ekvationen har noll eller precis en lésning (dvs. f' korsar inte x-
azeln) om och endast om 1—1/k <0 <= (k—1)/k < 0. (Om vi har tva olika
nollstillen, sa byter derivatan tecken och da dar funktionen inte monoton.) Lat
0ss alltsa krava att 0 < k < 1.

Da k > 0, dr f en rdttvand parabel och saledes ickenegativ, da vi har
hdgst ett nollstdlle.

~.Svar: k € 0,1]

Exempel 8.74 Vi har till vart forfogande 20 meter staket och ska bygga en
rektanguldr hage at hunden, sa att vi anvinder husets vagg som hagens ena
vigg. Hur langa ska sidorna vara, for att hagen ska bli sa stor som majligt?

(Se figuren.)

husvaggen

Lésning:
Det dr klart att vi ska anvinda allt staket for att fa hagen sa stor som majligt.
Vi har alltsa att

a+2b=20 och A =ab.

Vi kan uttrycka arean A som en funktion av kantldngden b:
A=ab=(20—-2b)b  dvs.  A(b) =20b—2b*, 0<b<10.

Var funktion A dar nu deriverbar (och ddrfor ocksa kontinuerlig) i alla inre
punkter i definitionsintervallet. A(0) = A(10) = 0, sa vi bor rimligtvis hitta
vart globala mazimum i derivatans nollstdlle. Vi soker detta.

A'(b)=20—4b  ger  A'(b) =0 omm b=5.

Var enda kandidat till globalt maximum dr alltsa b = 5, vilket i sin tur ger
a=20—2-5=10 och arean A(5) = 50 kvadratmeter.
o Svar: a =10 m och b =15 m.
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Exempel 8.75 Kring en rektanguldr fotbollsplan byggs en lopbana som dr
400 m lang. Kurvorna har formen av en halvcirkel. Hur stor dr den stirsta
arean som fotbollsplanen kan anta?

Lésning:

X

Vi betecknar langsidan med x och kortsidan med d. Arean av fotbolsspla-
nen ar:

A=z d.

Banan har ldngden 400 m. Langsidan har betecknats med x. Kurvorna har
bada lingden %’r eftersom de utgor halvorna i en cirkel med diametern d. Det
bor nu gdlla att:

400 — 7d

wd
2 2. — =400 «<—
x -+ 5 X 5

Vi kan alltsa skriva A som en funktion av d:

™

Ald)=z-d= (200—?)d:200d—gd2, 0<d< —.

Genom att derivera A m.a.p. d och séka nollstdllen kan vi hitta ett maz-
imavdrde.
A'(d) =200 — 7d

loser ekvationen

200
Ad)=0+=200—7d=0<+=d=—
T
Da funktionen dr deriverbar och funktionsvirdena i intervallets andpunkter

dr noll, fas inga andra kandidater, sa den maximala arean dr

~ 6370m?2.

A (@) B 2002 52002 B 2002 20000

T T 2 2 27 T



