Kapitel 7

Kontinuitet

7.1 Definitioner

Vi har sett pa olika typer av funktioner. Vi skall fortsétta att undersoka dem,
men ur en ny synvinkel. Var utgangspunkt dr nu att forsoka undersoka om
de &r sammanhdngande. Om en kurva dr sammanhéngande sédger man att
funktionen &r kontinuerligt. Vi skall borja med att definiera kontinuitet i en

punkt xg.

3

i 4
2

I 2
1

I 0
0

I -2
-1

' -4
-2

-2 -1 O 1 2 3

[

0

2 4 6 8 10

Figur 7.1: Kurvan till vinster dr ej sammanhéngande, medan kurvan till

hoger 4r sammanhéngande
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Definition 7.1 Antag att funktionen f dr definierad i ett oppet intervall
runt xo € R. Funktionen f dr da kontinuerlig i punkten z,, om

lim f(z) = f(xo)-

T—T0o

Annars dr den diskontinuerlig i punkten xz.

Detta innebér att for att en funktion skall vara kontinuerlig i en punkt xzg
bor den vara definierad i punkten samt i en liten omgivning kring denna.
Gréansvardet bor existera och vara samma som funktionsviardet. Om en funk-
tion inte ar kontinuerlig for x = xq &r den diskontinuerlig i punkten.

Figur 7.2: Av de ovanstaende kurvorna &r det bara kurvan nere till hoger
som ar kontinuerlig i punkten x = 1. Den forsta ar inte definierad i x = 1.
Den andra kan goras kontinuerlig i = 1, genom att flytta ner f(1) tillbaka,
medan den tredje inte kan fas kontinuerlig.

Pa ett liknande sédtt som vi definierade gransvirde fran héger och véanster
kan vi definiera kontinuitet fran hoger och vénster.
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Definition 7.2 Funktionen f dr kontinuerlig fran vénster i zyp € Dy,
om

lim f(z) = f(zo)

T—Ty

och kontinuerlig fran hoéger i o € Dy, om

lim f(x) = /(o).

T—T(q

Funktionen f dr kontinuerlig i xo om och endast om den dr kontinuerlig bade
fran vdnster och héger, d.v.s. om

lim f(z) = lm f(x) = f(ao).

T—Tq T—T

Figur 7.3: Den forsta kurvan &r hogerkontinuerlig i punkten x = 1 och den
andra dr vansterkontinuerlig i punkten x = 1.

Hittills har vi sett pa funktioner som &r kontinuerliga i en punkt. Vi skall
nu utvidga kontinuitetsbegreppet och definiera kontinuitet i ett intervall.

Definition 7.3 En funktion dr kontinuerlig i intervallet |a, b] om den dr
kontinuerlig for varje xo €|a, b|.

En funktion dr kontinuerlig i intervallet [a,b] om den dr kontinuerlig for
varje xo €|a, b samt higerkontinuerlig i a och vinsterkontinuerlig i b.

En funktion som dr kontinuerlig pa hela D dr en kontinuerlig funktion.

Foljande tumregel ar nédstan sann:
”Grafen av en kontinuerlig funktion &r en sammanhéngande kurva.”
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Exempel 7.4 Ar funktionen

x4+l <0
f(x>_{x2—x x>0

kontinuerlig © xo =07
Lésning:

Kravet for kontinuitet i punkten xq dr:

lim f(z) = lim_f(z) = f(x0)

T—Ty T—T

Vi undersoker:
fO)=04+1=1

lim (z+1)=0+1=1= f(0) . v — kont
z—0~
lim+(x2+x) =02 +0=0# f(0) . ej h — kont
z—0

.. Junktionen dr inte kontinuerlig 1 x = 0.
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Funktionen dr ddremot nog vinsterkontinuerlig i x = 0. Vi ser att detta

stammer med grafen.
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Exempel 7.5 Bestim a,b sa att

—r+2 jrx<l1
flz)=< a ,r=1
2?2+b o >1
ar kontinuerlig 1 x = 1.
Lésning:

Eftersom det maste gdlla att

lim f(z) = lim_f(x) = f(x0)

xﬂxa T—T
kan vi sdtta kravet

lim (—z +2) = f(1) = lim (2° 4+ b) <=

x—1— z—1t

—142=a=1"+b<=1=a=1+b,
vilket ger att a =1 och b= 0.

7.2 Satser om kontinuitet
Se Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 6.

Sats 7.6 Antag att f(x) och g(z) dr kontinuerliga funktioner med Dy = D,,.
Da ar foljande funktioner kontinuerliga (pa Dy = D).

f@)+9g(x),  flx)—glx) och  f(z)-g(z).

Bevis:

Vi bevisar att den sista funktionen &r kontinuerlig i alla zy € Dy. Ta alltsa
godtyckligt o € Dy. Da f(z) dr kontinuerlig i xo, vet vi att lim,_.,, f(z)
existerar och att grénsvirdet ar lika med f(zp). Pa motsvarande sétt ar
lim, .., g(x) = g(xp). Klart att funktionen f(x)-g(x) antar vardet f(xg)-g(zo)
i punkten x = xy. Det aterstar att konstatera, att

Jim (f(2) - g(x)) = f(xo) - g(xo).
Detta dr dock sant, enligt rédkneregel 3 for grénsvirden pa sidan 132. (Vi

antog ovan att xo inte dr en dndpunkt i Dy. Om sa vore fallet, byter vi ut
gr. v. mot motsvarande ensidiga gr. v.)
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Sats 7.7 Antag att g(x) dr kontinuerlig i zy.

1. Om ocksa f(z) dar kontinuerlig xo, sa dr f(x)/g(x) kontinuerlig i xg
om och endast om g(zo) # 0.

2. Om f(x) dar kontinuerlig i g(xo), sa dr (f o g)(x) kontinuerlig i x.

Sats 7.8 Foljande funktioner dr kontinuerliga (pa hela sin definitionsmdngd):

1.
f(2) = ana™ 4+ an 12"+ -+ @z + ag Dy=RnecZ,
2.
f(z) = ]M dar p,q polynomfunktioner
q(x)
Dy = R\ {x € Rig(x) = 0}
3.
R, qeZ
fle) =2 qeQ, Dy=qR,U{0}, ¢€Qy
R+7 qc Q,
4.
f(x)=a", a>0 D;=R
d.
flz)=log,x a>0, a#1 Dy=Ry
0.
f(z) =sinzx D;=R
7.
f(x) =cosx Di=R
8. -
fz) = tanz DfZR\{§+n7T}nEZ}
9.

fx)=lz[  Dy=R
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Anméirkning 7.9 Enligt var definition pa kontinuitet, dr tangensfunktio-
nen kontinuerlig, men den dr ju, som vi vet, inte helt “sammanhdngande”.
Daremot gdller det att varje gren av tangensfunktionen (t.ex. for x som upp-
fyller —m/2 < x < 7/2) dr sammanhingande.

Som satserna 7.6—7.7 ovan sdger, sa dr ocksa summor, differenenser och
produkter av funktionerna i sats 7.8 ovan kontinuerliga. (Ger att t.ex. punkt
1. med polynomen egentligen dr éverfiodig. ) Kvoterna blir ocksa kontinuerliga
ddr ndamnaren dr olik noll.

Exempel 7.10 Eftersom f(x) i exempel 7.5 sammanfaller med polynom
overallt utom for x = 1, sa dr x = 1 den enda tinkbara diskontinuitets-
punkten. Vi gjorde alltsa f kontinuerlig, inte bara kontinuerlig i x = 1.

Anmirkning 7.11 Definitionen pa kontinuitet siger, att om f(x) dr kon-
tinuerlig i xo, sa dar

lim f(z) = f(xo).

T—x0

Vi kan anvinda detta for att flytta in gransvdrdesberdkning innanfor funk-
tioner.

Exempel 7.12 Berdikna

lim (22 — V42?2 + ).

T—00

Losning:
Vi forlinger med konjugatet:

2 — v4a2? + x)(2z + V4x? + 7)
lim 2z — V42?2 + 2 = lim (
z—00 7—00 2r + VAdx? +x
. 4x® — (4% + ) , x
= lim > = lim —
T RN vy

1

v x<2+@/4+%> 24, /441

1 1

1
24 \Ji+lim, 1 2+VAFOD 4

For att komma till tredje raden anvinde vi att x dr ett stort positivt tal,
sa |x| = x och pa sista raden anvinde vi att g(t) = —1/(2 + V4 +1t) ar
kontinuerlig i t = 0 = lim, .o, 1/x for att flytta in grdinsvirdesbeteckningen i
kvadratroten.
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Exempel 7.13 For vilka x dr

()

_ cosx
C1+Inz

kontinuerlig?

Lésning:
Vi borjar med att underséka Dy. Inx dr definierad pa Ry. Ndmnarens
nollstéllen tillhor inte heller Dy. Dessa dr:

l+lnr=0<=lnr=-1l< =" =¢cleg=c'=

Funktionen dr alltsa definierad pa:

Df:R+\{é}.

-4
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Figur 7.4: Figuren. f ser ut ungefir som 1/(1 + Inz) for x néra noll (ty

cosx = 1 for sma x) och da vi gar langre mot hoger sa blir funktionskurvan en
svagt ddmpad cosinuskurva, som faktiskt dor ut till sist (lim,—_,. f(z) = 0).

Konstanten 1 kan uppfattas som en polynomfunktion av grad moll och
d@r ddrfor kontinuerlig pa R, speciellt pa Dy. Inx dr kontinuerlig pa Dy, sa
summan av dessa tvd ar kontinuerlig. cos x ar ocksa kontinuerlig pa Dy. f(x)

ar kontinuerlig (pa Dy), eftersom ndmnaren i kvoten dr olik noll verallt i
Dy.
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Sats 7.14 Satsen om mellanliggande vérden. Antag att funktionen f(x) dr
kontinuerlig pa intervallet I och att f pa detta intervall antar virdena p och
q, p < q. Da antar f pa I alla virden i [p,q|.

Speciellt gdller det, att om f dr kontinuerlig i [a,b], f(a) < 0 och f(b) > 0,
sa finns det ett xq i |a,b|, sant att f(xg) = 0, dvs. ekvationen f(z) =0 har
(minst) en losning i |a, b|.

Anmaéarkning 7.15 En tolkning av denna sats dar, att en funktion som dr
kontinuerlig pa ett intervall inte kan byta tecken pa intervallet utan att anta
vardet 0. Var metod for losning av olikheter baserar sig pa detta resultat.

4 T T T T T T
| | | | | |

4 1 I i L

Figur 7.5: En kontinuerlig funktion kan inte byta tecken utan att passera
funktionsvardet 0.

Exempel 7.16 Bewvisa att ekvationen sinx + x — 1 = 0 har atminstone en
reell losning.

Lésning:
Funktionen f(x) =sinz +x — 1 dr kontinuerlig. Vi har t.ex.
f(0)=sin0+0—-1=-1<0
och
f(m)=sinr+7—1=7m—1>0.
Eftersom funktionen dr kontinuerlig pa [0, 7], sa antas varje virde mellan
-1 och ™ — 1, speciellt virdet noll. Saledes existerar ett nollstdille i intervallet

10, 7].
|
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Exempel 7.17 Funktionen [ dr kontinuerlig och satisfierar dverallt i inter-
vallet 0 < x < 1 olikheten 0 < f(z) < 1 . Visa att det existerar ett tal
0<a<l, saatt f(a) = a.

Lésning:
Bilda funktionen g(x) enligt

9(x) = f(2) - x.

Det galler att g(x) dr kontinuerlig pa 0 < x < 1. For g(0) galler att

eftersom f(x) > 0 i intervallet. For g(1) galler det att:
g(1) = f(1) =1 <0

eftersom f(x) < 1. Eftersom g dr kontinuerlig och byter tecken i intervallet
0, 1] maste det ezistera en punkt déir g antar funktionsvirdet 0. Kalla denna
punkt a. Da gdller att:

0=yg(a) = f(a) —a<+= f(a) —a=0<+<= f(a) = a
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7.3 Kontinuerlig funktion i ett slutet inter-
vall

Vi skall inledningsvis se pa ett exempel som gor oss bekanta med begreppen
storsta och minsta véirden?.

Exempel 7.18 Vilka virden antar funktionen f(x) = x* i intervallet
o) [1,2], b) 1,2 ¢) ]1,2) och d) ]1,2[?

9
y=x?
N
4 ,,,,,,,,,,,,,,
1 ,,,,,
0 1 2 3

Figur 7.6: f(z) = 2%

a) Funktionen antar ett storsta virde f(2) = 4 och ett minsta virde f(1) = 1.
b) Funktionen antar ett minsta virde f(1) =1 men inget storsta virde.
c) Funktionen antar ett storsta virde f(2) = 4 men inget minsta virde.

d) Funktionen antar varken storsta eller minsta virde.

Sats 7.19 En kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall antar ett storsta
vdrde och ett minsta vdirde i detta intervall.

Anmirkning 7.20 Detta kan tyckas sjilvklart, men det ricker med att inte
ha ett slutet intervall for att pastaendet inte ska gdlla. Ta t.ex. f(z) =1/,
som dr kontinuerlig pa 10,1]. Funktionen antar inget storsta virde hir, ef-
tersom lim,_ o4 f(x) = oco.

2Qinas-Kukkonen m.fl. Kurs 6 kapitel 8
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Exempel 7.21 Vilka virden antar funktionen f(z) = logy(x+1) i interval-
let [0,3]7

Lésning:

Funktionen dar kontinuerlig pa det slutna intervallet [0,3]. Detta innebir att
storsta och minsta vdrde existerar. Eftersom funktionen dr stringt vdrande
antar den sitt storsta virde i

£(3) = logy4 = 2

och sitt minsta vdrde 1
f(0) =log, 1 =0.

Anmaiarkning 7.22 Hdr kan man tycka att det var ldtt att se att storsta och
minsta virdet existerar, men vi har att resultatet gdller ocksa for godtyckligt
komplicerade kontinuerliga funktioner, ocksa de som inte dr monotona. Dir
kan storsta och minsta virdena antas ocksa i nagon inre punkt. (En inre
punkt av ett intervall dr en icke-andpunkt i intervallet.)



