Kapitel 6

Gransvarde

6.1 Definition av grinsvirde

Nér vi undersdker griansvirdet! av en funktion underssker vi vad som héinder
med funktionsvirdet da variabeln, x, gar mot ett visst virde. Fragestallningen
ar alltsa hur viardet av f(x) uppfor sig for z-véirden néra punkten x.

Exempel 6.1 Vi undersoker funktionen f(x) for z-virden ndra 0, da

sinx

flx) =

T

Direkt insdttning skulle ge " %”, vilket dr odefinierat.

2

-3 -2 -1 0 1 2 3

sinx
= -

Figur 6.1: Funktionen
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KAPITEL 6. GRANSVARDE 132

Ur grafen ser vi dnda att ju ndrmare x ligger virdet 0, desto ndrmare ligger
funktionsvirdet f(x) 1. Detta betecknas med

flz) =1, daxz—0

eller )
. sinz
lim

x—0

= 1.

Definition 6.2 En funktion sigs ha gransvirdet a, da x gar mot xq, om
funktionsvirdena f(x) halls hur ndra talet a som helst, sa snart x vdljs
tillrickligt ndra talet xo. Detta betecknas

lim f(x) =a eller f(x) — a, da x — x.

T—T0

6.2 Raikneregler for griansviarden

Vi har foljande rakneregler for griansviarden, som vi inte bevisar, eftersom var
definition av grinsvirde dr sa vag och svar att arbeta med.?

Rikneregler 6.3 Antag i det foljande att grinsvirdena lim, .., f(z) och
lim, .., g(x) existerar. Da gdller:

1.

Jim (f(2) + g(2)) = lim f(z) + lim g(z)
2.

Jim (f(2) — g(e)) = lim f(z) — lim g(z)
3.

Jim (f(2)g(x)) = lim f(z)- lim g(z)

' fla)  limy, f(2)

. x)  limg ., f(z .

a:lgi}o g(x) N lim, .., g(z)’ Q;on 9(z) 70

Nér man berdknar gransviarden gar det i manga fall med direkt inséttning.
For alla polynomfunktioner, dédr zy inte &r en dndpunkt i intervallet som
bestdmmer definitionsméngden kan man berdkna grinsviardet med direkt
inséttning. Samma géller de trigonometriska funktionerna, exponentialfunk-
tionen, logaritmfunktionen och potensfunktioner.
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Exempel 6.4 Grinsvirdet for funktionen f(x) = x* —4 dd x — 2 berdknas
enligt:

limz® —4=2°—4=4

T—2

Ofta uppstar dock svarigheter nér en funktion inte &r definierad i den

punkt zy dér vi undersoker gransvirdet. Vi skall i det foljande se pa nagra
mojliga sitt att undersoka grinsvirdet trots att metoden med direkt insétt-
ning inte dr mojlig. Det gemensamma for metoderna &r att man forsoker
skriva om uttrycket i en sadan form att man kan tillimpa direkt insdttning.

Antag att vi har ett rationellt uttryck med polynomfunktioner i ndmnare
och téljare. Om vida med direkt insédttning av x = x( erhaller det obestamda
uttrycket ”%” vet vienligt satsens om polynoms faktorisering att © — zq ar
en faktor i ndmnare och téljare. Detta kan vi utnyttja genom att divide-
ra ndmnare och tédljare med = — x(, och dérigenom fa ett uttryck dar den

skenbara polen ar bortforkortad.

Exempel 6.5 Vi ska illustrera standardmetoden for bestimning av ratio-
nella grinsvdrden genom att berdkna

322 +4x+1
im ——.
z——1 z+1
Lésning:

Direkt insdttning ger det obestimda uttrycket ” %”. Tdljaren har nollstdllena:

—4+16—4-3 —4+2
6 6

xr =

r=—=Vz=—-1
3
Dirigenom kan vi omskriva uttrycket (x # —1):

. 3t +4r+1 . 3+ 3)(x+1)
lim ———— = 1li
z——1 r+1 r——1 x+1

=lm3z+1=-3+1=-2

r——1

Anmirkning 6.6 Detta dr standardmetoden for att berdkna grdnsvdrden
for rationella funktioner, ddr direkt insdttning ger ”8 ”. Ett annat knep man
kan anvinda sig av dr att skriva om problemet. Detta genom att:

lim f(x) = lim f(z+ ).

T—XT0
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4+ /
0

-4+

_8 ! |
-3 -2 -1 0 1

Figur 6.2: Funktionen f(z) = (3z% + 4z + 1)/(z + 1). Dess funktionskurva
sammanfaller med y = 3z +1, forutom att f(z) inte &r definierad for z = —1.

Exempel 6.7 Berdkna:
oot —1
lim
a—1 r —1

Lésning:
Insdttning ger det odefinierade ”%”. Vi gor variabelbytet x = h + 1 och
berdiknar:

(h+1)¥ =1 . (R*+3h*+3h+1)—1

lim — ¥ = lim

=0 (h+1)—1 k=0 h
. h3+3r*+3h . h(h?*+3h+3)

=lim — = lim

h—0 h h—0 h
zlllinéh2+3h+3:()2—0+3:3.
6, _
4t |
2, |
0 Il Il Il

-3 -2 -1 0 1 2

Figur 6.3: En skiss av funktionen i exempel 6.7. Méark att funktionskurvan
sammanfaller med en parabel 6verallt utom i x = 1, dér den inte dr definierad.
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Man kan dven anvianda konjugat- och kvadreringsregeln for att omformulera
uttrycken. Vi ska nu illustrera standardmetoden for berédkning av gransvéarden
som innehaller kvadratrot. I dessa fall lyckas man oftast berdkna gransvérdet
om man forlanger med kvadratrotens konjugattal.

Exempel 6.8 Berdkna:
-1
lim Ve

a—1 r—1 "

Lésning:

.. . . 5 0 . .. . .. .
Insditining ger det odefinierade” 5" . Vi anvinder konjugatregeln for att skriva
om uttrycket.

WVe-De+1l) -1

— lim = lim

Pl e o1 e @ DEED) et @ - D(vat D)

1
= lim

1
1T+l JI+1 2

0.3

Eftersom det géller att
a" —b"=(a—b)(a" " +a "+ Fab”

kan man 16sa foljande problem.
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Exempel 6.9 Berdkna:

Lésning:

insittning av x = 2 ger det odefinerade 2"

o - Omskrivning av tdljaren enligt:

? -8 =132 = (2 - 2)(2? + 22 +4)

och namnaren enligt
2? —4=(x—-2)(z+2)

ger dock:
3 _ _ 2
lim & 8:hm (x —2)(x* + 22+ 4) _
e—2722 —2 -2 (z—2)(x+2)

x4 2r4+4 2242244 12
lim = = — =3.
=2 x4+ 2 2+2 4

Observera att i berékningarna bér man ha med beteckningen lim,_.,, &nda
tills man anvénder direkt insdttning. Det géller alltsa inte att:

lim Vol _
= (Ve -1)(Va+1)  Va+1

6.2.1 Gransvarden for trigonometriska funktioner

3

Nér vi 16ser gransviarden for trigonometriska funktioner® anvénder vi ofta

foljande sats:

Sats 6.10

lim Slr}{;;”) =1 om lim f(z) = 0.

Speciellt gdller att
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Exempel 6.11 Bestim
) rsinx
lim ————
t—01 — cosx
Losning:
Insdttning ger det obestimda ”%”. Vi skall forsoka skriva om uttrycket. Ef-
tersom

1 — cos’x = sin’x

forlinger vi uttrycket, sa att vi far (x ~ 0, sa att 1 + cosx # 0):

. (xsinz)(1+ cosx) . xsinz - (1 4+ cosx)
lim = lim
=0 (1 —cosz)(l+cosz) a—0 1 —cos?x
— lim xsinx@;— cos ) — lim z(1 —|— cos x)
z—0 sin” x z—0 S T

. x .
= lim —— - lim (1 + cos x)
z—0 s8Iy z—0

=1-(14+cos0)=1-(1+1)=2
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6.3 Ensidiga grinsvirden

Da vi undersoker gransvirden undersoker vi vilket varde funktionsvardet
f(x) ndrmar sig da = gar mot en punkt xg. Det ska alltsa sakna betydelse
fran vilket hall vi ndrmar oss. x kan ju nidrma sig x, bade fran hoger och
vianster. I manga fall &r det skillnad pa om x gar mot zy fran hoger eller
viinster?.

Exempel 6.12 Funktionen

f(x):{$+1 ,dax <1

x ,dax>1

har grinsvirdet 2 da x — 1 fran vdnster medan grdnsvirdet dr 1 da x — 1
fran hoger.For att sdrskilja dessa fall har man infort foljande beteckningar:

lim f(z)=2 och lim f(z)=1.

r—1— r—1t

Vi har att lim,_, f(x) inte existerar, eftersom vi far olika grinsvirden
fran héger och vinster.

3

_2 i H i
-2 -1 0 1 2 3

Figur 6.4: Funktionen f(z) "har olika gransvirde” i xy = 1, beroende pa om
man kommer fran hoger eller vinster. Darfor har den inget grdnsvdrde i xy.
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Definition 6.13 FEn funktion sigs ha vanstergransvirdet a, da x gar mot
xg, om funktionsvdirdena f(x) halls hur ndra talet a som helst, sa snart x
(x < x0) viljs tillrickligt néra talet xo.Att f:s vinstergransvirde i xo dr a
betecknas med

lim f(z) = a.

T—T)

Hogergransvirdet definieras pa motsvarande sdtt, dock sa att x > xy,
och detta betecknas

501511; f(z) = a.
Exempel 6.14 Funktionen
r—1
flay = L

z—1

saknar grinsvirde da x — 0 eftersom funktionen dr definierad endast for
x > 0,2 # 1. Daremot gdller det att:

—1 —1
limﬁ —0

— = 1.
z—0t x —1 0—1

Sats 6.15 Vi har att

lim f(z) =a<= lim f(z)= lim+ f(z) = a.

T—X0 T—xy T—xy

Detta innebér att ett griansvirde existerar om och endast om hoger- och
vanstergransvirdena existerar och ar lika.

Exempel 6.16 Existerar lim, o f(z) da
1—+/1—|z
flay = T2
x
Lésning:

For att grinsvirdet skall existera bor det gdlla att:

lim f(z) = lim f(x)

z—0~ z—07F

Definitionsmdangden for uttrycket dr —1 < x <1, x # 0. Detta eftersom det
krivs att 1 — |x| > 0. Direkt insdttning av x = 0 ger det obestimda ”8”.
Skriver om uttrycket genom att forlinga med konjugatet:

f(x)zl—\/l—m (1—+/1—|z))(1++/1—]x])

z 21+ /T o))
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A-0—l=) _ 2]

T+ -Ja) 2+ 1)

Vi kan alltsa underscka (x > 0 = |z| = z):

. || . x
lim = lim
=0 (1 + /1 —|z])  =2=0t (1 ++/1—2)
i 1 1 1
= 11m = = —
z—0t 1 ++/1—2x 1++v1-0 2
For x <0 gdller det att |x| = —x och

-1
lim

—x —1 1
= hm = — —_—
e=0- (1 ++/1—(—x)) «=0-14++1+x 1++1+0 2

Héger- och vinstergrinsvdrdena dr alltsa olika och grdnsvdrde i@ punkten x =
0 existerar inte.

_1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Figur 6.5: Funktionen f(x) i exempel 6.16.
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6.4 QOegentliga grinsviarden

Vi ska nu se pa tva speciella ”’gransvirden” .’

Exempel 6.17 Se pa kurvan for funktionen

Funktionen f(x) dr odefinierad i punkten x = 0. Nir x — 07 ndrmar
sig kurvan asymptotiskt positiva y-azxeln, dvs. for sma positiva vdrden pa x
ndrmar sig funktionskurvan y-azeln, sa f(x) — +oo. Funktionsvdrdena gar
mot +00. Da x — 07 gar funktionsvdrdena mot —oo. Vi sdger att

lim 1 = 00 och lim 1 = —00.

z—0+ 2 z—0~ T
Definition 6.18 En funktion f sdgs ha det oegentliga griansvirdet oo
(—o0), da x — xo om funktionsvirdena f(x) kan fas att hallas godtyckligt
positivt (negativt) stora sa snart x vdiljs tillrackligt ndra talet xo. Detta be-
tecknas med:

lim f(z) =00 (—o0) eller f(z) — o0 (—00) da x — x.

T—x0
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Anmaéirkning 6.19 De oegentliga gransvirdena dr inga riktiga grinsvdrden
(ddrav namnet), utan bara ett bekvimt sdtt att siga att en funktion "vdzer
over alla grinser”. Om man sdger att en funktion har ett grdinsvdrde, sa
avses ett riktigt sadant, dvs. inte +oo.

Vissa avser med f(x) — oo att f(x) — £oo och gor inte nagon storre
skillnad mellan dessa tva. Jag tycker sjilv ocksa bdittre om detta beteck-

ningssdtt, men vi kan hdr félja gymnasieversionen, dvs. den wversion som
finns i definitionen.

Exempel 6.20 Man bor vara forsiktig med hur man tolkar rdknereglerna for
grdnsvdrden da man har med oegentliga grinsvirden att gora. Nagra exempel:

l.coxta=o VaeR
k Vk= + k
2 k-oo=4{ " >0 > och  k/0F = 00, k>0
—00, k<O0Vk=—0 Foo, k<0
3. alla foljande dr odefinierade:

00 0
— - 0-00 00 — 00
00 0

Exempel 6.21 Fiorn € Z, gdller det att:

lim — = oo om n dr jamnt
z—0 ™
Om n dr udda gdller det att
lim — = o0 och lim — = —o0.

z—0t ™ x—0— "

Bevis:

(Delvist.) Vi bor visa t.ex. att funktionsvdrdet kan fas godtyckligt stort da
x — 0. Ta godtyckligt M € R.. Da gdller att

1 1 1
xe]o,—{:>0<x”<—:>—>M

IM M zn

. f vaxer over alla granser.
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Exempel 6.22 Bestim a € R sa att
2P —ar+1
lim ————
z—1 r—1
existerar (och dr dndligt). Vilket dr grdnsvirdet?

Losning:
For att gransvirdet skall existera bor x—1 vara en faktor i tiljaren. (Varfor?)
Da maste det gdlla att x = 1 ldser ekvationen:

22 —ar+1=0
Insdttning av x =1 ger:
2—a+1=0<=a=3.

Vi skriver om uttrycket:
222 -3 +1
lim ——.
rx—1 €xr — 1
Eftersom ekvationen 2x? — 3z + 1 = 0 har lésningarna

3+v9—-4-2 3+1 1
T = = r=1Vx=—.
4 4 2
kan vi skriva
222 — 1 2z — Dz -1
o 2200l 2@l a1
rz—1 r—1 r—1 x—1 r—1

Alternativ l6sning:

For att gransvdrdet skall existera bor x—1 vara en faktor i tdljaren. Eftersom
det for rotterna x1, o 1 ekvationen

1’ x5 =0

gdller att
931—|-{E2:—@ och :El-:@:%
C1 C1
bor det for xo gdlla att (givet att x1 = 1) galla att:
1
xgz—%a—l och xQ:%:%.
Vi kan nu losa ut a genom att sdtta de bada uttrycken lika:
a 1
2 T T

Direfter fortsdtter vi som ovan.
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Exempel 6.23 Se pa grafen av funktionen f(x) = tanz.

“3n - -0 g Tt

! ! ] !

! i ! i ! i

4 -2 0 2 4

Figur 6.6: Funktionen f(x) = tanuz.

Det gdller ¥Yn € Zi att

lim tanx = oo och lim tanx = —o0.
r—w/24nT™ z—m/24nwt

Exempel 6.24 Se pa grafen av funktionen f(z) = Inzx.
For logaritmfunktionen log, x, a > 1 gdller det att

lim log, z = —o0.
vt 2

Om a €]0,1] sa dr 1/a > 1 och In(1/a) = —1Ina, sa

1 Inz Inz 1
o = S =—lo .
S In(1/a) 81/a®
Da fas alltsa
lim log, x = o0 och lim log, x = —o0.

rz—0t T—00
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6.5 Grainsviarden da xr gar mot +oo.
Nedanstaende hittas i Oinas-Kukkonen Kurs 6 kapitel 9.

Exempel 6.25 Se pa funktionens

graf nedan. I denna sektion undersoks vad som hdnder med funktionsvirdena
da x blir stort, dvs. © — +00.
Funktionsvdrdena for f(x) ndrmar sig talet 0 da x-vdrdena gar mot +oc.
Motsvarande resulat fas da x gar mot —oo. Detta skriver vi som:
1 1

lim — =0 och lim — =0.
r—00 I r——00 I

Anmirkning 6.26 Dessa grdnsvirden ar egentliga, sa linge de dr # +oo.

Da vi berdknar gransviarden da x — 4oo for rationella uttryck, forkortar
man uttrycket med en faktor av samma gradtal som ndmnaren. Minns att

dar ¢ ar en konstant och n > 0.
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10 ;

—5

_10 i i
-10 -5 0 ) 10

Figur 6.8: Funktionen f(z) = % antar mindre véirden ju ldngre x &r fran
origo.

Exempel 6.27 Berdkna

. 2x—1
lim
z—oo 1+ 1
Lésning:
Vi bryter ut ett x ur bade ndmnare och tdljare.
t(2—1) — 1 limge (2-1)
1y — T =0 1
r—oop(1+ 1) emcol4 2 lim,o (14 1)
Mg oo 2 —limg oo = 2-0 5
lm, ool +lim, ool 140 ~

I ett uttryck av formen

lim f(z) - g(z)

r—00

kan man berékna grinsvirdet om g(x) — a # 0 och f(z) — oo. Gransvirdet
for f- g dr da £oo. Antag att n € Z dr jamnt. Da géller det att:

lim z" =

r—+00

Om n &r udda giller det att:

lim 2" = 0o och lim 2" = —o0.
T—00 r——00
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2

_l L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figur 6.9: f(z) =2z —1)/(z + 1)

Exempel 6.28 Berdkna
lim (—2* — 52° + 2 + 3).

Lésning:
Bryter ut x upphojt © gradtalet.
lim (—2* — 52° + 2 + 3)

T—00

) 1 3
: 4
111[1.73(—1—;4-?4‘;)——00

Exempel 6.29 Berdkna
) 2% — 2% — 1
lim ————

z——o00 14+ax—22

Lésning:
Bryter ut 2% eftersom gradtalet for ndmnaren dr tvd.

2?2z —1— %)

lim

z——00 352(;%2 + % —1)
o 2r—1-—4

= lm ————
Sl

lim, o 2x —lim, ., o1 —lim,,_ %2
—_= = 0
: 1 : 1
lim, . o5 +limg, oo — 1

147
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20

15

10

_10 1 1 1 I
-10 -8 -6 -4 -2 0

Vi kan sammanfatta resultaten i en sats:
Sats 6.30 En rationell funktion
p(x)
f(x) =

q(z)

dir p(z) och q(x) dr polynom av graden p resp. q. har da x — oo eller
T — —00

)

1. Grinsvdrdet 0 om p < q.

2. Grinsvirdet § (ddr a och b dr koefficienterna framfor termerna med
gradtalet p 1 tdljaren resp. namnaren) om p = q.

3. Det oegentliga grdnsvdrdet oo eller —oo om p > q.

For log, x och a” géller det att lim, ., f(z) = oo om @ > 1. Om déremot
0 < a < 1 géller det att lim, ., log, v = —oo och lim, .., a® = 0. Funk-
tionerna sinz, cosx,tanz och cotx saknar gransviarde da x — oo. (Dérfor
saknar till exempel sin(1/z) gransviarde da x — 0.)

Exempel 6.31 Berdkna:
im :

Lésning:
Vi bryter ut den term som dominerar for stora x i ndmnaren.
3
2F+1 0+1
och lim (3) = = Rk
e—oo 14 (5)*  1+0

37 +47  47(54+1) () +1
e 420 4r(1+Z) 14 (3




