Kapitel 3

Analytisk geometri

Malet med detta kapitel &r att gora ldsaren bekant med ekvationerna for
linjen, cirkeln samt ellipsen.

3.1 Linjens ekvation med riktningskoefficient

Vi utgar fran ekvationen®
y=kx+1

dar k och [ &r konstanter och x &r variabel. Vi skall i den hér sektionen se pa
inneborden av de olika konstanterna samt presentera nagra formler for att
bestdmma dessa.

Pa foljande sida finns en bild av linjen y = 3z + 2. Dar &r alltsa k£ = 3
och [ = 2.

Konstanten k kallas riktningskoefficient . Den bestdmmer lutningen pa
linjen. Om k£ < 0 &r linjen fallande. Om k£ > 0 &r linjen stigande. Ju storre
varde k har desto brantare stiger eller faller linjen. For k£ = 0 har vi en vagrét
linje. For en linje som é&r lodrét ér k£ odefinierat. Intiutivt kan man tédnka sig
att en sadan linje stiger eller faller oéindligt brant, vilket gor att k skulle anta
+oo vilket inte &r reellt.

Konstanten [ anger i vilken punkt linjen skér y-axeln. Detta betyder att
konstanterna k£ och [ entydigt bestdmmer linjens placering i koordinatsys-
temet. Vi kan nu sammanfatta detta:

Definition 3.1 FEkvationen for en linje i standardform, som har riktnings-
koefficienten k och skdr y-azxeln i punkten (0,1) dr

y=kx+1.
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Figur 3.1: Till véanster linjen y = 3x+ 2 och till hoger linjens lutning fér olika
varden pa riktningskoefficienten.

Om vi kénner till en punkt som linjen gar genom samt riktningskoeffici-
enten, sa racker detta till for att bestdmma linjen entydigt.

Definition 3.2 Fkvationen for en linje i enpunktsform, som har rikt-
ningskoefficienten k och gar genom punkten (xo,yo) ar

y—yozk’(f’f—%)

Vi skall nu dven se pa specialfallen med en vagrét linje och en lodrit linje.
Den lodriita linjen som skér z-axeln i punkten xy har ekvationen (fas ej ur
standardformen):

r = Xy

Den vagrita linjen som skér y-axeln i punkten yo har ekvationen (ta k =0 i
standardformen):

Y =1Yo

Exempel 3.3 Vilken ekvation har den rdta linje som gar genom punkten
(3,-4) och vars riktningskoefficient dr

a) =)0

Lésning:
Vi anvinder enpunktsformen. I a-fallet blir ekvationen

13

y— ()= —jle - = y=—7- .
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I b-fallet dr k = 0. Detta ger:
y = —4.

Detta kan vi ocksa sluta oss till ur formeln for en vagrdt linje.

Vi diskuterade att vi utgaende fran ett kédnt virde pa riktningskoeffici-
enten samt en punkt kan bestdmma linjens ekvation. Rent intiutivt borde
man utgaende fran tva punkter pa linjen kunna bestdmma linjens ekvation.
Kénner man till tva punkter och drar en linje genom dessa &r linjen entydigt
bestdmd. Vi kan bestdmma riktningskoefficienten ur de punkter som linjen
gar genom. For linjen som gar genom punkterna (z1,y;) och (xs,ys) déar
¥, # x9 fas riktningskoefficienten?:

L — Y2 — U1
Lo — X1

Utgaende fran denna och enpunktsformeln kan vi bestimma linjens ekvation.

Exempel 3.4 Linjen som gar genom punkterna (—3,—4) och (=5, —2) har
ekvationen:

_—2-(=y)

—m($—(—3))<:>y:—x—7

y—(=4)
Ofta skriver man inte linjens ekvation i standardform, utan i allmdn form.
Definition 3.5 FEkvationen for linjen skrivs ¢ allmén form
ar+by+c=0
ddr a,b,c € R och a och b inte bada dr lika med noll.

Anmaéarkning 3.6 Hdr fas alltsa lodrdta linjer som det specialfall, da b = 0.
Forb # 0 fas standardformen genom att dividera ekvationen med b och flytta
over allt utom y till hégra sidan.

Om en linje 1 normalform inte dr lodrdt har den alltsa rikningskoeffici-

enten
a

b
2Vi anviinder enpunktsformeln och det faktum att den riita linjen ska ga genom (2, y2).
Sedan l6ser vi ut k.
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3.1.1 Parallella och ortogonala linjer

Att tva linjer ar parallella innebér att de har samma riktning. For att detta
villkor skall vara uppfyllt maste deras riktningskoefficienter k; och ky vara
desamma:

Tva lodrita linjer (som inte har nagot riktningskoefficient) &r naturligtvis
ocksa parallella.

Tva parallella linjer har gemensamma punkter om och endast om de
sammanfaller. Tva parallella linjer, som inte sammanfaller korsar varandra
saledes aldrig.

Exempel 3.7 Bestim ekvationen for den linje, som gar gemom punkten
(-2,3) och dr parallell med linjen 2x + 3y + 6 = 0.

Lésning:
Eftersom linjen 2x 4+ 3y + 6 = 0 kan skrivas pa formen

2
=——x—2
Y 37
fas att k = —%. Nu kan ekvationen genom punkten (-2,3) bestammas utgaende
fran enpunktsformeln.:
2
y—3:—§(:c—(—2)) < 2r+3y—5=0

Alternativ 16sning:

Man inser att alla linjer pa formen 2x + 3y + ¢ = 0 dr parallella med den
givna linjen, ty forhallandet k mellan a och b dr detsamma. Om linjen ska
ga genom punkten (-2,3), sa fas direkt genom insdttning att

2-(-2)+3:-34+¢c=0<«= c=—5.

Att tva linjer &r ortogonala innebér att de star rdtvinkligt mot varandra.
Vinkeln mellan dem &r 90°. Detta villkor &r uppfyllt om och endast om det
géller for linjernas riktningskoefficienter k; och ko att

kiky = —1.

(En vagrat och en lodrat linje dr ocksa ortogonala, eftersom de star i 90°
vinkel till varandra. I det fallet har den ena riktn. koeff. 0 och den andra
saknar riktn. koeff.)
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Exempel 3.8 Avgor om de tva rdta linjerna Ly och Lo dr ortogonala, da Ly
ges av x1 + 2y; — 3 =0 och Ly ges av 3xy + 6y — 3 = 0.

Lésning:
Ingen av dem dr lodrit, eftersom by = 2 och by = 6. Vi rdknar ut riktninings-
koefficienterna k1 = —ay /by = —1/2 och ko = —3/6 = —1/2.

Vi ser att kiky = (—1/2)* = 1/4 # —1, sd linjerna dr inte ortogonala.
Diremot har de samma riktningskoefficient, sa de dr parallella.

3.2 Cirkelns ekvation

Definition 3.9 FEn cirkel dr mdngden av de punkter i planet vilkas avstand
till en given punkt A dr konstant = r. Punkten A dr cirkelns medelpunkt
och avstandet v dr cirkelns radie.

Sats 3.10 En cirkel med radien r och medelpunkten (zo,yo) har ekvationen:

(x—0)* + (y — yo)* = 1"

Ett specialfall dr cirkeln med mittpunkten i origo, vars ekvation dr:

x? —I—y2 =72,

Exempel 3.11 Ekvationen for cirkeln med medelpunkt i origo och radien 7
har ekvationen z* + y? = 49.

Definition 3.12 Cirkelns ekvation dr i allmin form
4y +ar+by+c=0
dir a,b,c € R.

Anméirkning 3.13 Alla a, b och c i definitionen ovan ger inte en cirkel. Vi
maste fda ndagonting positivt i hégerledet r%, eftersom radien for en cirkel i
kvadrat aldrig kan bli negativ.
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Exempel 3.14 Rita grafen for ekvationen
2 +y?—6r+y+7=0.

Losning:

Vi forsoker fa ekvationen pa formen som presenteras i satsen genom att flytta
termer och kvadratkomplettera.
P+ —6r+y+7=0 < 2*—-6r+y’+y=-T

1 2
= x2—6x+32+y2+y+<—)

2
1 2

_ 2 _

=743 +(2)

— (x—3)2+(y+%)2=

e

Cirkeln har medelpunkten (3, —1/2) och radien 3/2.

3.3 Ellipsens ekvation
En ellips kan man beskriva som en "oval cirkel”.

Definition 3.15 En kurva, vars ekvation kan skrivas

2 2
x Y
@ Tp !

ddr a,b > 0 kallas en ellips.

Ellipsen har medelpunkt i origo. Den skér z-axeln i punkterna (+a,0)
och skér y-axeln i (0, £b).

Exempel 3.16 Kurvan

4a* + 3y* = 12
ar en ellips, eftersom
2?2 22 2
17 +3Y)° =12 ¢= — 4+ = =1 = =1
T+ oy 3 + 1 (\/§)2+22
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(0.,b)

(a,0)

-5 -4 -3-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figur 3.2: Ellipsen z2/3? 4+ ¢y%/4* = 12.

Som man ser pa formeln for en ellips, dr den egengtligen en cirkel, med omska-
lade koordinataxlar. Vi "tojer ut” (eller "kldimmer ihop”) en enhetscirkel
lings med koordinataxlarna, sa att den gar genom punkterna (4a,0) och
(0, D), istallet for (£1,0) och (0, £1).

Vi kan latt flytta ellipsens mitt till punkten (xg, yo) genom att skriva den
pa foljande form.

(z — 20)* + (v — o)*
a? b?

Om vi ddremot vill ha en icke-axelparallell ellips krédvs storre fordndringar.
(Vi tojer langs tva vinkelrdta axlar, andra dn koordinataxlarna.

=1




