Kapitel 2

Ekvationer och olikheter

I kapitlet bekantar vi oss med forsta och andra grads linjéra ekvationer och
olikheter. Vi ser ocksa pa ekvationer och olikheter med absolutbelopp och
kvadratrotter. Nir vi 1oser ekvationer! ar tillvigagangssittet alltid det att vi
forsoker hyfsa uttrycket sa att man kan se vilken 16sningen &r.

Vara problemstéllningar innehaller uttryck med en obekant variabel, oftast
x. Dessa obekanta kan ofta inte anta vilka varden som helst, utan vi maste
begrénsa oss till nagon viss méngd av parameterviarden och/eller virden pa
den obekanta.

Definitionsmdngden D &r den méngd for vara parametervirden och varden
pa obekanta variabler, for vilka vart problem &r meningsfullt, dvs. kan defi-
nieras.

De vérden i D som uppfyller ekvationen eller olikheten bildar [dsnings-
mdangden L.

Vi kommer ocksa att anvdnda symbolen <=, som betetecknar ekvivalens.
P < (@ betyder att pastaendet P &r sant om och endast om pastaendet ()
ar sant.

2.1 Ekvationer av forsta grad

Nér man pratar om graden hos en ekvation tar man fasta pa den obekanta
variabelns hogsta potens. En ekvation av forsta graden? har formen:

ar+b=0

Konstanterna a, b € R kallas parametrar. Forstagradsekvationer kallas ocksa
linjdra. Man ser omedelbart att problemet ar vélformulerat for varje r € R
och déarfor kan man ta D = R.

!Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 1, kapitel 6
2I Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 2, kapitel 1

25



KAPITEL 2. EKVATIONER OCH OLIKHETER 26

Ekvationen 16ses pa foljande sétt (a # 0):
ar +b=0<+=

ar = —b <
b

T =——
a

Om a = 0 fas tva fall beroende pa vilket viirde b har® Om b = 0 har
ekvationen utseendet
Oz =0.

Denna ekvation l6ses av varje x € D och 16sningsméngden L = D = R. Om
b # 0 fas ekvationen
Oz = —b.

Denna loses inte av nagot x, sa losningsméngden dr tom, d.v.s. L = ().
En ekvation av forsta graden har d&ven en geometrisk tolkning. Losningen
pa ekvationen ax + b = 0 &r den punkt dér linjen

y=axr+>b
skér x-axeln, d.v.s. dédr y = 0.

3

y=ax+b

o
O
<
Jiy
O

23 -2 -1 0 1 2 3

Figur 2.1: Losningen till ekvationen ax + b = 0 fas for z = —b/a.

3Ekvationen #r egentligen av nollte grad om a = 0.
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Exempel 2.1 Lds ekvationen 3z +5=7—1x/2, x € D = R.

Lésning:
Vi flyttar alla termer som innehaller x till vinstra sidan och alla som inte
gor det till hogra sidan och far:

T 1 7 2 4
3r+5=17 2<:><3—|—2):c 7 5<:>2:1: <~z - -

Exempel 2.2 Lds ekvationen:

Lésning:
Definitionsmdngden till denna ekvation dr D = R\{—1,0} eftersom {—1,0}
utgor nollstdllen i ndmnaren. Vi hyfsar uttrycket genom att multiplicera med
2z(z+1)4
2z(x+1) 2z(x+1)  O6x(r+1)
T r+1 2z
Vi kan forkorta ndmnarna och ekvationen dr ekvivalent med:

1
2x+2—2x:3x+3<:)—3x:1<:>$:—§

(-4

eftersom —% tillhér definitionsméngden’.

Losningsmdngden dr alltsa

Exempel 2.3 Lés ekvationen:

x—l_ T _3£L‘+2
r—2 x+2 a22-4

Lésning:
Definitionsmdangden ar D = R\{—2,2}. Vi forlinger nimnarna i vinsterled:

(x —1)(x+2) r(x—2)  3r+2

(x+2)(x—2) (x+2)(x—2) 22—-4
Eftersom (x +2)(x — 2) = (2% — 4) fds

242 —x—2—a22+ 2 3r+ 2
x2—4 o2 —4

4Eftersom 2z (24 1) # 0, kan vi multiplicera ekvationens bada led med 2z (z+1), varvid
ndmnarna forsvinner. Vad hénder om man multiplicerar en ekvation med 0?7

®Det ar visentligt att kontrollera att man har fatt en rimlig 16sning. Vi méaste alltid ha
LCD.
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En del termer tar ut varandra i tdljaren och vi far:

3r—2 3u+2
x2—4  x2—4

Eftersom hégerled (HL) och vinsterled (VL) dr liknimniga kan ndmnarna
multipliceras bort och vi koncentrerar oss pa tdljarna.

r—2=3r+2<4+=0r=4
Denna ekvation saknar lésningar, d.v.s. L = 0.

Anmairkning 2.4 Om man vill falla tillbaka pa axiomen, sa kan man obser-
vera att man vid losning av ax + b = 0 borjar med att addera b:s additiva
invers till bada leden. Om a # 0, sa har a en multiplikativ invers och da kan
man bestimma x genom att multiplicera med den.

2.1.1 Forstagradsekvationer med (fria)
parametrar

Finns i Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 2 kapitel 1.
Exempel 2.5 Lds ekvationen:
ar —a®> =2x — 4

m.a.p. x. Konstanten a € R.%

Lésning:
Vi omskriver ekvationen pa vanligt sdtt:

(a—2)x=a*—4
Vi antar forst att a —2 # 0, d.v.s. a # 2. Ekvationen har da losningen:

a’? —4

a—2

T = —a+2

Om a = 2 skall foljande ekvation ldsas:
21 —4=2x -4+ 0x =0
Denna ekvation har L = R. Vi sammanfattar:

_f{a+2} Ja#2
L_{R ,a =2

6Fragestillningen betyder alltsa att vi ska l6sa ekvationen for alla a € R.
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2.2 Ekvationssystem

I denna sektion skall vi se pa ett linjirt ekvationssystem’. Systemet har
foljande utseende:

amr+biy = ¢

ast + by = co

Fragestallningen &r vilka z, y som satisfierar ekvationssystemet och tva meto-
der for att 16sa systemet ges.

1. Additionsmetoden.

Exempel 2.6 Lds ekvationssystemet:

dr+3y = 8
6x+2y = 12

Lésning:
De bada ekvationerna multipliceras med lampliga faktorer, sa att termer
tas ut vid addition av ekvationerna:

dr +3y = 8 |-2
6r+2y = 12 |- (

Adderar nu ekvationerna:

8z + 6y = 16
+ —18r—-6y = —36
—10z = =20

Ur detta ser vi att x = 2. insdttning av x = 2 1 t.er. 4o 4+ 3y = 8
ger y = 0. Losningen dr alltsa (z,y) = (2,0) wvilket ldtt kan verifieras
genom insdttning 1 det ursprungliga systemet.

7Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 1 kapitel 7
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2. Insdttningsmetoden

Exempel 2.7 Lés ekvationssystemet:

2v — 5y = —12
3r—y = —5

Lésning:
Eftersom 3x —y = —5 gadller det dven alt y = 3z + 5. Insdttning av
detta i den dvre ekvationen ger:

20— 5(3x +5) = —12

Denna kan nu ldtt lsas och x = —1. Insdttning avx = —1 1y = 3x+5
ger y = 2. Losningen dr alltsa (x,y) = (—1,2) vilket dven hdr litt kan
verifieras.

Man &r ofta intresserad av system med flera ekvationer och obekanta. Da
anvander man kanske hellre metoder som baserar sig pa det forsta forslaget
(jmf. kursen i matriser). I denna kurs spelar det dock ingen storre roll.

For ekvationssystemet

amr+biy =
ast + by = co

representerar losningen (z,y) = (o, yo) den punkt dér linjerna a;x+by = ¢;
och asx + bey = c¢9 skir varandra. Det dr mojligt att tva linjer ar parallella
och darfor aldrig skir varandra. Da har systemet heller ingen 16sning. Se figur
2.2, dér systemet
—3Br+y =1
{ 20 +y = =2

finns illustrerat. Skarningspunkten (—3/5, —4/5) utgor systemets 16sning.
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| ~3x+y=1
AN """""" R R RREREEEERES
2x+y=-2
2 _ f
0 |
(~3/5,-4/5)" | |
20 e S
_4, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4
-4 -2 0 2 4

Figur 2.2: Losningen till ett ekvationssystem beskriver skdrningspunkten for
de bada linjer som definieras av systemet.

2.3 Olikheter av forsta grad

Nér vi 16ser olikheter av forsta grad® behandlas uttryck av formen:

ar +b>0
ar+b <0
Till var hjalp har vi féljande regler.

80inas-Kukkonen m.fl. Kurs 2, kapitel 2
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Ordningsegenskaper for reella tal. Antag att konstanterna a,b,c € R.
Da géller:

l.a<bANb<c=a<c
Utlédses: "Om a < b och b < ¢, sa géller a < ¢.”

2. Exakt ett av foljande pastaenden géller

e a<b
e a>b

e a=1»
J.a<b=a+c<b+c
4. a < b,c> 0= ac < bc

5. a<b,c< 0= ac> bc
Exempel 2.8 Hyfsa \/222% + 4x + 2.

Lésning:

V222 +dx +2 = /222 + 224+ 1) = V2/(z + 1)?

B B V2(x4+1) x> -1
_ﬂ’“”_{—\/ﬁ(ggﬂ) <1

(Ty lx+1|=(x+1) omx+1>0, annars dr |z + 1] = —(x +1).)
Exempel 2.9 Los foljande olikhet:
r—V2<1+ V2

Lésning:

T—V2<14+4V2r = (1-V2)z <142
Eftersom 1 — /2 < 0 fas (regel 5)

Jl4ve o (V2R 142v2+2 1

IOV T -V VR —1
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2.3.1 Linjira olikheter med parametrar

Principen for olikheter av férsta graden med parametrar® dr den samma som
med ekvationslosning med parametrar. I ekvationen

ar+b<0

maste man dock fista extra uppmaérksamhet pa tecknet for a, eftersom olik-
heten dndrar riktning beroende pa om a &r positiv eller negativ. Speciellt
bor ocksa fallet a = 0 undersokas. Olikheten har en geometrisk tolkning. Om
vi ser pa figuren i sektionen innan ser vi att losningen till ax + b < 0 &r
r < —b/adaa>D0.

Exempel 2.10 Lds olikheten
ar —a® < 2r — 4
Lésning:

ar —a® <2z —4 <> (a—2)x < a® —4

Nu bor vi dela upp losningen i tre fall beroende pa om a — 2 dr mindre dn,
lika med eller storre dn noll.

a < 2

I detta fall dér a —2 < 0 och

a’> —4
T > =a+2
a— 2
a> 2
I detta fall dr a —2 >0 och
24
x<a =a+2
a—2

a=2
I detta fall dr a —2 =0 och olikheten vi borjade med har utseendet:

2 —4<2r -4 0x <0
Denna olikhet saknar losningar. Vi sammanfattar:

{reR|z>a+2} ,a<?2
L=} {z€eRlzr<a+2} ,a>2
0 ,a =2

90inas-Kukkonen m.fl. Kurs 2, kapitel 2
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2.4 Ekvationer av andra graden

En ekvation som kan skrivas i formen
ar’ +br+c=0

(a # 0) &r en ekvation av andra graden.

Genom att 16sa ekvationen hittar vi de punkter dar parabeln som defini-
eras av vansterledet skir x-axeln, d.v.s. de punkter déar y = 0. Vi vet sedan
tidigare att parabeln 6ppnar sig uppat om a > 0 och nedat om a < 0.

Inledningsvis skall vi ga igenom tva exempel som sa smaningom skall féra
oss in pa en allmén l6sningsformel for andragradsekvationer. I exempel 2.11
har vi hjalp av den s.k. nollregeln.

Nollregeln. Om det giller att
ab =0,

sa maste antingen a = 0 eller b = 0.

Exempel 2.11 Lds ekvationen:
ar’+br=0 , a#0
Lésning:
Ekvationen dr ekvivalent med
z(ax +b) =0

Enligt nollregeln gdller nu att t =0Var+b=0<= =0V = —g.

Exempel 2.12 Lis ekvationen:
ar’ +c=0 , a#0

Lésning:
Skriv om uttrycket:

2 2 C
ar® = —c <= 3* = ——
a

Lésningsmdangden till denna ekvation dr

(VR VT 5 <0
L={ {0} £=0,
0 ,£>0

ty 2% >0 for alla x.

Anmirkning 2.13 0 dr ju som bekant den mdngd som inte innehdller nagot
element alls och {0} dr den mingd som innehaller bara elementet 0. Blanda
inte thop dessa.
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2.4.1 Kvadratkomplettering

For att 16sa andragradsekvationer kan vi alltid kvadratkomplettera och for att
hérleda losningsformeln fér andragradsekvationer behéver vi denna metod.
Metoden presenteras m.hj.a. ett exempel.

Exempel 2.14 Los ekvationen
20° —8xr +1=0.

Lésning:
Med metoden med kvadratkomplettering har man som mal att skriva om ekva-
tionen i formen

(l’ — k1)2 = ]{?2

ddar ki och ko dr konstanter. Ndir ekvationen dr omskriven kan vi dra kvadrat-
roten ar bada sidorna (givet att ko > 0). Vi far da tva losningar for x.

1. Flytta alla konstanter till hogra ledet och dividera med koefficienten
framfor a2,
1
2? —dr = —=.
2
2. Addera bada leden med kvadraten pa hdlften av koefficienten for x.

Koefficienten for x dr —4. Kvadraten av hilften av denna dr (—2)? = 4.

1
x2—4x+4:—§+4

3. VL dr (z + hilften av koefficienten for x)?.
Kontrollera detta med kvadreringsregeln.

v —dr+d=a*+2-2-(=2)+ (-2)* = (v - 2)?

Vi har alltsa nu ekvationen

7
r—2)? =~
(-2 =
For att losa denna drar vi kvadratroten ur VL och HL. Detta kan vi gora
eftersom bada sidorna dr storre dn eller lika med noll. Om HL dar negativ
1 detta skede saknar ekvationen losning. Den geometriska tolkningen dr att
parabeln inte skdr x-azeln i nagon punkt.
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@-2r=1 |y

x—2—\/7\/x—2——\/?
x—2+\/7\/x—2—\/7

Vi far alltsa ekvationens losning till x =2 £ /7

2.4.2 Andragradsekvationens allménna l6sningsformel

Los ekvationen:
ar’ +br+c=0 ,a#0.

Vi anvédnder kvadratkomplettering. Borja med att dividera med a och skriv
p=b/a och ¢ = c¢/a. Vi far den nya (ekvivalenta) ekvationen

2 2 2 2
x2+px+q=0<:>x2+px+<g) :<g> —q<:>(x+g> =<g> —q

Under antagandet att (§)2 — ¢ > 0 dras roten ur HL och VL och z 16ses

ut.
P P\? P P\?
O O
Ty p) "4 7T T, 7) — 1

Vi far alltsa ovanstaende 16sning om (p/2)? — ¢ > 0.1°
Om vi vill ha 16sningen uttryckt i a,b och ¢ kan vi gora insdttning av
p=b/a och ¢ = c/a. Vi far

2 b b\ b b2 — 4
r=-24 (73> P Y (i T Y
2 2 2a 2a a 2a 4a2

Vi bryter ut ndmnaren |2a| ur kvadratroten och far foljande resultat.
(Varfor spelar det ingen roll om ndmnaren blir plus eller minus 2a?)

Sats 2.15 Konstanterna a,b,c € R. Losningen till ekvationen

ar’ +br+c=0 ,a#0

ges av
b+ B2 — 14
T = b 2b ac om b? — dac > 0.
a

Annars har ekvationen ingen reell ldsning.

10 Annars far vi ingen 16sning i R.
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Exempel 2.16 Lds ekvationen a) 20? —8x+1 =0 och b) 22> — 8z +9 = 0.

Lésning:
a) Insdttning i losningsformeln ger

—(=8) £ +/(-8)2—4-2-1
2-2

+ /
ZMZQiEZQi @:21\/?
4 4] 42 2

Detta stammer dverens med resultatet fran det tidigare exemplet.

r=—

b) Insdttning ger

2_8. _
poop VB89, V8
4 4
Vi har att uttrycket for x innehaller kvadratroten ur ett negativt tal, vilket dr

odefinierat. Inga reella x loser alltsd ekvationen och L = ().

Exempel 2.17 Lis ekvationen

3z B 3
r+1 z+1

Lésning:
Definitionsmdangden for ekvationen dr R\{—1} eftersom —1 dr nollstdlle i
ndamnaren. Multiplicerar med x + 1 # 0.

r(z+1)—3r=3<=2"-22-3=0

insdttning i losningsformeln ger

C —(=2)E/(-22—4-1-(=3) 244
e 2.1 T

x1:3/\x2:—1

x = —1¢ D vilket innebir att

L={3.



KAPITEL 2. EKVATIONER OCH OLIKHETER 38

Ibland kan foljande resultat vara anvindbart.

Sats 2.18 Rotternas!! egenskaper. Antag att x, och xy dr lésningar till
ekvationen ax® + bx + ¢ = 0. Dd gdller att:

l’l—i-l’gz——
a

och
Tl T =

ISH

Bevis:
En enkel direkt rikning ger foljande. Da x; och x5 ar l6sningarna till andra-
gradsekvationen ger sats 2.15 pa sidan 36 att x; och x5 kan skrivas pa formen

_ —=b+ Vb —dac —b —Vb?% — 4ac

1 o och Ty = o
Vi far att
N —b+Vb?2 —4dac—b— b2 —4ac —=2b b
xl :UQ = = = ——

2a 2a a

och (med hjalp av konjugatregeln)

R (=0)? = (Vb? —dac)® b — (V* —dac) dac ¢
e 4a? B 4a? C 4a®  a

HNollstéllen till polynom kallas ocksa rotter. Ett nollstille dr alltsa ett virde zo pa
variabeln x, som gor att polynomet antar virdet noll. Grafiska tolkningen &r, att den graf
som beskrivs av polynomet skir x-axeln vid x = xg.
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2.4.3 Diskriminant

I 16sningsformeln
_ —bE Vb —4dac

2a

X

finns uttrycket
b* — 4ac.

Denna kallas ekvationens diskriminant'?. Utgaende fran diskriminanten kan

vi sluta oss till hur manga 16sningar ekvationen har.

Rikneregler 2.19 Diskriminanten b® — 4ac betecknas med D. Nu gdller det
att om

1. D>0 FEkvationen har tva olika reella losningar

2. D=0 Ekvationen har en dubbelrot

3. D<0 Ekvationen saknar reella l6sningar
Exempel 2.20 For vilka vdirden pa k har
20 + k=3 — a?

tva olika reella losningar?
Losning:
FEkvationen har tva losningar om diskriminanten dar storre dn 0.

20+ k=3—-a2t<= 2 +2r+(k-3)=0

D=4—4-1-(k—3)=16—4k

D >0 om
—4k > —16 <—= k < 4.

Alternativ 16sning: Vi ldser uppgiften direkt, utan att medvetet anvinda
diskriminanten.

2r+k=3—-1t<= 2" +2r+(k—3) =0 <=

-l (-22—4-1-(k—3) —1+V16—4k

- 2.1 - 2

Om talet innanfor kvadroten dr negativt fas inga losningar. Om det dr noll,
fas en dubbelrot i x = (=1 £0)/2 = —1/2 och om talet dr positivt, fas tva
olika rétter. Detta dr fallet omm 16 — 4k > 0, dvs. k < 4.

X

120inas-Kukkonen m.fl. Kurs 2 kapitel 5
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2.4.4 Polynoms delbarhet - faktorisering

Tidigare har vi sett pa hur vi kan faktorisera ett polynom med kvadrerings-
regeln, konjugatregeln och gruppering. Dessa metoder dr dock anvéndbara
pa en mycket begriansad typ av problem. Vi skall i denna sektion se pa en
metod som tillater oss att faktorisera ett n:te grads polynom om vi kdnner
till n reella rotter.

Sats 2.21 Utga fran det allmdnna polynomet

p(z) = ap2™ + ap_12™ -+ a1 + ao.
Antag att det till detta polynom existerar n stycken reella rotter xq, xa, . .., Ty,.
Da gdller det att:

p(z) = an(z —x1)(x —28) + -+ - (x — xp).

For ett andragradspolynom géller speciellt att om x; och zo &r reella
nollstéllen till ekvationen az?+ bx +c = 0, a # 0 kan polynomet faktoriseras
enligt:

a(x — x1)(x — x2).

Exempel 2.22 Foktorisera polynomet
p(z) = 32> — 2 — 2.
Losning:
Lésningen till p(x) = 0 fas med den allmdnna losningsformeln:
1+/1-4-3-(-2) 145
B 6 6

T
2
171:1, .172:—5

p(z) =3(x —1) (x+ g) =(x—1)3z+2).

Anmirkning 2.23 Var sats sdger ju att om xq dr ett nollstille till poly-
nomet p(x), sa dr x — xqg en faktor i p(x), dvs. vi kan skriva p(x) = (x — xg) -
q(z), dar q(x) ocksa dr ett polynom. Det omvinda pastaendet gdller ocksa,
dvs. om x¢ inte dr ett nollstdlle till p(z), sa kan vi inte dividera bort x — xg
fran p(x) (och fa en rest som dr noll).

Exempel 2.24 x4 = 3 dr inte nolistille till polynomet p(z) = x? — 3z + 2,
eftersom p(3) = 2. Om vi forsoker dividera far vi
2% — 3z +2 n 2
_— == -
r—3 x—3
dvs. vi fick en rest 2.
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2.5 Olikheter av andra graden
I denna sektion skall vi 16sa olikheter av formen!3:
ar® +br +c<0
Tva olika l6sningsmetoder presenteras. Forst en som anvénder diskrimi-

nanten och sedan en som anvéander teckenscheman (teckenvéxlingsdiagram).

2.5.1 Lo6sning med hjilp av diskriminanten

Vi kommer att ha tre huvudgrupper av losningar, beroende pa om diskri-
minanten ar negativ, positiv eller noll. Dessutom inverkar dven tecknet pa
parametern a.

3 3 3

2 2 2

’ T IR °
-1 5 -1 -1

-2

X /\X X4 =X
0 1 2 0 1- 2 0
a<0 -1 -1 -1
-3 -3 -3
s 0 2 2 0 2 -2 0 2
D>0 D=0 D<0

Figur 2.3: Inverkan pa grafen av ett andragradspolynom med olika vérden
pa a och D.

130inas-kukkonen m.fl. kurs 2 kapitel 9
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Exempel 2.25 Lat
f(z) = ax® + bz + c.

Nir galler det att f(x) <07 f(x):s graf dr uppritad i figur 2.5.

Lésning:

Vi gar igenom de tre fallen, fran vanster till héger och antar att a > 0. Om
D > 0 dr losningsmingden L = [xq,x5]. I detta intervall ligger kurvan under
eller pa x-azeln.

Om D = 0 ligger kurvan inte under x-axeln i nagon punkt, men tangerar
denna i punkten x1. Losningsmingden L = {x1}.

Om D < 0 saknas losningar, eftersom kurvan inte ligger under eller pa x-
azxeln i nagon punkt.

I tabellerna nedan har olika mojliga kombinationer av fragestéllningar,
tecken pa diskriminaten D och parametern a sammanfattats:

D >0
f(l’) <0 — L :]Il,J]Q[
a>0 f(x)SO — L—[l‘l,l‘g]
flz)>0 = L =|—o00,z1[Uzy, 00|
flz)>0 = L=]—o00,21]U]xs,00[
flz) <0 = L =]—o00,z1[Uzy, 00|
a<0|f(z) <0 = L=|—o00,21]UJ[z2 00
f(l') >0 - L :]1’1,1’2[
f(l’) >0 — L= [Il,l’g]
D=0
flz)<0 = L=0
a>0|f(z) <0 = L={x}
flz)>0 = L=R\{x}
f(z)>0 = L=R
flz) <0 = L=R\{x}
a<0|f(zx)<0 = L=R
flx)>0 = L=0
fle)20 = L={x}

(forts.)
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D <0
flz)<0 = L=10
a>0|flx)<0 = L=10
flz)>0 = L=R
fr)>0 = L=R
flz) <0 = L=R
a<0|f(x)<0 = L=R
flz)>0 = L=10
flx)>0 = L=0

Exempel 2.26 Den intervallvist definierade funktionen f ges av

2 — 22, forx <1
f(x)—{ x> —dx+4, forxz>1"

Lés olikheten f(z) < 0.

Lésning:

Undersioker ekvationen skilt i de bada intervallen:

x < 1. Lisningen till ekvationen 2 — x> = 0 dr £v/2. Av lgsningarna tillhor
endast —/2 definitionsmdingden dd /2 > 1. Parabeln dppnar sig neddt, och
i detta intervall gdller det att f(x) <0 for x €] — oo, —V/2].

x > 1. Ekvationen 2% — 4x + 4 = 0 kan omskrivas:

(z—2)*=0.

Ur detta ser vi att ekvationen har en dubbelrot och denna dr 2. Denna tillhor
definitionsmdngden. Parabeln dppnar sig uppat vilket innebdr att f(x) < 0
endast i punkten x = 2 dar f(x) antar virdet 0.
medskip

Vi sammanfattar l6sningarna:

L =] — o0, —V2]U{2}.
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2.5.2 Losning med hjialp av teckenschema
Da vi sysslar med uttryck av typen
ar’ +bxr+c¢>0 ,a#0

torde det vara ritt uppenbart, att viinsterledet (VL) az? + bz + ¢ inte kan
byta tecken utan att ta véardet noll emellan. Detta hédnger ihop med att VL &r
kontinuerlig. Mera om kontinuitet senare. Vi far foljande l6sningsmetod, som
inte ar speciell for andragradsekvationer, utan den kan anvindas allmént for
kontinuerliga funktioner.

1. Los ekvationen VL = 0.

2. Rita ett schema med en tallinje for x och rita i VL:s nollstéllen.

3. Beroende pa parametrarna a, b och ¢ fas noll, ett eller tva nollstéllen.
4. Proéva genom inséttning, for ett x i varje omrade, vilket tecken VL har.

5. Svaret kan avlasas direkt ur schemat.

Alternativt 4-5: Beroende pa om a &r positiv eller negativ, ér parabeln
rattvand eller uppochnervind. Detta kan anvédndas for att bestdmma teck-
nena i schemat.

Exempel 2.27 Lés olikheten x? — 4z — 7 > 1.

Lésning:
Vi borjar med att skriva om och far

1’ —dr—T>1<= 2" -4z —-8>0.
Nu séker vi efter vansterledets nollstdllen genom att losa ekvationen.
1? —4r —8=0+=12=24+2V3. KONTROLLERA!

Vi ritar upp teckenschemat:

x| 2-2V3 2+2V3
VL | 0 0

For att bestamma teckenvixlingen ska vi nu prova sdtta in ett virde som
ar mindre dn det mindre nollstdllet, ett som ligger mellan nollstdllena och
ett som dr storre dn det storre nollstillet. Vi forsoker vdlja sadana vdirden
pd x som dr ldtta att rdkna med. Insdttning ger alltsa:
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= —-10 ger VL=(-10>-4-(-10)-8=100+40—-8>0
=0 gor VL=0"-4-0-8=-8<0
10 ger VL=10°-4-10—-8=100—40—-8>0

Vi fyller i tecknen i vart schema och far alltsa

r| 2-2V/3 242V3
VL|+ 0 — 0+

Vi kan direkt utldsa att vinsterledet dar positivt da v < 2-92v/3Vx > 2+2/3.
Vi tar inte med grdnserna, eftersom vi inte tillater att VL=0.

Svar: L =] — 00,2 — 2v/3[U]2 4 2v/3, 00|

Anmaiarkning 2.28 Mairk, att teckenvdzlingen direkt hdinger ihop med att
var parabel dr rdattvand och korsar x-azxeln 1 tva skilda punkter. Se figur 2.4.

+\ Nollst. [+
S\

Figur 2.4: Den grafiska tolkningen av olikheten. Man fragar sig var parabeln
ligger (stréngt) ovanfor z-axeln.
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Exempel 2.29 Funktionen f definieras genom

2 — 22, forz <1
f(x)—{ 2?2 —dx+4, forx>1

Lés olikheten f(x) < 0.

Lésning:
Vi delar upp problemet i tva fall, beroende pa vilka x-virden vi har.

x <1: Hirdr f(x) =2—x* och vi séker dess teckenvizling.
fl@) =022 =2<= 1 =+V2

f(z) dr hdar en uppochnervind parabel, sa vi far foljande teckenvizling. (Vi
har antagit att x < 1, sa vi ritar inte upp teckenvizlingen bortom x =1.)

x‘ -2 1
VL\— 0o + FE

Vi drar slutsatsen att L, =] — 0o, —/2] dr bidraget till L hérifrdn.
x>1: Hirdr f(z) = 2? — 4z + 4. Upprepar lésningsproceduren.

f@)=0<= 2> —424+4=0= z=2+0,

dvs. 2 dr det enda nollstillet. Da f beskriver en rdttvind parabel, har vi att
x # 2= f(x) > 0. Den enda lésningen i intervallet |1,00[ dr alltsa 2. Vi
far att Ly = {2} ar det enda bidraget till L har.

Svar: L = Ly U Ly =] — o0, —\/5] U {2}

y=f(x)

|
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2.5.3 Andragradsolikheter med parametrar

Exempel 2.30 For vilka vdirden pa a saknar ekvationen
ar® —3ax —1=0

reella losningar?

Lésning:
For att en ekvation skall sakna reella l6sningar bor D < 0. Detta ger kravet

(=3a)*> —4-a-(—1) <0

9a® + 4a < 0

Olikheten léses m.a.p. a. Lésningarna till ekvationen 9a% + 4a = 0 ges av
a =0Va = —g. Eftersom parabeln oppnar sig uppat saknar ekvationen
losningar for

4
el ——=,0[
a] 97[

Sdtts a = 0 i ursprungsekvationen erhalls en ekvationen —1 = 0. Denna
saknar losningar. Losningsmdngden dr

L=]-5.00
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2.6 Rationella olikheter

I denna sektion'* 16ser vi olikheter av formen

r(z) <0
dér r(z) ar ett rationellt uttryck
p(x)
r(z) = ,
=@

med p(z) och ¢(z) &r polynom. Vid 16sningen undersoker man p(x) och ¢(x)
skilt.

For vilka x giller det att p(x) < 0 och var dr p(z) > 07 Samma sak gors
for g(x). For z-viarden dér p och ¢ har olika tecken &r det rationella uttrycket
negativt, och for z-varden dér p och ¢ har samma tecken ar r = p/q positivt.

I 16sningen bor man dven klargora nollstéllen (dér p(z) = 0) och punkter
dér uttrycket dr odefinierat (dér g(x) = 0). Metoden askadliggors med ett
exempel.

Exempel 2.31 Lds olikheten

22 —br+6

1
- < -,
22 —=Tr+12 2

Lésning:
Bestdmmer definitionsmdngden genom att l6sa ekvationen

2 —Tr+12=0.

Denna har lésningarna:

L_TEVIO-4 T2 741
- 2 - 2 ..
-.D=R\{3,4}

Multiplicerar olikheten med 2, flyttar over termerna i HL till VL och gér
likndmnigt:

r=3Vzx=4

22 —5x+6 <1 — 2m2—10m+12<1
2 —Tx+12 2 2 —Tr + 12
2x2 — 10x + 12
—1<0
22 —Tx +12

14QOinas-Kukkonen, Kurs 2 kapitel 14
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202 —10x +12 22 —Tx+12

<0
2 —Te +12 2?2 — T +12
— $2——32§'<0
2 — T +12

Vi skriver p(x) = x* — 3x. Grafen av denna dr en parabel som Gppnar
sig uppat med nollstillen {0,3}. Parabeln till polynomet q(x) = x? — Tz + 12
dppnar sig ocksa uppat, med nollstillena {3,4}.
Det finns (minst) tva sdtt att fortsdtta pa.

1. Vi stdller upp en teckentabell utgaende fran de nollstdllen vi har iden-

tifierat:
0 3 4
=3z |+ 0 — 0 + +
2 —Tr+12 |+ + 0 — 0 +
fl@)[+ 0 — % — % +
Detta ger att
2 _3x 0

P —Tr12
da
O<z<4Nz#3.

- L =]0,4[\{3}

2. Vi observerar att vi kan faktorisera olikheten for x # 3:

? -3z  x(x-3) =z <0
22 —Tr+12 (v—-3)(x—4) x—4

Kan sdtta upp foljande teckentabell:

0 3 1
z|— 0 + + +
r—4|—- - - 0 +
flz) ]+ 0 — % — % +

Vi fick samma resultat som i 1. (Obs. att 3¢ D.)
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2.7 Hogregradsekvationer

I denna sektion kommer vi att 16sa hogregradsekvationer!®. Dessa har gradtal
storre &n 2. Vi ser pa tre exempel for att belysa metodiken som anvénds.

Exempel 2.32 Lis ekvationen
zt =322 —4=0.

Lésning:
Fér att angripa denna ekvation gor vi ett varaiabelbyte. Sitter t = x%. Fkva-

tionen har nu féljande utseende:
t?—3t—4=0.

Detta dr en vanlig andragradsekvation som kan [6sas med den kdnda l6snings-
formeln. Lésningen dr:

t_3j:\/9—4-(—4) 345
- 2 D)
t1:4, tQI—l

For att finna x loser vi ekvationerna
2 =4 och 2 = —1.

Detta ger losningsmdingden.:
L ={+2}

eftersom x* = —1 saknar reella losningar.
Exempel 2.33 Lds ekvationen:

23— 222 =22 +4=0.
Lésning:

Denna ekvation loses genom att vi faktoriserar uttrycket. Ddrefter loses ekva-
tionen m.hj.a. nollregeln. Ekvationen kan omskrivas:

(2 -2) -2 -2)=0+= (2> —2)(z —2)=0
Vi kan l6sa denna ekvation m.hj.a. nollregeln. Nu gdller det att
2 —2=0Vr—2=0<=a=4V2Vr=2
Losningsmdngden dr alltsa:
L={-V2,v22}.

150inas-Kukkonen m.fl. Kurs 2, kapitel 13
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Exempel 2.34 Los ekvationen:
2’ +25—-3=0

Lésning:

Metoden vi kommer att anvinda hdr dr prévning. Genom att priva med
olika x-virden i en n:tegradsekvation kan det hinda att vi hittar en losning,
1. Enligt satsen om polynoms delbarhet vet vi da att x — x1 dr en faktor i
polynomet. Vi dividerar med x — x1 och far en ekvation av graden n — 1 att
l0sa.

x =1 dr en rot, eftersom 13 +2-1—3 = 0. Vi dividerar x3 + 2z — 3 med
x — 1 och far
54 2x—3
r—1
Vi har alltsa att var ursprungliga ekvation kan skrivas pa formen
(2> +2+3)(x—1)=0.

Nollregeln ger, att antingen dr x —1 =0, dvs. x = 1, eller sa maste det gdlla
att 22+ x + 3 = 0. Vi lgser var andragradsekvation genom insdttning i den
allmdnna losningsformeln.:

dvs. den vdnstra faktorn dar aldrig noll. Vi har visat att x = 1 dr den enda
roten.
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Exempel 2.35 Lds ekvationen

20t — 1123 + 1922 — 132 + 3 = 0.

Lésning:
x =1 dar ett nollstille till ekvationen. Vi dividerar med x — 1:

203 —9z2 +10z -3
r—1 224 — 112% + 1922 — 13z + 3
- 22 + 223
— 923 + 1922 — 13z + 3
+ 923 — 922
1022 — 13z + 3
— 1022 + 10x
- 3z + 3

FEkvationen kan skrivas:
(x —1)(22° —92° + 102 —3) =0

En losning till ekvationen 2x® — 92% + 10x — 3 = 0 dr v = 1. Vi dividerar:

222 —Tx +3
r—1 20 — 922 4+ 102z — 3
— 22 4+ 22?
- — 72* + 10z - 3
+ 72 — Tz
— 3r — 3
— 3r + 3
0

FEkvationen omskrives
(z —1)*(22° — T2 + 3) = 0.

Denna kan nu l9sas med nollregeln. Eftersom lésningen till 222 — Tox +3 = 0

ar
TEV49—-4-2-3 T+£5
4 4
1
T = 3, 532:5

erhalls losningsmdangden

1
L={=,13}.
2%
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2.8 Ekvationer och olikheter med kvadrat-
rotter och absolutbelopp

I denna sektion'® kommer vi att ha nytta av foljande regel:
Sats 2.36 Antag att de rella talen a,b > 0. Da gdller att:

a=b<+=a’="0

och att

a>b<=a’ >0
samt att

a>b<a’ >0
Bevis:
1.

a?=b = - =0<= (a+b)(a—>b)=0
< a+b=0Va—-0=0
a,b > 0 ger att a+b =0omm a =b =0ocha—b=0omma =>b.
Det sista ledet ovan &r alltsa ekvivalent med att a = b. Antingen &r deras

gemensamma vérde 0 (vénstra alternativet) eller sa dr det nagot annat (det
hogra).

2. (=)
a*>b0 < (a+b)(a—b)>0
= (a+b>0ANa—-b>0)V(e+b<0Aa—b<0)

Det &r klart att a 4+ b inte kan vara negativt hér, sa vi har att den hogra
parentesen ér falsk och saledes &r den vénstra sann. Vi far direkt att a—b > 0,
dvs. a > b.

(=)a>b>0geratt a—b>0ocha>b>0geratta+b>0.

a>b>0= (a+b)(a—0b)>0=a’>—b*>0=a> > b’

a>be=a=bVa>b<=a>=0Va®>b < a’>b

160inas-Kukkonen m.fl. Kurs 2, kapitel 15-17
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2.8.1 Ekvationer med kvadratrotter

Da vi l6ser ekvationer med kvadratrotter anviander vi sats 2.36 flitigt.

Exempel 2.37 Ldis ekvationen:

1
2+2=—-—ux.
T

Lésning:
Vi borjar med att undersoka definitionsmdngden for uttrycket. Vi krdver att
2% +2 >0, men detta géiller Vo € R. Vi har alltsa D = R.

Eftersom v/ x? + 2 > 0 maste det dven gdlla att hégerledet dr ickenegativt.

1 1

——x2>20<&= —2>2

x x
Detta gdller for x €] — oo, —1]U]0,1]. Kalla denna mdangd for I. (Anvind
metoden for rationella olikheter for att finna I hdr. Se ocksa figuren nedan.)
I detta intervall gdller att HL och VL dr icke-negativa och vi kan enligt satsen
ovan kvadrera bada sidorna utan att infora skenlosningar:

1 2 1 1 1
P42=(-—-12) =2 +2== -2+ = - =41 =+_.
x x? x? 2
Av dessa bada losningar dr det bara x = % som tillhor D N 1. Insdttning av
x = —1/2 i ursprungsekvationen visar att v = —1/2 dr en skenldsning.
a4l )l
9
20 i
f
0]
f
_2 L i
_4 L i
-4 -2 0 2 4

Figur 2.5: Funktionerna f(z) = % och g(z) = .
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2.8.2 Olikheter med kvadratrotter

Nér vi 16ser olikheter med kvadratrotter maste vi vara noggranna i under-
sokningen av definitionsméngder.

Exempel 2.38 Lds olikheten

vVr+2—x<0

Lésning:
Vi borjar med att sitta kvadratroten ensam pa ena sidan. (Annars forsvinner
den ej nédvindigtvis vid kvadrering.)

r+2<ux

Kuvadratroten dar definierad for x + 2 > 0 <= x > —2. Ddrfor dr defini-
tionsmdngden D = [—2, o0|.

Eftersom /x +2 >0 och x > /x +2 > 0 bor det gdlla att x > 0. Dus.
I=R,.

For x>0 dr HL och VL icke-negativa och vi kan kvadrera dessa.

r4+2<?P<e= 2 —2—-2>0

FEkvationen x> —x+2 = 0 har lésningarna x, = 2, x5 = —1. Eftersom parabeln
dppnar sig uppat ar uttrycket storre dn noll for x €] — oo, —1[U]2, 00[. (Rita
gdrna teckenschema.) Da vi krdver att x > 0 for att undvika skenlésningar,
erhalls l6sningsmdangden

L =]2, 0.

Exempel 2.39 Ldis olikheten:

V3i—x>ax—1

Losning:
Definitionsmdngden dr x < 3. Hdr ger inte HL nagot extra krav pa x, efter-
som HL wvid forsta anblicken kan anta vilka virden som helst. Vi undersidker
olikheten i skilt i fallen ndr HL dr negativt och ndr HL dar icke-negativt.
Nir hogerledet dr negativt, d.v.s ndr x < 1 dr olikheten sann eftersom
VL alltid dr stérre dn eller lika med noll.
Nir HL dr icke-negativt, d.v.s. ndr x > 1 kan vi anvinda kvadrerings-
regeln. Da fas:

3—:1:2(:1:—1)2<:>3—x2x2—2:v+1<:>x2—:c—2§0

FEkvationen 2> —x—2 = 0 har losningarna x1 = —1, x5 = 2. Eftersom parabeln

dppnar sig uppat dr x> —x —2 <0 for v € [—1,2]. Vi kan nu sammanfatta
resultaten och
L =] — 00,2].
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Man kan rita upp grafen av HL och VL forst, sa att man far en uppfattning
om var olikheten géller. Da upptécker man ocksa fel ldttare. Se figuren nedan.

-3 -2 -1 O 1 2 3 4

Figur 2.6: Funktionerna f(z) = /3 —x och g(x) =z — 1.

2.8.3 Absolutbelopp

Absolutbeloppet'"av ett tal kan man forsta som lingden av strickan mellan
talet och noll. Langden mellan tva punkter &r alltid positiv, vilket ocksa
absolutbeloppet &r. Vi har redan definierat absolutbeloppet som:

Definition 2.40 For alla x € R definieras absolutbeloppet av x

| = z, omx>0
|l —z, omaxz<O0

Om vi tanker oss att absolutbeloppet har inneborden av avstandet till ett
tal fran origo ser vi att definitionen stdmmer in pa detta.

Exempel 2.41 Absolutbeloppet av 2 dr 2 eftersom 2 > 0.
Absolutbeloppet av —2 dr —(—2) = 2 eftersom —2 < 0.

170inas-Kukkonen m.fl. Kurs 1, kapitel 11
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Riakneregler 2.42 For a,b, € R gadller foljande:

1.
jab| = Ja] [t
2.
al _|a
ol =1
3.
af = o

Anmirkning 2.43 Beviset av rdknereglerna dr enkelt. Om a aller b inte dar
reell, behover inte reglerna gdlla. Detta dr dock inget problem i detta skede,
eftersom alla de tal vi sysslar med dr reella.

Utvidgar vi begreppet och underscker absolutbeloppet av ett uttryck som
innehaller en variabel = definieras absolutbeloppet pa ett liknande sétt.

Anmirkning 2.44 Antag att f(z) dr ett uttryck som innehaller variabeln
x. Da gdller for absolutbeloppet att

_ | f(z), om f(z)>0
|f(a:)|—{ —f(x), om f(z) <0 °

Exempel 2.45 Bestim, samt rita grafen av |f(x)| da f(z) = 3z — 12.

Lésning:

3r—12, di3z—12>0
v —12] = { —(3x—12), di3z—12<0 dvs.
3¢ —12, di 3w > 12
3z —12| = { 12 -3z, di3z<12 5%

3r—12, dax >4
’3”3_12‘_{ 12— 3z, dix <4
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Figur 2.7: Grafen av |3z —12|. Observera att funktionen aldrig antar negativa
varden . Detta foljer ur absolutbeloppets ickenegativa egenskap.

Exempel 2.46 Bestim, samt rita grafen av ||x| — 1].

Lésning:

Borja med att undersdka |x|.

| = x, omx>0
|l —x, omzxz<O0

Los uppgiften i tva steg, ta forst x < 0 och sedan x > 0.

1. x>0=|z| ==.

w1 = r—1, dax—1>0
|l —(z—=1), dax—1<0

— g >
dvs. |a:—1]—{x L, diz=>1

)l 1—2, dax<1
2. 1< 0= |z| =—x.

—z—1] = —x—1, da —x—12>0
|l (—z—-1), da —x—-1<0

o) @+, dix< -1
dvs. |- 1|_{ r+1, dax>-—1
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Vi sammanfattar:

—(x+1) dazx<-1.
r+1 da —1<x2<0O.
—x+1 daO0>z<1
zr—1 dazxz>1

||| = 1] =

Se grafen nedan.

10

8_

-10 -8 -6 -4 -2 O 2 4 6 8 10

Figur 2.8: Grafen av ||z| — 1].

Exempel 2.47 Hyfsa /222 + 4z + 2.

Lésning:

V2124442 = /22 4+ 22+ 1) = V2y/(z + 1)?

B V2@ +1) > -1
_\/§|x+1|_{—\/§($+1) < —1

(Ty lx+1|=(x+1) omax+1>0, annars dr |z + 1] = —(x +1).)
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2.8.4 Ekvationer med absolutbelopp

Man kan alltid 16sa denna typ av ekvationer med hjilp av metoden att bort-
skaffa absolutbeloppet genom att dela in x i olika intervall. Vi askadliggor
med ett exempel:

Exempel 2.48 Lis ekvationen

|z +2| =11 — x| (2.1)
Lésning:
Vi har
x+2 , T > —2
]x+2|—{_($+2> < -2 och
=] = 11—z , <1
= —(l—z) ,z>1
Vi ska alltsa dela in var losning i tre olika intervall, | — oo, —2[, [—2,1]
och |1, 00[.
T < —2:

VL =—-2-2 och HL=1—-=x

Da dr ekvationen (2.1) ekvivalent med att
—x—2=1—1x<+= —2=1<= falskt.

Vi far alltsa ingen losning i | — oo, —2].
—2<xz<1:

VL=x+2 och HL=1-z ger

1
(2.1)<:>x+2:1—1:<:>21::—1<:>a::—§
—1/2 ligger i [2,1], sd vi godtar lgsningen.'®
x>1:
VL=x+2 och HL=z-1 ger

2l)<=zs+2=0—-1<=2=—1<= falskt

Vi far alltsa ingen lésning i )1, 00].
Sammanfattning: Den enda [osningen ligger i det mittersta intervallet, sa

{4}

180m kandidaten till 16sning inte hade legat i det undersokta intervallet, sa skulle den
ha utgjort en skenlésning. Dessa skenlosningar godkdnns inte.
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En annan mojlighet &r att utnyttja satsen i avsnittets inledning.
Exempel 2.49 Lis ekvationen:
|z + 2| =1 — x|

Losning:
Eftersom HL och VL dr icke-negativa kan vi kvadrera bada sidorna.

lz+ 22 = |1 —z|*
For absolutbeloppet giller att |a|* = a®.
(x+2)?2=(1-2)?

P +4r+4=1-204+2"6x+3=0
Denna har losningen:

r = —=.

2

Anmairkning 2.50 FEtt problem med kvadreringsmetoden dr, att den ofta
hajer gradtalet pa héger- och vinsterleden. Ett problem med den forsta meto-
den dr rdkningarna kan bli langa och raddiga, vilket ses i ett tredje exempel.

Exempel 2.51 Ldis ekvationen:
lz+ 1] = [af] = |1 — |
Lésning:

Det gdller att:

r+1, dax>-1.
|x+1’—{—(a:—|—1), da x < —1.
och
2] = x, dax>0.
| -z, daz<O.
samt att
10—z = 1l—z, daz<l.
)l xz—1, dax>1
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De tva forsta absolutbeloppen ger vidare att:
x < —1:
[~ @+ )= (o) =] =1 =1

—-1<x<0:

—

20 +1, dax > —-=.
(2x+1), dax< —3.

=N

e+ - (ol = o1l = { _

N

x> 0:

@+ 1) = @) =1=1

For olika intervall loses foljande ekvationer:
r< —1:

l1=1-z<x2=0

x =0 ¢] — oo, —1[ varfor losningen forkastas.

1<z < —1/2:

—2z+l)=1—-2zea0=-2
x = —2¢ [—1,—3[ varfor ldsningen férkastas.
~1/2<x<0:

2x4+1)=1—-z<2=0

x=0¢ [—3,0[ varfor lsningen forkastas.
0<ze<1:

l1=1-zx2=0

Lésningen godtas.
r>1

l=ox—-12=2

Lésningen godtas.
Sammanfattningsvis fas

L=1{0,2}.
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2.8.5 Olikheter med absolutbelopp
Olikheter med absolutbelopp l6ses med liknande metoder som ovan.
Exempel 2.52 Lds olikheten

1 - 1
|z — 2| |z + 3|

Lésning:
Definitionsmdingden dr R\{—3,2}. Multiplicera olikheten med det positiva'®
uttrycket |z — 2||x + 3|:

|z + 3| < |z —2|

Kvadrerar VL och HL samt bortskaffar absolutbelopp® :

(+3)?2<(r—2? <=2 +62+9<2’—4do+4+10r< -5

- 1
S <=z
2

Lésningsmdngden dr

eftersom —3 ¢ D.

9Det #r okej att multiplicera en olikhet med ett uttryck som alltid #r positivt. Om vi
multiplicerar med nagonting som alltid &r negativt, sa maste vi véinda olikhetstecknet. Vill
vi multiplicera med nagot som antar bade positivia och negativa vérden, sa maste vi dela
upp i flera fall. Varfor ar |z — 2||x + 3| > 0 {or alla « # —3,27

20pastaende 2 i sats 2.36 pa sidan 53. Det &r klart att VL och HL, som utgors av
absolutbelopp &r ickenegativa.



