Linjira differentialekvationer av 2:a ordningen

Homogena ekvationer

Betrakta DE:n
L(t, D)z =z" +p(t)z' +q(t)z =0.

Eftersom losningsrummet till denna ekvation dr tvaddimensionellt kommer vilka tva
losningar som helst att vara basvektorer i losningsrummet om de dr linjért oberoende.
Vi behover en metod med vilkens hjilp vi litt kan visa att n funktioner #r linjirt
oberoende.

Antag att funktionerna z1(t), 22(t),..., z,(t) ligger i miangden C*~1(I). Wronski-
determinanten for dessa funktioner definierades i foregaende kapitel som determinanten

W (21, 2o, ..., 20)(t) = xl.(t) le(t) xn(t)
CEIONE: Su N

Exempel 6.1. Wronski-determinanten for funktionerna z;(t) = ¢ och z5(¢t) = Int,
som #r definierade pa intervallet I =]0, oo[, dr

t Int

11t =1-—1Int.

W(x1,z2)(t) = ‘

Foljande sats formulerar vi for det fall att vi har tvd funktioner. Satsen giller
emellertid generellt for n funktioner och beviset dr i det allminna fallet likartat.

Sats 6.1. Om funktionerna z1(t) och x3(t) i C1(I) dr linjirt beroende sd dr Wronski-
determinanten W (x1,22)(t) =0 i I.

Bevis. Om funktionerna x(t) och z5(t) i C*(I) &r linjért beroende, finns det tal ¢; och
2, av vilka minst ett ér olikt noll, sddana att c1z1(t) + coxa(t) = 0. Om t.ex. ¢; # 0
sd dr x1(t) = —(co/c1)x2(t) = kza(t). Dérmed dr

W (w1, 22) (1) = "fxz(t) (1) ‘

kas(t)  w5(t)

Korollarium 6.1.1. Om W (z1,22)(to) # 0 for nagot to € I sd ar x1 och xo linjirt
oberoende i C*(I).

Exempel 6.2. Funktionerna z;(t) = cost och z5(¢) = sint #r linjirt oberoende,
ty
cost sint

Wz, 22)(t) = —sint cost

‘:cos2t+sin2t51.
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Mirk, att implikationerna i satsen och korollariet inte kan omvéindas: Om z;(¢) och
x2(t) dr linjirt oberoende, s& behover inte W(xy1,z2)(t) #Z 0 giilla i I, vilket foljande
exempel visar (jfr med Teorem 6.4):

Exempel 6.3. Betrakta funktionerna z;(t) = t? och

Ta(t) = 2 L fort>0
2 —t2 | fort < 0.

D& dr z1 och x5 linjéirt oberoende, ty ur ¢iz1(t) + coxa(t) = 0 foljer for ¢ = 1 att
c1 + co =0 samt for £ = —1 att ¢y — co = 0, varfor ¢; = co = 0. Men

2 2

Wiz 22)(t) =5, o

Il
o

for ¢ > 0 och pa samma sitt fas att W(xy,z2)(t) = 0 for ¢ < 0. Saledes &r
W (z1,22)(t) = 0.

Nista sats dr en direkt foljd av Korollarium 1.1, eftersom lésningsrummet till en
homogen linjir DE &r tvidimensionellt.

Sats 6.2. Antag att 21 (t) och x5(t) dr tvd losningar till DE:n L(t, D)x = 0 i intervallet
I. Om W (xy1,x2)(tg) # 0 for nigot tog € I, sd bildar x1 och xo en bas i losningsrummet
till DE:n, dvs. x(t) = Ciz1(t) + Coxa(t) dr den allmdinna losningen.

Exempel 6.4. Losningarna z;(t) = cost och z3(t) = sint till DEm 2"/ + 2z = 0
bildar en bas i 16sningsrummet, ty W(zy,z2)(t) = 1.

Foljande lemma, liksom de flesta satser i fortséittningen, géller (mutatis mutandis)
for linjira DE:r av godtycklig ordning.

Lemma 6.3. Om x1(t) och xo(t) dr losningar till DE:n L(t,D)x = 0 sd satisfierar
Wronski-determinanten W (x1,x2)(t) DE:n

aw
E‘FP()W—O,

dvs. W(z1,22)(t) = Cexp(— f p(s)ds) for nigon konstant C (Abels formel).

Bewis. FEitsitt att bevisa lemmat #r att utga fran likheten o L(t, D)x1—x; L(t, D)xo =
0. Ett bevis som direkt kan generaliseras till det allménna fallet (som det som ges
nedan) dr emellertid att foredra. D4 man deriverar en determinant skall varje rad (eller

kolonn) behandlas som en faktor i en produkt. Om vi betecknar Wronski-determinanten
med W (t), ar alltsa

dw _ |z} % LT @
il P R P
1 T2 Z1 Z2
o xl ‘—p(tm—q(t)ml ()l — q(t)ey| = PO O




Inledning 3

Teorem 6.4. Foljande pistienden dar ekvivalenta for losningar x1(t) och z2(t) i inter-
vallet I till DE:n L(t,D)z =0:

a) W(zy,z2)(t) # 0 for ndgot t € I;
b) W(z1,x2)(t) #0 for varjet € I;
¢) x1 och xo dr linjart oberoende;

)

d

x1 och o bildar en bas i losningsrummet till DE:n.

Bewvis. Enligt Lemma 6.3 dar W (x1,22)(t) # 0 for varje t om detta giller for nigot ¢.
Dérfor dr pastdendena a) och b) ekvivalenta. Ur b) foljer enligt Korollarium 6.1.1 att
21 och x5 dr linjért oberoende, dvs. att pastidendet c) géller. Ur detta foljer i sin tur
(Sats 6.2) att =1 och xo bildar en bas i 19sningsrummet, eftersom detta rum #r tvadi-
mensionellt. Om vi dessutom visar att d) implicerar a) si foljer att alla pastdendena
ar ekvivalenta. Antag alltsd att z; och x5 bildar en bas i losningsrummet. Lat tg € T
vara godtyckligt. Enligt existenssatsen har begynnelsevirdesproblemen

L(t,D)z =0 och  L(t,D)z =0
ZE(to) =1 ZE(to) =0
' (tg) = 0 7 (o) = 1

losningar y; resp. y» som bildar en bas i 16sningsrummet enligt Sats 6.2, eftersom

1 0

Losningarna x; och zo kan dérfor framstillas som linjirkombinationer av y; och ys:
Ty = c1y1 + CaY2, T2 = dy1y1 + day2. DA dr

cy1 +cy2 diyr + dayo
ciyy + oYy diyy + dayh

!
‘ ‘z; zé = (c1da — cadr) W (y1,y2) (1) -

W (z1,22)(t)

C1 C3

di da

Vore nu W (zq,z2)(t) = 0 for varje ¢ si vore c1dy — cady =0, dvs. ¢; : dy = ¢3 @ da, och
d& vore x1 och x5 linjirt beroende, vilket strider mot antagandet att d) géller. Siledes
ar W(z1,z2)(t) # 0 for nagot t. &

Konstanternas variation kan anviindas di man utgéende fran en given 16sning vill
bestimma en annan linjért oberoende 16sning. Antag att z1(¢) &r en 16sning till ekva-
tionen L(t, D)z = 0 och att z1(t) # 0 for varje t € I (om detta villkor inte dr uppfyllt
i I, betrakta ett delintervall!). Gor ansatsen z3(t) = c(t) z1(¢). Da ér

zh =z + cx

zh ="z +2d ) + ezl

varfor insdttning i 2/ 4+ pz’ + gx = 0 efter hyfsning ger

" +u(t)d =0,
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dér vi har satt u(t) = (2] +pz1)/z1. Funktionen ¢(¢) kan nu bestimmas. Man finner

latt att .
c(t):/ R ALCLA

dr en losning. Funktionerna z(t) och zo(t) = ¢(t)z1(t) dr linjirt oberoende enligt
Korollarium 6.1.1, ty pd grund av att ¢/(t) = exp(— [u(t) dt) # 0 och z1(t) # 0, &r

I 0
/ /
xry CI1

T CT1
) ex) +

W (z1,22)(t) = = (t) 21 ()2 #0.

Exempel 6.5. Vi ser genast att DE:n 2" — #x’ + ﬁx = 0 har losningen

z1(t) =t och gor ansatsen z(t) = c¢(t)x1(t). Inséittning ger DE:n

t2
mp— (2 9 ’
¢ <1 2 .
som har (t.ex.) losningen

c(t) :/ "1tjt2 dt:ln(t+\/1+t2)—7'1t+t2.

Funktionerna z1(t) = t och z5(t) = c(t)z1(t) = tIn(t ++/1 + t2) —/1 + {2 bildar nu
en bas i l6sningsrummet till den ursprungliga DE:n, som séledes har den allmiinna
losningen z(t) = Cyx1(t) + Coxa(t).

Sturms separations- och jimforelsesats

Teorem 6.5. (Sturms separationssats) Antag att 21 och xo utgor en bas for losnings-
rummet till DE:n L(t,D)xz = 0. Dd har x1(t) precis ett nollstille mellan varje par
av konsekutiva nollstallen till £o(t) och omuvdnt. Nollstillena till x1(t) och z2(t) foljer
alltsa turvist efter varann pd den reella azeln.

Bevis. Antag att z1(t1) = 0, dir ¢, € I. D& &r 2 (¢1) # 0, ty vore z (1) = 0, sa
vore W(x1,x2)(t1) = 0, vilket strider mot att z; och zo utgor en bas i lésningsrummet.
Antag t.ex. att z{(t1) > 0 och sitt A = {t|t > t1, z1(¢) = 0}. Om A # (), 1at t5 vara
det minsta talet i A (ett sidant existerar, eftersom A #r en sluten méngd som ér nedét

begrinsad).
\\ o/
A ,

fig. 1
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Vi visar att xo har exakt ett nollstille i |t1,t2[. Notera forst att xo(t1) # 0 och
x2(t2) # 0, ty annars vore W (z1,z2)(t;) = 0 for ¢ = 1,2. Vidare ér

W1, z2)(t1) =

(b)) wh(t) ‘ = —oelt) zi(t),

dér z) (1) > 0. Pa samma siitt fas att W(x1,z2)(t2) = —z2(t2) 2} (t2), dir i (t2) < 0.
Eftersom Wronski-determinanten har formen W (z1,22)(t) = Cexp(— [ p(t) dt), si har
den samma tecken overallt. Saledes maste x5(¢1) och z2(¢2) ha motsatta tecken, dvs. x5
méste ha minst ett nollstélle i intervallet ¢q, t2[. Skulle zo ha flera nollstillen i nimnda
intervall, s& skulle enligt ovanstdende resonemang (med funktionerna ombytta) z; ha
minst ett nollstille dar, vilket strider mot valet av ¢.

Om A = () s& kan x5 ha hogst ett nollstélle till hoger om ¢;. Antar man ndmligen
det motsatta s& foljer igen som ovan att dven z; har ett nollstille till hoger om ¢4,
vilket strider mot att A dr tomt. Satsens pastidende dr ddrmed bevisat. <

Med hjélp av samma slags resonemang kan vi fa fram &nnu ett anvindbart resultat:

Teorem 6.6. (Sturms jaimforelsesats) Antag att x1(t) och z2(t) dr icke-triviala 1ds-
ningar till

o +p(t)e’ + q(t)r =0 resp. " +p(t)z’ +qa(t)z =0,

dir q1(t) > q2(t). Da gdller antingen att x1(t) har minst ett nollstille mellan varje par
av konsekutiva nollstillen t1 och to till zo(t) eller si dr qi1(t) = q2(t) mellan t1 och to
och x1(t) = kxa(t) i |t1,t2[ for ndagon konstant k # 0.

Bewvis. Antag att det forsta alternativet inte intréffar, dvs. att x;(¢) inte har nagot
nollstille mellan ¢; och ¢5. Utan att inskridnka pa allméngiltigheten kan vi d& anta att
x1(t) och z2(t) dr positiva i ¢y, t2]. Direkt utrikning ger att for Wronski-determinanten
W (t) for x1 och x5 giller

T Eo Y B Y B o
dt |z} o T ay prh + iz prh + g
T i)
= —pW (t) — =—pW(t) + (q1 — @2)r122 .
p () BT GaTs p () (CI1 Q2) 122

Genom att multiplicera W'(t) + pW (t) = (¢1 — ¢2)z122 med exp(ftp(s)ds) fas att

a

dt [W(t)ef pds] =(q1 — Q2)$1$2€f PE >0

for varje t €|t1, ta[. Siledes dr W () exp(ftpds) en vixande funktion i J¢1, t2[. Men da
exponentialfunktionen ju alltid #r positiv och da
W(tl) = xl(tl)xé(tl) Z 0 och W(tz) = (I,‘l(tg)(L‘IQ(tz) S 0,

sd innebir detta en motsigelse, ifall inte q;(t) = g2(¢). I detta fall &r W () = 0 och
x1(t) och zo(t) dr linjért beroende (betraktade som funktioner pé |¢1, ¢2[) enligt Teorem
6.4. &
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Exempel 6.6. Vi skall tillimpa jimforelsesatsen pa Bessels differentialekvation
2
x”—l——x'—i—(l——)w: (t>0).

Losningarna till denna kallas Besselfunktioner av ordningen n. Genom att substi-

tuera z = y/\/t fas
4n? — 1

Om |n| < 1/2, s& &r parentesen i denna DE storre #n eller likamed 1. Dess losningar
kan alltsi jimforas med losningarna till DE:n y” 4+ y = 0. Eftersom dndpunkterna
av varje slutet intervall med lingden 7 &r nollstéllen till ndgon losning cos(t — tg)
till y'' +y = 0, si giller:

Fér |n| < 1/2 har Besselfunktionerna av ordningen n minst ett nollstille i var-
je intervall av langden 7 pd den positiva tallinjen. Avstindet mellan konsekutiva
nollstallen dr alltsd mindre dn .

Om |n| > 1/2 far vi, da vi later DE:na byta roller:

Fér |n| > 1/2 har Besselfunktionerna av ordningen n hogst ett nollstille i var-
je intervall av langden 7 pd den positiva tallinjen. Avstindet mellan konsekutiva
nollstallen dar alltsa stérre dn .

Besselfunktioner av ordningen n = +1/2 har tydligen formen C cos(t — to)/v/t (for
t>0).

Den inhomogena ekvationen

Lat oss anviinda metoden med konstanternas variation, som vi inforde redan i kapitel
3, till att bestdmma en partikuldrlosning till den inhomogena ekvationen

L(t, D)z =z" +p(t)z' +q(t)z = g(t)

d& den allménna losningen z(t) = Ciz1(t) + Cozo(t) till den homogena ekvationen
L(t,D)x = 0 #r kiind.

Vi gor ansatsen z(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)z2(t) och forsoker vilja koefficientfunktio-
nerna ci(t) och cy(t) si att z(¢) blir en 16sning till L(¢, D)z = g. Derivering ger:

z' = (c12] + caxh) + (L1 + chaa) .

Vi kriver nu att funktionerna c¢; och ¢ dr sddana att den andra parentesen &dr noll,
dvs. sddana att
ciwy + chro = 0.

Dé dr " = iz} + c1xf + chah + coxhy. Inséttning i DE:mn ger likheten ¢} 2] + chzh = g,
d& man beaktar att z; och z3 dr losningar. Om funktionerna c;(¢) och cz(t) satisfierar
ekvationssystemet
{ izy+ chra =0
izl +dhah=g.
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s ger alltsd ansatsen en losning till den inhomogena ekvationen. Eftersom ekva-
tionssystemets determinant dr W (zq,z2)(t) # 0 sd har det en entydig 16sning. Eli-
minering ger:

Cll(t) W(z1,z2)(t) = —g(t) 22(2)
() Wz1,22)(t) = g(t) z1(t),

varur ¢; och ¢y fas genom integration. Vi sammanfattar resultaten i en sats:

Sats 6.7. Antag att x1(t) och xo(t) bildar en bas i l6sningsrummet till DE:n L(t, D)z =
0 och satt W (t) = W(xy1,z2)(t). Dd dr funktionen x(t) = c1(t)z1(t) + ca(t)z2(t), dar

ci(t) = —/ %ds och  ¢x(t) :/ 79(%2)(8) ds,

en partikuldrlosning till DE:n L(t, D)z = g(t).

Exempel 6.7. Betrakta DE:n z” + = = tant i intervallet I =] — 7/2,7/2[. Den
homogena ekvationen har 16sningerna x1(t) = cost och x5(t) = sint, som #r linjért
oberoende da ju W(z1,z2)(t) = 1. Koefficientfunktionerna cy(t) och cx(t) dr enligt
formeln i satsen

t t o2
sin® s
cl(t):—/ tan s sinsds:—/ ds =

COS s

K b ods . t T
= cos sds — =sint —Intan | = + — ) ,
cos S 2 4

t t
cz(t):/ tan s cossds:/ sinsds = —cost.

Den allménna lsningen till DEm 2" + x = tant i [ dr dérfor z(t) = C;cost +

Cysint —cost - Intan( + Z).

Elementirt om 16sningar

Vi har tidigare sett att en DE 2" + a12’ + apz = g(t) med konstanta koefficienter kan
skrivas (D — A1)(D — A2)z = g(t), dér Ay och A dr nollstéllena till det karakteristiska
polynomet A2 + a; A + ag. En liknande faktorisering av differentialoperatorn L(t, D) =
D? + p(t)D + q(t) kan uttryckas med hjilp av en partikulirlosning till den homogena
ekvationen L(t, D)z = 0:

Lemma 6.8. Om xz1(t) ar en icke-trivial partikuldriosning till den homogena DE:n
L(t,D)x = 2" + p(t)a’ + q(t)x = 0 sd gdller faktoriseringen L(t,D) = D? + pD + q =
(D —71)(D —r2) i varje intervall I dar z1(t) # 0, varvid

! 4
’f‘]_:—<p+ﬁ> och ’)”zzﬂ.

Ha)
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Bewis. En direkt kalkyl ger

(D—=r1)(D—r2) = <D+p+z—,1>( _9”_,1> _

1 I
2 1 Ty 1) 7\’
=D?>-D2 4pD—pL+Aip_[2) =
I I I I

z! 2 o z! z! z! z! 2
=D?+ <—1> -2 -ADp4pD-pL + LD~ (—1> =
T T T T T

1
=D?+pD+q— — (1 +pa' + go1) =D>+pD+q.$
1

Lat T vara en klass av funktioner som &r definierade i alla punkter i ett intervall
I utom mojligen i enstaka isolerade punkter (som ett exempel, se pd tant och cott i
intervallet R). Vi konstruerar nya funktioner genom att anvéinda foljande operationer
pa funktionerna i I' eller p4 de nya funktioner som uppstar da operationerna anvinds:

1

) addition, subtraktion
2) multiplikation, division
3) derivering, integrering (= bildning av primitiv funktion)

4) exponentiering

Lat Lo(T') beteckna den klass av funktioner som fis genom att — utgdende fran funk-
tionerna i I' — anviinda operationerna 1) till 4) ett dndligt antal gdnger.

Sats 6.9. a) Om den homogena ekvationen =" +p(t) ' 4+ q(t) x = 0 har en icke-trivial
losning x1(t) # 0 i klassen Lo(T) och om dven p och q finns i Lo(T'), sd ligger alla
losningar i klassen Lo(T).

b) Om dessutom gdller att funktionen g tillhor Lo(T') sd ligger alla losningar till
den inhomogena ekvationen =" + p(t) z' + q(t) x = g(t) i klassen Lo(T).

Bevis. P& grund av Lemma 6.8 har vi faktoriseringen D? +pD +q = (D —r1)(D —r3),
dir r; och 5 dr i Lo(I'). Anviind dérefter tva ginger det faktum att alla losningar till
en linjir ekvation ' — fo = h ligger i Lo(T") om f och h gor det.

Historiska notiser. Redan Leonhard Euler (1707-83) loste linjira DE:r med variabla ko-
efficienter. D& han 1734-5 bidrog till Daniel Bernoullis teori om sviingningar hos hingande
linor, upptridde Besselfunktioner — i princip — i hans losningar av en viss DE. De var dock
dolda i form av oidndliga serier. Dessa Besselfunktioner inférdes sedan medvetet av astro-
nomen Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) i samband med ett problem inom astronomin
rorande planeternas rorelse. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) understkte mer systematiskt
4n sina foregangare linjira DE:r med variabla koefficienter. Jacques Charles Francgois Sturm
(1803-55), efter vilken separations- och jaimforelsesatserna dr uppkallade, vann flera utmér-
kelser for sitt arbete om DE:r av andra ordningen, vilket publicerades ar 1834. Sturm var for
ovrigt den forste som noggrant bestimde ljudets hastighet i vatten. Abels formel hirleddes
av norrmannen Niels Henrik Abel (1802—-29) ar 1827.
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Ovningsuppgifter

1.

Ar fsljande funktioner linjsirt oberoende?
(a) t, e, e*;

(b) sint, sint — ¢, t.

. Bestédm en bas for 1sningsrummet till foljande DE:r genom att gora ansatsen z(t) =

c(t)zq(t):

a) " +22' +x =0, d& z1(t) = e dr en 16sning;

b) 22" + 2tz — 22 =0, t > 0, d& z1(t) = ¢ &r en losning.

Kan funktionerna z(t) = sint och z»(t) = e’ (¢ € R) utgoéra en bas for 1osnings-
rummet till ndgon homogen, linjir DE av 2:a ordningen?

Los DEm z" — 32" + 84/ — 82 = 0 da z1(t) = ¢ 4r en losning. (Ledn.: Gor
den vanliga ansatsen z(t) = c¢(t) ¢t och bestdm direfter tre olika funktioner c(t) sa

att en bas for 16sningsrummet till DE:n, bestdende av funktioner av formen c¢(t) ¢,
erhalls.)

. Los DE:na 5 5
n !/ _ .
(a) x —Zm' +t—2(II—0, t>0,
3 3
" ’ _
Visa att nollstéllena hos funktionerna x1(t) = acost + bsint och z5(t) = ccost +

dsint “separerar varann” (som i Sturms separationssats) om ad — be # 0.

Antag att funktionen ¢ #r kontinuerlig och att ¢(¢) < 0 i ett intervall I. Visa att
varje icke-trivial 16sning till DE:n 2" 4 ¢(¢)x = 0 har hogst ett nollstille i I. Giller
detsamma om ¢(t) > 01 I?



