Linjira differentialekvationer med
konstanta koefficienter

Redan i inledningen sades att en linjéir DE av n:te ordningen &r en ekvation av formen

(1) ™ 4 an_1 ()™ + - 4 a1 ()’ + ao(t)z = b(t).

Ekvationen siigs vara homogen om b(t) = 0 och inhomogen i annat fall. T detta kapitel
skall vi studera linjira DE:r, hos vilka koefficientfunktionerna ag(t), ..., an_1(t) 4r
konstanter:

(2) 2™ 4 a,_ 12 4o paga’ +agz = b(t).

Definition 3.1. Polynomet
L) = X" 4 ap_ A" 14 a1+ ag

kallas det karakteristiska polynomet for (2) och ekvationen L(A\) = 0 kallas den karak-
teristiska ekvationen for (2).

Om man substituerar deriveringsoperatorn D = % pa lambdas plats i det karakteris-
tiska polynomet, fis en kompakt beteckning for (2): L(D)z = b(t). Symbolen L(D)
kan nu uppfattas som en differentialoperator som opererar pa funktionen z(t) si att
distributionslagen giiller: L(D)z(t) = 2™ (t) + an_12™ V() + - - - 4+ agz(t).

Genom direktverifiering av axiomen kan man visa att méingden F(I) av alla funk-
tioner pa ett intervall I bildar ett vektorrum, d& man definierar vektoraddition som
vanlig addition av funktioner och multiplikation med en skalir ¢ som multiplikation av
varje funktionsvirde med c:

(21 +22)(t) = z1() + 72(2) ,
(cz)(t) = cx(t).

For delméingden C™(I) av alla funktioner, som har kontinuerliga derivator av nte ord-
ningen, giller att om funktionerna z;(t), z2(t) dr i C™(I) sd &r ocksd funktionerna
z1(t) + z2(t) och cz1(t) 1 C™(I). Saledes utgdér C™(I) ett underrum av F(I) och &r
déirmed sjilvt ett vektorrum.

Differentialoperatorn L(D) kan uppfattas som den funktion (operator), som avbil-
dar en funktion z(-) € C™(I) pé funktionen (L(D)z)(-) € C(I).

Sats 3.1. Differentialoperatorn L(D) : C™(I) — C(I) dr linjir, dvs. for godtyckliga
funktioner x, z1, o € C™(I) och varje konstant ¢ ir

L(D)(cz) = cL(D)z .
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Bewvis. Vi bevisar t.ex. den forsta av formlerna i satsen. Den andra kan bevisas pa
liknande sitt. Om L(D) = > p_, ax D, (a, = 1), sa &r

L(D)(z1 + x2)(t) = Z%Dk (z1(t) + z2(t))
k=0
= Zak (Dkxl(t) + Dkxz(t))
k=0

= Z apD¥z (t) + Z arD¥zy(t)
k=0

k=0

= (Z aka> z1(t) + (Z aka> 2(t)
k=0 k=0

= [L(D)21](t) + [L(D)x2](t) = [L(D)z1 + L(D)z2](t) . &

Homogena ekvationer

Med en 16sning till den homogena ekvationen
(2) L(D)z =2™ 4+ ap_12™Y + ... + 412" + apz =0

avses normalt en funktion z(¢) med reella viirden i C" sddan att (L(D)z) (t) = 0. Pa
grund av att teorin blir enklare och riitlinjigare om man ocksa tillater losningar med
komplexa virden, skall vi anviinda oss av sddana:

Definition 3.2. Antag att koefficienterna i (2) dr komplexa tal och att funktionen b(t)
antar komplexa virden. D4 sigs en funktion z(t) = u(t) + iv(t) med komplexa virden
vara en komplez losning till ekvation (2) om denna satisfieras av z(t).

Kom ihdg att derivering av z(t) gors termvis sd att t.ex. z”(t) = v”(t) + 0" (). Om
koefficienterna i (2) ér reella, ér en funktion z(¢) dirfor en komplex 16sning till (2)’ om
och endast om u(t) och v(t) #r (reella) losningar.

Eftersom det karakteristiska polynomet kan faktoriseras i linjira faktorer L(\) =
(A=A1)™ -+ (A= Ap)™™, déir Ay, ..., Ay, dr de olika komplexa rotterna till den karak-
teristiska ekvationen och mq, ..., n,, ir deras multipliciteter, s3 kan operatorn L(D)
faktoriseras pa motsvarande siitt:

L(D) = (D = A)"™ (D = A)"™

Operatorn L(D) = D? — 3D + 2 t.ex. kan skrivas (D — 1)(D — 2). P grund av detta
kan ekvation (2)' losas genom att man loser en linjir ekvation av formen (D — A\)z =
b(t) n ganger, si att de n faktorerna i L(D) stegvis férsvinner. Det bade teoretiska
och praktiska hjilpmedel, som vi behover for denna stegvisa reduktion, dr den s.k.
forskjutningsregeln:

Sats 3.2. (forskjutningsregeln) Om g € C™ sd gdller

L(D) (eMg(t) = ML(D + Ng(t).



34 Bjon: Ordinéra differentialekvationer

Bevis. Enligt deriveringsreglerna #ir D(e*g(t)) = eMDg(t)+ e Mg(t) = eM(D+N)g(t).
Genom att anvinda denna likhet k£ génger fas allmént att

D¥ (e)‘tg(t)) = eM(D + \)¥g(t) (k=0,...,n).

Eftersom L(D) = Y apD* fas nu forskjutningsregeln:

LD)(eMg(t) = Y arDH(Mg(t) = 3 are™(D + 1) ¥g()
k=0 k=0

=M (Z ar(D + )\)k> g(t) = eML(D + Ng(t). &
k=0

Exempel 3.1. Lat oss anviinda forskjutningsregeln till att 1osa ekvationen '’ —
4z’ 4+ 4z = 0, som ocksa kan skrivas (D —2)%2z = 0. Antag att z(t) 4r en godtycklig
losning. Eftersom ekvationen (D — 2)z = 0 har den allméinna lsningen Cje?t, si
méste det gilla att (D—2)z = Cye?, for nagot viirde pa C;. Genom att multiplicera
med e~2! och anviinda forskjutningsregeln fis:

D(e™%z) = e (D - 2)z = C;.

Saledes ir e 2tz = Cyt + C, for nagot virde pa Cy, dvs. z(t) maste ha formen
z(t) = Cite?t + Cye?*. Genom insittning finner man omvint att varje funktion av
denna form (dvs. for godtyckliga virden p& C; och C3) &ir en losning till ekvationen.

Teorem 3.3. Lit L(A) = (A — A)™ (A= A)™2 -+ - (A = Ap)™™, dar A1, Agy...y Ay dr
olika, vara det karakteristiska polynomet till den homogena linjira DE:n L(D)x = 0.
Dq ar

a(t) =) pr(t)e
k=1

dir pr(t) dr ett godtyckligt komplext polynom av hégst graden ny —1 (k =1, 2,..., m)
den allmdnna komplexa losningen till L(D)x = 0.

Bevis. Vi visar forst att alla funktioner av den beskrivna formen faktiskt &r losningar.
Pa grund av att L(D) #r linjir ricker det att visa att varje funktion py(t)e*s?* (k =
1,...,m) dr en losning. Men detta foljer direkt ur férskjutningsregeln, ty

L(D) (e*py(t)) = " L(D + Ay )px (t)
=M (D4 A= A)™ - (D + A — Ap)™ - ) pr(t)
= e P(D) D™ py(t) =0,
dér P(D) = [, 2x(D + Ax — A;)™. Antag omviint att z(¢) dr en godtycklig losning till

(D —X)™ -+ (D — A\p,)"mx = 0. P4 samma siitt som i exempel 3.1 ovan anviinder vi
forskjutningsregeln n; ginger till att eliminera operatorn (D — A;)™, varvid fis att

(D — X)) -+ (D — \p)"mx = Py (t)eM?,
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dir P (t) #r ett polynom av hogst graden ny; — 1. Direfter kan vi anviinda forskjut-
ningsregeln ny ganger for att eliminera operatorn (D — A3)™2 osv.. Slutligen fas att
z(t) med nédviindighet maste ha den form som satsen anger. (Detaljerna i den andra
delen av beviset har bortlimnats pa grund av att en mycket allménnare sats kommer
att bevisas senare.) <

Exempel 3.2. For att bestiimma den allméinna komplexa l6sningen till DE:n 2"/ —
3z’ +2x = 0 16ser vi den karakteristiska ekvationen A2 —3A+2 = (A—1)(A—2) =0
och finner rotterna 1 och 2. Enligt Teorem 3.3 ér den allméinna komplexa losningen
z(t) = Cret + Coe?, diir C; och Cs dr godtyckliga komplexa konstanter.

Exempel 3.3. DE:n z* — 22" + 22" — 22’ + z = 0 har den karakteristiska
ekvationen A\* — 2X3 +2X2 — 20 +1 = (A2 + 1)(A — 1)2 = 0. Rotterna A = i
och A = —i &r alltsd enkla medan roten A = 1 #r dubbel. Den allméinna komplexa
losningen &r saledes z(t) = (C1t+Cy)ef +Cze*+Cue~, dir C; € C, fori = 1,..., 4.
Om differentialekvationen &r reell ér man i allménhet intresserad av reella losningar:

Korollarium 3.3.1. Lit v (k= 1,...,1) vara de olika reella rotterna samt it A\, =
e tiwg (kK =141,...,m) vara de olika komplexa ritterna till en homogen, linjdr
DE med konstanta koefficienter. Lt vidare ng (k = 1,...,m) beteckna dessa rétters
multipliciteter. Den allmdanna reella losningen dr ddé en summa av termer av formen

qx (t) ek t

fork=1,...,1 samt

qr(t)e™" cos wyt

i (t)e7* ! sinwyt,
fork=1+1,...,m, dir qi(t) och ri(t) dr godtyckliga reella polynom som hdgst dr av
graden ng — 1.

Bevis. L&t z(t) vara en godtycklig reell losning. D3 #r z(¢) en komplex lgsning (som
rakar vara reell) och kan dérfor enligt Teorem 3.3 skrivas

z(t) = Zpk (t)erxt
k=1

for lampliga komplexa polynom pg(t), k =1,...,m. Genom att for £ = 1,...,m sitta
pr(t) = qi(t) + irg(t) fas, eftersom den imaginéira delen 4r noll,

l m
z(t) = Z(Qk (1) + irg(t))e™ " + Z (qi(t) + i (t)) e (cos wit + i sin wyt)

k=1 k=Il+1
l m
= Z qr(t)e" t + Z (qr(t)e™ " cos wyt — ri(t)e?* sinwgt) . O
k=1 k=l+1

Exempel 3.4. Den DE z(¥) —22""" 422" — 22’ +2 = 0, som vi betraktade i exempel
3.3, har den allménna reella l6sningen

z(t) = (Cit + Cy)e' + C3 cost + Cysint,
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dir C; e R for i =1,...,4, eftersom A = 1 dr en dubbel rot och A = +7 ir enkla
rotter till den karakteristiska ekvationen.

Inhomogena ekvationer
Precis som for linjira DE:r av férsta ordningen giller fsljande:

Sats 3.4. Antag att x,(t) dr en partikuldriosning till den inhomogena ekvationen
L(D)z(t) = b(t) samt att z(t) dr den allminna losningen till den homogena ekvationen
L(D)z(t) =0. Dé dr z(t) = zp(t) + zp(t) den allminna losningen till den inhomogena
ekvationen.

Bewvis. Alla funktioner av det angivna slaget dr losningar, ty L(D)z(t) = L(D)z(t) +
L(D)zy(t) = L(D)z,(t) = b(t). Antag omviint att z(t) ér en godtycklig losning till
L(D)z(t) = b(t). D& #r

L(D)(z(t) — zp(t)) = L(D)2(t) — L(D)zy(t) = b(t) —b(t) =0,
dvs. z(t) — z,(t) dr likamed z5(t) (for ett lampligt val av de konstanter som ingar i
zp(t)). Alltsd dr z(t) av formen z(t) + z,(t). &
Losningsmetoder

1. Ansats med obestédmda koeflicienter. Metoden introduceras biist genom nagra
exempel:

Exempel 3.5. Den linjira DE:n 2/’ 4+ 2 = ¢2 4+ ¢ har ett kvadratiskt polynom som
hogerled. Det finns da en partikulirlésning som ocksé idr ett andragradspolynom.
Vi gor diirfor ansatsen z(t) = At? + Bt + C och bestimmer koefficienterna A, B
och C genom inséttning. Inséttning av z(t) och

2/ =2At+ B
z" =2A,

i DE:n ger att 24 + At?2 + Bt + C = 2 +t. Denna identitet giller om och endast
om koefficienterna i de biéigge leden ér lika:

2A+C =0
A=1
B=1.

Polynomet z(t) = > + ¢ — 2 #r alltsd en partikulirlosning.

Mairk! D3 man soker en partikulirlgsning kan man ha nytta av féljande uppenbara
superpositionsprincip: Om
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sd dr z(t) = z1(t) + -+ + T, (t) en losning till DE:n
L(D)x(t) = by(t) + - + bm(t) -

Om hogerledet dr av formen ae?o?, dir \g inte dr en l5sning till den karakteristika
ekvationen, s& finns det alltid en partikuliirlosning av formen z(t) = Ae*o!. Insittning i
L(D)z = ae**? ger niimligen da att AL(\g)e o = ae*o? bor gilla. For A = a/L(\g) har
vi alltsd en 1osning. Ansatsen fungerar i sjilva verket ocksd om Ay och koefficienterna
i DE:n #r komplexa tal. P4 grund av detta kan vi ocksd behandla de fall d& hogerledet
innehaller en eller flera termer av formen ae” coswt eller ae” sinwt pa ett liknande
sitt. Om A\g = v + iw, dr nimligen t.ex.

1 JE—
e coswt = 5 (e’\"t + e’\"t) .
Enligt superpositionsprincipen kan vi dérfor (om L(XAg) # 0) finna en partikulirlosning

av formen Ae*o? + Bero? vilket ocksd kan skrivas Ae* cos wt + Bet sin wt.

Exempel 3.6. Betrakta DEm 2" + 2’ + 2 = et cos2t. Talet —1 + 24 iir inte en
komplex rot till den karakteristiska ekvationen. Vi kan dérfor gora ansatsen

z(t) = Ae ' cos2t + Be 'sin2t.
Insdttning av derivatorna

z'(t) = (2B — A)e *cos 2t — (2A + B)e 'sin2t,
2" (t) = (—3A — 4B)e " cos 2t + (4A — 3B)e 'sin 2t

i DE:n ger identiteten
(—3A —2B)e " cos 2t + (24 — 3B)e 'sin2t = e cos 2t

vilken &r uppfylld om och endast om

—-34A-2B=1
2A—-3B=0.

Ekvationssystemet har 16sningen A = —3/13, B = —2/13. Saledes ér

1
z(t) = —ﬁe_t (3 cos 2t + 2sin 2t)

en partikuldrlosning.

I tabellen nedan sammanfattar vi de viktigaste ansatserna dd man skall 15sa den
inhomogena ekvationen (2) for olika hogerled b(t). I den forsta kolumnen betecknar
pm(t) ett givet polynom av graden m och i kolumnen med ansatser betecknar P,,(t)
och @, (t) polynom av graden m med obestimda koefficienter:



38

Bjon: Ordinéra differentialekvationer

Hogerled Ansats
P (t) P,,(t), om L(0) # 0;
t* Py, (), om 0 sr ett k-faldigt nollstalle till L.
P (t)e7t P (t)e™, om L(v) # 0;
tkPm (%) e’ om 7 #r ett k-faldigt nollstalle till L.
pm () cos wi eller P,,(t) cos wt + @ (t) sinwt, om L(iw) # 0;
P (t) sinwt tR[ Py (t) cos wt + Qy, () sin wit], om dw ar ett
k-faldigt nollstalle till L.
P (t)€7t cos wit eller [Py, (t) cos wt + Q. (t) sinwt]e™?, om L(y + iw) # 0;
P ()7t sinwt tR[ Py (t) cos wt + Qpy (1) sin wt]e?t, om v + iw

ar ett k-faldigt nollstille till L.

2. Loésning med hjilp av forskjutningsregeln. Med hjilp av precis den metod,
som vi anvinde i exempel 3.1 och i beviset av Teorem 3.3, kan vi losa en godtycklig
inhomogen ekvation

(D= A)(D = Az) -+ (D = An)z = b(2),

dir rotterna A;, ¢ = 1,...,n, till den karakteristiska ekvationen kan vara lika eller olika.
Vi betraktar ett par exempel:

Exempel 3.7. DE:n 2" — 2 = 2¢*/(e* — 1) kan skrivas

2et
et —1°

(D—1)(D + 1)z =

Genom att multiplicera med e~* kan vi med hjilp av forskjutningsregeln och en
integration “invertera” operatorn D — 1. Vi far:

2d
. ? = 2¢' In|l — e,

(3) (D—}—l)zc:et/te

dér vi inte behover addera till ndgon integrationskonstant, eftersom vi bara behover
finna en partikulirlésning. (Om man vid varje integration ligger till en integra-
tionskonstant, s fir man som slutresultat den allminna 16sningen.) D& man pa
samma sitt multiplicerar (3) med e?, och anvinder forskjutningsregeln for att in-
vertera D + 1, fas efter lite lingre kalkyler partikulidrlgsningen

z(t) = (' —e ) In|l —e 7t —te™t — 1.

Stringt taget representerar detta uttryck tva partikulirlgsningar, en for ¢ < 0 och
en for ¢t > 0.

Exempel 3.8. I stiillet for att 16sa en ekvation som

(4) 2" +z = cost,
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kan man bestimma de komplexa losningarna till ekvationen
(5) o +z=e".

Eftersom cost = Re(e'), si dr den reella delen av varje losning till (5) en 16sning
till (4). Det &r litt att inse att varje losning till (4) kan fas pd detta séitt som
den reella delen av en 16sning till (5). Genom att tillimpa forskjutningsregeln tvéa
gdnger pa

(D —9)(D +i)z =e",
vilket #r en omskrivning av (5), finner man (t.ex.) partikulirlosningen z(t) =

—1te' + 1e'. Den reella delen av denna, dvs.

1 t .
z(t) = Zcost+ §s1nt

ir alltsd en partikuliirlosning till (4).

3. Konstanternas variation. Vi anviinde metoden med konstantens variation da
vi bestéimde en partikulirlosning till en linjir DE av forsta ordningen. Samma metod
fungerar ocksa for DE:r av hogre ordning:

Exempel 3.9. For att losa DE:n

2’ —x =sint

skriver man forst ut den allménna losningen z(t) = Cie® + Cye™t till motsvarande
homogena ekvation. Direfter gors en ansats av formen

z(t) = Cy(t)e! + Cay(t)e™,
dir konstanterna ersatts med funktioner av ¢. Derivering ger
z'(t) = (Cle' + Che™) + (Cret — Cae™).

For att inte forlora oversikten vid nista derivering, krdver vi redan nu att funktio-
nerna C7 och Cs skall vara sddana att

Cie' + Che " =0.
D4 #ir 2'(t) = Cret — Coe™t. Ytterligare en derivering ger att
z"(t) = (Cie' — Che™) + (Cre! + Coe™)
och dirmed &r 2”7 — x = Cle! — Che™t. Ansatsen z(t) &r alltsd en losning till den
givna DE:n om hogerledet ér likamed sinf. Av funktionerna C; och Cy bor vi

saledes kriva att ekvationssystemet

Clet + Cle =0
Clet — Cle™" =sint,,
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ir satisfierat. Genom att ur detta 16sa derivatorna C] och C} och direfter integrera,
ser vi att om vi i ansatsen viiljer

1 [ 1
C’l(t)=§/ e “sinudu och Cg(t):—i/ e sinudu,

s& har vi en partikulirlosning till den ursprungliga DE:n. Dessa integraler kan
berdknas genom partiell integration.

Allmént kan metoden med konstanternas variation beskrivas pé foljande sétt:

1. Utga fran den allménna l6sningen z(t) = Ciz1(t)+- - - + Cprxz, (¢) till den homogena

ekvation som svarar mot (2).

Gor ansatsen z(t) = Cy(t)z1(t) +- - - + Cp(t)z, (¢) for att hitta en partikulérlosning
tll (2).

For att bestdmma koefficientfunktionerna Ci(t),...,C,(t) bildar man successivt
derivatorna z’(t),...,2(™)(t), som sedan insitts i (2). Vid de n — 1 forsta deri-
veringarna ligger man varje ging till ett nytt villkor pa koefficientfunktionerna:
Eftersom

'(t) = (C1(M)z1(t) + -+ + Cr(D)zn(t) + (CL(t)21(t) + -+ + Cu(t)2, (1)

kriver vi att den forsta parentesen &r noll och da ir ju 2’ = Cyz) +- -+ Cpx),. Vid
niista derivering kriver vi att C{z} +---+Ciz;, =0, sd att 2’/ = Crz{+---+Cprz,
osv. Efter den sista deriveringen sitts uttrycken for alla derivator in i DE (2),
vilken kommer att vara satisfierad om och endast om (genomfor kalkylerna!)

CL(0)af" ™ (0) + - + Cp(B)2l D () = b(1)
Koefficientfunktionerna skall alltsi viljas sd att ekvationssystemet

Ci11 +-+Clay, =0
Cizy, +---+Cha, =0
Clz"™ 4 CleD =0
Cimgn_l) _|_ - _|_ C?"L‘T'Sln_l) — b

ir satisfierat.

. Los C1,..., C), ur ovanstiende linjira ekvationssystem, som alltid har en entydig

l6sning enligt teori som utvecklas senare. Koefficientfunktionerna Cy(t),...,Cy(t)
fas dérefter genom integration.

Harmoniska oscillatorn

Bakgrund: A) Antag att en kropp med massan m som rér sig pd z-axeln dras mot
origo med en kraft —kz (k > 0). Antag vidare att rorelsen ddmpas av en kraft —cz’
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(¢ > 0) som #r proportionell mot hastigheten samt att kroppen dessutom paverkas av
en tidsberoende “yttre” kraft F(t). Kroppens rorelse kommer d& att beskrivas av DE:n

mz"” = —kx — cz’ + F(t).

B) I en elektrisk sviingningskrets, bestiende av en enkel slinga, ingdr en spole med
induktansen L, en kondensator med kapacitansen C samt ett motstdnd pd R ohm.
Vidare antar vi att en tidsberoende “yttre” elektromotorisk kraft E(t) #r inkopplad.
Om stromstyrkan vid en given tidpunkt ¢ dr I och laddningen i kondensatorn dr @, sa

ar
dI Q dQ
L— I+ =2 = E(t =
a T+ = B0, at
dvs. kretsen beskrivs av DE:n
R 1 1
I"+=I'+ —I==E'(t).
+ L + LC L (*)

fig. 1

I biigge exempelfallen erhéller vi en DE av formen
" +az’ + bz =f(t), a>0 och b>0,

dir termen az’ representerar en ddmpning, dvs. ett motstdnd mot kroppens rorelse i
(fall A)) eller ett motstdnd mot den elektriska strommen (fall B)).

Antag forst att f(t) = 0. Olika typer av sviingningar hos oscillatorn kan klassificeras
med hjilp av rotterna till den karakteristiska ekvationen A2 4+ aX +b = 0.

1) Icke-reella rotter (a? < 4b): Den karakteristiska ekvationen har rétterna A = —y +
iwg, dir v = a/2 och wy = V/4b — a?/2, varfor den allménna losningen blir

z(t) = Cre™ " coswot + Cae™ " sinwpt .
Om vi séitter C = /C? + C2 och viljer ¢ si att cos¢ = C1/C och sing = Cy/C, si

antar z(t) formen
z(t) = Ce™ " cos(wot — @),
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(a) (b) (c)
fig. 2

diéir C och ¢ nu #r godtyckliga konstanter. Oscillatorn utfér i detta fall en ddémpad
harmonisk svingning (fig. 2 (a)).
2) Dubbelrot (a? = 4b): I detta fall ir A = —y. Den allminna losningen 4r

fE(t) = (Clt + 02)6—'yt .

Déampningen ségs nu vara kritisk dérfor att den &r just si stark att den kan forhindra
svingningar. Detta #r det aperiodiska grinsfallet (fig. 2 (b)), som ligger mellan fall 1)
ovan och fall 3), som vi strax kommer till:

3) Olika reella rétter (a? > 4b): Om vi betecknar de reella rétterna med —y; och —v,
84 dr den allmiinna 16sningen

z(t) = Cre™ Mt 4 Che™ 2t

Detta fall kallas det aperiodiska fallet. Dampningen dr mer dn vil si kraftig att den
forhindrar sviingningar (fig. 2 (¢)).

Man séger att fallen 1) och 3) dr strukturellt stabila eller generiska dérfor att en liten
storning av systemet (dvs. en liten éndring av DE:s koefficienter) inte leder till ndgon
kvalitativ dindring av sviingningstyp: En liten storning av t.ex. en dimpad harmoninsk
sviingning (typ 1)) resulterar i en ny (nigot forindrad) dimpad harmonisk sviingning.

Resonans. Lit oss anviinda det fall d& f(¢) #Z 0, dvs. di en yttre “kraft” #r inkopplad,

till att forklara begreppet resonans. Antag att f(t) = ecoswt (e > 0) samt antag att
a = 0 medan b > 0. Vi har dd DE:n

2" +br =ecoswt.

Den karakteristiska ekvationen har rent imaginiira rétter, varfor losningarna till den
homogena DE:n representerar en harmonisk sviingning med frekvensen wy = 1/|b| utan
démpning.

a) Antag att w # wg. For att f fram en partikulirlosning till den inhomogena ekva-
tionen provar vi ansatsen z(t) = A coswt, varvid det visar sig att virdet

€ €

2 7 2 2
Wy w
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ger en 16sning. Den allménna 16sningen

e
6 z(t) = C cos(wot — ¢) + —— coswt

(6) (1) = Ceoslont = 9) + 5"

bestér alltsd av en superposition (dvs. overlagring) av tva sviingningar: en sviingning
med den s.k. egenfrekvensen wy samt en sviingning med den patvungna frekvensen w.

Vi ser att om vi lter w niirma sig wg 1 (6), s& kommer amplituden hos den patvungna
svingningskomponenten att nirma sig odndligheten.

b) Antag att w = wy. Vi provar ansatsen z(t) = Atsinwgt och finner att virdet
A = e/2wy ger en partikulérlosning. Den allminna losningen &r da

(7) z(t) = C cos(wot — ¢) + oy sinwqt .
2(4.)0

Amplituden hos den andra svingningskomponenten vixer alltsi linjirt i tiden mot
oéndligheten. Man séger i detta fall att egensviingningen och den pitvungna sving-
ningen ér i resonans. Vi sdg redan att man inte fir fram losningen (7) genom att man
i (6) direkt later w gd mot wy om C halls oféréindrad. Vi skall visa att partikulérlos-
ningen (e/2wg)tsinwyt i (7) ddremot nog kan erhallas som ett grénsvirde av losningar
av formen (6) om man liter koefficienten C i (6) bero av w pa ett lampligt séitt: Vi
betraktar 16sningen

e coswt— coswyt

z,(t) = %(COS wt — coswpt) = —

wi — w? wo + w W — Wwo ’

som #r av formen (6), samt later w — wy. Definitionen pa derivata ger da att grins-

virdet blir
e d
——— (cos wt)

e
_ . = ——tsinwqt.
2wo dw W=Wo o 2w 0

Genom att ligga till termen C cos(wot — ¢) fas generellt att varje 16sning av typ (7) dr
ett griansviirde av 16sningar av typ (6).

Losning med hjilp av Fourierserier

Antag nu att a > 0 och b > 0 och att vi har en dimpad harmonisk sviingning, si
att den homogena ekvationen z” + az’ + bz = 0 har den allminna losningen z(t) =
Ce ™ cos(wot — ¢), diir v > 0. Ligger man till ett hogerled, t.ex. f(t) = esinwt, si
far man fram en partikulérlosning genom att gora ansatsen z(t) = A coswt + B sinwt,
eftersom 4w nu inte &r en rot till den karakteristiska ekvationen:

—aw cos wt + (b — w?) sinwt
(b— w?)? + a2w?

z(t)y=e

For ett visst virde pd w ér amplituden hos denna lgsning maximal pa grund av resonans
(se uppgift 8).

Om hogerledet f(t) dr en godtycklig periodisk funktion, som kan utvecklas i Fou-
rierserie

@) = % + i(an cosnw(t — tg) + B sinnw(t — tg)),

n=1
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s3 fas en 16sning enligt (en generaliserad variant av) superpositionsprincipen s, att man
for varje term i serieutvecklingen av f(¢) bestimmer en motsvarande partikulirlosning
och adderar ihop dessa till en odndlig serie. Om denna #r konvergent och seriens
summa tvd ganger kontinuerligt deriverbar, s #r summan en partikulirlosning till
" +ax’ + bz = f(t).

Eulers ekvation
Ekvationer av Eulers typ, dvs. ekvationer av formen
(8) 2™ a1 1"t 4 gt + agz = b(t),

dr inte linjira ekvationer med konstanta koefficienter, men de kan litt overforas pa
séddana med hjilp av en variabeltransformation. For ¢ > 0 sétter man ¢t = e® (for t < 0

siitts t = —e®), varvid s = Int och for derivatorna med avseende pé ¢ och s giller att
Ty = %m'q Fortsatt derivering ger att
1 1 ,ds 1 1
no__ ’ " _ 2 —
Ty =~ + TP = (Diz — Dyz) - 2= Dy(Ds — 1)z - 7

och allmint (genom induktion) att
k 1
) = Dy(Dy —1)--- (D, —k+ 1z .

Genom variabeltransformationen far vi dérmed en linjir ekvation med konstanta koef-
ficienter

(9) J[ao+a1Ds+ axDg(Ds —1)+---+Dg(Ds —1)--- (Ds —n+1)]z = b(e*),
vilken har den karakteristiska ekvationen

(10) ap +atA+ad(A—-1)+---+AXA—-1)---(A—n+1)=0.

Enligt Teorem 3.3 fas losningarna till den homogena Eulerekvationen pé foljande sétt:

Sats 3.5. Om b(t) =0 samt om Ay,..., Ay, dr de olika rotterna till (10) och dessa har
multipliciteterna ny, ..., Ny, har den allminna komplexa losningen till (8) formen

5(t) =Y pele)™ (5> 0),
k=1

dar py(-) dar ett godtyckligt polynom som hdgst dr av graden ny — 1.

Bevis. Den allméinna losningen till (9) #r av formen z(s) = 3" pr(s)e***, men e+t =

(e**) e = ¢ ¢, Detta ger satsens pastiende. <

Exempel 3.9. D3 man sitter s = Int i DEm 22" — 2tz’ 4+ 2z = Int, t > 0, fas

(Dy(D, —1)—=2D, +2)z =s.
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Den karakteristiska ekvationen A(A — 1) — 2X 4+ 2 = 0 har losningarna A = 1 och
A = 2, varfor den homogena ekvationen enligt satsen har den allminna l6sningen

z(t) = C1t+Cyt?. For att hitta en partikuliirlosning gor vi ansatsen z(s) = As+B i

den transformerade ekvationen och finner att virdena A = % och B = % svarar mot

en 1osning. Den allménna (komplexa eller reella) losningen till den ursprungliga
ekvationen dr saledes

1 3
z(t) = Oyt + Cot® + gt + .

Mairk, att om den ursprungliga DE:n ér reell men nagon exponent ir komplex, s
#r losningen i Sats 3.5 komplex dven om polynomen pg viiljs reella. Reella losningar
fas fram genom att man bildar reella och imaginéra delar som i foljande exempel (jfr.
Korollarium 3.1):

Exempel 3.10. DE:n t?z” —tz' + 22 = 0, t > 0, overgar i ekvationen (D,(D; —
1) — Ds 4+ 2)z) = 0 d& man sitter s = Int. Den karakteristiska ekvationen A(A —
1) = A4+ 2 = 0 har rotterna A = 1 4. Den allminna komplexa losningen &r séledes

z(t) = Citt+t + Cyt!~t. Men

=t =¢. et = t(cos Int + isin Int)

tr=t=t.t7"=t. e =¢(cos Int — isin Int).

De reella och imaginiira delarna dr tcoslnt och ¢sinlnt och den allménna reella
16sningen blir z(t) = ¢(C; coslnt + Cosinlnt), dir C; och Cy nu dr godtyckliga
reella tal.

Historiska notiser. Grunden till teorin for DE:r med konstanta koefficienter lades
av Leonhard Euler (1707-83) och Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Metoden med
konstantens variation hirstammar fran Lagrange. I ett brev till Johann Bernoulli &r 1740
loser Euler DE:r av den typ som senare uppkallats efter honom. Av Bernoullis svar framgér
emellertid att han redan omkring ar 1700 kunde 16sa sddana ekvationer fullstindigt.

Ovninguppgifter
1. Bestém den allménna losningen till DEm z”(t) + 3z'(t) + 2z(t) =t + 2.
2. Los begynnelsevirdesproblemen
a) "+ 22" + z =te”?, (0) = 1, ' (0) = 0;
b) (D3 +2D? — 7D+ 4)z =0, z(0) = 1, 2’(0) = z"(0) = 0.
3. Los Eulerekvationen t?z" — 4tz’ + 6z =0, t > 0.
4. Bestim den allmiinna l6sningen till DE:na
a) 2"+ x =sint + e,
b) t2z"” — 3tz’ + 4z = Int.
5. Los DE:na
a) ' + 52" + 192’ — 252 =0,
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10.

11.

12.

13.
14.
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b) =/ + 3z" — 4z = 2 — 442

. Antag att ett hal borras genom jordens mitt (lings en diameter) och att en kropp

med massan m sldpps i halet. Lat r beteckna kroppens avstand fran jordens me-
delpunkt. Man kan visa att gravitationskraften under fallet #r proportionell mot r
och att man dirfor kan beskriva kroppens rorelse med hjilp av DEm 7 + w?r = 0,
diir w? = g/R, varvid g #r tyngkraftens acceleration vid jordytan och R #r jordens
radie (luftmotstdnd och dylikt fésrsummas). Lés DE:n samt bestdim hur lang tid
det tar innan kroppen kommer ut pd andra sidan av jordklotet.

. Ett 20 meter langt rep hélls hingande 6ver en glatt sting s att 8 meter hiinger pa

ena sidan och 12 meter pd den andra sidan. Man slipper repet. Hur lang tid tar
det for repet att glida av stdngen? (Ledn.: mz” = F(z), dir m #r repets massa
och F(z) #r den variabla kraft med vilken gravitationen piverkar repet. Bortse
fran att repéindan kommer att sliinga p.g.a. centrifugalkraften.)

. Hirled den 16sning till 2”7 + ax’ + b = esinwt, som nimns i avsnittet om 1osning

med hjilp av Fourierserier. Bestim det viirde pa w for vilket 1osningens amplitud
Hr maximal.

. Systemet

! +x1 =¢e(ra — 21)

xh + 9 = e(z1 — T2)
beskriver approximativt smé sviingningar hos tva identiska pendlar férbundna med
en fjiider. Bestém den 16sning som uppfyller begynnelsevillkoren 21 (0) = «, z2(0) =
z1(0) = 25,(0) = 0. (Ledn.: Infor nya obekanta y; = 21 + %2, Yo = 1 — Ta.)
Bestém talen A och a s& att DE:n 2" +2(1 —t)z' + (¢t — 2)z = 0 efter substitutionen
z = exp(At*)u dvergdr i en ekvation med konstanta koefficienter.
S6k den 16sning till DE:n z” 4+ 2’ — 2z = 1 som #r noll fér ¢ = 0 och som har ett
dndligt grinsviirde da t — +o0.
P34 en skidlopare som dker utfor en backe med lutningen o verkar foljande krafter:
friktionskraften —pmgcosa (u > 0), tyngdkraftens komponent i firdriktningen
mgsina och luftmotstindet —cz’ () (som alltsd antas vara proportionellt mot has-
tigheten z'(t)). Visa att grénshastigheten lim;_, ., #’(t) dr en viixande funktion av
skidloparens lingd d di man antar att ¢ = 3d? och att skidloparens massa m = yd>.
Bestim den allminna losningen till DE:n z” — 2’ — 6z = te™%* + sint.
Los DE:na
a) 7"+ 3z' + 2z = e7 (1 + sint);
b) 2" — 2z’ + 2z =tcost - cosht.



