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Inledning

Likheten, eller réittare sagt identiteten, z'(¢) = z(t) utgor ett enkelt exempel péa en diffe-
rentialekvation. Funktionen z(t) dr obekant funktion om vilken vi (av ndgon anledning)
rakar veta att identiteten z’(t) = z(¢) giller. D& man lgser en polynomekvation, som
t.ex. 224+ 2 — 1 = 0, s bestimmer man alla virden pa z for vilka vinstra ledet i
ekvationen har virdet noll. I en differentialekvation som den ovanndmnda &r det inte
ett tal z utan en funktion z(¢) som ér obekant. Man kan séiga att funktionsvirdena
x(t) utgor ett odndligt antal obekanta, som vi haller reda pd med hjilp av ett tal ¢
mot varje virde pa ¢ svarar ett obekant tal x(t). Att losa differentialekvationen &r att
bestimma alla funktioner z(¢) for vilka identiteten z'(t) = x(t) giller.

Differentialekvationer kan indelas i tva klasser, klassen av ordindra differentialekva-
tioner (forkortat ODE) och klassen av partiella differentialekvationer (forkortat PDE).

En ordinir differentialekvation uttrycker ett samband mellan en obekant funktion
x(t) med en variabel ¢ och vissa av funktionens derivator. Exempel pd ODE ér

'+t =2t eller helt utskrivet /() + tz(t) = 2t
'+t =x eller helt utskrivet z(t) + ¢t 2'(t) = z(t)

En partiell differentialekvation uttrycker pa samma siitt ett samband mellan en
funktion av flera variabler och vissa av dess derivator. Ett exempel pa en partiell
differentialekvation dr viirmeledningsekvationen i tvi dimensioner

Pu o _ on
oz?  oy?

dir den obekanta funktionen u(z,y,t) har tre variabler x, y och ¢.

I fortsdttningen behandlar vi enbart ordinéra differentialekvationer. For det langa
ordet "differentialekvation" kommer vi att anviinda férkortningen DE.

DE:r anviinds som modeller for skeenden i t.ex. fysiken (mekanikens rorelselagar,
elektriska kretsar, radioaktivt sonderfall), kemin (losningar, kemiska processer), biolo-
gin (populationers tillvixt och interaktion, epidemier) och ekonomin (foretags tillviixt
och avkastning). Vi betraktar ett par exempel:

Exempel 0.1. Vertikal fallrérelse under gravitationens inverkan i ett medium, dar
motstandet #r proportionellt mot kvadraten pa hastigheten. Om héjden vid tiden
t betecknas med z(t), om kroppens massa dr m och hastighet v < 0, s& paverkas
den av kraften kv? — mg, dir k > 0 och g #r tyngdkraftens acceleration. Enligt
Newtons lag, som siger att kraften F' &r likamed massan m ginger accelerationen
z"(t), ar:

i =k ()
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Denna DE utgoér nu en allmén beskrivning (modell) av varje fallrorelse hos kroppen
for vilket utgangslidge och vilken utgéngshastighet (< 0) som helst. Varje funktion
som satisfierar DE:n beskriver en mojlig fallrérelse. Om vi stipulerar att hgjden vid
tiden ¢ = 0 dr 700 m och att utgdngshastigheten vid samma tidpunkt #r —1 m/s,
sd har vi fastslagit begynnelsevillkoren:

z(0) =700, 2'(0) = —1.

DE:n tillsammans med begynnelsevillkoren utgor ett begynnelsevdrdesproblem. Sé-
dana begynnelseviirdesproblem har ofta (t.ex. i vart fall) precis en 16sning.

Exempel 0.2. Lat oss beskriva antalet individer i en population med hjélp av en
funktion P(t), som antar godtyckliga reella viirden i stéllet for enbart heltalsviirden.
Genom detta far vi mojlighet att beskriva forindringarna i populationen med hjilp
av en differentialekvation i stillet for en s.k. differensekvation, vilket innebir en
betydande fordel. Lat vidare N(¢) beteckna antalet personer som fods under en
tidsenhet dividerat med totala antalet individer, M (¢) antalet som dor per tidsen-
het dividerat med totalantalet individer samt I(t) antalet inflyttade per tidsenhet.
Antag forst att I(¢t) = 0. D& har vi sambandet

1 dP(t)
—— =N(t) - M(t
B = VO = M)
om P(t) # 0 och sambandet P’(t) = (N(t) — M (t))P(t) om P(t) tillats vara noll.
D4 vi dessutom beaktar en immigration I(¢) som #r olik noll erhéller vi DE:n

dP(t)

B = (G0 - M) P) + 1),
som en beskrivning av populationens utveckling i tiden . Om funktionerna N (¢),
M (t) och I(t) &r kiinda och om begynnelsepopulationen vid tiden ¢ = 0 &r kénd,
t.ex. P(0) =300000 (begynnelsevillkoret), sd kan funktionen P(¢) bestdmmas.

Definition 0.1. En DE av (hogst) ordningen n har den allmanna formen

F (t,x(t),x’(t),...,x(”)(t)> ~0,

dér z(t) dr den sokta funktionen. Om den derivata, som har den hogsta ordningen,
har 16sts ut si att den dr framstélld som en funktion av ¢, z(t), z'(t),..., sd & DE:n
skriven i normalform:

2 (1) = f (L), (®), .., 2" V@)

vilken vi ocksé kan skriva kortare: (™) = f(t,z,a/,..., (= 1),

En DE av formen

2™ 4 )™ o () 2+ fu(t) T = g(t)
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siigs vara linjar. Den #r homogen om ¢(t) = 0 och inhomogen i motsatt fall. Med en
icke-linjar DE menas naturligtvis en DE som inte &r linjér.

Exempel 0.3. DE:n z”+2z'4+3z = sint ér en DE av 2:a ordningen med konstanta
koefficienter.

For ett givet intervall I betecknar vi med C(I) méngden av kontinuerliga funktioner
f : I — R definierade pa I och med viirden i R (= mingden av reella tal). Lat C™(I)
beteckna mingden av av alla f € C(I) sidana att alla derivator f(*)(z) av ordningarna
k = 1,...,n existerar och dr kontinuerliga. D& inget bestimt intervall avses skriver
vi C, Ct,...,C". Dessa senare beteckningar anviinder vi ocksa for funktioner av flera
variabler. For en funktion f(z,y) betyder siledes f € C? att f &r kontinuerlig och att

dess partiella derivator fy., f,, fiu, fay» fyws fi, existerar och dr kontinuerliga.

Definition 0.2. En [dsning till (1) i ett intervall I dr en funktion z(¢), definierad pé
I, sddan att

F (t,x(t),x'(t), . ,x(")(t)> =0

i hela I. En funktion z(¢) &r en 19sning till (1) om den &r en 16sning till (1) i nagot
intervall I. Tva DE:r dr ekvivalenta om de har samma losningar.

Exempel 0.4. DE:na (z")3+ (2')?2 +2 = 0 och 2" = —{/z + (2/)? &r ekvivalenta.
Déremot dr DE:ma (z')? — ¢ = 0 och 2" =t inte ekvivalenta.

Miirk, att om z(t) &r en 16sning till (2) i I, s& 4r (enligt definitionen) z(-) € C*~1([).
Om funktionen f i (2) &r kontinuerlig, s& ar z(-) € C™(I).

Lat I och J vara intervall, sidana att J CI. Om ¢ : I - Roch ¢ : J — R ir
funktioner definierade pa I respektive J och om ¢(t) = ¢ (t) for varje ¢t € J, si séger vi
att ¢ dr restriktionen av ¢ till J och betecknar detta med ¢ = ¢|;. Det &r klart att om
en funktion ¢ &r en losning till en DE i intervallet I, s dr ¢|; en 19sning till samma
DE i intervallet J.

Exempel 0.5. Betrakta DE:n 2’ = z. Antag att 2:(¢) &r en losning i ndgot intervall
I. Da #r 2/(t) = z(t) i hela I. Multiplikation med e~ och derivering ger:

% (e tz(t)) = —e"z(t) + e "2/ (t) =0

i I, varfor e~z (t) = C = konst. Séledes dr z(t) = Cet. P4 grund av att vi utgitt
fran ett antagande, att z(t) dr en 16sning, bor vi dnnu verifiera att losningar finns.
Detta gor man enklast genom att kontrollera att funktionen z(t) = Ce? satisfierar
DE:n: z'(t) = Cet = z(t). Varje losning till DE:n 2’ = z #r alltsa en restriktion av
z(t,C) = Cet for ndgot viirde pa C.

Historiska notiser. I fortickt form har DE:r forekommit mycket linge i matematiken:
I geometrisk form som inversa tangentproblem (vilken &r kurvan d& alla tangenter &r
givna?) samt i kinematisk form hos t.ex. Galileo Galilei (1564-1642), som i praktiken
studerade ekvationen z’(t) = at, dir a &r en konstant acceleration, eller hos John Napier

(1550-1617), som vid konstruktionen av sin logaritm i sjilva verket studerade ekvationen
z'(t) = —z(t).
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Som medvetet begrepp kom DE:r in i bilden forst da differentialkalkylen skapades. Isaac
Newton (1642-1727) uppfann aren 1665—6 (i Woolsthorpe som flykting undan pesten)
“fluxionskalkylen” for att kunna losa rorelseproblem i den mekanik, som han samtidigt
borjade skapa. Newton anviinde sina resultat forst 1687 i sitt omfattande och revolutione-
rande verk Philosophiae naturalis principia matematica, “Naturfilosofins matematiska,
principer”. I detta verk loser Newton DE:r, men gor det geometriskt eller med hjilp av
potensserier med obestimda koeflicienter.

Oberoende av Newton skapade dven Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) differenti-
alkalkylen om #n ca tio ar senare #n denne. Leibniz uppfann de geniala symboler for
differentialer och integraler, som vi 4n i dag anvinder. Nu forst blev DE:r bokstavligen
ekvationer mellan differentialer. Leibniz publicerade sin differentialkalkyl dr 1684 och sin
integralkalkyl ar 1686. Leibniz kalkyl blomstrade pa kontinenten och kom att anvindas av
mistare som broderna Johann och Jacob Bernoulli och av Leonhard Euler medan Newtons
fluxionskalkyl efter Newton inte skordade lika stora framgangar.

Ovningsuppgifter

1.

Ar fsljande DE:r ekvivalenta?
(a) 2’ =1+ (2')? och 2’z = z + z(z')?;
(b) 2’ + 2% =0 och 2" + 2zz' = 0;

(¢c) ' + 2z =sint och 02" + ' + x = sint.

2. Verifiera att funktionen z(t) = t|t| 4r en 19sning till DE:n 2’ = 2/|z|.

Verifiera att funktionen

() = —t2, fort <0,
| #3,  fort >0,

ar en losning till DE:m ¢z’ — 22 = 0.

Verifiera att funktionerna

1+ Ce?
t)=———, CeR
l‘( ) 1 _ C62t ? 6 Y
4r losningar till DE:n #/ = 22 — 1. Finn genom att se pa ekvationen (= okulir
besiktning) en partikulérlosning som inte finns med i denna familj av 16sningar for
nagot reellt C'.

. Bestdm m sa att

a) z(t) = e™ ir en losning till DEm z” — 52" + 6x = 0;

b) z(t) = t™ &r en losning till DE:n t22"” + 6tz + 42 = 0.

Bestdm alla losningar till 2"/ (t) — cost = 3 samt 16s begynnelsevirdesproblemet for
denna DE:n di begynnelsevillkoren &r z(0) = 1 = z/(0).



Analytisk 16sning av differentialekvationer av 1:a ordningen

Vissa DE:r av 1:a ordningen kan lgsas med speciella metoder. Vi skall se nirmare pa
nagra av dessa.

Separerbara variabler

Definition 1.1. En DE har separerbare variabler om den kan fas pa formen

(1) ' (t) g(z) = f(8),
dér f och g dr kontinuerliga funktioner, definierade pa intervall I resp. J.

Antag, att z(¢) dr en 16sning till (1) i ndgot intervall I’ med I’ C I. D4 ér

for varje t € I'. Lat F och G vara primitiva funktioner till f och g. Eftersom
%G(m(t)) = g(z(t)) ' (t), sd giller nu

(2) G(z(t) =F(t)+C

for en lamplig reell konstant C. D& G(z) #r deriverbar med derivatan g(x), sd har G
en deriverbar invers funktion i en omgivning av ett givet zo om g(xg) # 0. Lokalt i en
omgivning av en punkt zy med g(z¢) # 0 kan 16sningen alltsa skrivas ut explicit:

(3) 2(t) = G"L(F(t) + C) .

Omvint 4r det Litt att se, att om funktionerna F och G definieras som ovan, om G ™!
ar deriverbar i ett visst intervall och om sammansittningen i ekvation (3) &r definierad
i detta intervall, s ger (3) en 19sning till (1). Vi har ndmligen da att

G’ (x(t)) 2'(t) = F'(t),
varur (1) foljer.

Sats 1.1. Ekvation (2) ger alla losningar till (1) i implicit form, lokalt i en omgivning
kring varje punkt (to,xo), dar g(xo) # 0.

Exempel 1.1. Betrakta DE:m 2’ = t22. Insittning visar direkt att funktionen
z(t) = 0 dr en losning. Antag att z(-) dr en losning sadan att x(fp) # 0 i nigon
punkt tg. D& &r z(t) # 0 for varje ¢ i ndgot intervall I, som innehéller ¢, och dér

) [20 = [rarle
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dvs. z = —2/(t? + C) &r en l6sning i I. Andra lgsningar finns inte. Om C < 0
si representerar uttrycket —2/(#2 + C) egentligen tre losningar: en i intervallet
] —00,—V/~=C[, eni ] —+/~C,v/~C| och en i ]v/=C,00[. Pa motsvarande sitt
representerar uttrycket tva losninger om C' = 0: en pé den positiva halvaxeln och
en pa den negativa. Om C > 0 ger uttrycket en enda losning (se fig. 1)

Definition 1.2. En méngd S av losningar till en DE siigs utgora en fullstindig losning
om varje 1osning dr en restriktion av nagon losning som finns i S. Med den allmdnna
losningen avses en losning som beror av ett antal parametrar (som t.ex. x(¢, Cq, Cs, C3))
och som ger en fullstindig l6sning d& parametrarna varierar. En enskild 16sning till en
DE:n kallas en partikuldriosning (en fullstindig losning ér alltsd en mingd av partiku-
ldrlosningar).

I exempel 1.1 ovan kan vi som en fullstindig l6sning till DE:n 2’ = tz? ta méingden av
alla funktioner definierade av uttrycket z(t) = —2/(t?> + C), vilket for varje C < 0 i
sjilva verket representerar tre funktioner med olika definitionsmingder, for C' = 0 tva
funktioner samt for varje C' > 0 en enda funktion. I exempel 0.5 &r z(t) = Ce, C € R,
den allméinna losningen till DE:n z' = z.

Enkla populationsmodeller. I exempel 2 i inledningen stillde vi upp DE:n P/ =
(N — M)P +1I som en modell for tidsutvecklingen hos en population P, d& nativiteten &r
N, mortaliteten &r M och immigrationen #r I. Om vi antar att I =0 och N — M = a,
dir a dr en konstant, s& erhéller vi DE:n

dP

Y WP
a ¢

(jfr. med exempel 0.5 i inledningen). Foérst kan vi konstatera att funktionen P(t) =0 &r
en losning till denna DE:n. Antag att P(t) 4r en godtycklig losning, som &r olik noll, i
ndgot intervall J. Genom separation av variablerna fas att

dP(t)
m —/adt

och vidare att In|P(t)| = at + InC1, dédr Cy &r en godtycklig positiv konstant (da C
genomloper alla positiva tal, kommer In C] att genomlopa alla reella tal). T intervallet J
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maste siledes P(t) ha formen P(t) = £C1e®. Varje losning i J ér alltsd en restriktion
av en funktion av formen P(t) = Ce®, dir C ir ett godtyckligt reellt tal. Att funktioner
av denna form faktiskt &r 1osningar i hela R, visas genom inséttning i DE:n:

P'(t) = aCe™ = aP(t).
Om populationens storlek vid tiden noll kallas Py, s ar C' = Py, dvs.
P(t) = Pye™ .

Detta #r Malthus lag, uppkallad efter den brittiske nationalekonomen Thomas Malthus
(1766-1834). Vi kan konstatera att enligt denna populationsmodell &r den tomma popula-
tionen P(t) = 0 den enda som ér i jamvikt (P = 0 &r en jémuiktspunkt). Denna jimvikt
siigs vara instabil eftersom minsta lilla dndring av utgdngspopulationen (till minst tvi
individer) leder till en population “langt frin” den tomma populationen.

Om vi fortsdttningsvis antar att M — N = a men att immigrationen I har ett konstant
virde d (som kan vara olikt noll), s& erhiller vi DE:n

P =aP+d.

Nu édr tydligen P(t) = —d/a en losning (P = —d/a &r en jimviktspunkt). Om vi antar
att i ndgot intervall .J giller att P(t) 4r en 16sning med P(t) # —d/a for t € J, sa finner
vi genom separation av variablerna att |aP(t) +d| = C1e®, varfor P(t) méste ha formen
P(t) = Ce™ — d/a (se 6vningsuppgift 7). Omviint finner man genom direkt inséittning
att alla funktioner av denna form &r losningar pa hela reella axeln. Om populationens
storlek vid tiden noll kallas Py, &r C = Py + d/a och

d d
P(t): (Po-l-—) et — .
a a

Den logistiska lagen introducerades av den belgiske matematikern Pierre F. Verhulst
1838. Antag att den relativa tillviixttakten &r

1dP
ﬁﬁ—a—bP,

sd att den for sma populationen #r ungefir a, som i Malthus lag, men s& att den avtar
mot noll d& P nérmar sig virdet a/b (t.ex. beroende pa brist pa foda). Vi har da DE:n

P' = P(a—bP),

den logistiska differentialekvationen. Forst noterar vi att P(t) = 0 och P(t) = a/b
dr losningar (dessa populationer #r i jaimvikt). Om vi nu antar att P(t) &r en godtycklig
16sning i nagot intervall J med P () # 0 och P(t) # a/bi J, s& kan variablerna separeras
(se dvningsuppgift 8). Man finner att

P
:Cat
a — bP °
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diar C # 0. Om P, betecknar populationens storlek vid tiden noll, s3 &r

Po

a—ng =¢

och vi kommer till att

CLPO

P(t) = .
( ) bP, + (a — ng)e_“t

Inséttning i DE:n visar att detta faktiskt &r en losning. Av uttrycket framgir att jim-
viktspunkten P = a/b &r stabil i den meningen att en positiv population mindre &n a/b
asymptotiskt vixer mot jimviktsvirdet a/b medan en population storre dn jaimviktsvir-
det asymptotiskt avtar mot jimviktsviirdet. Jimviktspunkten P = 0 ér liksom i Malthus
modell instabil.

Linjira ekvationer

En linjér differentialekvation av forsta ordningen har den allméinna formen

(4) o' =f(t)z+g(t),

dér f och g antas vara kontinuerliga funktioner. Om z;(¢) och z2(t) &r tva losningar
till (4), si &r
d

Tl (t) = z2(8)] = F ()] (t) — 22(1)]

dvs. Z(t) = z1(t) — z2(t) édr en 1osning till den homogena linjira differentialekvationen

(5) = f(t)z.

Sats 1.2. Funktionerna
2o(t,0) = Cel TP (C cR)

utgor den allminna losningen till (5) och om x1(t) ar en partikuldrlosning till (4), sd
ar x1(t) + zo(t, C) den allmdnna lésningen till (4).

Ar namligen z(t) en godtycklig 16sning till (4) si &r som vi sett () — z1(¢) en losning
till (5), dvs. det finns ett tal C' sddant att x(t) — z1(t) = 2o (¢, C).

Vi bestémmer forst alla 1osningar till (5). Det &r uppenbart att funktionen z(¢) =0
ar en losning. P& grund av detta kan vi rikta in oss pa att bestimma sadana losningar
z(t), som gar genom en given punkt (¢,z) med = # 0. For en sadan fas (dtminstone i
en omgivning av (¢,z) ), eftersom variablerna kan separeras,

20 i - n = kons
/x(t) dt—/f(t)dtﬂ Ci (Cy =konst., Cy >0).

Alltsa ar
|IL'(t)| :Cleff(t)dt’ dvs. I(t) :Ceff(t)dt.
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(Virdet pa konstanten C' kan bestimmas da vi vet att losningen skall g genom (¢, x)
men just nu dr vi inte intresserade av detta.) Omviint &r en funktion av ovannidmnda
form alltid en 16sning till (5), eftersom kedjeregeln ger att

:ﬂﬂszm/ﬂﬂﬁﬁmzxmﬂﬂ-

Om C # 0 sa ér () # 0 for varje t. Vi har alltsd for varje C # 0 en global losning, inte
bara en losning i en omgivning av (¢,z). For C = 0 aterfar vi den globala lésningen
z(t) = 0. Vi har ddrmed bevisat att den allméinna losningen till den homogena DE:n
(5) ges av funktionsskaran

o(t) = Ce T (CeR).

Konstantens variation, dr en metod att fa fram en partikulirlésning till den inho-
mogena DE:n (4) genom att gora en ansats av formen

2(t) = C(t)el 1O
dér konstanten C' i losningen till den homogena ekvationen har ersatts med en funk-
tion C(¢t). Eftersom z/(t) = C'(t) exp([ f(t)dt) + C(t) exp([ f(t)dt) f(t) = f(t)z(t) +

C'(t) exp([ f(t)dt), ar z(t) en losning till (4) om och endast om C'(t) exp([ f(t)dt) =
g(t). Saledes ér

Clt) = /g(t)e_ Jrwa g
:/Z@ff“MWS

plus en godtycklig konstant, som vi emellertid nu kan ge virdet noll, eftersom vi bara
behover fa fram en partikulirlgsning. Funktionen

t t s
xl(t):ef f(u)du/ g(s)e_f flw)du g
t t
:/ g(s)efs fluydu g

ar allts en partikulirlosning till (4). Enligt Sats 1.2 &r

z(t) = Cexp (/tf(s) ds) + /tg(s)efstf(u) s

den allmdnna losningen till DE:m (4).

Exempel 1.2. Vi soker en 1osning z(¢) till 2’ = ¢tz +sint, for vilken z(0) = 1. Den
homogena ekvationen z’ = tz integreras genom separation av variablerna:

1t2

d 1
/_x:/tdt = ln|:1:|:§t2—l—ln01 = z=Cez
T
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For att fa fram en partikulirlosning till den inhomogena ekvationen gér vi ansatsen
z(t) = C(t) exp(5t?). Eftersom

2/ (t) = C(t)er” -t 4+ C'(t)ez’ =ta(t) + C'(t)er"

bor C(t) uppfylla C'(t) = e~ sint. Vi kan darfor vilja

t 2
C(t):/ e~ =T sinsds.
0

Alltsd ar funktionen .
2752
z1(t) = / e T sinsds,
0

en partikulidrlosning, varfor den allminna losningen har formen

2

1,2 b2, .
z(t) = Ce2 +/ e 2 sinsds.
0
Genom att utnyttja begynnelsevillkoret z(0) = 1 finner vi att C' = 1.

Exakta differentialekvationer

Antag att funktionen (¢, z) tillhor klassen C'. Om u/ (to, o) # 0 och u(ty,zo) = C,
diar C #r en konstant, si definierar (enligt satsen om implicit definierade funktioner;
se kursen "Flerdimensionell analys") ekvationen u(t,z) = C en funktion z(t) i C!,
atminstone i en liten omgivning av (¢g, zg). Da &dr u(t, z(¢)) = C for alla ¢ i en omgivning
av tg. Derivering ger att

0= Lot a) = 24 2y

: =57 T 5,7 M =P tat) + Q) «'(¢),

dir vi har satt

(6) P(t,z) = % och Q(t,z) = %

Funktionen z(t) satisfierar alltsi differentialekvationen

(7) P(t,z) + Q(t,z)r' =0.

Definition 1.3. En DE av formen (7) dr ezakt om det finns en funktion u(t, z) i klassen
C! sadan att (6) giller.

Sats 1.3. [ en rektangel V =la,b[x]u,v[, dir Q(t,x) # 0, fis alla l6sningar till den
exakta DE:n (7) genom att man ur ekvationen u(t,z) = C, ddir C dr en godtycklig
konstant, loser ut variabeln x som en funktion av t.

Bevis. Om (7) ar exakt, sd kan denna DE skrivas Lu(t,z(t)) = 0, varvid u(t, z(t)) =
C = konst.
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Pa grund av Sats 1.3 instiiller sig foljande fragor:
1) Hur vet man om en DE av formen (7) dr exakt eller inte?
2) Om den #r exakt, hur far man d4 fram funktionen u(¢, x)?

Svaret pa den forsta fragan ges av féljande sats, som ocksa bevisas i kursen Flerdimen-
sionell analys, medan svaret p& den andra fragan ges av satsens bevis.

Sats 1.4. Antag att funktionerna P(t,x) och Q(t,z) tillhér C* i en azelriktad rektangel
V itz-planet. Ett nédvindigt och tillrickligt villkor for att det skall existera en funktion
u(t,z) i C, sidan att

) O Pr) och 9= Q)
ar att

0 oP
(9 2 (1,0) = 2 (1,9

i rektangeln V.

Bevis. Nodvindigheten: Antag att en sidan funktion u(t,z) existerar att (8) géller.
D4 u ju dr i C2, s& ér de blandade derivatorna av andra ordningen lika, varfor

00 _ 0 (o) _ 0 (o) _op
ot ot \ox) oz \ot) oz’
Tillréckligheten: Vi antar nu att (9) géller i V' och skall konstruera en funktion u(t, x)

sa att (8) giller. Varje lsning i C! till den partiella differentialekvationen du/ot =
P(t,x) méaste vara av formen

w(t,z) = / Pt z) dt + C(a)

dér vi for varje x har en "integrationskonstant" C(z), dvs. en funktion av z. Vi soker

en funktion C(z) sidan att for funktionen u(¢,z) dessutom giller att Q(t,z) = % =

2 [ P(t,z)dt + C'(z), dvs. sidan att
C'(z) = Q(t,z) — 2/P(t x)dt
- ) ax )
Hogra ledet i denna likhet dr oberoende av %, ty
0 oQ 0? 0Q oP
— —— | P(t P — - — =
at ( / ) 9t~ 0zot / (tx)dt =5 = 55 =0

Genom att integrera far vi funktionen C(z) bestdmd och dérmed har vi ocksd fatt fram
en funktion u(t,z) for vilken (8) giller. <&

Anmirkning 1. Varje DE f(z) — g(y) ¥' = 0 med separerbara variabler dr exakt, ty
o —
5. (—9(y)) =0= By (z).
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Exempel 1.3. DE:n (z —t2) + (t + 2%)2’ = 0 dr exakt, eftersom

Vi bestdammer en funktion u(t,z) genom att integrera ekvationen du/dt = z — 2
och far:

u(t, ) :/(:B—tz)dt:It— %t?’-i—C(:B).

Funktionen C(z) bestims d& man kriver att dven relationen du/dz =t + x2, dvs.
t+C'(z) = t+4?, bor gilla. Detta ger att C(z) = 22+ C, déir C 4r en godtycklig
konstant for vilken vi t.ex. kan vilja virdet 0. Saledes ir

1
u(t,x) = to — §(t3 — %)

och losningarna till DE:n ges implicit av ekvationer av formen u(¢,z) = konstant.

Potential. I kurser i flerdimensionell analys brukar visas att om P(z,y) och Q(z,y) &r
tva funktioner i C*°, si &r kurvintegralen

(z,y)
/ P(z,y)dz + Q(z,y) dy
(zo,y0)

fran en fast punkt (zo,yo) till en variabel punkt (z,y) i nagon rektangel R i xy-planet
"oberoende av viigen" (dvs. oberoende av integrationskurva mellan dessa punkter) om

% = %—P. Integralens virde u(x,y) #dr di en funktion, for vilken du/dxr = P och
y
Ou/dy = (. och funktionen u sigs utgora en potentialfunktion till vektorfiltet

(P(z,y),Q(z,y)). Losningskurvorna (dvs. graferna till 16sningarna) till differentialek-
vationen P(z,y) + Q(z,y)y(x) = 0 &r hirvid ekvipotentialkurvor, dvs. kurvor dir
potentialen u(z,y) #r konstant.

Begreppet potential i fysiken dr en motsvarighet i tre dimensioner. Om F(x) &r ett
kraftfilt med komponenterna F} (x), Fa(x) och F3(x) , for vilket rotationen &r noll, dvs.
ar sddant att

= )

xp_ (0F: OF, 0OF 0F, OF, OF
B 8!132 8!133’ 8ac3 8:131 ’ 8ac1 8:132

s& dr kurvintegralen
V(X):—/ F-dX:—/ Fidzry + F>dxs + F3dxs
X0 X0

oberoende av viigen mellan en fast punkt Xo och en variabel punkt x. Funktionen V'(x)
dr den potentiella energin for en masspartikel som befinner sig i punkten x.
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Integrerande faktor

Betrakta pa nytt DE:n

(7) P(t,z) + Q(t,z)x’ =0 (P,QecCh).

Definition 1.4. En funktion p(t,z) sigs vara en integrerande faktor till (7) om p € C!
och DE:n

(10) pP+uQz =0

ar exakt.

Anmiérkning 2. Observera att falska losningar kan introduceras da man multiplicerar
med en integrerande faktor p: Varje funktion z(¢) i C! sddan att u(t, z(t)) = 0 kommer
att vara en losning till (10) men behover inte vara en 19sning till (7). Pa samma séitt kan
losningar dven forsvinna: Da DE:n ta? + 2 —t2’ = 0 multipliceras med den integrerande
faktorn 1/z? utesluts den triviala 16sningen z(t) = 0.

En funktion p #r en integrerande faktor till (7) om och endast om

w 07

D4 vi utfor deriveringarna far vi %Q + u% = %P + ug—i. Kring punkter (¢, x), dir
wu(t,z) # 0 dr alltsd p en integrerande faktor om och endast om (dividera med p)

I(In )
ot

O(np) ,  O0P 0Q

Q== =% "o

(12)

Exempel 1.4. Ekvationen (t2z* + %) — t3232’ = 0 #r inte exakt, eftersom

oP 0

or _ o 2Q _ 0
or  Ox

t?z* 4+ 1%) = 4t°2® och = —(—t32%) = —=3t%2°.

( ) ot 8t( )

Att bestimma en integrerande faktor kan vara svirt men om man gissar att det
finns en integrerande faktor av nigon viss enkel form — i vart fall gissar vi att
p = p(t) — sa kan p fas relativt enkelt (om man gissat ritt!). Vi sétter in ansatsen
w(t) i (12) (eller (11)) och far efter hyfsning den ordiniira DE:n

d(lnp) 7
dt t’

vilken har losningen p = 1/t7 (eftersom vi bara #r ute efter en integrerande fak-
tor, behover vi inte anviinda oss av nigon godtycklig integrationskonstant). Var
ursprungliga DE &r séledes ekvivalent med den exakta DE:n

¢t 1 23,

sty Er =0
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for vilken vi som i exempel 3 far fram potentialfunktionen

4

u(t,z) = _Z_t‘l +1Int.

Alla Iosningar z(t) satisfierar alltsa z(t)* = 4t*(Int + C), dir C #r konstant.

Anmérkning 3. Den linjira ekvationen =’ = f(t) z+g¢(¢) har den integrerande faktorn
pw=exp(— [ f(t)dt), ty om P = —f(t)z — g(t) och Q =1, s& &r

T(uP) = 5 (<1 @yme [TO0) = gy [ 1O

9 _ O [rwar) _ — [ ftyat
S Q) = o (S IOM) =~y e JrO

Efter multiplikation med p kan ekvationen dirfor skrivas

d ($e—ff(t) it /g(t)e_ " £(s) ds dt) —0,

dt
varfor funktionen u(t, z) inom parentesen méste vara konstant pa losningskurvorna.

Variabeltransformationer

Med hjilp av en substitution ¢ = g(¢,7n), x = h(£,n) kan man ofta — om man viljer
den ritt — transformera en DE si att den blir enklare att ldsa. Genom substitutionen
ersitter vi de vanliga koordinaterna ¢ och z med (i.a.) kurvlinjiga koordinater £ och 7.
En losningskurva z = z(t) till en DE 6vergir da i en losningskurva n = n(&) till den
transformerade DE:n.

Om vi utgar frain DE:m 2’ = f(¢,x) och gor substitutionen ovan, si transformeras

funktionen f och antar formen f(&,n) = f(g(¢,1),h(¢,n)). Genom att derivera g(¢&,n)
och h(£,n) med avseende pa £ (varvid n betraktas som en funktion av &) fas

dt dn
& ~ %" g
dz dn
— =hy+h —.
dg ~ et e
Eftersom % = fl—z/ Z—Z, far den transformerade DE:n didrmed utseendet
he +hy Gt
. S dn f&mn).

Exempel 1.5. DE:mn t2' + z — (2t + 1) = 0 kan skrivas (tz)' = 2t + 1. Vi forsoker
dérfor med nya variabler £ = £, och =tz och far
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Denna DE har l6sningarna n = £24 ¢+ C i én-planet, varfor 1osningarna i tz-planet
ges av tx =t2 +t+C.

Vi skall nu studera nagra olika typer av DE:r och lira oss de transformationer som
dr limpliga vid deras losning:

Differentialekvationer av typen

' = flat+ bz +c).

Sétt n» = at + bz + ¢ och 14t ¢ st& kvar som den andra variabeln (naturligtvis kan man
ocksa sitta £ =t). Nu ér

dn dx
— = b— .
a ‘T
DE:n overgér alltsé i z—z = bf(n) + a, dir variablerna kan separeras.

Exempel 1.6. I DE:m 2’ = e'*t% (¢ + z) infor vi variabeln n = t+z och farn' — 1 =
e'n, dir variablerna kan separeras. Genom integration fis [ dn/(ne” +1) =t + C,
vilket ger ¢ som en funktion av parametern n. Med hjilp av likheten n =t + z far
vi skaran av losningar i parameterform:

{t:fnegfﬁf-l_c

d
szn—fnenz_l—l—c.

Ekvationer av typen
o=1(2
. )

DE:r av detta slag brukar siigas vara av homogen typ. Sétt n = z/t. D& 4r z = ¢n och
x' =n+tn', vilket leder till ekvationen ¢’ = f(n) — n dir variablerna kan separeras.

Exempel 1.7. DE:m tzz’ = t? + 22 kan (for ¢t # 0 och x # 0) skrivas

; t2 + 22
iz

t
T = — 4
T

=+ 8

Den &r alltsd av homogen typ. D& vi sétter n = z/¢ antar den den enkla formen
mm' = 1/t, vilket ger att $n* = In(C1|t|) och vidare att

z? = 2t*In(Ct).

Ekvationer av typen

o (atrbrre . )
T —f<a1t+blg;+cl> . (a,b) #(0,0), (a1,b1) # (0,0).

a) Om ¢ = 0 = ¢; si ér ekvationen homogen (forling braket med 1/¢!). b) Om de rita
linjerna at + bz + ¢ = 0 och a1t + byx + ¢1 = 0 &r parallella, sitt n = a1t + b1z + 1,
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varefter variablerna kan separeras. ¢) Om de rita linjerna skdr varandra i en punkt
(th xO)a satt

t=1ty+¢&
rT=x0+n,

dvs. flytta origo till (¢g,zo). D& antar DE:n formen

dvs. den #r homogen (t.ex. at+bz+c kan juskrivas a(t—to) +b(z—xzo) +ato+bzro+c =
a&é + bn, eftersom aty + by + ¢ = 0).

Bernoullis differentialekvation
' =ft)z+g(t)z™.

Mirk, att om m > 1 s dr z(¢) = 0 en 16sning. Om m = 1 s& & DE:n linjér. Vi antar
dérfor att m # 1. Bernoullis DE kan skrivas

T — f(t) ™ = g(t).

Genom att sittan = 21=™, o/ = (1—m)z~™2', fas den linjira DE:n o’ = (1—m) f(t)n+

(1 =m)g(t).

Exempel 1.8. Ekvationen z’ + x = tz? &r av Bernoulli-typ och har den triviala
losningen z(t) = 0. Division med 22 ger

1 ;
2 r
Vi sitter n = <, varvid ' = —%4’, och far da den linjira ekvationen ' = n —t,

vilken har den allm#nna losningen n(t) = Ce’ + ¢t + 1. Var ursprungliga DE har
alltsd den allminna losningen

1

x(t):m (C e RU{o0}).

Riccatis differentialekvation
' = f(t)z + g(t) ° + h(t).

Antag att vi pa ett eller annat sétt lyckats finna en partikulirlosning xq(f). Sitt
x = 1 + 2, vilket ger:

oy + 2" = f(t) (21 + 2) + g(t) (27 + 2212 4+ 2%) + h(t),
och vidare (eftersom 2} = f(t) z1 + g(t) 22 + h(t))
2= (f(t) +29(t)z1(8) 2+ g(t) 2°,

vilket #r en ekvation av Bernoulli-typ.



Differentialekvationer av 1:a ordningen 17

Exempel 1.9. DE:n 2’ = 2 — 2tz + z2 har partikulirlésningen z; = 2¢t. D4 man
sitter £ = 2t + z, far man:

242 =2 — 4% — 2tz + 442 + Atz + 22

och efter hyfsning: 2z’ = 2tz + 2. Denna DE i#r av Bernoulli-typ och forenklas till
en linjir DE med hjilp av transformationen n = 1/z.

Historiska notiser. Bernoullis DE studerades av Jacob (Jacques) Bernoulli (1654—
1705). Den l5stes av Leibniz och brodern Johann (Jean) Bernoulli (1657-1748). En DE
av Riccati-typ upptrider forsta gangen 1694 i en studie an Johann Bernoulli i tidskriften
Acta eruditorum. Sitt namn fick denna DE av den venetianske greven Jacopo Francesco
Riccati (1674-54), som 1724 i samma tidskrift studerade (men inte 16ste) en DE av Riccati-
typ. Det var Leonhard Euler (1707-83) som reducerade Riccatis DE till Bernoullis DE
pa det ovan beskrivna séttet (publicerat 1764). Euler klargjorde begreppen exakt DE och
integrerande faktor ar 1734.

Geometriska aspekter pa differentialekvationer

En DE 2z’ = f(t, ) definierar ett riktningsfalt diar f dr definierad: I varje punkt (¢,x)
har vi en vektor (1, f(¢,z)). Losningskurvorna till DE:n #r kurvor som i varje punkt
tangerar vektorer i riktningsfiltet.

Exempel 1.10. For DE:n 2/ = x far vi vektorfiiltet i den vinstra bilden i fig. 2,
medan nagra losningskurvor, dvs. grafer for funktioner av formen z(t) = Cet, &r
utritade pa den hogra bilden.

.
T =

Li e v s —————
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Betrakta DE:n F(t,z,z') = 0.

Definition 1.5. Varje trippel (¢, z,p) av tal sidana att F(¢,z,p) = 0 kallas ett linje-
element eller ett kurvelement (till 16sningskurvorna).

Om z(t) &r en losning till en DE s ér (¢, x,2'(t)) ett linjeelement till kurvan 2 = x(t).

Exempel 1.11. Det kan finnas flera linje-element i samma punkt (¢, z). For t.ex.
DE:n z'2 + 2 = 1 har vi i varje punkt (t,z) med |t| < 1 tv& riktningar, nimligen

p=+v1—1t>ochp=—V1-—1t2

Den allménna losningen till DE:n 2’ = f(¢, z) innehaller en godtycklig parameter C,
dvs. den ir av formen z = z(¢, C). For varje viirde pa C har vi en speciell l6sningskurva.
Miéngden av alla sddana losningskurvor utgor en kurvskara av losningar till DE:n.

Om vi omvdnt utgar fran en kurvskara, som &r given implicit genom F(¢,z,C) = 0
(C € I = intervall), si kan vi i allménhet pé foljande sitt fa fram en DE med den givna
kurvskaran som losningskurvor: Genom att derivera identiteten F'(¢,z(t), C') = 0 far vi
ett ekvationssystem

F(t,z,C)=0
{ F/+ Fla' =0,
ur vilket vi (i allménhet) kan eliminera C, varvid en DE uppstér, vilken har kurvorna
i kurvskaran som losningskurvor.

Exempel 1.12. Betrakta kurvskaran z = 1/(¢t + C), C € R. Derivering ger

ekvationssystemet
1
xr = ——
t+C
r_ _ 1
(t+C)2°
D4 C elimineras fas DE:n 1’ = —z2.
Exempel 1.13. Deriverar vi z = C/t, s& far vi 2’ = —C/t?. D& vi eliminerar C
sa far vi DE:mn 2/ = —z/t.

Ortogonala trajektorier. Antag att ekvationen G(z,y,C) = 0 beskriver en kurv-
skara, K d& parametern C varierar.

Definition 1.6. En kurva, som skiir varje kurva i K ortogonalt, kallas en ortogonal
trajektorie till K (se fig. 3).

Om F(z,y,y') =0, dir y dr en funktion av z, &r DE:n svarande mot kurvskaran K, sa

ar .
F (w,y,——,> =0
Yy

DE:n svarande mot K':s ortogonala trajektorier.

Exempel 1.14. I exempel 1.12 sdg vi att kurvorna i kurvskaran y = 1/(z + C) &r
losningar till DE:n 3/ = —y2. DE:n svarande mot de ortogonala trajektorierna ir
saledes

1
_?:_ya



Differentialekvationer av 1:a ordningen 19

vilken har den allméinna lésningen 3z — y® = C;. Denna kurvskara bestér alltsi av
de ortogonala trajektorierna till kurvskaran y = 1/(z + C) (se fig. 3).

Singuléra 16sningar
Betrakta en allmidn DE av formen

(13) F(t,z,z')=0 (FecCh.

Definition 1.7. Ett linjeelement (¢,z,p) &r singulirt om F)(t,z,p) = 0 (motsats:
reguldrt linjeelement). En 16sning z(¢) till (13) &r singuldr om alla dess linjeelement &r
singuléra, dvs. om

{F (t,z(t),z'(t)) =0
F) (t,x(t),2'(t)) =0

(motsats: reguldr).

Foljande exempel visar att en losning kan vara singulir da DE:n skrivs pé ett sétt
medan den dr reguldr dd DE:n skrivs pa ett annat sétt:

Exempel 1.15. DE:n 2’ = ¢/z har inga singulira 1ssningar, eftersom F) (¢, z,p) =
1 d& F é&r definierat genom F(t,z,p) = p — t/z. Betraktar vi déiremot DE:n
¢’ — 3z = 0 och sitter G(t,z,p) = p* — t°z s& ar G, (t,z,p) = 3p*. Losningen
z(t) = 0 dr alltsd nu en singulir losning.

Lat S vara den kurvskara som ekvationen g(t,z,C) = 0 (g € C!) definierar i tz-
planet.

Definition 1.8. En kurva som tangerar varje kurva i S kallas en envelopp till S.

Betrakta tva kurvor i S svarande mot nirliggande parameterviirden C' och C' + AC.
Eventuella skirningspunkter mellan dessa kurvor svarar dd mot losningar till ekva-
tionssystemet (se fig. 4)
g(t,2,C) =0
{g(t,w,C—l—AC) =0,
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vilket #r ekvivalent med

g(t,z,C) =0
aol9(t,z,C + AC) —g(t,z,C)] =0.
Punkterna pa en envelopp till S kommer siledes att satisfiera ekvationssystemet

g(t,z,C) =0
g,CY(t’(I;’ C) — 0’

vilket vi far d& AC — 0. Ekvationen for enveloppen fas genom elimination av C.

Antag nu att kurvorna i kurvskaran z = g(¢, C') dr 16sningar till en DE F (¢, z,2') =
0 samt att ¢ € C2. Enligt ovanstiaende satisfierar punkterna pa nagon envelopp till
kurvskaran ekvationssystemet
{ r = g(ta C)

9o (t,C) =0.

Om g/ # 0 kan man ur den andra av dessa likheter 19sa ut parametern C' som en
funktion av ¢, varigenom man far enveloppens ekvation x = g(¢t,C(t)). Varje kurva i
kurvskaran satisfierar DE:n F'(¢,z,2') = 0. Likheten

(14) F(t g(t,C),g;(t,C)) =0

gilller dirfor identiskt for varje ¢ och C. Men d& &r ju F(t,g(t,C(t)), g:(t,C(t))) =0,
dvs. enveloppen till kurvskaran dr en losning till DE:n. Detta inser man #ven genom att
betrakta fig. 4, eftersom en kurva #r en l6sning till en DE om och endast om kurvans
alla linjeelement satisfierar DE:n.

Genom att derivera (14) med avseende pa C far vi identiteten F,g¢ + Fjg¢, = 0.
D4 vi i denna sitter in C'(¢) pa C's plats och beaktar att gi (¢, C(¢)) = 0, finner vi att
i punkter dir g¢, # 0 ar F(t,9(t,C(1)),g¢(x,C(t)) ) = 0. Men

d

0(t,C(1) = g, + g C' (1) = gi(t, C(#)),
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eftersom g (¢,C(t)) = 0. Inséttning ger nu att

F, (t,g(t,C’(t)) , %g (t,C’(t))) =0.

Vi har dédrmed visat att vilken som helst envelopp till kurvskaran av losningskurvor dar
en singuldr l6sning i de punkter dér g, ér olik noll.

Clairauts differentialekvation
z=pt+¢(p), dir p=2a'

och ¢ € C! #r en godtycklig funktion, éir ett klassiskt exempel pa en typ av DE, som
ofta har en singulir 16sning.

Exempel 1.16. Vi hirleder forst en DE av Clairauts typ genom att losa foljande
problem: Vilken DE har tangenterna till kurvan x = t? som ldsningskurvor? Kurv-
skaran av tangenter ges av x —t2 = 2to(t—tg), déir ¢y ir parametern. Nu ir 2’ = 2t,
varfor vi genom elimination av ¢y far

och efter hyfsning

(Varje kurva z = ¢(t) som dr sddan att ¢’ har en invers funktion ger pa motsvarande
séitt upphov till en DE av Clairauts typ).

Lésning av Clairauts differentialekvation: For en singuldr 16sning bor enligt foregidende
avsnitt gilla:

0=t+¢'(p),

dér den andra likheten erhallits genom derivering med avseende pa p. Detta ger ome-
delbart en parameterframstillning av den singuléira losningen:

{t = —¢'(p)
z = —p¢'(p) + ¢(p) -

{wzpt+¢(p)

Eftersom .
o kn _ —¢'(p) —ps"(p) + ¢'(p) .
u ~7 ) ’

dr kurvan faktiskt en losningskurva overallt dir ¢”(p) # 0. De regulira losningarna
far man fram pé foljande séitt: Derivering av x = pt + ¢(p) ger, di man beaktar att
p = ' (t) dr en funktion av ¢:

0=p'(t)- (t+4'(p))-
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Eftersom ¢ 4+ ¢'(p) # 0 for regulira linjeelement ér p’ = 0 och dérmed 2’ = p = C (=
konst.). Inséittning i Clairauts DE ger en skara av rita linjer

z=Ct+ ¢(C)

som losningskurvor. Man kan litt visa att denna kurvskara har den singuliira losningen
som envelopp.

Brénnlinjen i en kaffekopp. D4 solen lyser snett mot en kaffekopp ser man pé
kaffeytan en ljus spetsig geometrisk figur. Denna figur 4r ljusast vid sin rand, den s.k.
brannlinjen eller kaustikan. Solens strdlar reflekteras av det blanka porslinet i koppen.
De reflekterade stralarna tangerar kaustikan, som saledes #r enveloppen till kurvskaran
av reflekterade stralar (se fig. 6). Dylika brinnlinjer (eller brinnytor) uppstir ofta da
ljusstralar reflekteras mot buktiga ytor.

|." 1 1::' |.| T 1
fig. 5

Vi forestiller oss att ljusstralar kommer in fran vinster parallellt med z-axeln och att de
reflekteras mot den halva cylinderytan z? + y2 =1, x > 0, vilken ocksa kan skrivas i pa-
rameterform: £ = cos ¢, y = sin ¢, dér |¢| < 7/2. Vid reflektion giller att infallsvinkeln
dr lika stor som reflektionsvinkeln (se fig. 5). Dérfor kommer de reflekterade stralarna att
bestd av kurvskaran y — sin ¢ = tan2¢ (z — cos ¢), |¢| < 7/2, som &ven kan beskrivas
med ekvationen

(1) ycos2¢ — xsin2¢ + sing = 0

(vi betraktar nu enbart stralar i ett plan vinkelréitt mot cylinderytan). Genom att derivera
med avseende pd parametern ¢ far vi ett ekvationssystem for enveloppen

ycos2¢ — zsin2¢p = —sing
ysin2¢ + x cos2¢p = %cosqﬁ,

vars matris representerar en vridning med vinkeln 2¢:

cos2¢ —sin2¢ y\ [ —sing
sin2¢  cos2¢ ) \gcosp )’
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fig. 6

En vridning med vinkeln 2¢ 4t motsatt hall resulterar i

y\ [ cos2¢ sin2¢p —sin¢
z /) \ —sin2¢ cos2¢p Tcosg )

ur vilket kaustikans ekvation (i parameterform) fsljer efter en stunds exercis med trigono-

y =

xTr =

Derivering av (1) med avseende pa 2 ger ¥y’ = tan2¢. D& vi med hjilp av denna
likhet eliminerar ¢ ur (1) far vi fram en DE, som har bade de reflekterade stralarna och

kaustikan som losningar: Vi utnyttjar formlerna sinu = tanu/v1 + tan u, cosu =
1/V1 + tan? u och sinu = /(1 — cos2u)/2 (u > 0) och erhaller

metriska formler:
(3sin ¢ — sin3¢) = sin® ¢
(3cos ¢ — cos 3¢) .

N

1 y' 1 1 1
) -z ="Al5 - |>
\/1 +y/2 \/1 +y/2 2 /1 +y/2
vilket dr en DE av Clairauts typ:

1
yzwp—ﬁ\/1+p2—\/1+p2, p=y.

Historiska notiser. Alexis Claude Clairaut (1713-1765) undersokte matematiskt ma-
nens rorelser i sitt verk Théorie de la lune (1753), i vilket han ocksd anviinde metoder att
fa fram singuldra losningar till differentialekvationer. For 6vrigt kan ndmnas att Clairaut
aren 1736-37 deltog i P.L. Maupertuis expedition till Lappland for att experimentellt
verifiera om jorden faktiskt dr tillplattad vid polerna. Han lyckades dven berdkna och
forutspa Halleys komets aterkomst ar 1759 med en manads noggrannhet.
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Ovningsuppgifter
1. Los DE:n 22" + 2 = 0 (dvs. bestdm alla 1osningar till den).

2. Los DE:mn 2’ = /z/t.

10.

11.

12.

13.

En drog upptas i blodstrommen s att for koncentrationen z(¢) vid tidpunkten ¢
gilller att z'(t) = a — bz(t), diir a och b &r positiva konstanter. Los begynnelseviir-
desproblemet d& z(0) = 0. Bestdm grénsvirdet for z(t), dd t — oo. Vid vilken
tidpunkt &r koncentrationen héilften av detta grinsvirde?

Enligt Stefans stralningslag forindras den absoluta temperaturen 7' hos en kropp
si att T = k(T* — T*), dér T,, 4r den konstanta absoluta temperaturen hos det
omgivande mediet. Los DE:n.

. Om luftmotstandet &r proportionellt mot hastighetens kvadrat beskrivs vertikal

nedatriktad fallrorelse (hastigheten v dr < 0) av DEm mv’ = kv? — mg, dir m, k
och g #r positiva konstanter. Los denna.

En cylinderformig vattentank med vertikal symmetriaxel och med tviirsnittsarean
A har i sin botten ett hal med arean Ay. Den hastighet med vilken vattnet sprutar
ut ur hélet &r v = /2gh, dir h &r vattendjupet i tanken. Om V(t) &r vattnets
volym vid tiden ¢, s& #r dérfor V'(t) = —Apv/2gh (friktion och dylikt ignoreras).
Bestdm A som funktion av ¢.

Bestim alla losningar till populationsmodellen P’ = aP + d, som behandlades
kortfattat i texten.

Bestéim alla losningar till den logistiska DE:n P’ = P(a — bP), som behandlades
kortfattat i texten.

En population, som normalt kan beskrivas med hjéilp av den logistiska DE:n, #r
foremal for en konstant “skord” s (s individer skordas per tidsenhet), varvid vi
far modellen P’ = aP — bP? — s, diir a, b dr s #r positiva. Los DE:m. Visa
dven att om en jimviktspunkt existerar (dvs. om polynomet i hogra ledet har ett
reellt nollstélle) s kan DE:n aterforas pa den logistiska genom att man forskjuter
P-axelns nollpunkt (dvs. genom en transformation av formen P — Py = Q).

En population, som normalt kan beskrivas med hjilp av den logistiska DE:n, ar
foremal for “skord”, si att kP (k > 0) individer skordas per tidsenhet (jfr. med
forgdende uppgift). Uppstill en populationsmodell och diskutera denna.

Ett snore med lingden s och med ena #ndan i origo &r utlagd lings den positiva
y-axeln. I den ovre éndan har vi fist en liten vikt. D& den nedre #ndan av snoret
fors lings den positiva z-axeln, kommer vikten att slipa lings den s.k. slipkurvan,
traktriz. Still upp en DE och 16s denna for att f& fram ekvationen for traktrix.

Los DE:na

(a) z' =z + e*;

(b) ta' +z =1/(1 + ?);
(c) ' — zcost = sin 2t.

Genom en godtycklig punkt P pa en kurva C' med tangent (i zy-planet) dras en
rit linje parallell med y-axeln, och genom origo dras en rit linje parallell med
kurvtangenten i P. Lat () vara den punkt dir dessa linjer skiir varann, och 13t
M vara mittpunkten pé strickan PQ. Bestim kurvan C si att orten for M (dvs.



14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.
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mingden av alla M d& P varierar) blir en given kurva y = f(z), dir f(z) dr en
kontinuerlig funktion.

Los DE:mn (1 +e')z’ + efz = 0.

Antag att M &r den totala mingden kunskap som du skall memorera. Lat A(t)
beteckna den kunskap som du hunnit inhéimta vid tiden ¢. Fér en person med gott
minne dr A’(¢) proportionellt mot den kunskap som #nnu inte memorerats. Men
du dr glomsk och glommer per tidsenhet en viss procent av det du redan proppat
in i huvudet. Dirfor d&r DE:n

dA(t
dA(t) =a(M — A(t)) — bA(t)
dt

en modell fér din memoreringsprocess. Bestim A(t) da vi antar att A(0) = 0.
Visa att DE:m 322 + 2tz + (3 + 2 + 2x)2’ = 0 &r exakt och bestdm den losning,
som uppfyller begynnelsevillkoret z(1) = 3.
Los DE:n med hjilp av en integrerande faktor av den angivna formen:
(a) (t+=x)+tints’ =0, wut);
(b) 6tz + (4 + 9t2)z' =0, p(x).
Los DE:m 2/ = sin(t + z).
y(0) = 0.
Bestdm en integrerande faktor till DE:n i forgdende uppgift (som 16ses enklare utan
anvindning av integrerande faktor).

Bestim den losning som uppfyller begynnelsevillkoret

Los begynnelsevirdesproblemet

,_(L‘2—2t(II—t2

== - 1)=-1.
o 22 4+ 2ty — 2 z(1)
Los DE:n
x,_4t—:1:+7
A4z —1

samt bestdm speciellt den 16sning, som uppfyller begynnelsevillkoret 2(0) = 0.
Los foljande DE:r av Bernoulli-, Riccati- resp. Clairaut-typ:

(a) '+ (1/t)z = tz?;

(b) 2’ = -2 —x + 2%

(¢c) x=tz'+1—1Inaz’.

I en full 100 liters behéllare har man lost 1 kg salt. Man borjar pumpa in en
l6sning innehallande 5 g salt per liter med en hastighet av 10 liter per minut.
Fullstandigt blandad losning rinner samtidigt ut med samma hastighet. Hur mycket
salt finns i behallaren efter 20 minuter? Ledning: Om Q(t) betecknar méngden
salt 1 behallaren vid tiden ¢ s& leder ovanstdende problem till DE:n Q'(¢) = 50 —
(Q(t)/100)10 [g/min.].

Bestdm de ortogonala trajektorierna till kurvskaran y = cz/(1 + z), ¢ € R.

Visa att kurvskaran
72 y?
— + =1, ¢>0,c#1,
c c—1
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26.

27.

28.

29.

30.

31.
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34.
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dr ortogonal mot sig sjélv.

4 2

Bestim enveloppen till kurvskaran y = a~*z(z% — a?), a > 0. Bestim en DE som

har kurvorna i skaran som losningskurvor.

Bestim enveloppen till alla striickor i den forsta kvadranten med lingden a och
med den ena dndan pé z-axeln och den andra pé y-axeln.

En tank innehaller ursprungligen 400 1 61 med en alkoholhalt p& 3 %. Med takten 3
1/min. pumpas 6 %:igt 61 in i tanken och samtidigt pumpas en fullstéindigt omrord
blandning ut med takten 4 1/min. Bestim mingden alkohol A(¢) i tanken efter
t minuter. Hur ménga procent alkohol finns det i blandningen just innan tanken
toms?

Los DE:na

(a) tx?x’ =3 + 23,

(b) 3t+2z—5)z' =2t +=x.

En roddare ror frén en punkt A pd stranden av en flod till den rakt motsatta
punkten B pa andra stranden, dit avstandet &r a. Han ror stindigt rakt mot B och
med konstant hastighet relativt vattnet. Strommens hastighet antas vara konstant.

Ange den viig baten beskriver. Ange ocksd villkoret for att baten skall kunna né
punkten B.

Visa att om z(t) uppfyller DE:n ' + 2tz = 1/t, s giller att =(¢) — 0, da ¢t — +o0.

Los integralekvationen
t 25 x(s)
z(t) =t+ / ds.
0 1 + 82

Lat hy(t) vara den funktion som antar virdet N for |t — 1| < 1/(2N) men virdet
0 for ovriga argument. Bestim den generaliserade 16sningen till begynnelseviirdes-
problemet =’ = = + hy(t), (0) = 0, dvs. den kontinuerliga funktion zy(¢) som
uppfyller begynnelsevillkoret samt satisfierar DE:n i de tre oppna intervall som
uppstar di talen 1 4+ 1/(2N) avligsnas fran tallinjen. Bestdm limy_, o zn (t).

En raketmotordysa med formen av en lang cylinder, vilken dr 6ppen den ena dndan
och sluten i den andra, forbrinner raketbrinsle i den slutna éndan. Foérbrinnings-
gasernas hastighet v, tryck p och densitet ¢ antas bero enbart av ligeskoordinaten
x, som vixer i riktning mot dysans oppning. Man kan visa att dessa storheter
uppfyller
dv  ldp
Yz odr

Vidare giller att p = ko" (k > 0, K > 1), eftersom de heta gaserna kan anses expan-
dera adiabatiskt. Dessutom giller att gv = «, eftersom gaser varken uppstar eller
forsvinner pa viigen ut (k, k och « ér konstanter). Visa att utblasningshastigheten

vid dysans mynning #r
| 2k (po p)
w = D
k—1\oo o

dér py och gg &r tryck och densitet vid dysans slutna dnda medan p och p 4r dessa
storheters virden vid dysans mynning.




35.

36.
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En raket, som inte paverkas av nagra yttre krafter, forbrinner sitt brinsle sa att
raketens totala massa vid tiden ¢ &r m(t) = mo — kt (k > 0). Om utblasningshas-
tigheten for forbrinningsgaserna #r w (jfr. foregdende uppgift), paverkas raketen
av den konstanta framdrivande kraften F' = —w‘Z—T. Visa att den totala hastighets-
okningen, da brinslet vid tiden T tagit slut, dr

Av=wlny,

diar p = m(0)/m(T) (raketens massforhdllande). En tvastegsraket, hos vilken steg
tva har massforhallandet ps och steg ett — med steg tva som last — har massforhal-
landet pq, erhéller séledes den totala hastighetsokningen Av = wlnp +wln ps =
wln(pypsa), dir produkten pips dr det s.k. effektiva massforhillandet. Dra hirav
slutsatsen att en tvastegsraket anvinder en given brinslemiingd effektivare #n en
enstegsraket.

Solvinden, vilken bestar av protoner och elektroner som strommar ut fran solen
med stor hastighet, kan forenklat beskrivas av DE:n

dv  1ldp v

. 0
Vdr odr 12’ (y>0),

dir den sista termen representerar summan av stralningstrycket (med riktning utat)
och gravitationen (med riktning indt). Hér betecknar v solvindens hastighet utét, r
avstandet till solens medelpunkt samt p och p “solvindsgasens” tryck resp. densitet.
Antag att expansionen i#r adiabatisk, s& att p = ko® (kK > 0, k > 1). Antag
vidare att solvindspartiklar varken uppkommer eller forsvinner pa viigen ut, si att
ovr? = a (= konstant). Visa att en dramatisk hastighetsminskning, en chockfront,
kan forekomma pé ett visst avstind ry fran solen, dér

dr odndliga. Visa vidare att denna s.k. slutchock upptriader dér solvinden overgar
fran overljuds- till underljudshastighet (ljudhastigheten &r \/kp/p). (I verkligheten
torde slutchocken upptrida pa ett avstind mellan 70 och 115 jordbaneradier fran
solen, dvs. langt utanfor Plutos bana.)
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DE:r av andra ordningen har den allménna formen F(¢,z,z’,z") = 0 medan normal-
formen dr " = f(t,2,2’). Vi behandlar héir bara nigra speciella typer av DE:r av 2:a
ordningen, vilka kan aterféras pa DE:r av 1:a ordningen.

Differentialekvationer av typen
2" = f(t,2).

Genom att sitta v = ' far man en DE av 1:a ordningen v’ = f(¢,u). Om u(t,C) &r
den allméinna losningen till denna, si &r z(¢) = [u(t, C) dt+C4 den allménna losningen
till " = f(¢,2').

Exempel 2.1. Kedjelinjen. Antag att en kedja eller ett (sladdrigt) rep &r upp-
héngt mellan tva punkter och hiinger stilla under tyngdkraftens inverkan. Kedjans
krokta forlopp beskrivs av ekvationen y = y(z), dir = dr den horisontella och y &r
den vertikala variabeln. Kedjan antas ha konstant téithet o (=massa per lingden-
het). Betrakta ett litet stycke av kedjan med lingden As. Detta kommer i vertikal
led att paverkas av tyngdkraften mg = ogAs och kraftkomponenterna Fy, och Fj,
samt i horisontell led av kraftkomponenterna Fy, och Fy, (se fig. 1).
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Eftersom kedjestycket befinner sig i vila bor

Fip + Fy =0
Fiy + Fyy = pgAs.

Den forsta likheten ger att F», = K #r konstant och oberoende av var i kedjan
stycket befinner sig. Eftersom y'(z2) = Fb,/Fsp = F5, /K och y'(z1) = —F1, /K,
sa ger den andra likheten att K (y'(z2) —v'(z1)) = 0gAs. Genom att dividera med
Az och lata Az g& mot noll, finner vi att funktionen y(z) bor satisfiera DE:n

" 09
-5 N1 2
Y K +y'e,

ty % = 4/1 +y2. Om vi anviinder den forenklande beteckningen k for pg/K och
sitter u = y', far vi DE:n v’ = kv/1 4+ u?, vilken har 19sningen u(x) = sinh(kz +C).
Genom integration av u fas y(z) = (1/k) cosh(kz + C) + C;.

Historiska notiser. Galileo Galilei hade formodat att kedjelinjen &r en parabel men
Christiaan Huygens (1629-1695) insag att detta &r fel. Ar 1690 diskuterade Jacob och
Johann Bernoulli problemet med kedjelinjen, vilket Johann Bernoulli dérefter 16ste. Los-
ningen publicerades ar 1691 i tidskriften Acta eruditorum. I samma nummer publicerade
dven Leibniz och Huygens sina losningar pd problemet. Detta var en av de allra forsta
triumferna for problemlosning med hjilp av differentialekvationer inom Leibniz differen-
tialkalkyl.

Differentialekvationer av typen

2" = f(z,2).

Antag att z(t) 4r en 1osning och antag att z'(¢) # 0. Da kommer den inversa funktionen
t(x) att existera i ndgot intervall, varfor vi dir kan overgd till att anvinda z som fri
variabel i stillet for ¢. Sitt v = /. D& dr 2" = % = fl—z% = Z—;u. Funktionen
u(z) = o' (t(x)) kommer darfor att satisfiera DE:n

(1) uS = fa,u).

Omviint giller att om w(z) dr en losning till (1), s& far man en 19sning till den ursprung-
liga DE:n genom att losa ekvationen 2/ = u(z), som har separerbara variabler.

Exempel 2.2. DE:mn 2" = z’e” har dtminstone de triviala losningarna z(t) = C.
Antag att z(¢) dr en 16sning sddan att z'(¢) > 0 (eller 2'(¢) < 0) 1 nigot intervall
och sitt u = /. Vi far dd DE:n uj—g = ue®, som har de icke-triviala losningarna
u(z) = e* + C. Genom att 16sa DE:n ' = e® + C far vi fram losningarna

2(t) = —In [é (j:e_C(HCl) . 1)]

till " = z'e” (vi utelimnar detaljerna).
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Anmirkning 1. DE:m z” = f(z) ir ett specialfall av foregiende typ. Genom att

sitta u = 2’ overgar den i Ug_: = f(x), ddr variablerna kan separeras.

Differentialekvationer av typen

/ 124
F<t__) —0
Xz Xz

(z(t) forutsdtts vara # 0). Sétt u = z’/z. D& ar

2 "

u = — =— —u”,

" !
r_r
T 2 T

dvs. u(t) satisfierar DE:n F(¢,u,u' +u?) = 0. Omvint giller att om u(t) &r en losning
till den sistnimnda DE:mn, sd &r z(t) = Cexp( [ u(t) dt) en losning till den ursprungliga
DE:n.

Exempel 2.3. Homogena linjira differentialekvationer av 2:a ordningen:
(2) ' =pt)x +q(t)z.

DE:n har den triviala 16sningen z(¢) = 0. Antag att z(¢) 4r en losning som &ér # 0
i ndgot intervall. D& kan (2) skrivas

" !
T

== p) S + ).
D& man sitter u = z'/z, varvid 2" /z = v/ + u?, fas
u' =p(t)u—u? +q(t),
vilket &r en DE av Riccati-typ. Antag omvint att u(t) dr en 16sning till en DE

u' = f(t)u+ g(t) u® + h(t)

av Riccatis typ. Sitt u = —ﬁ% (dvs. sitt 2(t) = Cexp(— [ g(t)u(t)dt)).
Da 4
' gl IIII 1 ZU” 1 .’,U,2 f IIII 1 le
. e s e oy T9aath
gr gz gz gz g x

vilket kan hyfsas till en homogen linjir DE

"_ g9'(t) o z
o = (L +10) o' - o0 (0) .
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Ovningsuppgifter
1. Los DE:n 2" + (z')2 + 1 = 0 fullstéindigt.

2. Ten ldtt lina, vars bigge dindar ér fastknutna i varsin stolpe, ér ett stort antal tunga
homogena lika grova kittingar fistade med sin ena #dnda si, att det horisontella
avstandet mellan kittingarna overallt #r detsamma. Kéttingarnas losa dnda nar
precis ner till marken (som dr plan). Vilken form har linan d& jimvikt antas rada?
(Ledn.: Eftersom antalet kiittingar ér stort, betraktar vi grinsfallet d& antalet &r
“o#indligt”.)

. . n_ (&)

3. Los DEm 2" — == = 0.

4. Los begynnelseviirdesproblemet z” — ez’ = 0, z(0) = 0, ’(0) = 1. (Ledn.: Ut-
nyttja begynnelsevillkoren s& tidigt som mojligt.)

5. Vilken form har de tvd bdrande kablarna péa en horisontell hiingbro, som har kon-
stant vikt per lingdenhet? Bade de bédrande kablarna och de frin dessa utgaende
vertikala kablar, som nedtill &r fista vid bron, antas ha en forsummbar vikt. Vidare
antas antalet vertikala kablar vara mycket stort, dvs. “odndligt manga”.

6. Antag att z(t), t € I, &r en sidan 16sning till DE:n zz” + (2')® = 0 for vilken
z'(t) > 0 for varje t € I. Bestdm den inversa funktionen till z(¢).

7. Los DE:n zz" = 2xz’ + (o).

8. Mellan tva givna punkter ovanfor z-axeln skall en kurva dras si att den rotations-
yta, som uppkommer d& kurvan roterar kring z-axeln, blir si liten som mojligt.

Med hjilp av variationskalkyl kan man visa att den sokta kurvan y = y(z) bor
satisfiera DE:n

d vy

el SR R 2

dz (*/1+y’2> Tty
Los denna DE.

9. D& man i poldra koordinater r och ¢ (dumt nog!) forsoker bestéimma den kurva
r = r(¢) som ger det kortaste avstandet mellan tvi givna punkter finner man (med
hjilp av variationskalkyl) att r(¢) bor satisfiera DE:n

(o)t (-5)
i \Virrr2) T e i4)
Los denna DE.



Linjira differentialekvationer med
konstanta koefficienter

Redan i inledningen sades att en linjir DE av n:te ordningen #r en ekvation av formen

(1) 2™ 4 a1 ()2 Y 4 (B2’ +ao(t)z = b(t).

Ekvationen siigs vara homogen om b(t) = 0 och inhomogen i annat fall. T detta kapitel
skall vi studera linjira DE:r, hos vilka koefficientfunktionerna ao(t), ..., a,—1(t) ér
konstanter:

(2) ™ o, 12V 4 gz’ 4 agz = b(t).

Definition 3.1. Polynomet
L) = A" +ap A" Fad+ag

kallas det karakteristiska polynomet for (2) och ekvationen L(\) = 0 kallas den karak-
teristiska ekvationen for (2).

Om man substituerar deriveringsoperatorn D = % pa lambdas plats i det karakteris-
tiska polynomet, fas en kompakt beteckning for (2): L(D)z = b(t). Symbolen L(D)
kan nu uppfattas som en differentialoperator som opererar pa funktionen x(t) s& att
distributionslagen giller: L(D)xz(t) = 2™ () + ap_12™ =D (t) + - -+ + apz(t).

Genom direktverifiering av axiomen kan man visa att méngden F(I) av alla funk-
tioner pa ett intervall I bildar ett vektorrum, da man definierar vektoraddition som
vanlig addition av funktioner och multiplikation med en skalir ¢ som multiplikation av
varje funktionsvirde med c:

(z1 + 22)(t) = 21(¢) + 22(2),
(cx)(t) = cx(t) .

For delméngden C™(I) av alla funktioner, som har kontinuerliga derivator av nte ord-
ningen, giller att om funktionerna x(t), z2(t) dr i C"(I) si dr ocksd funktionerna
z1(t) + z2(t) och cxq1(t) i C"(I). Saledes utgor C™(I) ett underrum av F(I) och &r
dérmed sjilvt ett vektorrum.

Differentialoperatorn L(D) kan uppfattas som den funktion (operator), som avbil-
dar en funktion z(-) € C™(I) pa funktionen (L(D)z)(-) € C(I).

Sats 3.1. Differentialoperatorn L(D) : C™(I) — C(I) ar linjir, dvs. for godtyckliga
funktioner x, x1, zo € C™(I) och varje konstant c dir
L(D)(cx) = cL(D)x.



Linjira differentialekvationer med konstanta koefficienter 33

Bewis. Vi bevisar t.ex. den forsta av formlerna i satsen. Den andra kan bevisas pé
liknande sitt. Om L(D) =Y. _,arD*, (a, = 1), s ar

L(D)(z1 +22)(t) = > axD¥ (z1(t) + 72(2))
k=0

=" ar (D*zy(t) + D as(1))

Homogena ekvationer

Med en l6sning till den homogena ekvationen
(2) L(D)z = 2™ 4 ap_12®™™ Y 4 4412’ + apr =0

avses normalt en funktion z(¢) med reella virden i C™ sidan att (L(D)z) (t) = 0. Pa
grund av att teorin blir enklare och rétlinjigare om man ocksa tillater losningar med
komplexa virden, skall vi anviinda oss av sddana:

Definition 3.2. Antag att koefficienterna i (2) #r komplexa tal och att funktionen b(t)
antar komplexa virden. D& sigs en funktion z(t) = u(t) + iv(t) med komplexa virden
vara en komplex ldsning till ekvation (2) om denna satisfieras av z(t).

Kom ihég att derivering av z(t) gors termvis si att t.ex. z”(t) = uv”(t) + " (¢). Om
koefficienterna i (2)’ &r reella, dr en funktion z(t) dérfor en komplex l6sning till (2)" om
och endast om u(t) och v(¢) dr (reella) losningar.

Eftersom det karakteristiska polynomet kan faktoriseras i linjira faktorer L(\) =
(A=A)™ - (A= X)), dér Aq, ..., A\, dr de olika komplexa rotterna till den karak-
teristiska ekvationen och ny, ..., n,, ar deras multipliciteter, s& kan operatorn L(D)
faktoriseras pa motsvarande sitt:

L(D) = (D = A)™ -+ (D = Ay)™™ .

Operatorn L(D) = D? — 3D + 2 t.ex. kan skrivas (D — 1)(D — 2). P4 grund av detta
kan ekvation (2)" 1osas genom att man lgser en linjir ekvation av formen (D — \)z =
b(t) n ganger, si att de n faktorerna i L(D) stegvis forsvinner. Det bade teoretiska
och praktiska hjilpmedel, som vi behover for denna stegvisa reduktion, &r den s.k.
forskjutningsregeln:

Sats 3.2. (forskjutningsregeln) Om g € C™ sd gdller

L(D) (eMg(t)) = eML(D + N)g(t).
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Bevis. Enligt deriveringsreglerna iir D(e*Mg(t)) = e Dg(t)+XeMg(t) = eM(D+N)g(t).
Genom att anviinda denna likhet k£ ganger fas allméint att

D¥ (eMg(t)) = (D + \)Fg(t) (k=0,...,n).

Eftersom L(D) = 3" a; D* fas nu forskjutningsregeln:

L(D)(eMg(t) = Y arD*(eMg(t)) = Y are (D + N)*q(t)
k=0 k=0

=N (Z ar(D + >\)k> g(t) = ML(D + Ng(1) . &
k=0

Exempel 3.1. Lat oss anviinda forskjutningsregeln till att losa ekvationen z'/ —
4z’ + 42 = 0, som ocksa kan skrivas (D —2)2z = 0. Antag att z(¢) &r en godtycklig
l6sning. Eftersom ekvationen (D — 2)x = 0 har den allménna l6sningen Cie®t, s&
maste det gilla att (D—2)x = C1e?t, for nagot virde pa C;. Genom att multiplicera
med e~2! och anviinda forskjutningsregeln fas:

D(e™*z) = e ?(D - 2)z = C; .

Saledes dr e=2z = Cit + Co for nigot virde pa Co, dvs. z(t) méste ha formen
z(t) = C1te® + Coe?t. Genom insittning finner man omvint att varje funktion av
denna form (dvs. for godtyckliga viirden p& C; och C5) ér en losning till ekvationen.

Teorem 3.3. Lat L(A) = (A — A1) (A — X2)"™2 -« (A — A\pp)™™, ddr Ay, Agy ..oy Ay ar
olika, vara det karakteristiska polynomet till den homogena linjira DE:n L(D)x = 0.
Da ar

z(t) = ) pr(t)eM,
k=1

dar pr(t) dr ett godtyckligt komplext polynom av hiogst graden ny —1 (k =1, 2,..., m)
den allmdnna komplezxa lésningen till L(D)xz = 0.

Bewvis. Vi visar forst att alla funktioner av den beskrivna formen faktiskt &r 1osningar.
Pi grund av att L(D) r linjir ricker det att visa att varje funktion py(t)et (k =
1,...,m) dr en losning. Men detta foljer direkt ur forskjutningsregeln, ty

L(D) (eX'px(t)) = e L(D + Ai)pi (t)
= (D4 X = A)™ - (D 4+ Ap = Ap)™ ) i ()
= Mt P(D) D™ pg(t) =0,
dér P(D) = [[; 4. (D + Ax — A;)™. Antag omvént att z(?) 4r en godtycklig losning till

(D —Xy)™ -+ (D — A\pp)"™ 2z = 0. P4 samma sitt som i exempel 3.1 ovan anviinder vi
forskjutningsregeln n; ginger till att eliminera operatorn (D — A;)™, varvid fas att

(D = X)"2 - (D — A\p)" ™z = Py(t)eM?,
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dir Py(t) dr ett polynom av hogst graden ny — 1. Dérefter kan vi anviinda forskjut-
ningsregeln ny ganger for att eliminera operatorn (D — A3)™ osv.. Slutligen fas att
z(t) med nodvindighet méste ha den form som satsen anger. (Detaljerna i den andra
delen av beviset har bortlimnats pa grund av att en mycket allmidnnare sats kommer
att bevisas senare.) <

Exempel 3.2. For att bestiimma den allméinna komplexa l6sningen till DE:n 2" —
3z’ +2x = 0 loser vi den karakteristiska ekvationen A2 —=3A+2 = (A—1)(A—2) =0
och finner rotterna 1 och 2. Enligt Teorem 3.3 &r den allm#inna komplexa losningen
z(t) = Cret + Cye?t, dir Cy och Cy #r godtyckliga komplexa konstanter.

Exempel 3.3. DEmn z(® — 22" 4+ 22" — 22’ + ¢ = 0 har den karakteristiska
ekvationen A\* — 223 +2X2 — 2\ +1 = (A2 + 1)(A — 1)2 = 0. Rotterna X\ = 4
och A = —1¢ &dr alltsd enkla medan roten A = 1 dr dubbel. Den allminna komplexa
l6sningen &r saledes z(t) = (C1t+Cs)el +Cze*+Cue™ diir C; € C, fori = 1,...,4.

Om differentialekvationen r reell &r man i allménhet intresserad av reella lgsningar:

Korollarium 3.3.1. Lit v (k =1,...,1) vara de olika reella rétterna samt lit A\ =
vk tiwg (k=14 1,...,m) vara de olika kompleza rétterna till en homogen, linjdr
DE med konstanta koefficienter. Lit vidare ng (k = 1,...,m) beteckna dessa rétters
multipliciteter. Den allmdnna reella losningen dr dd en summa av termer av formen

qr(t)e™?

fork=1,...,1 samt

qr(t)e7 " cos wyt

ri(t) e sinwyt
fork=1+1,...,m, dir qi(t) och ri(t) ar godtyckliga reella polynom som hdgst ar av
graden ng — 1.

Bewvis. Lat x(t) vara en godtycklig reell losning. D& ér x(t) en komplex 16sning (som
rakar vara reell) och kan dérfor enligt Teorem 3.3 skrivas

2(t) = 3 pr(t)e
k=1

for lampliga komplexa polynom pg(¢), k = 1,...,m. Genom att for kK = 1,...,m sitta
pr(t) = qi(t) + irg(t) fas, eftersom den imaginéra delen dr noll,

l

z(t) = Z(Qk(t) +ir(t))emt + Z (qr(t) 4 irg (1)) e (cos wit + i sin wyt)
k=1 k=I+1

l m
= Z qr(t)e™ " + Z (qi(t)e™ " cos wit — ri(t)e* sinwyt) . &
k=1 k=l+1

Exempel 3.4. Den DE z(*) —22"" 422" — 2z’ +2 = 0, som vi betraktade i exempel
3.3, har den allménna reella 16sningen

z(t) = (C1t + Ca)e’ + C3cost + Cysint,
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dir C; e R for v = 1,...,4, eftersom A = 1 dr en dubbel rot och A = £7 #r enkla
rotter till den karakteristiska ekvationen.

Inhomogena ekvationer
Precis som for linjira DE:r av férsta ordningen giller foljande:

Sats 3.4. Antag att x,(t) ar en partikulirlosning till den inhomogena ekvationen
L(D)z(t) = b(t) samt att xp(t) ar den allmdnna losningen till den homogena ekvationen
L(D)z(t) = 0. Da dr z(t) = xp(t) + z,(t) den allmanna losningen till den inhomogena
ekvationen.

Bewvis. Alla funktioner av det angivna slaget ér 16sningar, ty L(D)xz(t) = L(D)xzp(t) +
L(D)z,(t) = L(D)z,(t) = b(t). Antag omviint att x(t) &r en godtycklig 16sning till
L(D)xz(t) = b(t). D4 &r

L(D)(x(t) — zp(t)) = L(D)x(t) — L(D)xy(t) = b(t) — b(t) =0,
dvs. z(t) — z,(t) 4r likamed zp(t) (for ett limpligt val av de konstanter som ingar i
zp(t)). Alltsa dr z(t) av formen zy(t) + z,(t). &
Losningsmetoder

1. Ansats med obestidmda koefficienter. Metoden introduceras bist genom nagra
exempel:

Exempel 3.5. Den linjira DE:n 2" + 2 = 2 +t har ett kvadratiskt polynom som
hogerled. Det finns da en partikulérlosning som ocksa ir ett andragradspolynom.
Vi gor dirfor ansatsen z(t) = At?2 + Bt + C och bestammer koefficienterna A, B
och C genom insittning. Inséttning av z(¢) och

' =2At+ B
' =2A,

i DEm ger att 24 + At? + Bt + C = t? + t. Denna identitet giller om och endast
om koefficienterna i de bigge leden #r lika:

2A+C =0
{4z
B=1.

Polynomet z(t) = t? + ¢ — 2 &r alltsa en partikulirlosning.

Mark! Da man soker en partikuldrlosning kan man ha nytta av foljande uppenbara
superpositionsprincip: Om
L(D)z1(t) = b1 ()
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sa dr z(t) = z1(t) + - - - + =y (t) en losning till DE:n

L(D)x(t) = by(t) + - + by (t) .

Om hogerledet #r av formen ae?o?, dir \g inte dr en losning till den karakteristika
ekvationen, s finns det alltid en partikuliirlosning av formen z(t) = Ae*o*. Insittning i
L(D)z = aet ger nimligen da att AL()\g)e*? = ae’o? bor gilla. For A = a/L(\o) har
vi alltsd en losning. Ansatsen fungerar i sjilva verket ocksd om Ag och koefficienterna
i DE:n dr komplexa tal. Pa grund av detta kan vi ocksd behandla de fall d& hogerledet
innehaller en eller flera termer av formen ae?! coswt eller ae?! sinwt pa ett liknande
sdtt. Om A9 = v + tw, dr nédmligen t.ex.

1 J—
eV coswt = 3 (e)‘ot + e)‘ot) .
Enligt superpositionsprincipen kan vi dérfor (om L()\g) # 0) finna en partikulérlosning

av formen Ae?ot + Berot, vilket ocksa kan skrivas Ae?* coswt + Be 't sinwt.

Exempel 3.6. Betrakta DEm z” + 2’ + 2z = et cos 2t. Talet —1 + 24 &r inte en
komplex rot till den karakteristiska ekvationen. Vi kan dirfor gora ansatsen

z(t) = Ae ' cos 2t + Be 'sin2t.
Inséttning av derivatorna

z'(t) = (2B — A)e " cos 2t — (2A + B)e 'sin2t,
z"(t) = (—3A — 4B)e " cos 2t + (4A — 3B)e "sin2t

i DE:n ger identiteten
(—=3A —2B)e " cos2t + (24 — 3B)e " "'sin2t = e~ ' cos 2t,

vilken #r uppfylld om och endast om

{—3A—2B:1
2A-3B=0.

Ekvationssystemet har losningen A = —3/13, B = —2/13. Saledes ér

1
z(t) = —1—3€_t (3cos 2t + 2sin 2t) ,

en partikuldrlosning.

I tabellen nedan sammanfattar vi de viktigaste ansatserna di man skall l6sa den
inhomogena ekvationen (2) for olika hogerled b(¢). I den forsta kolumnen betecknar
pm(t) ett givet polynom av graden m och i kolumnen med ansatser betecknar P,,(t)
och @,,,(t) polynom av graden m med obestdmda koefficienter:
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Hogerled Ansats
P (1) P, (t), om L(0) # 0;
t* Py, (t), om 0 ér ett k-faldigt nollstalle till L.
Pm (t)e’Yt Py, (t)e’yt’ om L(’Y) 75 0;
tk Py, (t)et, om 7y ér ett k-faldigt nollstélle till L.
P (t) cos wt eller P, (t) cos wt + Qu (t) sinwt, om L(iw) # 0;
P (t) sinwit tF [P (t) cos wt 4 Qu (t) sin wt], om iw ar ett
k-faldigt nollstélle till L.
P (£)e7t cos wt eller [P, (t) cos wt + Qu(t) sinwt]e?, om L(y + iw) # 0;
P ()€t sinwt th [P (t) cos wt + Qu, (t) sinwt]e?, om 7y + iw

ar ett k-faldigt nollstélle till L.

2. Losning med hjilp av forskjutningsregeln. Med hjéilp av precis den metod,
som vi anvinde i exempel 3.1 och i beviset av Teorem 3.3, kan vi losa en godtycklig
inhomogen ekvation

(D=M)(D = A2)-- (D = Ap)z =b(t),

dir rotterna A;, ¢ = 1,...,n, till den karakteristiska ekvationen kan vara lika eller olika.
Vi betraktar ett par exempel:

Exempel 3.7. DE:mn z” —x = 2¢t/(e! — 1) kan skrivas

2¢t

(D-DD+ 1)z = ——.

Genom att multiplicera med e~! kan vi med hjilp av férskjutningsregeln och en
integration “invertera” operatorn D — 1. Vi far:

0 (D+1e=e [ 2

=2¢'In|l — e,

déir vi inte behover addera till ndgon integrationskonstant, eftersom vi bara behover
finna en partikuldrlgsning. (Om man vid varje integration ligger till en integra-
tionskonstant, s far man som slutresultat den allméinna losningen.) D& man pa
samma sitt multiplicerar (3) med ef, och anviinder forskjutningsregeln for att in-
vertera D + 1, fas efter lite lingre kalkyler partikulirlosningen

z(t)= (' —e Il —e | —te™" —1.

Striangt taget representerar detta uttryck tva partikuldrlosningar, en for ¢ < 0 och
en for ¢t > 0.

Exempel 3.8. I stillet for att 1osa en ekvation som

(4) 2" + 2 = cost,
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kan man bestimma de komplexa losningarna till ekvationen
(5) o +x=et.

Eftersom cost = Re(e™), si #r den reella delen av varje losning till (5) en 16sning
till (4). Det dr litt att inse att varje 1osning till (4) kan fas pa detta sitt som
den reella delen av en losning till (5). Genom att tillimpa forskjutningsregeln tva
ganger pa

(D —4)(D +i)x = e,
vilket &r en omskrivning av (5), finner man (t.ex.) partikulirlosningen z(t) =

—1te' + Ze'. Den reella delen av denna, dvs.

1 t .
z(t) = 1 cost + 3 sint

dr alltsd en partikulirlosning till (4).

3. Konstanternas variation. Vi anviinde metoden med konstantens variation da
vi bestdimde en partikulérlosning till en linjir DE av forsta ordningen. Samma metod
fungerar ocksa for DE:r av hogre ordning:

Exempel 3.9. For att losa DE:n

! —x =sint

skriver man forst ut den allménna losningen z(t) = Cret + Coe™? till motsvarande
homogena ekvation. Direfter gors en ansats av formen

z(t) = C1(t)e! + Ca(t)e™t,
dir konstanterna ersatts med funktioner av ¢. Derivering ger
7' (t) = (Cle' + Che™) + (Cre! — Cae™?).

For att inte forlora oversikten vid nésta derivering, krdver vi redan nu att funktio-
nerna Cq och Cy skall vara sidana att

Cie' + Che™ = 0.
D4 #r 2/(t) = Cret — Cye™t. Ytterligare en derivering ger att
2" (t) = (Cret — Che™) + (Cret + Cre™)

och dirmed &r 2" — z = Cjet — Che™t. Ansatsen z(t) &r alltsd en losning till den
givha DE:n om hogerledet dr likamed sint. Av funktionerna C; och Cy boér vi
saledes kriva att ekvationssystemet

Clet + Che ™t =0
Ciet — Che™ =sint,,
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ir satisfierat. Genom att ur detta losa derivatorna C] och C% och dérefter integrera,
ser vi att om vi i ansatsen viljer

I I
Cl(t)zg/ e “sinudu och Cz(t):—a/ e sinudu ,

s har vi en partikuldrlosning till den ursprungliga DE:n. Dessa integraler kan
beriknas genom partiell integration.

Allmint kan metoden med konstanternas variation beskrivas pé foljande sétt:

1. Utga fran den allménna losningen z(t) = Cr1z1(t) +- - - + Cpx, (¢) till den homogena

ekvation som svarar mot (2).

2. Gor ansatsen z(t) = Cy(t)x1(t) +-- -+ Cn(t)z,, (t) for att hitta en partikuléirlosning

il (2).
For att bestimma koefficientfunktionerna Cy(%),...,C,(¢) bildar man successivt
derivatorna ' (t),...,z™(t), som sedan insitts i (2). Vid de n — 1 forsta deri-

veringarna ligger man varje gang till ett nytt villkor pa koefficientfunktionerna:
Eftersom

#'(t) = (C1{)z1(t) + -+ + Cp(Dan(?) + (CL(B)21 (1) + -+ + Cu ()2, (1))
kréver vi att den forsta parentesen dr noll och da &r ju 2’ = Cyz) +-- -+ Cpz),. Vid
nésta derivering kriver vi att C{z} +---+Clz], =0, sa att 2"’ = Cyz{+---+Cpz))

osv. Efter den sista deriveringen siitts uttrycken for alla derivator in i DE (2),
vilken kommer att vara satisfierad om och endast om (genomfor kalkylernal)

Cr(0)at" ™V () + -+ + O (B2 (1) = b(t).
Koefficientfunktionerna skall alltsa viiljas sa att ekvationssystemet

Ciz1 +-+Clxz, =0
Clz} + -4+ Chal, =0

4r satisfierat.

. Los C1,..., C/, ur ovanstaende linjira ekvationssystem, som alltid har en entydig

losning enligt teori som utvecklas senare. Koefficientfunktionerna C1(t),. .., Cy, (t)
fas dérefter genom integration.

Harmoniska oscillatorn

Bakgrund: A) Antag att en kropp med massan m som ror sig pd z-axeln dras mot
origo med en kraft —kz (k > 0). Antag vidare att rorelsen dimpas av en kraft —cz’
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(¢ > 0) som #r proportionell mot hastigheten samt att kroppen dessutom paverkas av
en tidsberoende “yttre” kraft F'(t). Kroppens rorelse kommer da att beskrivas av DE:n

mz" = —kx —cx' + F(t).

B) I en elektrisk sviingningskrets, bestéende av en enkel slinga, ingér en spole med
induktansen L, en kondensator med kapacitansen C' samt ett motstind pad R ohm.
Vidare antar vi att en tidsberoende “yttre” elektromotorisk kraft F(t) dr inkopplad.
Om stromstyrkan vid en given tidpunkt ¢ dr I och laddningen i kondensatorn &r @, sé

ar
dI Q dQ
L— I+ =2 = E(t ==
dt R+ C (*), dt’
dvs. kretsen beskrivs av DE:n
"+ RI’ + —I = —E’( ).

LC L

sz;,

__I i ﬁ?

| F(t)

r——l :é A l—wa—\
=
l

fig. 1
I bigge exempelfallen erhaller vi en DE av formen
2" +az' +bx = f(t), a>0 och b>0,

dir termen az’ representerar en dimpning, dvs. ett motstidnd mot kroppens rorelse i
(fall A)) eller ett motstdnd mot den elektriska strommen (fall B)).

Antag forst att f(¢) = 0. Olika typer av svingningar hos oscillatorn kan klassificeras
med hjilp av rotterna till den karakteristiska ekvationen A2 4+ a\ + b = 0.

1) Icke-reella rétter (a? < 4b): Den karakteristiska ekvationen har rétterna A = —y +
iwp, dir v = a/2 och wy = V4b — a? /2, varfor den allméinna 16sningen blir

z(t) = Cre” " cos wot + Care™ " sinwpt .
Om vi séitter C' = /C? + C% och viljer ¢ si att cos¢p = C1/C och sing = Co/C, si

antar z(¢) formen
z(t) = Ce " cos(wot — ¢) ,
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(a) (b) (c)
fig. 2

dir C' och ¢ nu dr godtyckliga konstanter. Oscillatorn utfor i detta fall en démpad
harmonisk svingning (fig. 2 (a)).
2) Dubbelrot (a? = 4b): 1 detta fall & A = —y. Den allméinna l6sningen &r

z(t) = (Cit + Cy)e ",

Déampningen séigs nu vara kritisk dirfor att den #r just si stark att den kan forhindra
svingningar. Detta dr det aperiodiska gransfallet (fig. 2 (b)), som ligger mellan fall 1)
ovan och fall 3), som vi strax kommer till:

3) Olika reella rotter (a® > 4b): Om vi betecknar de reella rétterna med —y; och —vy
s& dr den allménna l6sningen

z(t) = Cre™ "t  Che 72t

Detta fall kallas det aperiodiska fallet. Démpningen dr mer én vil s& kraftig att den
forhindrar sviingningar (fig. 2 (c)).

Man siger att fallen 1) och 3) dr strukturellt stabila eller generiska dirfor att en liten
storning av systemet (dvs. en liten dndring av DE:s koefficienter) inte leder till ndgon
kvalitativ dndring av sviingningstyp: En liten storning av t.ex. en dimpad harmoninsk
sviingning (typ 1)) resulterar i en ny (nagot foréindrad) dimpad harmonisk svingning.

Resonans. Lét oss anviinda det fall da f(t) £ 0, dvs. d& en yttre “kraft” &r inkopplad,
till att forklara begreppet resonans. Antag att f(¢f) = ecoswt (e > 0) samt antag att
a = 0 medan b > 0. Vi har d& DE:n

2" +br =ecoswt.

Den karakteristiska ekvationen har rent imaginéra rotter, varfor losningarna till den
homogena DE:n representerar en harmonisk svingning med frekvensen wy = /|b| utan
dampning.

a) Antag att w # wy. For att f4 fram en partikulérlosning till den inhomogena ekva-
tionen provar vi ansatsen z(t) = A cos wt, varvid det visar sig att virdet

€ €

b—w? Wl —w?
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ger en losning. Den allmiinna lgsningen

e
(6) z(t) = C cos(wot — @) + E cos wt

bestar alltsd av en superposition (dvs. overlagring) av tvd sviingningar: en svingning
med den s.k. egenfrekvensen wy samt en svingning med den patvungna frekvensen w.
Vi ser att om vi later w niirma sig wp i (6), s& kommer amplituden hos den patvungna
svingningskomponenten att nirma sig oéindligheten.

b) Antag att w = wy. Vi provar ansatsen z(t) = Atsinwpt och finner att virdet
A = e/2wy ger en partikuldrlosning. Den allménna 16sningen dr da

(7) z(t) = C cos(wot — @) + Ly sin wot .
20)0

Amplituden hos den andra svingningskomponenten viixer alltsd linjirt i tiden mot
oindligheten. Man séger i detta fall att egensviingningen och den patvungna sving-
ningen ir i resonans. Vi sadg redan att man inte far fram 16sningen (7) genom att man
i (6) direkt later w g& mot wy om C halls oforindrad. Vi skall visa att partikulirlos-
ningen (e/2wp)tsinwpt i (7) ddremot nog kan erhallas som ett grinsvirde av losningar
av formen (6) om man later koefficienten C' i (6) bero av w pé ett lampligt sétt: Vi
betraktar losningen

e e coswt— coswyt

t) = ————=(coswt — coswpt) = —
zw(t) w%—uﬂ( @ wot) wo +w W — Wy

?

som #r av formen (6), samt later w — wy. Definitionen pa derivata ger da att grins-
vérdet blir
e d e
———— (coswt) = —

_ = tsinwyt .
2wo dw WEWo 2w 0

Genom att ligga till termen C cos(wot — ¢) fas generellt att varje 1osning av typ (7) ér
ett grinsvirde av losningar av typ (6).

Losning med hjilp av Fourierserier

Antag nu att ¢ > 0 och b > 0 och att vi har en ddmpad harmonisk svingning, s
att den homogena ekvationen z” + az’ 4+ bx = 0 har den allménna lésningen z(t) =
Ce " cos(wot — ¢), dir v > 0. Ligger man till ett hogerled, t.ex. f(t) = esinwt, sé
far man fram en partikulirlosning genom att gora ansatsen z(t) = A coswt + B sinwt,
eftersom iw nu inte dr en rot till den karakteristiska ekvationen:

—aw coswt + (b — w?) sinwt
(b—w?)? + a’w? '

z(t) =e

For ett visst virde pa w dr amplituden hos denna 16sning maximal p& grund av resonans
(se uppgift 8).

Om hogerledet f(t) dr en godtycklig periodisk funktion, som kan utvecklas i Fou-
rierserie

flt) = % + i(an cos nw(t — to) + By, sinnw(t — o)),

n=1
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sa fas en losning enligt (en generaliserad variant av) superpositionsprincipen si, att man
for varje term i serieutvecklingen av f(¢) bestdmmer en motsvarande partikulérlosning
och adderar ihop dessa till en oéindlig serie. Om denna #r konvergent och seriens
summa tva génger kontinuerligt deriverbar, si dr summan en partikulidrlosning till
" +az’ + bz = f(t).

Eulers ekvation
Ekvationer av Eulers typ, dvs. ekvationer av formen
(8) 2™ o, " 2D 4 4agta’ 4 agx = b(t),

dr inte linjéira ekvationer med konstanta koefficienter, men de kan litt overforas pa
sddana med hjilp av en variabeltransformation. For ¢ > 0 sitter man ¢t = e® (for ¢ < 0

sitts ¢ = —e®), varvid s = Int och for derivatorna med avseende pa ¢ och s giller att
z}y = 1z, Fortsatt derivering ger att
1 1 ,ds 1 1

och allmént (genom induktion) att

1
x§k):Ds(Ds—l)---(Ds—kH)x-t—k.

Genom variabeltransformationen far vi déirmed en linjér ekvation med konstanta koef-
ficienter

(9) [ao+a1Ds+asDs(Ds—1)+---+Dy(Ds—1)---(Ds —n + 1)]z = b(e?),
vilken har den karakteristiska ekvationen

(10) agp+ aA+aA(A—1)+---+AA—-1)---(A=n+1)=0.

Enligt Teorem 3.3 fas losningarna till den homogena Eulerekvationen pa foljande sétt:

Sats 3.5. Om b(t) =0 samt om Ay,..., A, ar de olika rétterna till (10) och dessa har

multipliciteterna ny, . .., Ny, har den allmanna komplexa losningen till (8) formen
m
r(t) =Y pelnt) (> 0),
k=1

dir pr(-) dar ett godtyckligt polynom som hogst ar av graden ng — 1.

Bevis. Den allminna lgsningen till (9) &r av formen z(s) = 3. px(s)e**, men e?r 10t =

(et) M = M Detta ger satsens pastiende. ¢

Exempel 3.9. Da man sitter s = Int i DEm t22" — 2ta’ + 22 = Int, t > 0, fas

(Dy(Dy —1) — 2D, + 2)z = 5.
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Den karakteristiska ekvationen A(A — 1) — 2\ + 2 = 0 har Iosningarna A = 1 och
A = 2, varfér den homogena ekvationen enligt satsen har den allménna losningen
z(t) = C1t+Cyt?. For att hitta en partikuliirlosning gor vi ansatsen z(s) = As+B i
den transformerade ekvationen och finner att viirdena A = % och B = % svarar mot
en 1osning. Den allminna (komplexa eller reella) 1osningen till den ursprungliga
ekvationen dr siledes

1
z(t) = Cit + Cat® + §lnt+%.

Mairk, att om den ursprungliga DE:n dr reell men niagon exponent dr komplex, si
dr 1osningen i Sats 3.5 komplex dven om polynomen p; viljs reella. Reella losningar
fas fram genom att man bildar reella och imaginiira delar som i fsljande exempel (jfr.
Korollarium 3.1):

Exempel 3.10. DE:mn #2z” — tz' + 2z = 0, t > 0, 6vergér i ekvationen (D, (D, —
1) — Ds 4+ 2)z) = 0 d& man siitter s = In¢. Den karakteristiska ekvationen A(\ —
1) = A+2 =0 har rotterna A = 1 +4. Den allméinna komplexa losningen ér saledes
z(t) = Ottt 4+ Cyt' =% Men

It — gt = L etInt — t(cos Int + isin Int)

il =t 7 =¢. e tInt = t(cos Int —isin Int) .

De reella och imaginira delarna &r ¢coslnt och tsinlnt¢ och den allminna reella
losningen blir z(t) = t(Cy coslnt + Cysinlnt), ddr C; och Cy nu dr godtyckliga
reella tal.

Historiska notiser. Grunden till teorin for DE:r med konstanta koefficienter lades
av Leonhard Euler (1707-83) och Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Metoden med
konstantens variation hirstammar fran Lagrange. I ett brev till Johann Bernoulli ar 1740
loser Euler DE:r av den typ som senare uppkallats efter honom. Av Bernoullis svar framgér
emellertid att han redan omkring ar 1700 kunde l6sa sddana ekvationer fullstindigt.

Ovninguppgifter
1. Bestdm den allménna losningen till DE:n z"(t) + 3z (¢) 4+ 2z(t) =t + 2.
2. Los begynnelseviirdesproblemen
a) o' + 22" +x =te”t, £(0) =1, 2/(0) = 0;
b) (D?®+2D? —7D +4)z =0, (0) =1, z/(0) = 2" (0) = 0.
3. Los Eulerekvationen t?z" — 4tz’ + 6z =0, t > 0.
4. Bestam den allménna losningen till DE:na
a) =" +x = sint + e?,
b) 22" — 3tz’ + 4z = Int.
5. Los DE:na
a) """ +bz" + 192" — 25z =0,
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b) 2" + 3x" — 4z = 2 — 442,

Antag att ett hal borras genom jordens mitt (lings en diameter) och att en kropp
med massan m slipps i héilet. Lat r beteckna kroppens avstand fran jordens me-
delpunkt. Man kan visa att gravitationskraften under fallet dr proportionell mot r
och att man dirfor kan beskriva kroppens rorelse med hjilp av DE:n v + w?r = 0,
dér w? = g/R, varvid g 4r tyngkraftens acceleration vid jordytan och R #r jordens
radie (luftmotstdnd och dylikt forsummas). Los DE:n samt bestdm hur ling tid
det tar innan kroppen kommer ut pa andra sidan av jordklotet.

Ett 20 meter langt rep halls hingande 6ver en glatt stang sa att 8 meter hiinger pa
ena sidan och 12 meter pa den andra sidan. Man slipper repet. Hur lang tid tar
det for repet att glida av stangen? (Ledn.: mz” = F(z), ddr m &r repets massa
och F(z) #r den variabla kraft med vilken gravitationen paverkar repet. Bortse
fran att repindan kommer att slinga p.g.a. centrifugalkraften.)

Hirled den losning till " + az’ + b = esinwt, som némns i avsnittet om 19sning
med hjilp av Fourierserier. Bestim det virde pd w for vilket losningens amplitud
dr maximal.

Systemet

2! +x1 = ¢e(x2 — x1)
II?IQI + Ty = 6(!131 — Iz)

beskriver approximativt sma sviingningar hos tva identiska pendlar forbundna med
en fjiider. Bestdm den losning som uppfyller begynnelsevillkoren z1 (0) = «, 22(0) =
z1(0) = 25(0) = 0. (Ledn.: Infor nya obekanta y; = x1 + 2, yo = 1 — x2.)
Bestdm talen A och a s& att DE:mn 2"/ +2(1—t)z' +¢(t — 2)x = 0 efter substitutionen
z = exp(At®*)u 6vergar i en ekvation med konstanta koefficienter.

Sok den 16sning till DE:n 2"/ 4+ 2’ — 22z = 1 som &r noll for ¢ = 0 och som har ett
dndligt gransvirde da ¢ — +o0.

Pa en skidlopare som aker utfor en backe med lutningen o verkar foljande krafter:
friktionskraften —umgcosa (u > 0), tyngdkraftens komponent i firdriktningen
mg sin « och luftmotstindet —cz’(¢) (som alltsé antas vara proportionellt mot has-
tigheten z'(¢)). Visa att grinshastigheten lim; ., z'(¢) &r en viixande funktion av
skidloparens lingd d d3 man antar att ¢ = 8d? och att skidloparens massa m = yd>.
Bestim den allminna losningen till DE:n z”/ — 2’ — 6z = te~2! + sint.

Los DE:na

a) o' + 32" + 2z = e~ (1 + sint);

b) z" — 2z’ + 2z = tcost - cosht.
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Om vissa forutsittningar dr uppfyllda har — som vi kommer att se — ett begynnelseviir-
desproblem av formen =’ = f(t, ), z(ty) = z¢ en entydig 16sning. For system av DE:r
av forsta ordningen (se definitionen nedan) bevisar man p& samma sitt en motsvarande
existens- och entydighetssats fér begynnelsevirdesproblem. I slutet av detta avsnitt
kommer vi att se att ett begynnelseviirdesproblem for en DE av n:te ordningen kan
aterforas pa ett dylikt begynnelsevirdesproblem for ett system.

Definition 4.1. Ett system (i normalform) av n DE:r av forsta ordningen har det
allménna utseendet

(I,‘Il = fl(t,xl,xg, ce ,:En)

xh = fo(t,x1,22,...,2Tp)
(1) ThTmew

= fo(t,x1,22,...,2,),
dir f1, fa,..., fn dr givna funktioner. En ldsning till systemet bestar av n funktioner
x1(t), 2(t),. .., ,(t) som satisfierar alla de n ekvationerna.

Genom att infora vektorvirda funktioner x(¢) och f(¢,x), definierade av

a1 (t) f1(t,x)
eal) ot %)

x(t) = . och f(t,x) = . ,
n (t) fn(t,%)

kan systemet (1) skrivas i den kompakta formen x' = (¢, x).

Exempel 4.1. En DE av andra ordningen som t.ex. x' + t2z' + to = e?, aterfors
pa ett ekvationssystem av forsta ordningen genom att man sétter z’ = y:

=y
y = —t?y —tx +et.

Lipschitzvillkor

Ett begynnelsevirdesproblem behover ingalunda ha bara en l6sning. Detta visas av
foljande exempel:

Exempel 4.2. Problemet 2’ = ¢z, (0) = 0, har dtminstone losningen z(t) = 0.
Eftersom variablerna kan separeras, giller for varje annan l1osning z(¢) till DE:n att

guww3:t—c,
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dir t méste vara storre eller likamed C, da ju z(¢)%/® > 0. Begynnelsevirdespro-
blemet har alltsa fiven losningarna () = 4(2t/3)%/2, men ocksa t.ex. funktionen

N = 0 ,for0<t<1
W=V 2P -1 frt>1

dr en losning. Det dr litt att se att begynnelseviirdesproblemet i sjiilva verket har
odndligt manga losningar (rita figur!).

Vi stiiller nu fragorna: Under vilka forutsittningar har begynnelsevirdesproblemet x' =
f(t,x), x(to) = xo, en losning? samt: Nar dr denna losning entydig? Vi kommer att
se att om f dr kontinuerlig och uppfyller ett s.k. Lipschitzvillkor s réicker detta till for
att man bade skall kunna pavisa losningens existens och bevisa dess entydighet.

I R™ anviinder vi det vanliga euklidiska avstindet |x —y| = ((z1 —y1)?2 +--- +
(2n, — Yn)?)'/? mellan tvi punkter x = (z1,...,2,) och y = (Y1,...,Yn)-

Definition 4.2. En funktion f(¢,x), som #r definierad i Q@ C R x R™ siigs uppfylla ett
(globalt) Lipschitzvillkor i Q om det finns ett tal L sidant att

(2) £(¢,x) —£(t,y)| < Lix —y|

for varje (t,x) och (¢,y) i Q. Funktionen f ségs uppfylla ett lokalt Lipschitzvillkor i
2 om varje punkt i Q har en omgivning dér ett Lipschitzvillkor (2) giller for nigon
konstant L.

Om ett globalt Lipschitzvillkor giller i €2, sa kan samma konstant L anvindas i hela
Q. D4 bara ett lokalt Lipschitzvillkor giiller, sa duger samma konstant eventuellt bara
i en liten del av 2. I en annan del av  maste kanske ett mycket storre viirde pa L
viljas. Ett globalt Lipschitzvillkor innebir dirmed ett stringare krav pa f én ett lokalt
sadant.

Exempel 4.3. Funktionen f(t,z) = ¥/z, som vi anviinde i foregdende exempel,
uppfyller varken ett globalt eller ett lokalt Lipschitzvillkor i t.ex. mingden 2 =
[0,1] x R. Eftersom

f(tax) - f(t,O) = xl/?) = x—2/3(x - 0)
och funktionen z~2/3 &r obegriinsad i nirheten av #-axeln kan ingen Lipschitz-
konstant L existera. Exempel 3.1 visar ddrmed att losningar till ett begynnelsevér-
desproblem kan existera dven om inget Lipschitzvillkor dr uppfyllt.

En delmingd €2 av R™ &r konvexr om for varje x, y € Q giller att hela striickan
mellan x och y ligger i Q.

Lemma 4.1. Antag att Q dr en begrinsad delmangd av R x R™ sddan att for varje t

mdangden Q; = {x|(t,x) € Q} ar konver (om den inte &r tom). Antag vidare att funk-
tionen f£(t,x) och dess partiella derivator aa_xflv ey (;;—fn ar kontinuerliga pa det slutna

héljet Q av Q. Dd uppfyller £ ett (globalt) Lipschitzvillkor i Q.
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Bewvis. For tydlighetens skull bevisar vi lemmat forst for n = 1. Enligt medelvirdessatsen
4r for varje punktpar (¢, ) och (¢,y) i Q

of

f(t?$) _f(tay) = %(t,f) '(IE—y),

dér & &r ett tal mellan £ och y. Eftersom {2; 4r konvext, s& ligger dven £ i ;. Men
en kontinuerlig funktion har alltid ett maximalt viirde p& en sluten begrinsad mingd (se
nigon bok i flerdimensionell analys). Saledes dr

£(6,) = 76,9 < max 2L ()] -1z ] = Lz .

Om n > 1 anvinder vi medelvirdessatsen for funktioner med flera variabler pé varje
komponentfunktion fi av f. Enligt denna finns det en punkt £ pa strickan mellan x och
y sddan att

fk(tax) - fk(taY) = Vka(tvﬁ) : (X - Y) .

Lat Ly beteckna det maximala viirdet hos |V fx (t,x)| i €. D& #r

k=1

dir L=L{+---+L,. $

Existens och entydighet

Beviset for existens och entydighet hos losningar till begynnelsevirdesproblem #r prak-
tiskt taget detsamma for ett system av DE:r som for en enda ekvation. For askadlig-
hetens skull samt for att undvika vissa satser som hor hemma i den flerdimensionella
analysen, ngjer vi oss dérfor med att bevisa nedanstiende sats och Sats 4.3 enbart i
det endimensionella fallet.

Sats 4.2. (den globala existens- och entydighetssatsen) Antag att funktionen f : RxRP
ar kontinuerlig och uppfyller ett (globalt) Lipschitzvillkor i Q = [a,b] x RP. Dd har
begynnelsevirdesproblemet

x' = f(t,x)
x(to) = %o, to € [a,b]

en entydig losning i [a,b].

Bewvis. Antag att p = 1. Vi konstaterar forst att satsens begynnelseviirdesproblem och
integralekvationen

(3) z(t) = zo + t f(s,z(s))ds

ar ekvivalenta (dvs. har samma losningar).
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Existensen. Med hjilp av (3) kan vi konstruera en iterationsformel som successivt ger
allt bittre approximativa losningar (Picard’s iterationsforfarande): Sitt I = [a,b] och
lat funktionen (operatorn) T : C(I) — C(I) vara definierad av hogerledet, dvs. siitt
(Tz)(t) = zo + fti) f(s,z(s))ds, samt 1at xo(t) = o vara den forsta (mycket daliga)
approximativa losningen. Sitt sedan x,,41(t) = (T'z,)(t) for n =0,1,.... Med hjilp av
Weierstrass kriterium for likformig konvergens skall vi visa att foljden zo(t), z1(¢),... av
successiva approximativa losningar konvergerar likformigt i intervallet I mot en losning
till virt begynnelsevirdesproblem. Vilj talet M s stort att |f(¢,z)] < M for varje
t € I (ett sddant tal finns eftersom en kontinuerlig funktion #r begrinsad pa ett slutet,
begrinsat intervall). D& r

21(t) - zo(t)] < < Mlt—to).

t
/t (s, 20)] ds

Genom induktion skall vi visa att den allménnare formeln

. |t _ t0|n+1
(4) [ (t) —@n(®)] < ML =22

gilller generellt for alla naturliga tal n > 1. Om (4) giller for ett visst viirde pd n si ér

t
o) = 2nsa (O < | [ 1 (5r8ms1(5)) = £ (5,2 () ds| <
to
t
<L| [ fonnals) = ma(o]ds| <
to
" t Ln+1
<LM—"_ / s — to|"h ds| = M———|t — to|"*+?,
m+ D! |/, (n +2)!

varfor induktion ger att (4) giller for varje n. Eftersom serien

> o (b—a)"t!
HZ:OML (n+1)!

4r konvergent (det &r ju Maclaurinutvecklingen for ML~!(ef — 1) da t = L(b—a)) s&
konvergerar funktionsserien

2o(t) + [21(2) — 2o (t)] + [£2(t) — 21 ()] + - --

likformigt i I mot en kontinuerlig funktion x(¢) enligt Weierstrass kriterium (se nigon
bok i analys). Seriens partialsummor (%), z1(t), ... konvergerar alltsd likformigt mot
z(t). Pa grund av att |f(t,z,(t)) — f(¢t,z(t))| < Llz,(t) — z(t)| konvergerar dirfor
f(t,z,(t)) likformigt mot f (¢, z(t)). Eftersom limes vid likformig konvergens kan flyttas
under integraltecknet, satisfierar z(¢) integralekvationen (3):

z(t) = lim z,41(t) =zo+ lim tf(s,xn(s))ds

n—>00 n— oo t
0

t t
=1z —)—/ lim f(s,z,(s))ds=zo+ [ f(s,z(s))ds.
t to

n—o0
0
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Entydigheten: Lat x(t) och y(t) vara losningar till (3). Vi kan anta att L > 0 (om

L =0, sitt L = 1). Betrakta ett delintervall Iy = [ag, bo] av I med to som mittpunkt
sadant att by — ag < 1/L och sidtt m = maxy, |z(t) — y(¢)|. Da &r

|z(t) —y(t)] <

t | (s,2(s)) = f(s,y(s))ds| < Lm (bo — ao)

for varje t € Iy, dvs. m < Lm |by — ap|. Vore nu m > 0 s vore |by — ag| > 1/L, vilket
dr en motsigelse. Siledes #r m = 0, dvs z(t) = y(¢) i Ip. Skriv nu I som en union av
ett dndligt antal delintervall I, k = 0,1,...,m, vilkas lingd &r mindre &n 1/L. Lat I;
vara ett av dessa delintervall som dessutom rékar ha ett icke-tomt snitt med I;. Genom
att ersitta startpunkten ty med en annan punkt t; € Iy N I; (t.ex. ag eller by) finner
vi p4 samma sitt som ovan att z(t) = y(t) i I;. Eftersom varje I} beror ett annat
intervall i skaran av delintervall, kan vi med hjilp av detta resonemang sluta oss till
att x(t) = y(t) i hela I. $

Sats 4.2 kan forbéttras till att giilla dven 6ppna och halvioppna (eventuellt obegrin-
sade) intervall:

Korollarium 4.2.1. Ldt ty beteckna en punkt i ett godtyckligt intervall I. Antag att
funktionen f(t,x) dar kontinuerlig och uppfyller ett Lipschitzvillkor i [a,b] x R™ for
varje begrinsat delintervall [a,b] av I. Dd har begynnelsevirdesproblemet x' = f(t,x),
x(tg) = xq, dar ty € I, en entydig losning i I.

Bewvis. Enligt Sats 4.2 har begynnelseviirdesproblemet en entydig losning i [a, b] x R™
for varje intervall [a,b] med ¢ty € [a,b] C I. Med da I ju dr unionen av alla sidana
intervall [a, b] si existerar en entydig losning i hela I. {

Sats 4.3. (den lokala existens- och entydighetssatsen) Antag att funktionen £(t,x) ar
kontinuerlig och uppfyller ett lokalt Lipschitzvillkor i en dppen delmdngd Q av R x R™.
For varje (to,x0) @ Q existerar da ett dppet intervall I med ty € I och en entydigt
bestamd funktion x(t) som dar definierad i I och som dr en losning till begynnelsevir-
desproblemet x'(t) = £(t,x), x(tg) = xo.

Anmairkning 1. Det kan vara skil att poingtera att ett lokalt Lipschitzvillkor géller
i den 6ppna mingden Q om f(¢,x) och dess partiella derivator &r kontinuerliga i Q.
Kring varje punkt (tp,x¢) i © kan vi ndmligen vilje en begrinsad omgivning Q', i
vilken forutséttningarna i Lemma 4.1 dr uppfyllda (jfr. med beviset nedan).

Bevis. Vibevisar satsen enbart i fallet n = 1 (i det allminna fallet &r beviset likartat).
Lat (to,x0) € Q vara godtyckligt. Enligt antagandet finns det en rektangel R = [ty —
ag, to + ap] X [zg — B,z0 + (] 1 vilken ett Lipschitzvillkor |f(¢,z) — f(t,y)| < L |z — y]
giller. Sitt B = maxp |f(¢,z)| samt konstruera en ny rektangel R’ som i figuren (om
B > /a dr R’ en ny rektangel, i annat fall &r R’ = R).

D& kommer alla funktionsvirden for de successiva approximationerna zo(t), z1(¢), ... i
Picards iterationsforfarande att ligga i intervallet [xq — 3,z + ] d& t € [to — a, to + .
Detta &r uppenbart for zo(¢). Antag att vi visat att |z, (t) — zo| < 0 for |t — to] < .

Da ir .

| (s,2n(s))| ds

to

|Tnt1(t) — zo] < <Blt—t)| < Ba<p
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x F
H+ *
xo+ 8 . arctan
R R o ¥
I | {Eﬁl'\.‘nj
xo—F2 =
I
L 1 1 L I
i it i ¥ to + o lop + ap
fig. 1

och induktion ger att |z,,(t) — zo| < B for |t — to| < . Definiera en ny funktion

B f(t,x) om (t,z) € R
f(t,z) =< f(t,xo+B) om (t,x) € Ry
f(t,zo — ) om (t,x) € R_

(se fig. 1). Da #r f kontinuerlig och uppfyller ett globalt Lipschitzvillkor i mingden
R'UR_UR, . Enligt Sats 4.2 har begynnelseviirdesproblemet ' = f(t, z), z(ty) = x¢, en
entydig losning dir. Men denna 16sning dr just funktionen x(¢) = lim,, z,,(¢), vars graf
helt loper i R'. Darfor dr x(¢) ocksa den (lokala) entydiga losningen till det ursprungliga

begynnelseviirdesproblemet.

Den lokala existens- och entydighetssatsen séiger att en entydig 16sning existerar
lokalt, men ingenting om hur langt den i ett givet fall eventuellt kan utstriickas.

Definition 4.3. Antag att I dr ett oppet intervall. En 16sning x(¢) i I till ett system
av DE:r (eller till en DE) dr mazimal om den inte #r restriktionen av nagon losning
i nagot storre oppet intervall J innehéllande I (dvs. om den inte kan fortséttas (som
16sning) utanfor 7).

Vi belyser detta begrepp med hjéilp av nagra exempel:
Exempel 4.4. Funktionen z(t) = 1/(1 —#?), t €] — 1, 1], 4r en maximal losning
till DE:n ' = 2tz2. Losningen kan inte fortsittas eftersom z(t) — +oo da t — £1.

Exempel 4.5. Funktionen z(t) = tlnt, ¢t € ]0,4o00[, &r en maximal 19sning till
tr' = x4+t ty 2/(t) =Int+1 = —oo di t — 0% (medan z(t) — 0 da t — 0F).
Funktionen z(t) = ¢tIn(—t), t €] — 00, 0], 4r pa samma sitt en maximal losning.

Exempel 4.6. Funktionen z(t) = sin(1/t), ¢t € ]0, +o0[, dr en maximal 19sning till
t2z" + cos(1/t) = 0, ty x(t) har inget griansvirde da t — 0.

For fullstéindighetens skull omnimner vi foljande sats (beviset utelimnas):
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Sats 4.4. (Peanos existenssats) Om funktionen f(t,x) ar kontinuerlig i en omgivning
av en punkt (tp,xo) € R x R™, sd har begynnelsevirdesproblemet

{ x' = f(t,x)

x(to) = %o
en losning 1 nagon omgivning av ty.
Anmirkning 2. Enligt Sats 4.4 &4r det alltsd kontinuiteten hos funktionen f i begyn-
nelsevirdesproblemet som garanterar existensen av en losning medan Lipschitzvillkoret
(i Sats 4.2 och 4.3) medfor entydighet. Men i vissa fall kan en losning vara entydig

dven om inget Lipschitzvillkor giiller (se uppg. 7) och en 16sning kan existera och vara
entydig till och med om f &r diskontinuerlig (se uppg. 8).

Ekvationer av hégre ordning

En DE
/ -1
(6) x(n):f(t7$7$7"'7x(n ))
av ordningen n kan overforas pa ett system av n DE:r genom att man siitter x; = =z,
Tog =1, ... Tp_1=T),_o och z, =z, _;. Da &r
Ty =z
Ty = T3

(7)
xh_=Tp

zh, = flt,z1,...,zpn).
Det dr klart att varje 1osning till (6) ger en losning till (7) och omviint. Korollarium
4.2.1 och Sats 4.3 genererar dirfor existens- och entydighetssatser for DE:r av n:te

ordningen:

Sats 4.5. Lat I vara ett intervall och antag att tg € I. Om funktionen f : RxR"™ - R
ar kontinuerlig och wuppfyller ett Lipschitzvillkor ¢ Iy x R™ for varje slutet begransat
delintervall Iy av I (resp. uppfyller ett Lipschitzvillkor i en omgivning av (to,Xo)), $d
har begynnelseviardesproblemet

™ = f(t,z, 2, ..., z"V)
z(to) = T
z'(to) = wo2
2"V (tg) = zon
(x0 = (201 ... Ton)T) en entydig l6sning i I (resp. i nigon omgivning av to).
Bevis. Hogra ledet i (7), dvs. funktionen F(t,x) = (z2,z3,..., f(t,x))T € R™, upp-
fyller ett Lipschitzvillkor i I; x R™ (eller i en omgivning av (¢, X)), ty om |f(¢,x) —
f(t,y)| < Lix —y| si ar
[F(t,x) = F(t,y)| < |22 — g2 + - + [0 —yn| + [ (£, %) = f(£,Y)]
<(L+(n-1)px—y].¢
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Historiska notiser. En existens- och entydighetssats for begynnelsevirdesproblemet
' = f(t,z), x(tog) = mo bevisades ar 1824 av Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
under antagandet att f och f. &r kontinuerliga i nigon ldmplig rektangel. Losningen
konstruerades som grinsvirdet av en oéindlig f6ljd av polygondrag. Kravet att derivatan
[ skall vara kontinuerlig, lindrades &r 1876 av Rudolf Lipschitz (1832-1903) med hjilp
av det som nu kallas Lipschitzvillkor. Den metod med successiva approximationer, som
vi anvéint i beviset av Sats 4.2, uppfanns r 1890 av Emile Picard (1856—1941) i beviset
for en formulering av existenssatsen, som ir lite generellare dr var. Denna formulering
forbéttrades viisentligt &r 1894 av finlindaren Ernst Lindelof (1970-1946), som samtidigt
ocksd gav ett entydighetsbevis. Giuseppe Peano (1858-1932) publicerade sin existenssats
redan &r 1886 i ett banbrytande arbete. Han visade mer #n det som Sats 4.4 anger,
ndmligen att det existerar l6sningar 1 och x5 till begynnelsevirdesproblemet, sidana att
for varje annan 1osning x giller att x1 < & < x5. Dessutom visade han att 1 = z2, om
f1 existerar och &r begrinsad. Ar 1890 utvidgade Peano sitt existensbevis till att gilla
system av DE:r.

Ovningsuppgifter

1.

Vilka av foljande funktioner uppfyller ett lokalt eller ett globalt Lipschitzvillkor i
hela tz-planet: a) tz, b) z sint, ¢) y/|z|sint, d) sint - sinz.

. Undersok om f(¢,z) uppfyller ett Lipschitzvillkor i [0,1] x [0, 1] om

a) f(t,z) =t> + 22, b) f(t,z) =sint - cosz,
c) f(t,x) = |t -z, d) f(t,z) = |2|*, (a >0).
Visa att foljande begynnelseviirdesproblem har precis en (lokal) 16sning samt bestim
denna losning:
a) =’ =e’® —1, £(0) =0,
b) o’ =1+ sin(tz — t2), 2(0) = 0.

. Reducera DE:mn z” + 22 = 1 till ett system av DE:r av 1:a ordningen och bestim

ett naturligt definierat omrade Q dir hogerledet uppfyller ett Lipschitzvillkor.

5. For vilka tal @ > 0 har problemet z’ = |z|%, (0) = 0, en entydig 16sning?

Visa att 1osningen till problemet z’ = sint + In(1 + 22), £(0) = 0, &r definierad pa
hela reella axeln.

Visa att funktionen

ooy {1-shy 1

,omxz =0

inte uppfyller nagot Lipschitzvillkor i ndgon som helst omgivning av (0,0), samt
visa att begynnelseviirdesproblemet z' = f(t, ), £(0) = 0, trots det har en entydig
lokal 1sning (dvs. varje losning #r en restriktion av samma maximala lsning).

Visa att begynnelseviirdesproblemet 2’ = f (¢, z), x(t9) = xo, har en entydig 16sning
z(t) for varje (to,zo) di f dr den diskontinuerliga funktionen

S = {5 omre

,omz #el.

L4t funktionen f(z) vara definierad genom

—— L forz#0
— Injz|
/(@) {0 , for z = 0.
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Visa att begynnelsevirdesproblemet z’ = f(z), z(0) = 0, har odindligt manga
losningar i C*(] — a,af) for varje a > 0, medan det har en entydig 16sning i C*(R)
(problemet har alltsd manga lokala losningar men en entydig global l6sning pa R).

Visa forst att hogra ledet i systemet

=y

y' =my
uppfyller ett Lipschitzvillkor i R x [—n, n]? for varje naturligt tal n. Bestéam dérefter
den 16sning som uppfyller begynnelsevillkoren z(0) = 1, y(0) = 1/2.
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(1)
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System av linjéra differentialekvationer

linjdrt system av DE:r har den allméinna formen

x'(t) = A(t)x(t) + b(t)

a11(t) a2(t) -+ ain(t) b1 (1)
Alt) = azl_(t) azz_(t) azn_(t) och b(t) = szt)
an1(t) ap2(t) -+ apn(t) b, (t)

ar givna. I fortsdttningen skall vi alltid anta att A(t) och b(¢) dr kontinuerliga funk-
tioner av t i nigot intervall I. (Detta innebér precis detsamma som att anta att dessa
matrisers element #r kontinuerliga funktioner i I.) Systemet sigs vara homogent om
b(t) =01 I. I motsatt fall séigs det vara inhomogent.

Linjira system, som innehéller bara nigra fa likheter, kan ibland losas med ele-

mentira metoder:

Exempel 5.1. Det homogena systemet
2\ (3 =2 T
y) \2 -2)\y

' =3z —2y
y' =2r—2y.

kan ocksa skrivas

D& &ar 2" = 3z’ — 2y’ = 92 — 6y — 4z + 4y = 52 — 2y. Genom att frén denna likhet
subtrahera z’ = 3x — 2y, fis en homogen linjir DE med konstanta koefficienter,
x" — 2’ — 2z = 0, som har den allménna losningen z(t) = C1e?* + Coe™t. Eftersom
y = (3z — 2')/2 s ar dirmed y(t) = (C;1/2)e?" 4+ 2Ce~t. Varje 16sning till vart
system bor alltsa ha formen

(3t) = (1) +e(3)

Genom direkt inséttning verifierar man latt att varje funktion (z(t) y(t))? av
denna form faktiskt &r en 16sning. Den allmiinna losningen till systemet innehaller
alltsd tva godtyckliga konstanter.

Existens och entydighet

Sats 5.1. Antag att A(t) och b(t) i ekvation (1) ar kontinuerliga i ett intervall I samt
att (tg,x9) € I x R™. Dd existerar i I en entydig global losning till (1) som uppfyller
begynnelsevillkoret x(ty) = Xo.
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Bevis. Om vi sitter f(¢,x) = A(t)x + b(t), sd ér for x £y
[£(2,%) — £(£,y)| = [A(t) exy| - [x =¥,

dir exy = (x —y)/(Jx —y|) dr en enhetsvektor (dvs. en vektor med beloppet 1). Lét
I; vara ett godtyckligt slutet, begrénsat delintervall av I och 13t S beteckna méngden
av alla enhetsvektorer i R”. D& &r mingden I; x S sluten och begrinsad och funk-
tionen (t,x) — |A(t)z| 4r kontinuerlig, eftersom den #r en sammanséttning med hjilp
av addition och multiplikation av de kontinuerliga matriselementen i A(t) samt av be-
loppsfunktionen. Men en kontinuerlig funktion #r begrinsad pé en sluten, begrinsad
mingd (se ndgon bok i flerdimensionell analys). Siledes existerar det ett tal L sddant
att |A(t)e| < L for varje t € I; och e € S och ddrmed uppfyller f ett Lipschitzvillkor i
I; x R™. Péastaendet i Sats 5.1 foljer nu ur Korollarium 4.2.1. <

Med hjilp av Sats 5.1 kommer vi i Korollarium 5.2.1 att visa att den allminna
lsningen till (1) innehaller precis n stycken godtyckliga konstanter, eller uttryckt pé
ett mer exakt siitt, att det s.k. losningsrummet till det homogena systemet

(2) x' = A(t)x.
ar n-dimensionellt.

Definition 5.1. Méngden av alla vektorvirda funktioner ¢ — x(t) (¢ € I), som é&r
losningar till (2), kallas l6sningsrummet till (2). Vi betecknar detta med V.

Anmirkning 1. Méngden V utgor en fullstéindig 16sning till (2), eftersom varje losning
till (2) dr en restriktion till nagot delintervall av I av nigon funktion i V.

Anmairkning 2. Mingden av alla funktioner pa I bildar ett vektorrum. Eftersom
for godtyckliga funktioner x;(¢) och x2(¢) i V ocksé summan xq(t) + x2(¢) och varje
multipel ¢x;(¢) dr funktioner i V, s& #r V ett underrum av detta. Alltsd &r ocksd
losningsrummet V ett vektorrum.

Homogena system

Vi skall nu visa att vektorrummen V och R™ &r isomorfa genom att konstruera en
bijektiv (= injektiv och surjektiv) linjir avbildning fran V till R™. For detta dndamal
tar vi ett godtyckligt o € I samt definierar avbildningen (funktionen)

(I)tOIV—>Rn

genom att for en godtycklig losning x(-) € V sitta @4 (x(-)) likamed funktionsvirdet
x(tp). Avbildningen @4, &r linjir, ty for godtyckliga x;(-), x2(-) € V och for varje tal ¢
ar

Py, (x1(-) +x2()) = x1(t0) + X2(t0) = Pty (x1(°)) + Pty (x2(+))
Py, (ex1(7)) = ex(to) = Py, (x1(°)) -

Avbildningen dr ®;, injektiv, ty om x1(-) och x2(-) &r tvd losningar i V som har sam-
ma virde i tp, sa dr de lika enligt entydighetssatsen. Vidare &r ®;, surjektiv enligt
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existenssatsen, ty for varje givet virde x existerar det en global 16sning x(-) € ¥V med
X(to) = Xp-

Vi sammanfattar detta i en sats:

Teorem 5.2. Fér ett godtyckligt to € I dr avbildningen @4, : V — R", som avbildar
en funktion x(-) pd dess varde x(to) i to, en linjar isomorfism.

En linjir isomorfism mellan tvi vektorrum (som @, och dess inversa avbildning ®; ')
avbildar linjirt oberoende vektorer pé linjirt oberoende vektorer och baser pa baser
(detta &r lidtt att visal). Séledes giller:

Korollarium 5.2.1. Funktionerna x1(-),...,xx(-) € V dr linjirt oberoende i V om
och endast om vektorerna x1(to), ..., Xk (to) dar linjirt oberoende i R™ och funktionerna
X1(+)y. . Xp () € V bildar en bas i V om och endast om vektorerna x1(to), ..., X, (to)
bildar en bas i R™. Sdledes dr dimV = n.

Definition 5.2. En matris F(t) = (x1(t) =x2(tf) --- x,(t)) siigs vara en funda-
mentalmatris till systemet x'(t) = A(t)x(t) om kolonnvektorerna xi(-), x2(+),. .., X, ()
utgor en bas for losningsrummet V till systemet.

Eftersom en matris deriveras elementvis, ir

dvs. matrisen F'(t) satisfierar DE:m x/(¢) = A(t)x(¢).

Anmérkning 3. Om F(t) = (x1(¢f) --- x,(f)) dr en fundamentalmatris till syste-
met x’ = A(t)x, si representerar uttrycket

x(t) = c1x1(t) + -+ + cpxpn(t) = F(t)c,

dir ¢ = (c1---¢,)7T dr en godtycklig vektor, systemets allmdnna lGsning, eftersom varje
funktion i lgsningsrummet V dr en linjirkombination av denna form.

Definition 5.3. Om F(t) = (x1(t) --- =x,(t)) dr en kvadratisk matris, si kallas
det F'(t) Wronski-determinanten for F(t).

Eftersom kolonnerna aj,...,a, i en n x n-matris A = (a; ... a,) bildar en bas i
R™ om och endast om A #r icke-singuliéir och detta i sin tur géller om och endast om
det A # 0, sa foljer ur Korollarium 5.2.1:

Sats 5.3. For funktioner x1(t),...,%,(t) i losningsrummet V till det homogena syste-
met x' = A(t)x(t) ar nedanstiende pastienden ekvivalenta:
(1) Matrisen F(t) = (x1(t) ... x,(t)) dr en fundamentalmatris till systemet;
(i) Wronski-determinanten det F(t) # 0 for varje t € I;
(i51) Wronski-determinanten det F(ty) # 0 for nagot to € I;
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Exempel 5.2. Eftersom losningarna

xﬂﬂ::¥t<%> och xﬂﬂ::d*(é)

till systemet i exempel 1 uppspédnner hela losningsrummet, si maste de vara linjirt
oberoende. Matrisen
902t ot
) o= (% g
ar saledes en fundamentalmatris till systemet. Ett annat och enklare séitt att visa

att x1(+) och x5(-) &r linjéirt oberoende ér att konstatera att Wronskideterminanten
det F(t) = 4et — et = 3e? # 0 for varje t.

Inhomogena system

Samma samband som i en dimension rader mellan 16sningar till det inhomogena syste-
met (1) och losningar till det homogena systemet (2):

Sats 5.4. Lat x(t) beteckna en partikularlosning till det inhomogena systemet (1). Dd
ar x1(-) +V = {x1(:) + x(-)|x(-) € V} en fullstindig losning till (1).

Mingden av alla losningar (definierade pé I') till (1) fas alltsd genom att man i vektor-
rummet av alla funktioner pa I forskjuter V medelst vektorn xq(+).
Bewvis. Genom inséttning ser man att om x(¢) dr en 1osning till (2), s& &ar x;(¢) +
x(t) en losning till (1). Antag nu att y(¢) dr en godtycklig 1osning till (1). D& kan
y(t) entydigt utvidgas till en 16sning som ér definierad pa hela I, eftersom mot varje
begynnelsevirdesvillkor y(tg) = x¢ (o € I) svarar en entydig global l6sning enligt Sats
5.1. Sitt x(t) = y(t) —x1(t). Da ar Lx(t) — A(t)x(t) = b(t) —b(t) =0, dvs. x(-) €V
och y(t) = x1(t) + x(t). ¢

Antag att en fundamentalmatris F'(¢) (och ddrmed den allménna losningen F(t)c)
till det homogena systemet (2) dr kiind. D& kan en partikulirlosning till det inhomogena
systemet

(4) x' = A(t)x + b(t)

bestimmas medelst konstantens variation:

Vi gor ansatsen x(t) = F(t)c(t) och bestdmmer den vektorvirda funktionen c(#)
sd att ansatsen faktiskt blir en 1osning till (4). P& grund av att derivering av matriser
och vektorer sker element- resp. komponentvis, kommer den vanliga deriveringsregeln
for derivering av en produkt att gilla for matrisprodukter. Saledes dr

x'(t) = F'(t)c(t) + F(t)c'(t)
(H)F(t)e(t) + F(t)c'(t)
(O)x(t) + F(t)c'(1),
ty F'(t) = A(t)F(t). Nu ser vi att om c(t) viljs si att F(t)c'(t) = b(t), s& dr x(¢) en
16sning till (4). Men detta villkor &r uppfyllt t.ex. for funktionen

=A
=A

c(t) = / F(s)"'b(s)ds (toeI).

to
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Vi sammanfattar detta i en sats:

Sats 5.5. Antag att n xn-matrisen A(t) och n-vektorn b(t) ar kontinuerliga i interval-
let I samt att F(t) dr en fundamentalmatris till x' = A(t)x. For ett godtyckligt to € T
ar da

x(t) = F(t)/ F(s)"'b(s)ds

to
en partikuldrlosning till (4) som uppfyller begynnelsevillkoret x(ty) = 0.

Sats 5.4 och Sats 5.5 ger nu tillsammans:

Korollarium 5.5.1. Den allmdinna losningen till (4) dr

x(t) = F(t)c+F(t)/ F(s)"'b(s)ds.

to

Exempel 5.3. 1 det foregaende exemplet visade vi att det homogena systemet

svarande mot .
z\ _ (3 -2 AW et
Y 2 =2 Y 0

har fundamentalmatrisen (3). Genom att for den inversa matrisen gora ansatsen

ro= (2 4)

och utnyttja likheten F(t)F(t)~! = I, fas ekvationssystemen

2¢?ta+ete=1
e?ta+2e e =0
2e?b+etd =0
e?th +2e7td =1
2t

ur vilka foljer att a = 2e7%, ¢ = —1ef och b = —1e™?", d = 2¢'. Om vi sétter
b(t) = (et 0)7 sa ar

och

t 2t -t 2 -3t —t 3t
1 (27 e s(L—e™)\ _e " [4(e —1) -3t
ro [ Fermea=(20 5 ) ()= (G T T )
vilket enligt Sats 5.5 dr en partikulirlosning till det inhomogena systemet. Vid
integrationen har vi hir anviint den undre gréinsen ¢y = 0. Genom att anvinda en

annan undre griins, fas en annan partikulidrlosning. Enligt Sats 5.4 #r skillnaden
mellan tvi sddana partikuldrlosningar alltid en 16sning till det homogena systemet.
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Tillimpning pa linjira ekvationer

For tydlighetens skull diskuterar vi i fortséittningen DE:r av tredje ordningen. Allt som
sdgs kan emellertid direkt generaliseras till DE:r av godtycklig ordning.

I foregaende kapitel sag vi att en DE av formen
L(t, D)z = 2" + as(t)z" + a1 (t)z’ + ao(t)z = g(t),
dar g(-) och a;(+), (4 = 0,1,2), &ar kontinuerliga funktioner och L(t, D) betecknar diffe-
rentialoperatorn D? + ay(t)D? + a1 (t)D + ao(t), kan 6verforas pa ett system
(5) TH = T3
zy = —ap(t)z1 — a1 (t)ze — az(t)zs + g(t),

vilket i matrisform blir x’ = A(#)x + b(¢), dér

0 1 0 0
A(t) = 0 0 1 och b(t) = 0
aolt) —ar(t) —ax(t) (1)

Om y1(+), y2(-) och ys(-) &r linjirt oberoende losningar till den homogena ekvationen
L(t,D)x =0, ar

u; (t) y1(t)  y2(t)  y3(t)
Fit)= | u(t) | = | v1(t) ) w3t
us(t) yi(t) vz (t) y5(t)

en fundamantalmatris till det homogena system som svarar mot (5). Determinaten
det F'(t) kallas Wronski-determinanten for funktionerna y (¢), y2(t) och y3(t) (se nésta
kapitel). Mangden {y1, y2, y3} av dessa funktioner kallas ett fundamentalsystem. (Ob-
servera att determinanten for det ekvationssystem, som metoden med konstanternas
variation ger upphov till i kapitel 3, dr Wronski-determinanten for ett fundamental-
system.)

Lat oss beteckna inversen till F(¢) med F(t)™! = (vi(t) v2(t) wvs(t)). D& &r
enligt Sats 5.5

y(t) t uy (%) t 0
S0 | =Fa) / F(s)~"b(s)ds = | us(t) / (vi(s) va(s) va(s))| 0 |ds
y" (1) o uz(t) J 7t 9(s)

en partikuldrlosning till (5) med begynnelseviirdet 0 i ty. Den forsta komponenten

y(t) = | K(t s)g(s)ds,

to
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dir K (t,s) = uy(t)vs(s), dr siledes en partikulirlosning till begynnelseviirdesproblemet
L(t, D)z = g(t), y(to) = y'(to) = y"(to) = 0.

Vi formulerar foljande sats for DE:r av n:e ordningen trots att vi bevisar den enbart
i fallet n = 3:

Sats 5.6. a) Funktionen K (t,s) (fundamentallosningen till operatorn L(¢, D)) dr den
entydiga losningen till begynnelsevardesproblemet

L(t,D)x =0
z(s)=42'(s) =--- = x("_z)(s) =0
= D(s) =1.

b) Funktionen y(t) = fti) K(t,s)g(s)ds dr en losning till begynnelsevirdesproblemet

{ L(t, D)z = g(t)

z(ty) = o' (tg) = --- = x(» VD (ty) =0.

Bevis. a) (antag att n = 3) For varje s dr K(-, s) (enligt definitionen) en linjirkombi-
nation av y1 (-), y2(-) och y3(-). Saledes dr K (t, s) for varje s en losning till L(t, D)x = 0.
Dé det dessutom giller att F(s)F(s)™! = I, &r u;(s)v;(s) = d;;. Detta ger att

K(s,s) =ui(s)vs(s) =0
K'(s,8) =uf(s)v3(s) = uz(s)vs(s) =0
K" (s,8) =u(s)v3(s) = uz(s)vz(s) =1

Pastaendet b) foljer direkt ur Sats 5.5. &

Historiska notiser. Begreppet fundamentalsystem for linjira DE:r av hogre ordning
infordes &r 1866 av Lazarus Fuchs (1833-1902). Wronski-determinanten infordes redan &r
1821 av Josef Hoéné Wronski (1778-1853).

Ovningsuppgifter

Bestim i uppgifterna 1-3 en fundamentalmatris pé intervallet ]0, oo[ till det angivna
systemet.

Ledning: Los y(t) ur en DE av Eulers typ.
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tx' = 6x — 3y
ty =2z +y.

Ledning: Anviind substitutionen ¢ = e”.

2022 = —tr +y
2ty =tz +vy.
Ledning: Hirled en DE av Eulers typ for z(¢).

. Bestdam fundamentallosningen K (¢, s) for operatorn L(D) = D3 (dvs. fundamen-
tallosningen till z”/ = 0). Anvind denna for att losa problemet z''(f) = 2t,
z(0) = z'(0) = 2"(0) = 0.

. Bestiim en fundamentallosning till DE:n " —z = 0. Los med hjilp av denna DE:n
7" —x = elsint.

. Bestidm den allmiinna losningen till systemet

, (=2 1 2et
x-(l _2>x+<3t .
. Antag att F(t) = (x1(t) x2(t)) dr en fundamentalmatris till systemet x’ = A(t)x
(ddr A(t) dr en kontinuerlig 2 x 2-matris). Visa att Wronski-determinanten W (t) =

det F'(t) satisfierar DE:n W'(t) = trA(t)W(t), déar trA(t) betecknar spiret av ma-
trisen A(t), dvs. summan av diagonalelementen. Hirled dérefter Abels formel

t
W(t) = W(to)efto trA(s) ds .
. Los i intervallet ]0, co[ systemet

x’zl—zltx—ll—#y—l—t
Y =32+ 5y + ¢

med hjilp av den fundamentallésning som hérletts i uppgift 3.
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Homogena ekvationer

Betrakta DE:n
L(t, D)z =z" +p(t)z' +q(t)z =0.

Eftersom losningsrummet till denna ekvation &r tvadimensionellt kommer vilka tva
l6sningar som helst att vara basvektorer i l6sningsrummet om de &r linjért oberoende.
Vi behover en metod med vilkens hjéilp vi litt kan visa att n funktioner #r linjdrt
oberoende.

Antag att funktionerna 1 (t), T2(t), ..., z,(t) ligger i méngden C*~1(I). Wronski-
determinanten for dessa funktioner definierades i foregdende kapitel som determinanten

W(os oo, san)(t) = | S0 @@
Sl () N el () NS i ()

Exempel 6.1. Wronski-determinanten for funktionerna x; () = ¢t och z5(¢) = Int,
som é#r definierade pé intervallet I =)0, oo, ir

=1-—1Int.

W (21, 29)(t) = ‘t Int

1 1/t

Foljande sats formulerar vi for det fall att vi har tvd funktioner. Satsen giller
emellertid generellt for n funktioner och beviset ér i det allminna fallet likartat.

Sats 6.1. Om funktionerna z1(t) och zo(t) i C(I) dr linjirt beroende sd dr Wronski-
determinanten W (z1,x2)(t) =0 i I.

Bevis. Om funktionerna x(t) och () i C*(I) &r linjért beroende, finns det tal ¢; och
2, av vilka minst ett ér olikt noll, sddana att c1z1(t) + coxa(t) = 0. Om t.ex. ¢; # 0
sd dr x1(t) = —(co/c1)x2(t) = kzo(t). Dérmed dr

W (w1, 22) (1) = "fxz(t) (1) ‘

kas(t)  w5(t)

Korollarium 6.1.1. Om W (zy,z2)(tg) # 0 for nagot to € I sd ar ©1 och xo linjdart
oberoende i C*(I).

Exempel 6.2. Funktionerna z;(t) = cost och z5(¢) = sint #r linjirt oberoende,
ty
cost sint

Wz, 22)(t) = —sint cost

‘:cos2t+sin2t51.
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Mirk, att implikationerna i satsen och korollariet inte kan omvéindas: Om z;(¢) och
x2(t) dr linjirt oberoende, s& behover inte W(xy1,z2)(t) #Z 0 giilla i I, vilket foljande
exempel visar (jfr med Teorem 6.4):

Exempel 6.3. Betrakta funktionerna z;(t) = t? och

Ta(t) = 2 L fort>0
2 —t2 | fort < 0.

D& dr z1 och x5 linjéirt oberoende, ty ur ¢1z1(t) + coxa(t) = 0 foljer for ¢ = 1 att
c1 + co =0 samt for t = —1 att ¢y — co = 0, varfor ¢; = co = 0. Men

2 2

Wizn22)(t) =5, o

Il
o

for ¢ > 0 och pa samma sitt fas att W(xy,z2)(t) = 0 for ¢ < 0. Saledes &r
W (z1,22)(t) = 0.

Nista sats dr en direkt foljd av Korollarium 1.1, eftersom lésningsrummet till en
homogen linjir DE &r tvidimensionellt.

Sats 6.2. Antag att x1(t) och x5(t) dr tvd losningar till DE:n L(t, D)x = 0 i intervallet
I. Om W (x1,x2)(tg) # 0 for nigot tog € I, sd bildar x1 och xo en bas i losningsrummet
till DE:n, dvs. x(t) = Ciz1(t) + Coxa(t) dr den allmdinna losningen.

Exempel 6.4. Losningarna z;(t) = cost och z5(t) = sint till DEm 2/ + 2z = 0
bildar en bas i 16sningsrummet, ty W (zy, z2)(t) = 1.

Foljande lemma, liksom de flesta satser i fortséittningen, géller (mutatis mutandis)
for linjira DE:r av godtycklig ordning.

Lemma 6.3. Om x1(t) och x2(t) dr losningar till DE:n L(t,D)x = 0 sd satisfierar
Wronski-determinanten W (x1,x2)(t) DE:n

aw
E‘FP()W—O,

dvs. W(z1,22)(t) = Cexp(— f p(s)ds) for nigon konstant C (Abels formel).

Bewis. FEitsitt att bevisa lemmat #r att utga fran likheten o L(t, D)x1—x; L(t, D)xo =
0. Ett bevis som direkt kan generaliseras till det allménna fallet (som det som ges
nedan) dr emellertid att foredra. D4 man deriverar en determinant skall varje rad (eller

kolonn) behandlas som en faktor i en produkt. Om vi betecknar Wronski-determinanten
med W (t), ar alltsa

dw _ |z} % LT @
il P R P
1 T2 Z1 Z2
o xl ‘—p(tm—q(t)ml ()l — q(t)ey| = PO O
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Teorem 6.4. Foljande pistienden dar ekvivalenta for losningar x1(t) och z2(t) i inter-
vallet I till DE:n L(t,D)z =0:

a) W(zy,z2)(t) # 0 for ndgot t € I;
b) W (z1,x2)(t) #0 for varje t € I;
¢) x1 och xo dr linjart oberoende;

)

d

x1 och o bildar en bas i losningsrummet till DE:n.

Bewvis. Enligt Lemma 6.3 dr W (x1,22)(t) # 0 for varje t om detta giller for nigot ¢.
Dérfor dr pastdendena a) och b) ekvivalenta. Ur b) foljer enligt Korollarium 6.1.1 att
21 och x5 dr linjért oberoende, dvs. att pastidendet c) géller. Ur detta foljer i sin tur
(Sats 6.2) att =1 och xo bildar en bas i 19sningsrummet, eftersom detta rum #r tvadi-
mensionellt. Om vi dessutom visar att d) implicerar a) si foljer att alla pastdendena
ar ekvivalenta. Antag alltsd att z; och x5 bildar en bas i losningsrummet. Lat tg € T
vara godtyckligt. Enligt existenssatsen har begynnelsevirdesproblemen

L(t,D)z =0 och  L(t,D)z =0
ZE(to) =1 ZE(to) =0
' (tg) = 0 7 (o) = 1

losningar y; resp. y» som bildar en bas i 16sningsrummet enligt Sats 6.2, eftersom

1 0

Losningarna x; och zo kan dérfor framstillas som linjirkombinationer av y; och ys:
Ty = c1y1 + CaY2, T2 = d1y1 + day2. DA dr

ciyr +cy2  diyr + dayo
ciyy + oYy diyy + dayh

!
‘ ‘z; Zé = (crda — cadr) W (y1,y2)(1) -

W (z1,22)(t)

C1 C3

di da

Vore nu W (z1,z2)(t) = 0 for varje ¢ si vore c1dy — cady =0, dvs. ¢; : dy = ¢3 @ da, och
d& vore x1 och x5 linjirt beroende, vilket strider mot antagandet att d) géller. Siledes
ar W(zy1,z2)(t) # 0 for nagot t. &

Konstanternas variation kan anviindas di man utgéende fran en given 16sning vill
bestimma en annan linjért oberoende 16sning. Antag att z1(¢) r en 16sning till ekva-
tionen L(t, D)z = 0 och att z1(t) # 0 for varje t € I (om detta villkor inte dr uppfyllt
i I, betrakta ett delintervall!). Gor ansatsen z3(t) = c(t) z1(¢). Da ér

zh =z + cx

zh ="z +2d ) + ezl

varfor insdttning i 2/ 4+ pz’ + gx = 0 efter hyfsning ger

d"+ult)d =0,
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dér vi har satt u(t) = (22] +pz1)/z1. Funktionen ¢(¢) kan nu bestimmas. Man finner

latt att .
c(t):/ R ALCLA

dr en losning. Funktionerna z(t) och zo(t) = ¢(t)z1(t) dr linjirt oberoende enligt
Korollarium 6.1.1, ty pd grund av att ¢/(t) = exp(— [u(t) dt) # 0 och z1(t) # 0, &r

I 0
/ /
xry CI1

T CT1
) ex) +

W (z1,22)(t) = = = (t) 21 ()2 #0.

Exempel 6.5. Vi ser genast att DE:n 2" — #x’ + ﬁx = 0 har losningen

z1(t) =t och gor ansatsen z(t) = c¢(t)x1(t). Inséittning ger DE:n

t2
mp— (2 9 ’
¢ <1 2 .
som har (t.ex.) losningen

c(t):/ ”1t;”2 dt =t + i+ e) - YIHE

—

Funktionerna z1(t) = t och z5(t) = c(t)z1(t) = tIn(t ++/1 + t2) —/1 + {2 bildar nu
en bas i l6sningsrummet till den ursprungliga DE:n, som séledes har den allmiinna
losningen z(t) = Cyx1(t) + Coxa(t).

Sturms separations- och jimforelsesats

Teorem 6.5. (Sturms separationssats) Antag att 21 och xo utgor en bas for losnings-
rummet till DE:n L(t,D)xz = 0. Dd har x1(t) precis ett nollstille mellan varje par
av konsekutiva nollstallen till £o(t) och omuvdnt. Nollstillena till x1(t) och z2(t) foljer
alltsa turvist efter varann pd den reella azeln.

Bevis. Antag att z1(t1) = 0, dir ¢, € I. D& &r 2 (¢1) # 0, ty vore z (1) = 0, sa
vore W(x1,x2)(t1) = 0, vilket strider mot att z; och zo utgor en bas i lésningsrummet.
Antag t.ex. att z{(t1) > 0 och sitt A = {t|t > t1, z1(¢) = 0}. Om A # (), 1at t5 vara
det minsta talet i A (ett sidant existerar, eftersom A #r en sluten méngd som ér nedét

begrinsad).
\\ o/
A ,

fig. 1
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Vi visar att xo har exakt ett nollstdlle i |t1,t2[. Notera forst att xo(t1) # 0 och
x2(t2) # 0, ty annars vore W (z1,z2)(t;) = 0 for ¢ = 1,2. Vidare ér

W1, z2)(t1) =

(b)) wh(t) ‘ = —oelt) zi(t),

dér z% (1) > 0. Pa samma siitt fas att W(x1,z2)(t2) = —z2(t2) 2} (t2), dir i (t2) < 0.
Eftersom Wronski-determinanten har formen W (z1,22)(t) = Cexp(— [ p(t) dt), si har
den samma tecken overallt. Saledes méaste x5(¢1) och z5(¢2) ha motsatta tecken, dvs. x5
méste ha minst ett nollstélle i intervallet ¢q, t2[. Skulle 2 ha flera nollstillen i nimnda
intervall, s& skulle enligt ovanstdende resonemang (med funktionerna ombytta) z; ha
minst ett nollstille dar, vilket strider mot valet av ¢.

Om A = () s& kan x5 ha hogst ett nollstélle till hoger om ¢;. Antar man ndmligen
det motsatta s& foljer igen som ovan att dven z; har ett nollstille till hoger om ¢4,
vilket strider mot att A dr tomt. Satsens pastidende dr ddrmed bevisat. <

Med hjélp av samma slags resonemang kan vi fa fram &nnu ett anvindbart resultat:

Teorem 6.6. (Sturms jaimforelsesats) Antag att x1(t) och z2(t) dr icke-triviala 1ds-
ningar till

o +p(t)e’ + q(t)r =0 resp. " +p(t)z’ +qa(t)z =0,

dir q1(t) > q2(t). Da gdller antingen att x1(t) har minst ett nollstille mellan varje par
av konsekutiva nollstillen t1 och to till zo(t) eller si dr qi1(t) = q2(t) mellan t1 och to
och x1(t) = kxa(t) i |t1,t2[ for ndagon konstant k # 0.

Bewvis. Antag att det forsta alternativet inte intréffar, dvs. att x;(¢) inte har nagot
nollstille mellan ¢; och ¢5. Utan att inskridnka pa allméngiltigheten kan vi d& anta att
x1(t) och z2(t) dr positiva i ¢y, t2]. Direkt utrikning ger att for Wronski-determinanten
W (t) for x1 och x5 giller

T Eo Y B Y B o
dt |z} o T ay prh + iz prh + g
T i)
= —pW (t) — =—pW(t) + (q1 — @2)r122 .
p () BT GaTs p () (CI1 Q2) 122

Genom att multiplicera W'(t) + pW (t) = (¢1 — ¢2)z122 med exp(ftp(s)ds) fas att

d t t

pn [W(t)ef pds] =(q — qg)wlxgef Pds >0

for varje t €|t1, ta[. Siledes dr W () exp(ftpds) en vixande funktion i J¢1, t2[. Men da
exponentialfunktionen ju alltid #r positiv och da

W(tl) = xl(tl)xé(tl) Z 0 och W(tz) = (I,‘l(tg)(L‘IQ(tz) S 0,

sd innebir detta en motsigelse, ifall inte q;(t) = g2(¢). I detta fall &r W () = 0 och
x1(t) och zo(t) dr linjért beroende (betraktade som funktioner pé |¢1, ¢2[) enligt Teorem
6.4. &
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Exempel 6.6. Vi skall tillimpa jimforelsesatsen pa Bessels differentialekvation
2
x”—l——x'—i—(l——)w: (t>0).

Losningarna till denna kallas Besselfunktioner av ordningen n. Genom att substi-

tuera z = y/\/t fas
4n? — 1

Om |n| < 1/2, s& &r parentesen i denna DE storre #n eller likamed 1. Dess losningar
kan alltsi jimforas med losningarna till DE:n y” 4+ y = 0. Eftersom dndpunkterna
av varje slutet intervall med lingden 7 &r nollstéllen till ndgon losning cos(t — tg)
till y'' +y = 0, si giller:

Fér |n| < 1/2 har Besselfunktionerna av ordningen n minst ett nollstille i var-
je intervall av langden 7 pd den positiva tallinjen. Avstindet mellan konsekutiva
nollstallen dr alltsd mindre dn .

Om |n| > 1/2 far vi, da vi later DE:na byta roller:

Fér |n| > 1/2 har Besselfunktionerna av ordningen n hogst ett nollstille i var-
je intervall av langden 7 pd den positiva tallinjen. Avstindet mellan konsekutiva
nollstallen dar alltsa stérre dn .

Besselfunktioner av ordningen n = +1/2 har tydligen formen C cos(t — to)/v/t (for
t>0).

Den inhomogena ekvationen

Lat oss anviinda metoden med konstanternas variation, som vi inforde redan i kapitel
3, till att bestdmma en partikuldrlosning till den inhomogena ekvationen

L(t, D)z =z" +p(t)z' +q(t)z = g(t)

d& den allménna losningen z(t) = Ciz1(t) + Cozo(t) till den homogena ekvationen
L(t,D)x = 0 #r kiind.

Vi gor ansatsen z(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)z2(t) och forsoker vilja koefficientfunktio-
nerna ci(t) och cy(t) si att z(¢) blir en 16sning till L(¢, D)z = g. Derivering ger:

z' = (c12] + caxh) + (L1 + chaa) .

Vi kriver nu att funktionerna c¢; och ¢ dr sddana att den andra parentesen &dr noll,
dvs. sddana att
ciwy + chro = 0.

Dé dr " = iz} + c1xf + chah + coxhy. Inséttning i DE:mn ger likheten ¢} 2] + chzh = g,
d& man beaktar att z; och z3 dr losningar. Om funktionerna c;(¢) och cz(t) satisfierar
ekvationssystemet
{ izy+ chra =0
izl +dhah=g.
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s ger alltsd ansatsen en losning till den inhomogena ekvationen. Eftersom ekva-
tionssystemets determinant dr W (zq,z2)(t) # 0 sd har det en entydig 16sning. Eli-
minering ger:

Cll(t) W(z1,z2)(t) = —g(t) 22(2)
() Wz1,22)(t) = g(t) 21 (t),

varur ¢; och ¢y fas genom integration. Vi sammanfattar resultaten i en sats:

Sats 6.7. Antag att x1(t) och xo(t) bildar en bas i l6sningsrummet till DE:n L(t, D)z =
0 och satt W (t) = W(xy1,z2)(t). Dd dr funktionen x(t) = c1(t)z1(t) + ca(t)z2(t), dar

ci(t) = —/ %ds och  ¢x(t) :/ 79(%2)(8) ds,

en partikuldrlosning till DE:n L(t, D)z = g(t).

Exempel 6.7. Betrakta DE:n z” + = = tant i intervallet I =] — 7/2,7/2[. Den
homogena ekvationen har 16sningerna x1(t) = cost och x5(t) = sint, som #r linjért
oberoende da ju W(z1,z2)(t) = 1. Koefficientfunktionerna cy(t) och cx(t) dr enligt
formeln i satsen

t t o2
sin® s
cl(t):—/ tan s sinsds:—/ ds =

COS s

K b ods . t T
= cos sds — =sint —Intan | = + — ) ,
cos S 2 4

t t
cz(t):/ tan s cossds:/ sinsds = —cost.

Den allménna lsningen till DEm 2" + x = tant i [ dr dérfor z(t) = C;cost +

Cysint —cost - Intan( + Z).

Elementirt om 16sningar

Vi har tidigare sett att en DE 2" + a12’ + apz = g(t) med konstanta koefficienter kan
skrivas (D — A1)(D — A2)z = g(t), dér Ay och A dr nollstéllena till det karakteristiska
polynomet A2 + a; A + ag. En liknande faktorisering av differentialoperatorn L(t, D) =
D? + p(t)D + q(t) kan uttryckas med hjilp av en partikulirlosning till den homogena
ekvationen L(t, D)z = 0:

Lemma 6.8. Om xz1(t) ar en icke-trivial partikuldriosning till den homogena DE:n
L(t,D)x = 2" + p(t)a’ + q(t)x = 0 sd gdller faktoriseringen L(t,D) = D? + pD + q =
(D —71)(D —r2) i varje intervall I dar z1(t) # 0, varvid

! 4
’f‘]_:—<p+ﬁ> och ’)”zzﬂ.

Ha)
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Bewis. En direkt kalkyl ger

(D—=r1)(D—r2) = <D+p+z—,1>( _9”_,1> _

1 I
2 1 Ty 1) 7\’
=D?>-D2 4pD—pL+Aip_[2) =
I I I I

z! 2 o z! z! z! z! 2
=D?+ <—1> -2 -ADp4pD-pL + LD~ (—1> =
T T T T T

1
=D?+pD+q— — (1 +pa' + go1) =D>+pD+q.$
1

Lat T vara en klass av funktioner som &r definierade i alla punkter i ett intervall
I utom mojligen i enstaka isolerade punkter (som ett exempel, se pd tant och cott i
intervallet R). Vi konstruerar nya funktioner genom att anvéinda foljande operationer
pa funktionerna i I' eller p4 de nya funktioner som uppstar da operationerna anvinds:

1

) addition, subtraktion
2) multiplikation, division
3) derivering, integrering (= bildning av primitiv funktion)

4) exponentiering

Lat Lo(T') beteckna den klass av funktioner som fis genom att — utgdende fran funk-
tionerna i I' — anviinda operationerna 1) till 4) ett dndligt antal gdnger.

Sats 6.9. a) Om den homogena ekvationen =" +p(t) ' 4+ q(t) x = 0 har en icke-trivial
losning x1(t) # 0 i klassen Lo(T) och om dven p och q finns i Lo(T'), sd ligger alla
losningar i klassen Lo(T).

b) Om dessutom gdller att funktionen g tillhor Lo(T') sd ligger alla losningar till
den inhomogena ekvationen =" + p(t) z' + q(t) x = g(t) i klassen Lo(T).

Bevis. P& grund av Lemma 6.8 har vi faktoriseringen D? +pD +q = (D —r1)(D —r3),
dir r; och 5 dr i Lo(I'). Anviind dérefter tva ginger det faktum att alla losningar till
en linjir ekvation ' — fo = h ligger i Lo(T") om f och h gor det.

Historiska notiser. Redan Leonhard Euler (1707-83) loste linjira DE:r med variabla ko-
efficienter. D& han 1734-5 bidrog till Daniel Bernoullis teori om sviingningar hos hingande
linor, upptridde Besselfunktioner — i princip — i hans losningar av en viss DE. De var dock
dolda i form av oidndliga serier. Dessa Besselfunktioner inférdes sedan medvetet av astro-
nomen Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) i samband med ett problem inom astronomin
rorande planeternas rorelse. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) understkte mer systematiskt
4n sina foregangare linjira DE:r med variabla koefficienter. Jacques Charles Francgois Sturm
(1803-55), efter vilken separations- och jaimforelsesatserna dr uppkallade, vann flera utmér-
kelser for sitt arbete om DE:r av andra ordningen, vilket publicerades ar 1834. Sturm var for
ovrigt den forste som noggrant bestimde ljudets hastighet i vatten. Abels formel hirleddes
av norrmannen Niels Henrik Abel (1802—-29) ar 1827.
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Ovningsuppgifter

1.

Ar fsljande funktioner linjsirt oberoende?
(a) t, e, e*;

(b) sint, sint — ¢, t.

. Bestém en bas for 1sningsrummet till foljande DE:r genom att gora ansatsen z(t) =

c(t)zq(t):

a) " +22' +x =0, d& z1(t) = e dr en 16sning;

b) 22" + 2tz — 22 =0, t > 0, d& z1(t) = ¢ &r en losning.

Kan funktionerna z;(t) = sint och z»(t) = e’ (¢ € R) utgoéra en bas for 1osnings-
rummet till ndgon homogen, linjir DE av 2:a ordningen?

Los DEm z" — 32" + 84/ — 82 = 0 da z1(t) = ¢ 4r en losning. (Ledn.: Gor
den vanliga ansatsen z(t) = c¢(t) ¢t och bestdm direfter tre olika funktioner c(t) sa

att en bas for 16sningsrummet till DE:n, bestdende av funktioner av formen c¢(t) ¢,
erhalls.)

. Los DE:na 5 5
n !/ _ .
(a) x —Zm' +t—2(II—0, t>0,
3 3
" ’ _
Visa att nollstéllena hos funktionerna x1(t) = acost + bsint och z5(t) = ccost +

dsint “separerar varann” (som i Sturms separationssats) om ad — be # 0.

Antag att funktionen ¢ #r kontinuerlig och att ¢(¢) < 0 i ett intervall I. Visa att
varje icke-trivial 16sning till DE:n 2" 4 ¢(¢)x = 0 har hogst ett nollstille i I. Giller
detsamma om ¢(t) > 01 I?



System av linjéra differentialekvationer
med konstanta koefficienter

Vi skall undersoka system av DE:r av formen
x' = Ax +b(t),

dir A &r en reell eller komplex n x n-matris och b(¢) dr en funktion med reella eller
komplexa virden. Aven om A och b(t) dr reella, dr det ofta indamaélsenligt att be-
trakta kompleza l6sningar: En sddan #r en funktion x(¢) med komplexa virden, vilken
satisfierar DE:n.

Homogena system
Vi ser forst pa ett specialfall:

Sats 7.1. Om A har n linjart oberoende egenvektorer xq,...,%X, och om motsvarande
egenvdarden ar Ai,...,An, Sa ar

x(t) = CreMixy + -+ + CpePnix,

den allmdnna komplexa losningen till den homogena ekvationen x' = Ax. Om alla
egenvdarden Ay, ..., A\, ar olika sd ar xq,...,X, linjdrt oberoende.

At

Bewvis. Matrisen F(t) = [e)‘ltxl e e’\”txn] med kolonnvektorerna e*i*x; #r en funda-

mentalmatris, ty

e)\ltxll eAntxnl

det F(t) =| - _ T 2 e A et [y - x]

e)\ltxln eAntxnn

ar olik noll, eftersom vektorerna xi,...,xX, #r linjirt oberoende.

Antag nu att egenviirdena Aq,..., A, alla &r olika. Vi skall genom induktion visa
att egenvektorerna dr linjirt oberoende. Om n = 1 s &r x; linjért oberoende, eftersom
x1 # 0. Antag att vi redan visat att xq,...,X;_1 dr linjirt oberoende samt betrakta
en linjirkombination

(1) c1x1+ -+ pxp =0.

Genom att multiplicera fran vinster med A fas ciA\1x1 + -+ - + cx Agxg = 0, frén vilket
likheten (1), multiplicerad med g, subtraheras. Vi far att c;(A\y — A\g)xy + -+ +
ck—1(Ag—1 — A\k)Xg—1 = 0, och d& dr ¢; = -+ = ¢x—1; = 0 enligt induktionsantagandet
och darmed ocksd c; = 0. Induktion ger att ¢y =---=¢, =0. {

Exempel 1.1. I det homogena systemet

() -(2 ()
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har matrisen egenviirdena 1 och 3. Motsvarande egenvektorer &r (1 — 1)T och
(1 1)T. Den allméinna losningen &r dérfor

()6 (1) e (1)

D& matrisen A dr reell, &r man ofta intresserad av de reella losningarna till x’ = Ax.
Antag att A ir en reell n x n-matris med egenviirdet A = 4+ iw (och A = 7 — iw) samt
att y = u+ v (och u—iv), dir u och v ér reella vektorer, ir en egenvektor svarande
mot A\. Mot A och y “svarar” da losningen e*y, dvs.

e’ (cos wt + isinwt)(u + iv) =
e’ (coswtu — sinwt v) + e’ (sinwt u + coswt v).

Eftersom en funktion x(t) = u(t) + iv(¢) &r en komplex losning till x’ = Ax om och
endast om u(t) och v(¢) r reella 16sningar, erhéller vi som en foljd av Sats 7.1:

Korollarium 7.1.1. Om A dr en reell n X n-matris med n linjirt oberoende egenvek-
torer, sd svarar mot ett reellt egenvdrde X med motsvarande reella egenvektor x en reell

losning

eMx

samt mot ett par av konjugerat komplexa egenvirden A = vy &£ iw med motsvarande
egenvektorer y = u L iv de reella losningarna

e’ (coswtu — sinwt v) ,
et (sinwtu + coswt v) .
Varje reell losning dr en linjirkombination av sidana lésningar.

Det aterstar att visa att de i korollariet nimnda losningarna dr “reellt” linjart oberoen-
de, dvs. att en linjirkombination av dem med reella koefficienter dr noll om och endast
om alla koefficienter ér noll. Vi overlimnar detaljerna &t ldsaren.

a=(3 )

i systemet x’ = Ax har egenviirdena —1 + ¢ och de motsvarande egenvektorerna

(s2:)= ()= (1)

Den allmiinna reella losningen till systemet dr dérfor

x(t) = Cre™* [(;) cost — (_01> sint] + Cre™ [(;) sint + (_01> cost] :

Exempel 7.2. Matrisen
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Exponentialfunktionen e

Alla losningar till DE:n 2’ = ax har formen Ce®. I detta avsnitt skall vi visa att
losningarna till systemet x’ = Ax pi motsvarande sitt har formen ef“c, dir c &r
en n-vektor och exponentialfunktionen dr definierad som den matris man far da tA
substitueras i Maclaurinutvecklingen av e*:

tZAZ t3A3
2! + 3!

(2) et =T4+tA+

En oéindlig matrisserie av detta slag sigs vara konvergent om foljden av #ndliga par-
tialsummor konvergerar elementvis: Om S,,(¢) 4r summan av alla termer med hogst
graden m, si dr matrisfunktionen S(t) seriens summa om Sy, (t);x — S(t);x d& m — oo
for varje par ¢,k av rad- och kolonnindex.

Sats 7.2. Matrisserien (2) dr konvergent.

Bewis. Da man beskriver elementvis konvergens #r det bekvimt att anviinda matris-
normen |B| = max; j |bix|. Om B och C betecknar godtyckliga n x n-matriser och X
ett tal, sa giller foljande enkla rikneregler for denna matrisnorm:

|B + C| < max(|bix| + |eir)| < |B| +[C],
IAB| = |A| max [bix| = ]| B],
|BC| < max Y |bijl[ejr| < n|B||C].

J

Den tredje av dessa rikneregler ger att |A*¥| < nF=1|A|* for varje k > 1. For varje
p > 0 dr nu

_ (tA)m+1 (tA)m+p
St = (0] = [ 44 L <
dar
L ((HRAD™ | (mlA™
Em_n< m+ Dl mapt )éo

dd m — oo, ty X, dr ju “svansen” i den konvergenta Maclaurinutvecklingen av
(1/n)el!™4l For varje par i, k av index bildar siledes matriselementen S,,(t);z en
Cauchyfsljd som didrmed dr konvergent. Serien (2) dr alltsd konvergent. <

Anmirkning 1. P4 samma siéitt som i beviset av Sats 7.2 kan man allméint visa
att om f(2) = ag + a1z + a2 + --- #r en hel funktion (dvs. en sidan funktion att
serieutvecklingen konvergerar for varje komplext z), sd konvergerar serien

aoI+G1A+CZzA2+"' .
For seriens summa anvénds den naturliga beteckningen f(A).

Tre viktiga rikneregler géller for exponentialfunktionen:

Sats 7.3. For n x n-matriser A och B galler:
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(a) Om AB = BA si ir B = efeB;
(b) (eA)_1 —A

(c) d— ( ) = etAA Aet? och dirmed dr et en fundamentalmatris for systemet
x' = Ax.

Bewis. Vi nojer oss med att skissera beviset (detaljerade motiveringar kan man finna i
nigon bok i linjir algebra). Notera att den vanliga binomialformeln giller for uttrycket
(A+ B)? om AB = BA. Pastaendet (a) motiverar vi med

(G ED) £

|
p=0 p p,q=0

ST eSS ()

Eftersom A(—A) = (—A)A, ir enligt (a) ete ™ = e~4ed = eA~4 = I. Saledes giiller
pastaendet (b). Pastidendet (c) fis genom termvis derivering av serieutvecklingen for
etd:

d tAN _ d thA®
(e )_%(I—i-tA—i- t=r
tk—lAk
f— 2 e ..
=A+tA" + +(k_1)!+
tk—lAk—l
:A(I‘i‘tA‘f‘"""W"‘"'):AetA,O

Exponentialfunktionen ef4 ger oss ett nytt sitt att fa fram losningarna till ett
homogent system av DE:r med konstanta koefficienter:

Sats 7.4. Lit A beteckna en kvadratisk matris. Funktionen x(t) = e*=t)Ax dr den
entydiga losningen till begynnelsevardesproblemet

x' = Ax, x(tg) = %o -

Bevis. Eftersom e!” dr en fundamentalmatris enligt Sats 7.3 c), har den allminna
losningen till systemet formen x(¢) = ef4c. Genom att kriiva att x(ty) = xo, fas for
den konstanta vektorn ¢ viirdet ¢ = e~ 4x,, vilket ger satsens pastiende. <

En n xn-matris A siigs vara diagonaliserbar om det existerar en icke-singulir matris
P sadan att
M 0O - 0
0

piap=p=| " *

0 0 - A
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Talen \; i D:s diagonal dr A:s egenviirden, eftersom

det(A — AT) = det P2 - det(D — AI) - det P =
=det(D—AI) = (A1 = A) -+ (A — ).

I den linjéira algebran visas, att om n X n-matrisen A har n linjirt oberoende egenvek-
torer xi,...,X, (se foregiende avsnitt), s& dar A diagonaliserbar. (I sjilva verket kan
man som P viilja den matris (x; ...x%,) som har egenvektorerna som kolonner.) Det
finns matriser som inte dr diagonaliserbara, t.ex. matrisen

0 1

0 0)°
I den linjéra algebran visas emellertid att for varje matris A finns ett icke-singulirt P,
som forséitter A i Jordans normalform

J. 0 0
J=ptap=| 0 B U
0 0 Jp

A, 1 0 --- O
0 X 1 -+ 0

Je=|_ " - 7 (k=1,...,p)
0 0 O A

Talet A\ i diagonalen i varje block Ji dr ett egenviirde till A. Samma egenviirde kan
forekomma som diagonalelement i olika Jordanblock. Antalet Jordanblock som innehal-
ler ett visst egenvirde dr likamed det maximala antalet linjirt oberoende egenvektorer
svarande mot egenvirdet.

Exempel 7.3. Om matrisen A har det tredubbla egenviirdet 2 och antalet mot-
svarande linjirt oberoende egenvektorer ir tva, si existerar det ett icke-singulirt
P sadant att

N —

2
J=P AP = 0

(oviisentliga nollor har bortlimnats). Det finns ett annat icke-singulirt P som
overfor A pa en snarlik normalform, i vilken de tva ovan utskrivna Jordanblocken
dr permuterade. Jordanblockens storlek och antal #r ndmligen entydigt bestdmda
av matrisen A men deras ordningsfsljd pa diagonalen beror av transformationen P.
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Sats 7.5. Lit A, B och P vara n X n-matriser. Antag att P dar inverterbar samt att
P~YAP = B (A och B ér saledes simildra). Om f(2) = ag + a1z +az2? + - -+ dr en hel
funktion, sd dar

P=1f(A)P = [(B).
Bewvis. Eftersom matrismultiplikation dr en kontinuerlig operation, ér

-1 _ -1 : k _ : -1 k
P lf(A)P=P (nllgr&l;)akA>P_mlgnooP (ZakA>P

k=0
m m
_ —14kp _ 1 -1 k
—W}l_r)réog_oakp A P—mh_r)r(l)og_oak(P AP)

=> aB" =f(B).¢
k=0

Om P~'AP = J #r i Jordans normalform si ir e = Pet/ P~ enligt satsen. Ef-
tersom potenser av J fis genom att man bildar motsvarande potenser av Jordanblocken
Ji,...,JpiJ, ar

ot
et =p ' Pt
' ot
Om A &r diagonaliserbar, &r
it
et =p pt
eAnt

Definition 7.1. En matris A sigs vara nilpotent om A™ = 0 for nagot positivt heltal
m.

Ett Jordanblock dr alltid av formen Ji = A\ + E, didr E &r en matris i vilken alla
matriselement #r nollor utom de omedelbart ovanfor huvuddiagonalen, vilka &r ettor.
Nu #ir E? en liknande matris men med ettorna tva steg ovanfér huvuddiagonalen osv..
Om FE &r en r X r-matris ir E” = 0. D3 E dirmed #r nilpotent, har vi en &ndlig
serieutvecklingen for e*’:

r—1
e — Tt E ot (1 (tE)
(r—1)!

1ot 220 - - (e = 1)
1t tr=2/(r — 2)!
:e)\kt
t
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Exempel 7.4. Matrisen A nedan ér i Jordans normalform (notera att mot egen-
virdet 2, som #r dubbelt, svarar precis en linjirt oberoende egenvektor, medan mot
det tredubbla egenviirdet 0 svarar precis tva) och motsvarande exponentialfunktion
et4 blir (oviisentliga nollor bortlimnas):

2 1 et te?t

0 1

Berikning av e'4

Vi skall utveckla en praktiskt metod att hiirleda explicita slutna formler for exponen-
tialfunktionen e*4. For detta indamal behover vi lite teori. Vi bérjar med Cayley-
Hamiltons sats:

Sats 7.6. Om p(\) =0 dr sekularekvationen for matrisen A, sa dr p(A) = 0.

Bevis. Det existerar ett inverterbart P sidant att P~*AP = J, dir J #r A:s fram-
stéllning i Jordans normalform. Enligt Sats 7.5 dr

p(J1)
p(A) = Pp())P~' =P o pt,
P(Jq)

dér Jy,..., J, betecknar Jordanblocken i J. Om p(A) = (A — Ay)"™ -+ (A = Ap)"e, &r
p(Je) = (Je = M) o (T = A )™ -+ (Jg = AgD)™ =0
eftersom faktorn (Ji — Apl)™ =0 (k=1,...,q). Alltsd &r p(4) =0. &

Antag nu att A dr en n X n-matris och att p(\) dr ett polynom séddant att p(A) = 0.
Enligt Cayley-Hamiltons sats kan vi som polynom p viilja det karakteristiska polynomet

p(A) =ag Fa A+ Fan_ A" a,\"

men om man finner ett polynom med ligre gradtal med samma egenskap, s& tar vi
naturligtvis detta i stéillet. I vira fortsatta kalkyler tinker vi oss emellertid att p dr det
karakteristiska polynomet.

For et4 gor vi ansatsen
et = o (t)] + pr(t)A+ -+ + o1 ()AL

Vi kommer att se att existens- och entydighetssatsen garanterar existensen och en-
tydigheten hos koefficientfunktionerna ¢ (). Den metod att bestimma funktioner-
na ¢(t) som vi nu skall beskriva ér nirbesliktad med en metod som i litteraturen
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tillskrivs Putzer. Tills vidare antar vi att varje ¢(t) kan deriveras hur ménga ging-

er som helst. T efterskott kommer vi att se att antagandet #r berittigat. Eftersom
A" = —agl — -+ —ap_1 A" Hr

n—1 n—1

) d ) )
Y HA = et = At =) i1 A= —appnoal + ) ($ic1 —aign-1) A
1=0

i=1 i=1

Vi foresitter oss dirfor att finna funktioner ¢;, ¢ = 0,...,n—1, som satisfierar systemet
¢6 = — Qo ¢n—1

(3) ¢Il = ¢0 — a1 ¢n—1

;1—1 = ¢n—2 - an—1¢n—1

och for vilka ¢ (0) =1 och ¢, (0) =0 for k =1,...,n—1. Antag nu att funktionerna ¢;
uppfyller dessa krav. Genom att i (3) derivera uttrycket for ¢, 7 gdnger med avseende
pa t och direfter addera ihop resultaten, kommer vi till att ¢,,_1(¢) satisfierar den
linjdra DE:n

Som ansats for ¢,_; kan vi alltsd ta den allménna losningen till (4). De 6vriga funk-
tionerna fis dérefter genom att man anvinder de n — 1 sista likheterna i (3) som
rekursionsformler (observera att dessa likheter tillsammans med (4) ger den forsta ek-
vationen i (3)):

Sats 7.7. Antag att for en kvadratisk matris A och for polynomet p(\) = ag + a1 A +
vt @y NPT+ A" giller att p(A) = 0. Da dr

et = po(t)] + pr(t)A+ -+ + 1 (H) A",

ddr funktionerna ¢y, fas sda, att man som ansats for ¢,_1 tar den allmdnna losningen
till (4) samt darefter beriknar ovriga funktioner ¢, med hjilp av rekursionsformeln

Pr—1 = Q) + apdn_1, k=n-—1,...,1.

Koefficienterna i den allminna losningen till (4) fis ur villkoren ¢o(0) = 1 och ¢ (0) =
0 (k=1,...,n—1). Funktionerna ¢y dr harigenom entydigt bestamda.

Bewis. Det begynnelseviirdesproblem som definieras av det linjira systemet (3) och de
givna begynnelseviirdena for funktionerna ¢y, har alltid en entydig global 16sning enligt
existens- och entydighetssatsen. For matrisfunktionen

giller da att
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Eftersom ocksd matrisfunktionen et

F(t) = e enligt entydighetssatsen. <

satisfierar detta begynnelsevirdesproblem, &r

Exempel 7.5. Matrisen A = ( 0 1) har sekularekvationen A% 4+ 1 = 0, vilken

-1 0
har 16sningarna A = +i. Vi utgar dirfor frin ansatsen ¢q(t) = Cy cost 4+ Cysint,
men eftersom ¢;(0) bor vara noll, &r C; = 0. Séledes ér ¢;(t) = Cysint. Eftersom
a1 =0 &r ¢g(t) = ¢} + a1¢p1 = Cacost enligt Sats 7.7. Villkoret ¢(0) = 1 ger att
Cs =1, varfor

o _ . _( cost sint
e =o(t)l + p1(t)A = cost [ +sint A = <—Sint cost) '

Exempel 7.6. Matrisen
1 0 0
A=([1 1 0
0 0 -1
har det dubbla egenviirdet 1 och det enkla egenviirdet —1. Sekularekvationen ir
saledes A3 — X2 — X +1 = 0, ur vilken vi kan avlisa att ap = a; = —1. For ¢, har
vi ansatsen ¢ (t) = (C1 + Cat)e! + Cze~t och begynnelsevillkoret ¢o(0) = 0 ger att
C1 + C3 = 0. Funktionerna ¢; och ¢y beriiknas rekursivt enligt formeln i Sats 7.7:

$1 = ¢ + azdy = Coe’ —2Cze7 ",
$o = ¢} + ar¢p = (Co — Cy — Cat)e’ + Cze™".

Begynnelsevillkoren ¢;(0) = 0 och ¢o(0) = 1, tillsammans med det villkor som vi
redan hirlett, leder till ekvationssystemet

Cy — 205 = 0,

{ 01+C3:0,
O+ Co+Cy =1,

vilket har 16sningen C7 = —1/4, Cy = 1/2 och C3 = 1/4. Alltsé &r

$o(t) = (§ — 5t) ' + 3¢,
$1(t) = 5(e" —e™),
ha0) = (5~ 1)+ et

och ' = ¢o(t)I + h1 (1) A + (1) A%,

Exempel 7.7. Lat A vara en godtycklig 2 x 2-matris med egenviirdena A; och As.
Sekularekvationen kan skrivas A2 — (A1 + X)X + Ao = 0, dvs. a1 = — (A1 + A2)
och ag = A1 A2. Om egenviirdena #r olika, dr

le (t) = Cle)qt + 026)\215 y
bo(t) = PL(t) + a1d1(t) = —CrraeMt — Codie2t.
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Koefficienterna bor alltsé uppfylla villkoren C7 + Cs = 0 och C1 Ay + CoAy = —1,
vilket ger att C; = (A; — X\2)~! = —C,. Efter omformning fas

pd o 1 [eM(A = X)) — eMH(A — M\I)] .
A1 — Az

Det fall d& egenviirdena #r lika, kan behandlas pa ett likartat sitt (se 6vn.uppg. 9).

I niista exempel loser vi ett begynnelsevirdesproblem med hjilp av exponential-
funktionen pa det sidtt som Sats 7.4 anger.

Exempel 7.8. Lit A beteckna matrisen i systemet

2\ (2 2 T

y) \-2 6/)\y/)’
for vilket vi foreskriver begynnelsevirdena x(1) = 1 och y(1) = 2. Sekularekvatio-
nen for A ir A\ — 8\ + 16 = 0 och biigge egenviirdena &r 4. Vi gor dérfor ansatsen
$1 = (C1t+ Cy)e* och konstaterar att Cy méaste vara noll, eftersom ¢;(0) bor vara

noll. Vidare &r ¢g = ¢} + a1¢p; = Cre*t — 4C te*t, diir villkoret ¢p(0) = 1 ger att
C7 = 1. Saledes ir

tA _ At i1 _ _ a1 =2t 2t
et =e"[(1—4t) I +tA]l=e <—2t Lo )

Losningen till det givna begynnelseviirdesproblemet &r alltsa
_ o -na (1) _ a—a (201
x(t)=e ( 5 > e ( o .

Inhomogena system

I Sats 5.5 hiirleddes en formel for en partikuléirlosning till ett inhomogent system
(5) x'(t) = Ax(t) + b(t),

uttryckt med hjilp av en fundamentalmatris F(t). Eftersom e dr en fundamental-
matris, ger denna formel uttrycket

t t
x(t) = etA/ e~ *Ab(s) ds :/ =) 4b(s) ds

for en partikulérlosning till (5).

Exempel 7.9. I exempel 7.8 visade vi att om A betecknar den kvadratiska matri-

sen i systemet
! t
T\ _ 2 2 T n et ,
y -2 6 y e
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A a1-2t 2
© = (—2t 1+2t)°

Enligt Sats 7.3 (b) bildas den inversa matrisen genom att man ersitter ¢ med —t.

Saledes ér
t t
_sA B _4s [(1+2s —2s e’
/e b(s)ds-/ e ( 9 1—23) <es>ds
t
— —3s 1 __l —3t 1
_/ e ds<1>— 36 E

K 1 1—2t 2t 1 1,/(1
tA —sA _ o4t -3t _ ot
e /e b(s)ds = g€ e ( o 1+2t> (1> 3¢ (1>

ar en partikulidrlosning till det givna systemet.

sa ar

och

L&t oss nu se om vi kan séiga nigonting allmént om det fall d& b(t) = e*b, déir b &r en
konstant vektor. Med foregiende exempel som modell soker vi efter en partikulérlosning
av formen x(t) = e#*u. Insittning i x’ = Ax + e*'b ger efter forenkling att x(¢) 4r en
16sning om och endast om den konstanta vektorn u satisfierar (u/ — A)u = b. Om p ér
ett egenviirde, kan det intriffa att ingen vektor u uppfyller denna likhet. I annat fall
géller allmént:

Sats 7.8. Om pu inte dr ett egenvdrde till A, ar
x(t) = e!(ul — A)~'b
en partikuldrlosning till x' = Ax + e*tb.

Operatorn (ul — A)~! existerar for alla virden pa p, som inte &r egenviirden till A, och
kallas resolventen till A.

Exempel 7.10. For att losa

() (20 6) ()= (L)

kan vi anviinda oss av superpositionsprincipen: Om x;(¢) dr en 16sning till
X,:AX—l-euitbi (7,:1, 2),

s ar x1(t) + x2(¢) en losning till x' = Ax + e*''b; + e#2*by. Lat A vara den
kvadratiska matrisen i systemet, sitt p; = 1, uo = 3, by = (1 1)T och by =
(1 —1)". Texempel 7.9 bestéimde vi en partikuléirlosning till den forsta ckvationen
(den déir i = 1), och fann losningen x; (£) = —(1/3)e! (1 1) For att bestdmma
en partikulidrlosning till den andra ekvationen, dvs. till

x' = Ax + e"*'by = Ax + €% <_11>
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kan vi géra ansatsen x5 (t) = e3'u (ty 3 ir inget egenviirde till A). Efter inséttning
finner vi att om u = — (5 3)7, si &r x5(t) en losning. Ett annat sitt ar att
bestimma resolventen (3 — A)~! med hjilp av Cayley—Hamiltons sats. For att
kunna skriva sekularekvationen A\? — 8\ + 16 = 0 med hjilp av potenser av \ — 3,
infor vi for ett 6gonblick symbolen z = A — 3 och far di ekvationen z? — 2z +1 = 0,
vilken #ven kan skrivas (A — 3)2 — 2(\ — 3) = —1. Enligt Cayley-Hamiltons sats &r
(A—3I)[(A—3I) —2I] = (A — 31)2 — 2(A — 3I) = —I, dvs.

(37— A)"'= A—5]= (:g f) .

Formeln i Sats 7.8 leder nu till precis samma partikulérlésning x»(¢) som den vi kom
till genom en ansats. Den ursprungliga ekvationen har alltsd partikulirlosningen

x(t) = x1(t) + % (t) = —%et (}) et (g) .

LAt oss till slut betrakta det fall att b(t) = ¢7*(by coswt + by sinwt), dér v + iw inte
ar egenviirden till A. Nu kan b(t) skrivas

by
2

by

b(t) — e'yt |: (eiwt 4 e—iwt) —i 5 (eiwt _ e—iwt):|

1 . .
-2 [(b1 — iby)e T 4 (by + z‘bz)eﬁ—wﬂ] :

Men detta innebér (enligt superpositionsprincipen och Sats 7.8) att ekvationen x' =
Ax + b(t) har en partikulirlosning av formen x(t) = 7 (e“*U + e~**V). En ansats
av formen

x(t) = e’ (coswt u + sinwt v)

kan saledes anvindas.

System av andra ordningen

Ett system av DE:r av andra ordningen med konstanta koefficienter

(6) x"" = Ax' + Bx + b(t),

dir A och B #r kvadratiska matriser, kan alltid aterforas pa ett system av forsta

ordningen genom att man sétter x’ = y. Genom att pd detta sétt fordubbla antalet
obekanta funktioner, fis ett system av forsta ordningen

xl
y/
eller i matrisform

7) (?)Z (g i) (;C)* (b?t)) |

y
Ay + Bx +b(t).
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Detta system av forsta ordningen kan losas pa vanligt sitt. Systemen (6) och (7) &r
ekvivalenta i den meningen att varje 16sning till (6) genererar en 1sning till (7) och
omvéant.

Betrakta nu den enklare ekvationen
(8) x" = Ax,

déir A antas vara en diagonaliserbar n x n-matris. D& existerar det en inverterbar matris
P = (x;y...x,), i vilken kolonnvektorerna xj ir egenvektorer till A och for vilken

A1
P 'AP=D=
An

Om vi nu sitter y(t) = P~!x(¢) si far (8) formen y” = Dy. Detta #r ett betydligt
enklare system, eftersom det sonderfaller i DE:r y;) = Ayy, (K =1,...,n), som inte &r
kopplade till varandra. For varje k dr yx(t) = C,il) exp(v/Axt) + C,iz) exp(—v/At) och
séledes y(t) = >, yk(t)er, dir e; (k = 1,...,n) betecknar de naturliga enhetsvekto-
rerna. Genom att multiplicera med P fran vinster, far vi den allminna (komplexa)
losningen till (8):

Sats 7.9. Antag att A dr en diagonaliserbar n X n-matris med egenvirdena Ay, ..., A\,
och att motsvarande linjdrt oberoende egenvektorer ar x,...,X,. Dad dr

x(t) = Z (C,il)ew‘_’”'t + 0152)6_\/>\_kt> X}
k=1

den allmdnna komplexa losningen till (8).

Hir kan det vara skil att aterkalla i minnet att A #r diagonaliserbar t.ex. om alla
egenvirden #r olika eller om A dr en symmetrisk reell matris. I det senare fallet ir alla
egenvirden reella och egenvektorerna kan da ocksa viljas reella. Sats 7.9 har saledes
t.ex. foljande korollarium:

Korollarium 7.9.1. Om A dar en symmetrisk reell matris med negativa egenvdrden
A = —wi och motsvarande linjirt oberoende reella egenvektorer xj (k= 1,...,n), sd
ar

x(t) = Z (C’,El) cos(wit) + C,iz) Sin(wkt)) Xk
k=1

= Z Cr, cos(wit — ¢p )Xy,
k=1

den allmdnna reella losningen till (8).

En liknande teknik kan anvéndas dven om A i ekvation (8) inte &4r diagonaliserbar: Det
existerar alltid ett inverterbart P med P~'AP = J i Jordans normalform. Genom att
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sitta y(t) = P71x(t), svergar (8) i en ekvation y” = Jy, som sonderfaller i ett antal

delsystem y;c' = Jryk, dér varje Ji dr ett Jordanblock. I ett sddant delsystem sétter vi
z;(t) = y}.(t) och fir ett system av forsta ordningen

r . _ [ Y& _ 0 I
u;, = Byuy, varvid uk—(zk> och Bk_<Jk 0).

Genom att sétta in By:s potenser

s (Jr O 3 (0 Jg 4_J,30
Bk—<0 A , By = JI? 0 , B = 0 JI? , etc.

i serieutvecklingen for etBr fas:

2 4 72 3 5 72
— 3 72 5 73 9 4 72 .

Matrisen Jj, dr nilpotent om egenvirdet i dess diagonal #r noll och serieutvecklingarna &r
da dndliga. Om Jj dr t.ex. en 2 X 2-maftris, 4r i sa fall

t2/2! t t3/3!
B _ 1 0 t
t 1 22
0 0

1

oo o

och 2 o .
1 2/21 t 331
A R R A P

Om egenviirdet Ag i matrisen Jg:s diagonal inte 4r noll, har denna matris alltid (minst)
en kvadratrot

1/2 1/2 E E2
L2 = I+ B2 =N It —ge )
k

dir /A dr ndgon (komplex) kvadratrot och dir utvecklingen i binomialserie dr dndlig

emedan F #r nilpotent. Lat Jk_l/2 beteckna inversen till J,i/z. D4 &r

cosh (tJ,i/2> Jk_l/2 sinh (tJ,i/z)

otBr —
J,i/2 sinh (tJ,im) cosh (tJ,im)

och y(t) = cosh (tJ,i/z) y,(go) + Jk_l/2 sinh (tJ,im) zg)).

Variabla koefficienter

En DE:n av formen z' = a(t)z har den allménna l6sningen z(t) = Cexp([ a(t) dt). Vi
noterar hir (utan detaljerade motiveringar) att en liknande formel giller under vissa
starkt begrinsande forutsidttningar for ett system

9) x' = A(t)x
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med en variabel koefficientmatris A(¢). Lat oss aterkalla i minnet att tvd matriser A
och B sigs kommutera om AB = BA.

Sats 7.10. Antag att den kvadratiska koefficientmatrisen A(t) dr kontinuerlig i ett
intervall I samt lat to € I. Om A(t) och matrisen

kommuterar for varje t € I, sd dr F(t) = eA®) en fundamentallisning till (9).

Bevisskiss. Eftersom A'(t) = A(t), kommuterar A(t) och A'(t). Med hjilp av detta

visar man genom induktion att derivatan av A(t)™ &r nA(t)A(t)"~t. Da det dessutom
giller att exponentialserien far deriveras termvis, ir

10 5 LA = 40RO,

dvs. F(t) dr en fundamentallosning.

Fasportritt i tvd dimensioner

Losningarna x = x(t) till ett system x’ = f(x) av n DE:r kan uppfattas som parameter-
framstiillningar av kurvor, faskurvor, i ett n-dimensionellt rum R, det s.k. fasrummet.
Skaran av alla faskurvor utgor systemets fasportratt. Punkter i fasrummet kallas till-
stand. Faskurvorna visar alltsd hur tillstinden fordndras di parametern ¢ (“tiden”)
vixer. For att komplettera bilden brukar man forse faskurvorna med en pilriktning i
vektorfiltets f(x) riktning (“hastighetsfiltets” riktning).

Vi skall beskriva alla mojliga typer av fasportriitt for ett homogent system x’ = Ax
da A dr en reell 2 X 2-matris

a b
(£ 1)

En jamuiktspunkt &r en punkt x sddan att Ax = 0 (varvid x(¢) = x &dr 1osning). Méng-
den av alla jimviktspunkter &r tydligen ett linjirt underrum av det tvadimensionella
planet, dvs. antingen

(1) méngden {0},

(2) en rit linje genom origo, eller

(3) hela planet.

Den karakteristiska ekvationen A% — (a+d) A+ (ad—bc) = 0 kan skrivas A2 —SA+D = 0,
diir S =tr A och D = det A. Egenvirdena A; och Ay ir alltsd

A:%(Si\/SQ—ALD) .

Notera att Ay + Ao = S och A\;A; = D. Vi kan klassificera olika typer av fasportritt
genom att ange att parametrarna D, S och S? — 4D ir > 0 eller < 0. Dessa typer ir
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generiska (dvs. strukturellt stabila) eftersom en mycket liten #ndring av matrisen A
inte astadkommer ett teckenbyte for nagon av dessa parametrar. Vid “grinsen” mellan
de generiska fasportritten, dvs. dir D = 0, S = 0 eller S = 4D har vi ett antal
icke-generiska typer av fasportritt. En hur liten #ndring som helst av matrisen A kan
leda till att ett icke-generiskt fasportriitt overgér i en annan typ. Fallen (I) till (V)
nedan dr generiska (se fig. 2).

I. Instabil knut (instabil nod); D > 0, S > 0, S? > 4D: Eftersom A\; + Xy = S > 0 och
A1do = D > 0 dr A1 och \g reella och positiva. Lat x; och x5 vara motsvarande reella
egenvektorer. Enligt Sats 1 ir x(t) = Cre*tx; +Cre??'x, den allmiinna reella losningen
till systemet. Vi infor ett (eventuellt snedvinkligt) nytt koordinatsystem, genom att
skriva alla vektorer som linjirkombinationer av x; och x5 och lata koefficienterna & och
n utgora de nya koordinaterna. Vi siitter alltsd & = Cie*? och n = Che??? och finner
att alla kurvor av formen n = C¢F, dir C #r godtyckligt och k = Ay/\; bestar av tre
faskurvor: Jimviktspunkten ir en degenererad faskurva medan de halvor av kurvan som
separeras av jimviktspunkten &r tva andra faskurvor. De réta linjerna i egenvektorernas
riktning, dvs. &- och n-axlarna kallas separatriser. Vardera separatrisen bestir av tre
faskurvor. Jamviktspunkten ségs vara instabil pa grund av att faskurvornas pilar pekar
bortat (se fig. 1 (a)).

II. Instabil spiral (instabilt fokus); D > 0, S > 0, S < 4D: I detta fall &ir egenviirdena
A1 och As konjugerade komplexa tal v + 4w, didr v > 0 och w # 0. Om u =+ v, déir
u och v ir reella, 4r de motsvarande egenvektorerna, si dr enligt Korollarium 1.1 de
reella losningarna av formen

x(t) = Cre"*(coswt u — sinwt v) + Cae?* (sinwt u + cos wt v)
= Cew[cos(wt — ¢)u —sin(wt — @) v],

dir tan ¢ = Cy/C} och C = v/C1? + C5? (se fig 1 (b)).

| i -
& d _."'. L
L & k|
N i & - -
= gq"‘ . H - - -— —
f K _..'- : .\_‘. .1' i
. L L
\ N, 9
i e 3
!

(a) (b) ()
fig. 1

II1. Stabil knut (stabil nod); D > 0, S < 0, S? > 4D: Egenviirdena #r reella, negativa
och olika. Faskurvorna ser ut som de i fall I men med pilarna omsvingda.

IV. Stabil spiral (stabilt fokus); D > 0, S < 0, S? < 4D: Egenviirdena ér konjugerade
komplexa tal v £+ iw, dir v > 0 och w # 0. Faskurvorna ser ut som de i fall IT men med
pilarna omsvingda.
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V. Sadelpunkt; D < 0: Det finns ett negativt egenviirde A; samt ett positivt, Ao. Enligt
Sats 1 dr den allménna losningen x(t) = CreMtxy + Che?txsy, dir x; och X, 4r egen-
vektorer svarande mot A; respektive Ay. Som i fall I infor vi ett nytt koordinatsystem
och sitter £ = Cre*?t och n = Che2t. Faskurvor ér alltsd linjen £ = 0 samt alla kurvor
av formen n = C¢*, dir k = (A\;/)\2) < 0. Precis som i fall I kallas &- och n-axlarna
separatriser (se fig. 1 (c)).

fig. 2

Lat oss nu se pa de icke-generiska fallen (grénsfallen):

Oegentlig knut (oegentlig nod); D > 0, S? = 4D: Egenvirdena #r lika och reella.
Jordans normalform P~'AP #r nigondera av matriserna

@ (33) @ (33)

Ur D > 0 foljer att A # 0. Systemet x' = Ax kan skrivas (P71x)' = (P7!AP)(P~!x).
Genom att sitta (¢ n)T = P~'x, infor vi nya koordinater & och 7:

¢ =N+ ¢ = ¢
@ { 52X o | 9ZX
Dessa system har de allméinna losningarna

_ LAt _ At
@ { ooiGira) g [ c-ae
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I biagge fallen sigs den oegentliga knuten vara instabil om A > 0 och stabil om A < 0.
I fallet () &r faskurvorna strélar som utgar fran jaimviktspunkten. Denna sigs dérfor
vara en stjarnpunkt.

Centrum (vortex); D > 0, S = 0: Egenviirdena ir konjugerade komplexa tal av formen
+iw. Som i fallen IT och IV fis den allménna losningen

x(t) = C[cos(wt — p)u — sin(wt — P)v].
Faskurvorna ér tydligen i detta fall en skara av ellipser kring jimviktspunkten.

D =0, S > 0: Ett egenviirde éir noll medan det andra, A, dr positivt. Enligt Sats 7.1 ér
x(t) = C1x; + C2eMxy den allminna losningen da x; och x, betecknar egenvektorer.
I ett &én-koordinatsystem har vi alltsa 1osningarna ¢ = Cq, n = Che*. Varje punkt pa
linjen n = 0, dvs. &-axeln, dr en jimviktspunkt. Ovriga faskurvorna ir tydligen strilar,
som #r parallella med n-axeln och utgar fran £-axeln.

D =0, S < 0: Ett egenvirde dr noll medan det andra ér negativt. Faskurvorna ér som
i foregdende fall men med pilarna omsviingda.

D =0, S = 0: Bigge egenvirdena ér noll. Nu #r antingen A = 0, i vilket fall hela
planet bestar av idel jaimviktspunkter, eller sd &r matrisen

0 1
(5 )
Jordans normalform for A. Uttryckt i motsvarande &- och n-koordinater far vi i det
senare fallet systemet
{ &=
n'=0,

vilket har losningar av formen & = Cit 4+ Cy, n = (. Faskurvorna &r réta linjer
parallella med &-axeln, forsedda med olika pilriktningar pa olika sidor om £-axeln.

Definition 7.2. Systemet x' = Ax siigs vara asymptotiskt stabilt om alla 16sningar
x(t) gar mot 0 d& ¢ — +oo. Det ségs vara stabilt om alla 16sningar dr begrinsade for
t>0.

I tvA dimensioner dr tydligen ett system asymptotiskt stabilt, om dess fasportritt dr
en stabil knut, en stabil spiral eller en stabil oegentlig knut. I dessa fall &r reella delen
av varje egenvirde negativt. Stabilt dr ett system forutom i dessa fall dessutom om for
matrisens determinant D och spéar S giller D = 0, S < 0 samt om S =0 och D > 0.
Allmént giller:

Sats 7.11. Systemet x' = Ax dar asymptotiskt stabilt om och endast om Re(\) < 0 for
varje egenvdarde A till den kvadratiska matrisen A.

Bevis. Den metod att berikna exponentialfunktionen e*4, som beskrevs i Sats 7.7,

visar att denna alltid &r en summa av ett dndligt antal termer av formen t7e*p, (A),
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A

dir A, betecknar ett egenviirde till A och pjj #r ett polynom. Eftersom x(t) = e'“c &r

den allménna losningen, giiller for varje 16sning x(t) till systemet att
x(t)] < -+ [t R ps (A)e| + - = 0,

da t — o0, forutsatt att Re(A) < 0 for varje k. Om & andra sidan Re(A;) > 0 for
nigot k, s gar [t/e*!| inte mot noll, d& ¢t — +oo. Eftersom funktionerna t/e*<p 1 (A)c
ar linjirt oberoende, kan x(¢) inte konvergera mot noll d& ¢ — +o0.

Historiska notiser. Ordet matris infordes ar 1850 av James Joseph Sylvester (1814-97)
som bendmning pa ett rektangulirt schema av tal ur vilket olika determinanter kunde bildas.
Arthur Cayley (1821-1895) lade grunden for en teori for matriser &r 1858. Han inforde de
grundliggande riiknereglerna, gav villkor for nir den inversa matrisen existerar och studera-
de matrisfunktioner, tom. funktionen VA. Vidare studerade han egenvirdesproblemet for
kvadratiska matriser. Samma ar bevisade han for 2 X 2- och 3 X 3-matriser den sats, som
numera dr uppkallad efter honom och Hamilton. William Rowan Hamilton (1805-65) hade re-
dan tidigare bevisat den for vissa 4 X 4-matriser, som svarar mot s.k. kvaternioner. Ett arbete
om Galois-teori ar 1870 av Camille Jordan (1838-1922) innehéller Jordans normalform, inte
for komplexa matriser utan for matriser med element ur dndliga kroppar. Han var tydligen
omedveten om att Karl Weierstrass (1815-97) kommit till liknande resultat redan &r 1868.

Ovningsuppgifter
1. Los begynnelsevirdesproblemet

{x’:x—ky’ {x(O)zl‘

Yy =z—y

2. Los systemet
z=—-z+y+z
'= x—y+z
2= x4+y—=z.

<

Utnyttja att (z +y+2) =z +y+2, (z +y) =2z, etc.
3. Los begynnelsevirdesproblemet x' = Ax, x(0) = (2 2)7, dar

3 2
=(5 1)

4. Beriikna e genom att summera potensserien, di A dr nigon av foljande matriser:

@ (%) o (1) @ (b)) @ (5Y)

5. Visa genom att berikna potenserna av B att

+p [ cost sint (0 1
¢ _<—sint cost) om B_<—1 0)°
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10.

11.

12.

13.

14.

Bjon: Ordindra differentialekvationer

Anviind detta till att beriikna et dd A = (_21 ;)

Berikna et om

@ oa-(5 3 woa-(y 2).

Beriikna ef* di A dr nagon av matriserna

1 0 2 0o 1 0 3 -1 1
@ |01 3], ® o 0o 1 @ [2 o 1
110 —6 —11 —6 1 -1 2

Lat F(t) vara en godtycklig fundamentalmatris till systemet x' = Ax. Visa att
et4 = F(t)F(0)~L.
Bestim et da A #r en godtycklig 2 x 2-matris med tvi egenviirden som #r lika.

Visa att om A #r en 3 x 3-matris, vilkens alla egenviirden har samma viirde A, si ér

1
etd = EeM [(A282 — 2\t + 2)T + (=202 + 2t) A + 12 A% .

Los begynnelseviirdesproblemet x’ = Ax, x(0) = (1 1)7, da

5 3
A= (—15 7) '

Bestdm en partikulirlosning till systemet

xy = =311+ 12+ 2cos 2t
xh =11 — 3T9 + cos 2t.

Tva bakteriestammar med populationerna x(¢) och y(t) forokar sig inte men “Hter”
varann med en hastighet som &r proportionell mot den dtande stammens storlek.
For detta systen anvinder vi modellen

{w’(t) = —ay(t)
y'(t) = —Ba(t),

dir « och g dr positiva tal. Vilket bor forhéllandet z(0)/y(0) vara for att biagge
stammarna skall skall leva ofindligt linge, dvs. for att z(t) > 0 och y(¢) > 0 skall
gilla for varje ¢t > 0.

Los begynnelseviirdesproblemet x’ = Ax, x(0) = (0 3 2)7 da
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Los begynnelsevirdesproblemet

(4 Der (). (1)

Los begynnelsevirdesproblemet

X! = (i’ :1*>x+et<}> . x(0) = G) .

Bestdm en partikulirlosning till systemet

x} = =3z, + 2+ 2cos 2t
xh =z — 3x2 + cos 2t.

Antag att x( dr en egenvektor svarande mot egenviirdet A till matrisen A. Visa att
x(t) = teMxg #r en losning till systemet x' = Ax + eMxg

For kretsen i figuren

I

uppstiller man litt systemet

da(h - —(R1+ R2)/L>  Ro/L> I n E/L,
dt \ I Ry/Ly —Ry/L4 I 0 '
Los systemet dd Ry = 8, Ry =3Q, L1 = Ly, =1 H, E(t) = 100sint V, I1(0) =

Bestdm den allménna lgsningen till systemet

zf = —bxy + 2z,
zh = 211 — 4xo + 213
x4 = 2x9 — 33 .

Av tre likadana pendlar, som héinger efter varann, #ir den férsta kopplad ihop med
den andra och den andra ihop med den tredje medelst tva likadana spiralfjidrar.
For smé svingningar beskrivs pendelsystemet av

:Ijlll = —k‘Il + E(IQ — 5131)

xh = —kzo +e(x1 — x2) + (23 — T2)
:Ijg = —k‘Ig + E(IQ — 5133) s
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dir z;, + = 1, 2, 3, dr respektive pendels utslag och k£ och ¢ &r positiva konstan-
ter. Bestdm den allminna losningen till systemet samt den partikulédrlosning som
uppfyller kraven z1(0) = a, z2(0) = z3(0) = 0, z}(0) = z5(0) = z5(0) = 0.

Bestdm en fundamentalmatris till systemet x’ = A(¢)x da A(t) &r ndgon av matri-

serna
5 0 0 2
@ (%0) o (65) @ (2o
0 # 0

For vilka virden pa a dr systemet

x| =2z + azxs
zh =1z — 4z,

asymptotiskt stabilt?
Antag att det homogena systemet x' = Ax #r asymptotiskt stabilt. Visa att om
funktionen b(t) dr begrinsad for ¢t > g, ir varje losning till systemet x’ = Ax+b()
begriansad da t > to.



Laplacetransformationen

Laplacetransformationen kan vara ett bekviimt verktyg, d& man loser linjira DE:r med
konstanta koefficienter eller system av siddana. Man bor dock inte dverskatta trans-
formationens betydelse. Ofta kan nimligen andra metoder ge den sokta losningen
snabbare och ibland kan Laplacetransformationen inte alls anviindas (se exempel 8.1).

Definition 8.1. Laplacetransformen F(s) av en funktion f(t), som ir definierad for
t > 0, dr den funktion F'(s) som ges av integralen

(1) F(s) = /OO =t £ (1) dt.

0

Om F dr Laplacetransformen av f, s& uttrycks sambandet mellan dessa tva funktioner
med symbolerna
foeF eller Feof.

Den funktion f +— F, som transformerar f(t) till F(s), kallas Laplacetransformationen
och betecknas med £. Funktionen F' kan alltsa betecknas med L£f men ocksd beteck-
ningen £{f(¢)} kommer att anvindas flitigt i fortsdttningen. Det &r Litt att se att
Laplacetransformationen ér linjéir, dvs. att

L(cifi +cafe) =cilfi+c2Lfa  (c1,c2 €R)

for sidana argument s for vilka bade (Lf1)(s) och (Lf2)(s) ér definierade.

Om funktionen f viixer tillriickligt snabbt, si har den ingen Laplacetransform:

Exempel 8.1. Om f(t) = €', si ser vi att e *tf() = et =%t — 0o da t — oo.
Laplacetransformen av f &r alltsa inte definierad for nagot viirde pa s.

Nedanstéende sats och ocksa Sats 8.2 formulerar vi for enkelhetens skull for kon-
tinuerliga funktioner. Det #r emellertid litt att se att bevisen kan genomforas for en
storre klass av funktioner.

Sats 8.1. Om funktionen f ar kontinuerlig och (Lf)(s) dr definierat for ett visst varde
pa s, si ar (Lf)(s") definierat for varje s' med s' > s.

Bevis. Sitt § = s’ — s. Med hjélp av partiell integration fis

b b
/e—S'tf(t)dt:/ e~ 0te 5t £(t) dt

0 0

= (eI} + 6 / 5 I di.
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dir I(t) = fg e f(u) du. Eftersom funktionen I enligt antagandet ér begrinsad, gar
substitutionstermen mot 0 och den andra termen mot en konvergent integral, da b gar
mot odndligheten. Alltsa &r (Lf)(s") definierat. <

Av Sats 8.1 framgar att om Laplacetransformen F' av f #r definierad for nigot
viirde péd s, si finns det ett o sddant att integralen (1) dr konvergent for s > o och
divergent for s < o. Transformen F(s) dr saledes definierad i ett intervall av formen
|o, 0o[, dir o kan vara —oo, eller pa ett intervall [o, 0o, déir o dr dndligt.

Exempel 8.2. Laplacetransformen av e’ #r definierad i intervallet ]1, 00|, ty bara
for viirden pa s i detta intervall ér integralen

o0 o0 1
L{e'}(s) = / e Stel dt = / et gt =
0 0

1—s

konvergent. For funktionen g(t) = e*/(1 + #2) giiller uppskattningen

0 < e st (t) _ ell=s)t < e(1=8)t
— g - 1+t2 — b

varfor dess Laplacetransform (Lg)(s) ér definierad for s > 1. Men dessutom existe-
rar (Lg)(1), eftersom [;° dt/(1 + t?) = /2 tr konvergent. For s < 1 fis ddremot
en divergent integral, ty integranden néirmar sig d& inte noll nir ¢ gar mot +oo.
Laplacetransformen av g &r alltsd definierad i intervallet [1, oo].

Laplacetransformationens betydelse for DE:r grundar sig pa egenskapen att summor
av derivator forsedda med konstanta koefficienter av den éverfors pé polynom. Om vi
nimligen later Laplacetransformationen operera pa en derivata, s& far vi med hjilp av
partiell integration

LU (1)} (s) = / " ft)etdi =
= 05 s [ e a = sE(0)6) - 500,

Denna kalkyl &r giltig om bade f och f’ har en Laplacetransform och om e™* f(t) — 0
dad ¢ — oo. Det sistndmnda villkoret behovs inte om hérledningen gors pa ett annat
sitt (det generellare beviset ges nedan).

Sats 8.2. Om f och f' dr kontinuerliga och (Lf)(s) och (Lf')(s) dr definierade, si dar
(Lf)(s") = s'(LS)(") = £(0)
for s > s.
Bewis: Sitt § = s’ — s. Samma kalkyl som i beviset for Sats 8.1 men tillimpad pa f’ ger

t
0

(Lf)(s) = o /0 e ta / e 1 () du
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och vidare da man integrerar den inre integralen partiellt

t
0

(LS)(s') = S(LS)(s') — F(0) +35/0°°e—5tdt/ e f(u) du.

Lat I beteckna integralen i den sista termen. Genom att byta integrationsordning fas

b t b b
I = lim e_5tdt/ e " f(u)du = lim e f(u) du/ e Otdt
b—oo [ 0 b—oo Jq w
b b
== lim (/ e " f(u)du— e“”’/ e " f(u) du)
(5 b— o0 0 0
]' !/
S

Insittning ger (Lf')(s") = 0(Lf)(s") — f(0) + s(Lf)(s") = s'(Lf)(s) — f(0). ¢

Genom upprepad anvindning av formeln i Sats 8.2 fas for en funktion f med “tillréick-
liga” egenskaper:

L{fWB}(s) =" L{F 1)} = 57 F(0) = = sf B2 (0) = FED(0).

Exempel 8.3. D3 man anvinder Laplacetransformationen £ pé biigge leden i
DE:mn z”" +z =1, fas

s?Lx — sz(0) — 2'(0) + Lz = L{1} = / e Stdt = L .
0

S

Saledes ar

(2) (Lx)(s) = ﬁ E + sz(0) + :JU'(O)] .

Lyckas vi i ovanstiende exempel bestimma en funktion z(t) sddan att dess Laplace-
transform (Lz)(s) precis dr uttrycket i (2), s& har vi 16st begynnelsevirdesproblemet
for DE:n 2" + 2 = 1 med begynnelsevirdena x(0) och z’'(0). Orsaken till detta &r att
bara en kontinuerlig funktion z(¢) kan ge upphov till transformen y(s) = (Lz)(s).

Den inversa Laplacetransformen £~y #r alltsi entydig om den existerar, di man
haller sig till méngden av kontinuerliga funktioner. Eftersom £ &r linjéir, sa blir ocksa
L~! automatiskt linjir, sd att L7 (ciy1 + coy2) = c1 L7 1y1 + co L7 yz. Generellt kan
man visa att om for “godtyckliga” funktioner x;(t) och zo(t) giiller att Lz; = Lxo, s
ar z(t) = z1(t) — z2(t) en nollfunktion i den meningen att fé) z(t) dt = 0 for varje b > 0.
Detta innebir att funktionen z(¢) har virdet noll “nistan overallt”.

D& man vill bestdmma funktionen x(¢) da dess transform (Lz)(s) &r kind, dr det
bra att framfor sig ha en lista dver transformerna av de elementéra funktionerna:
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Laplacetransformer av elementira funktioner

Vi sag redan i exempel 8.3 att £L{1} = 1/s. For ett godtyckligt n > 0 fas Laplacetrans-
formen for f(t) = ¢t™ med hjilp av partiell integration

L{t"}(s) = /Ooot"e_“dt = /Oootnd (_%6_3t>

n

_ —/ le=stgy — " Ln=1y(s)
0 S

S
Upprepad anvindning av denna formel ger:

n!

L{E"}(s) = = -

For z > 0 #r gammafunktionen I' definierad av ['(z) = [ t*~le~*dt. Vi far dérfor
den allménna formeln:

& 1 & M(a+1)
— —st — —st —
ﬁ{ta} - /0 e St dt = prw) /0 e~ (St)a d(St) = — o (a > —1) .
For exponentialfunktionen e blir transformen

1

s—a

L{e"}(s) :/ 6_St6atdt:/ e~ (=t g =
0 0

for s > Re(a). Eulers likhet, sinwt = (1/2i)(e’? — e~%?), ger for s > 0

. — —st o: — —(s—iw)t _ _—(s+iw)t
L{sinwt} /0 e 'sinwt dt —22_/0 (e e ) dt

11 1\ w
S 2i\s—iw s+iw) s2+w?’
P& samma sitt fas med hjilp av Eulers likhet cos wt = (1/2)(e’“? + e~™*) att

s
L t}=———.

{cos wt} R
Exempel 8.4. Ovanstiende transformer ger l9sningen till DE:n z” + 2 = 1 i
exempel 8.3: 1

1 s 1
0
+ )1+s2

(2) L{z}(s) = sA+52)

uppdelas den forsta termen i partialbrak

1 1 S
s(14+s2) s 1482’
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vilket ger
1

(Lx)(s) = é +[p(0) — 1) + 0 (0) 7

1+ 2
Saledes &r
z(t) =1+ [z(0) — 1] cost + z'(0) sint,
dir konstanten 1 &r en partikuldrlosning till den givna ekvationen medan de tva
ovriga termerna utgor en 16sning till motsvarande homogena ekvation.

Med hjilp av formlerna sinht = (e — e™*)/2 och cosht = (e + e~*)/2 hirleder
man litt transformerna for sinhat och coshat. Vi kan nu sammanstilla en kort lista
av Laplacetransformer:

Funktion Laplacetransform
n o—e o n=0,1,2,...
t* o—e ngj__ll) (> —1)
eat o—e Sia

sin wt o—e Pyl

cos wt o—e P

sinh at o—e T —aZ

cosh at o—e e

Exempel 8.5. For att bestimma den funktion f(¢), som har transformen F'(s) =
(3s +5)/(s? + 7), skriver vi briket som en summa av tvi termer

3s 5
F(s) =
G =zt ey

och ser di att f(t) = 3cos V7t + (5/v/7) sin /Tt

Exempel 8.6. For att 16sa begynnelsevirdesproblemet
" =3z +2x =€ z(0)=1, 2'(0)=0
opererar vi med Laplacetransformationen pd DE:ns hoger- och vinsterled

1

s2Lx — s5x(0) — 2'(0) — 3(sLx — x(0)) + 2Lz = 3

sitter in begynnelseviirdena och lgser ut (Lx)(s):
s—3 1
L) = =) T G362 =1)"
Partialbraksuppdelning av dessa brak ger
ﬁx:[2— 1]_'_[11_ 1+11
s—1 s—2 2s—1 s—2 2s5—3
5 1 2 1 1

:Es—l_s—2+§s—3'

Alltsd ar
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Speciella regler

Vi skall hirleda tva nyttiga regler rorande Laplacetransformationen. Forst noterar vi
att foljande s.k. ddmpningsregel omedelbart foljer ur transformationens definition:

Sats 8.3. Om f(t) och e* f(t) har Laplacetransformer, si dr

L{e"f()}(s) = (Lf)(s —a).

Vi kan dirfor forlinga listan av Laplacetransformer med t.ex.

!
Ak eat o—e n!

[CE
e sin wt o—e (CEnE=
e cos wt o—e eyt
o sinh wt o—e (CEmE=
@ cosh wt o—e (e
Definition 8.2. Funktionen (f * g)( fo g(t —u)du (t > 0) kallas faltningen

eller konvolutionen av f och g.

Sats 8.4. (faltningssatsen) Om [~ |f(t)|dt < oo och [ |g(t)|dt < oo, s har falt-
ningen f x g en Laplacetransform och denna dr produkten av faktorernas Laplacetrans-
former:

L(fxg)=Lf Lyg.

Beuwisskiss. Utan att motivera giltigheten hos operationerna fas genom att byta integ-
rationsordning och genom att direfter sitta v =t —u

L(f *g)(s) = /Oooe_‘”tdt/otf(u)g(t—u) du = /Ooof(u) du/uoo e Stg(t — u) dt

= [T [T e o = (20)6) (£0)(6) -0
0 0

Exempel 8.7. Laplacetransformera DE:n 2''+22'4+52 = 1 med begynnelseviirdena
z(0) =1 och z'(0) = 0 samt sitt F'(s) = (Lx)(s):

(s2F(s) —s) +2(sF(s) —1) +5F(s) = -

Kvadratkomplettering ger

F(s) s+ 2 +1 1
s) = -
s24+2s+5 ss52425+5
s+1 1 2 1 2

(s+1)2+22+§(s+1)2+22+2_s(s+1)2+22'
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Enligt ddmpningsregeln och faltningssatsen fas losningen
—t L, . 1t
z(t)=e C082t+§6 s1n2t+§ e "sin2udu,
0

dér integralen #r faltningen av 1 och e™* sin 2t.

Faltningssatsens frimsta betydelse ligger i att om den transformerade funktionen
kan spjilkas upp i en produkt F'(s)G(s), ddr F(s) och G(s) ér transformer av f(t)
respektive ¢(t), s& kan ursprungsfunktionen till F'(s)G(s) konstrueras som faltningen
av f och g. Ursprungsfunktionen till exempelvis 1/(s — a)(s — b) ér faltningen av e®

bt
‘ au b(t—u) bt ‘ (a—b)u 1 at bt
e™e du =e e du = (e —e )
0 0 a—2>b

och e,
(kan ocksé fas genom partialbriksuppdelning). Genom att lita b néirma sig a, ser vi

att funktionen 1/(s —a)? bor ha ursprungsfunktionen - (e*) = te®, vilket vi ju redan

d
har hirlett med hjilp av dimpningsregeln.

P4 samma, sitt dr ursprungsfunktionen till produkten

w1 w2
52 + w? $2 + w2

faltningen av sinw;t och sinwst, vilket firdigt utrdknat (6vningsuppgift 9) blir

w1 Sin wot — wo Sin wy t

wi — w}
1 . sinwyt — sinwy t
= —— |sinwst — wo
w1 + w2 w2 — W1
2t T 18 s _ 2 .2 1 (s d —
Dé vi hir liter wy gd mot w1 = w, s gar uttrycket mot 5-(sinwt — wz=sinwt) =

=L (sinwt — wt cos wt). Detta ger den forsta av Laplacetransformerna

2w
. 2w?
sinwt — wtcoswt o—e 1?2
. 3
wt coshwt — sinh wt o—e 7(522_%2)2
. 2ws
tsinwt o—e (2 +w?)2
. 2ws
tsinh wt o—e (s2—w?)2

De ovriga fas pé liknande sétt (se dvningsuppgift 10).

P& grund av faltningssatsen kan Laplacetransformationen med fordel anvindas ocksa pé
Volterras integralekvation

z(t) = g(t) + /0 z(s)h(t — s)ds,

som innehéller en faltning av en obekant funktion £ med en bekant funktion h. Om F,
G respektive H &r Laplacetransformerna av , g och h, sd 4r F' = G + F'H och saledes
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F =G /(1—H), varur = kan bestimmas. Ekvationen kan uppenbarligen tillatas innehélla
b&de derivator och faltningar som i t.ex integrodifferentialekvationen

z'(t) + az(t) = g(t) + /0 z(s)h(t — s)ds,

med begynnelsevillkoret 2(0) = zy. Laplacetransformerad antar den (med samma be-
teckningar som ovan) formen

sF(s) —xo+ aF(s) =G(s)+ F(s)H(s),

ur vilket F'(s) kan losas ut.
System av ekvationer

I ett system av linjira DE:r med konstanta koefficienter kan varje ekvation Laplace-
transformeras. Systemet blir didrigenom algebraiskt och kan losas genom eliminering.

Exempel 8.8. Da man Laplacetransformerar systemet
' +y=1
Yy +x=t

med begynnelsevillkoren x(0) = zp, y(0) = yo och later F' och G beteckna trans-
formerna av x respektive y, fis det algebraiska systemet

sF-i—G:%-i—wg

Eliminering ger

1 Zo Lo Yo
F=—qt2 -

32+s+s(32—1) s2—1
G—=_ To 4 Yos

s2—1 s2—-1"

Losningen blir alltsa
t
z(t) =t + zo + o / sinhu du — yosinht =t + 2 cosht — yg sinh ¢
0

y(t) = —wgsinht + yo cosht.

Laplacetransformationen kan ocksd anviindas pa en ekvation som skrivits med vektor-
och matrisbeteckningar:

Betrakta systemet X' = Ax + b(t) och 14t F(s) och B(s) vara transformerna av x(t) re-
spektive b(t). Eftersom Laplacetransformer bildas komponentvis, fas den transformerade
likheten

sF(s) —x(0) = AF(s) + B(s).
Om s inte #r ett egenviirde till matrisen A, existerar resolventen (sI — A)™! och F(s)
kan losas ut:

F(s) = (sI — A)~}(B(s) +x(0)).
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Historisk notis. Laplacetransformationen infordes i det grundléiggande verket om sannolik-
hetsldra Théorie analytique des probabilités av Pierre Simon de Laplace (1749-1827), vilket
publicerades forsta gangen ar 1812.

Ovningsuppgifter

1.
2.

Beriikna Laplacetransformerna av sinh at och cosh at.
Beriikna Laplacetransformen av funktionerna

(a) cos?wt,

(b) sin® wt,

(c) t?sint.

Berikna Laplacetransformen av funktionerna

(a) sinw;tcoswst,

(b) sinw;tsinwst,

(¢) coswitcos wat.

4. Visa att funktionen eV? har en Laplacetransform.
5. Beriikna Laplacetransformen av funktionen (D3 + D + 1)(e~t/t), dir D betecknar

10.

11.

derivering med avseende pa t.
Berikna £{t~/?} genom att utnyttja att [ et dt = /7/2.

. Bestam ursprungsfunktionen till de Laplacetransformerade funktionerna

(a) F(s) = s+a,
(0) F(s) = s7=5579 23+9,
(c) F(s) =
(d) F(s)= m.
Los med hjilp av Laplacetransformen begynnelsevirdesproblemen:
(@) 2" — 52" +4x = €2, z(0)=1, 2'(0)=-1,
(b) 22" +2' —xz=¢€3, z(0)=2, 2'(0)=0,
(¢) 2" —62"+9z =0, =z(0)=1, '(0)=0,
(d) " 4+ 42" = cos2t, x(0)=0,2'(0) = 1.
Berikna faltningen av sinw;t och sin wst.
Visa att
20.)3

(a) wtcoshwt — sinhwt o—e (R

)57

(b) tsinwt o—e (82%#2)2,

(c) tsinhwt o—e (522—%2)2

En funktion f siigs vara av exponentiell ordning i intervallet [T, oo[ om det finns tal

M och k, sddana att |f(t)] < Me*® for t > T. Bevisa foljande pastiaenden:

(a) Varje kontinuerlig funktion pa [0, 0o[ av exponentiell ordning har en Laplace-
transform;

(b) Om f och g #r funktioner av exponentiell ordning i [T, oo[, s& &r ocksd fg av
exponentiell ordning i samma intervall;
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(¢) Om f &r en kontinuerlig funktion av exponentiell ordning och F' dr dess La-
placetransform, si dr lim,_, ., F'(s) = 0.

12. Los med hjilp av Laplacetransformationen begynnelseviirdesproblemen
(a)
¥=xz+y
y=xz—y, z(0)=1, y(0)=0.

(b)
{x’:y+1
y =z+t, z(0)==z0, y(0)=yo.

' =3x+3y+1t
y=—z-y+1, =z(0)=y(0)=0.



