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1

Antag u,v # 0 (annars uv* =0 och A =1I.)
Studera

(I +uv™)(I 4+ auv™)
= I+ uw* + auv™ + uwv*auw”®
I+ (14 o+ av'u)uv®

Om v*u # —1 blir (1 + a + av*u) =0 for a = ;. Hirav fas

+v*u”
Al =T- ;uv* (v*u # —1)
14 v*u '
Inversen &r entydig da den existerar.
Om v*u = —1 har vi
Au= (I +ww™)u =u+ w*u =0,
mao. A dr ej inverterbar om v*u = —1.

Vi har alltsa tva fall:
v*u # —1: A dr inverterbar och har (den entydigt bestimda) inversen

1
Al =T ———w*.
1+v*u
v*u = —1: A &r ¢j inverterbar. Nollrummet null(4) = {cu|c € C}. (Om z &r olika noll och x och u &r

linjart oberoende sa &r
Az =z +w’z =z + (v'z)u # 0,

dvs. nollrummet spinns upp av u ensam.
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Ant. W icke-singulér, || - || & vektornorm.
Past. || - ||w ar vektornorm.

Bevis

(1) ||z||lw = ||Wz|| = 0 omm z = 0 ty 0 dr inte bland W:s egenvirden (el. -vektorer). |[Wz|| > 0 ty || - ||
ar vektornorm.
2) [[W(z +y)l| = Wz + Wyl <

{II-|| vektornorm}

(Wl + Wyl = [lz]lw + [ly[[w-

(3) [lazllw = |laWzl|| = |af - ||Az[| = |af - |||
Mao. || - ||w &r vektornorm.

3

Ant. W icke-singulér, || - || & vektornorm.

Past. max{|\| |Az = Az} <sup,ec)|ja)),n=1 |[42][m
Bevis

Gor motantagandet,
ant. I\ [A| > sup,ec jjz)),,=1 [|AT]|m s& att Az = Az. Da
IAl > supyg,.=1 Al [[2][m = |Al, vilket kan inte gélla. Dirfor maste pastaendet gilla.



4c

Lat z vara nx1-vektor.

n m n
142113 = max | Y zjay* < Y1 zjail = [|A2]5.
sm
seemeoi i=1 j=1
Eftersom ||z||co # 0,

[14z[[eo/|l2l00 < [|Az[l2/l|2llo0 < {(40)} < V/nl|Azl2/]|2]2-

6.6
Lat A = é 1 —12i . Da blir A*A = 1 _(SZ) , vars egenvektorer blir kolonner av V och egenvér-
dens kvadratrotter bildar diagonalelementen av ¥. Kvadratroten av det storsta egenvirdet A\; =~ 6.1926

—0.1891:
0.9820

—0.9820i V61926 0
—0.1891)’ dvs X = ( 0 \/0.8074) och V= f{ur w2} =

kommer forst, motsvarande egenvektor blir v; = ( ), sedan kommer kvadratroten av Ay =~

0.8074 med egenvektorn vy, = (

—0.1891:  —0.9820:
0.9820 —0.1891

>. Nu ar det latt att rakna

S SR SV i1 —0.18917\ _ 0.4706
e T T YT V61926 \0 1—2i) \ 0.9820 ) T \0.3946 — 0.7892i

och

R B | i1 —0.9820i\ _ 0.8824
e = A0 = A = TSR 0 1-2i) \ —0.1891 ) ¥\ —0.2105 + 0.4209: ) °
0.4706 0.8824 s
0.3946 — 0.7892i —0.2105 + 0.4209; )> ¥

1 1 N 0.4706 0.8824 2.4885 0 0.1891:  0.9820
0 1-—2i) 7 \0.3946 — 0.7892i —0.2105 + 0.4209i 0 0.8986 ) \0.9820; —0.1891)/"°

vifar U = {u; ug} = <

Lat F = vara en m X m-matris. Da kan vi skriva

—_= o O O
[
—
OO O

Har nu att E*E =1 = EE*, dvs.
BB* = A*EE*A* = A'EE*A=A"A=A4*A

Singuldrvirdena av A bestdms av egenvirdena till den hermiteska matrisen AA* (som &r reella, se uppg.
4 ro 1). Déarfor innebidr BB* = A*A att B har samma singulirvirden som A. A*Ax = Ax innebér (da A
ar reellt) namligen att

AT = \x = A* Az = A*AT = BB*7.

B*B och A*A har samma (reella!) egenvérden, ty om z dr egenvektor till A*A dr T egenvektor till BB*
och B*B.

8

Antag A, B € C™>™,

Vi visar att pastaendet

A och B har samma singulirvirden < 3Q € C™*™ : A = QBQ* AN Q* = Q™!
ar falskt genom att ta ett motexempel.



10 ~ (sin(1) cos(—1)

0 1)O0hB= <Cos(1) sin(~1) )"

Bade A och B har singularvirdena 1 och 1, men enhetsmatrisen ér unitart ekvivalent endast med sig sjélv,
ty

Latm=2, A=

A = QBQ*
QA = BQ* {A=1)
Q" = BQ*< B=1,

s& implikationen = dr falsk.



