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Forord

Linjira samband uttrycks enklast, kortast och tydligast med hjilp av matriser. Att
matrismetoder édr viktiga beror frimst pd att ett linjirt samband oftast dr den forsta
approximationen av ett mera komplicerat samband. T.ex. kan en krokig kurva y =
f(x) ju approximeras lokalt av sin tangent, vilken beskrivs av en linjdr ekvation
Ay = f'(zo) Az forutsatt att derivatan f'(zy) existerar. D4 man har en funktion med
flera variabler, blir den lokala linjira approximationen mer komplicerad och uttrycks
da enklast med hjilp av matriser. I manga tillimpningar, t.ex. i elldra, &r sambanden
fardigt linjara. I dessa fall dr den linjéira matrisbeskrivningen t.0.m. den fundamentala.

Framstéllningen av dmnet matriser i detta kompendium stravar till att lira ut
béde begrepp och metoder. I exemplen visas alltid “sm&“ matriser for att det tydligare
skall framgd hur en viss metod fungerar. Man bor emellertid ha klart for sig att
metoden i fraga fungerar pd samma sitt ocksd for “stora” matriser. Metoderna ér
oftast algoritmiskt beskrivna si att de utan vidare kan utféras av ett datorprogram.
De flesta matematikprogram for datorer innehaller i sjilva verket fiardiga rutiner for
storre delen av dessa metoder men for att kunna anviinda rutinerna pé ett adekvat sitt
boér anvindaren kiinna till hur de fungerar. Denna forstaelse strivar vi till att ge lisaren
genom detta kompendium. For enkelhetens skull behandlas enbart reella matriser dven
om de flesta begrepp och metoder har sina direkta motsvarigheter for matriser med
komplexa element.

Kompendiet ér en bearbetning av Ingmar Bjorkfelts mer én tjugo ar gamla kompen-
dium. Alla kapitel har omarbetats. Savil kapitlens inbérdes ordning som ordningsfslj-
den pé stoffet inom kapitlen har i ndgon man éndrats, nya exempel och 6vningsuppgifter
har tillkommit och nigra har strukits. Kapitlet om egenviirden och egenvektorer samt
kapitlet om diagonalisering #r helt nyskrivna. Detsamma giller avsnittet om spekt-
ralframstéllningen av en symmetrisk matris. De nya avsnitt med finare stil, som finns
pa nagra stiillen, innehaller stoff som inte nodvindigtvis hér hemma i en grundkurs
i 4mnet matriser. Bortsett fran tilliggen &r innehallet i detta fornyade kompendium
dock visentligen detsamma som i det gamla.

STEN BJON

Matematiska institutionen vid Abo Akademi, Abo
Den 8 maj 2003
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Tryckfel i kompendiet “Matriser” av Bjon och Bjorkfelt

Foljande fel har hittats i texten (listan dr inte uttémmande):

e s. 8 “enligt Sats 2.3 (c)” borde vara “enligt Sats 1.2 (c)”

e 5. T4: %x% borde vara gxg
af af

o 5. 114: : borde vara : bade pa raden (5) och (7).
a o

e 5. 132: z= (T o S)(x) borde vara z = (S o T')(z).

Dessutom &r foljande 6vningsuppgifter fel formulerade eller har fel i facit:
5.16, 6.19.



1. Gausseliminering

Vi skall till att borja med soka losningen (losningarna) till ett sa kallat linjart ekva-
tionssystem. Ett sddant system med m ekvationer och n obekanta (m,n € Z.) har
formen

1171 + a12T2 + -+ + a1, Ty = by
42121 + G22T2 + -+ - + G2 Ty, = bo

(1)

Am1T1 + Gm2aZa + -+ + ATy = by .

Talen a;; och b; (i = 1,...,m; k = 1,...,n 4r givna reella tal och symbolerna z;
(j =1,...,n) dr si kallade obekanta (ibland ocksa kallade variabler). Att lisa systemet
innebir att finna alla n-tiplar (1, xs,. .., Z,) som satisfierar alla ekvationer i systemet.

Det finns olika metoder for 16sning av (1). Den mest praktiska ér metoden med
Gausseliminering. Det #r ocksd den som man anviinder d3 man loser ett linjéirt ekva-
tionssystem pa dator.

Triangulira system och system i echelonform
Lat oss se pa ett exempel:

Exempel 1.1. For ekvationssystemet

2$1+.’E2— .%‘3:5
T + .1'3:3
3.’1)3:6

dr losningsmetoden sjialvklar: Forst loses den tredje ekvationen och man far z3 = 2.
Detta utnyttjas sedan i ekvation tva, som ger o = 3 — z3 = 3 — 2 = 1. Slutligen
ger den forsta ekvationen, att ;7 = (b — z2 + z3)/2 = 3. Man far den entydiga
losningen (z1, z2, z3) = (3, 1, 2).

Definition 1.1. Om alla obekanta i ekvationssystem (1) dr lika med antalet ekvationer
siags systemet vara kvadratiskt. Ett kvadratiskt system séigs vara uppdt trianguldrt om
a;r, = 0 sé snart k < i och neddt trianguldrt om a;;, = 0 si snart k > 1.

Alla uppat trianguldra system, sddana att a;; # 0 for alla 7, kan som i exempel 1.1
losas genom s.k. bakdtsubstitution: Man borjar med den sista ekvationen, som ger virdet
pé den sista obekanta, och fir tidigare obekanta i tur och ordning genom insittning av
redan kinda virden. Som de féljande exemplen visar behover systemet ingalunda vara
triangulért for att denna losningsmetodik skall fungera.
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Exempel 1.2. Systemet
201 + x5 — x3+ x4 =205
To+ T3— T4=3
3r3+ 6x4 =6
dr inte trianguldrt (det &r ju inte kvadratiskt). Ger vi ddremot z4 ett godtyckligt
virde s (s € R), som sedan betraktas som bekant, och skriver om systemet,
201+ 22— T3 =5—35
To+ z3=3+s
3rxg =6 — 6s,

sa blir det triangulirt i de obekanta 1, x2, 3 och kan losas genom bakatsubstitu-
tion. Losningsmingden blir méngden av alla 1osningar

1 =3—3s
r9=14+3s (s€R)
$3:2—2S.

Vi siéiger att z4 dr en fri variabel, eftersom vi ju valde denna godtyckligt (fritt). De
ovriga variablerna x1, 2 och z3 dr basvariabler.

Exempel 1.3. Systemet
T1+ 219+ 3x3+ 14— T5 =2
T3+ T4+ 25 =-1
T4 —2x5 =4
ar triangulért i variablerna 1, z3 och z4. De tva 6vriga far bli fria variabler och

tilldelas godtyckliga virden: zo = s, z5 =t (s,t € R). Losningen, som fis genom
bakatsubstitution, blir

r1 = 13 —2s +8t

Ty = —b -3t, (s,teR)

T3 4 +2t

Systemen i exemplen 1.1-1.3 siigs ha s.k. echelonform:

Definition 1.2. Ett system har echelonform om den forsta icke-noll-termen (dvs. en
term med koefficienten a;; # 0) i varje ekvation ligger lingre till hoger &n i foregéende
ekvation. Den forsta koefficienten olik noll i varje rad séigs da vara ett pivotelement.

Exempel 1.4. Varje uppat triangulirt system &r uppenbarligen i echelonform.

Det ér klart att hogst ett pivotelement &dr associerat med varje obekant och
att det finns hégst lika manga pivotelement som det finns rader. De obekanta
(eller variabler) som #r forbundna med négot pivotelement #r just de som vi i exemplen
kallat basvariabler medan de 6vriga kallats fria variabler. Varje system i echelonform
kan skrivas som ett trianguléirt system i sina basvariabler genom att man flyttar alla
termer som innehaller fria variabler till ekvationernas hogra led.
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Omformning till echelonform

Definition 1.3. Tva ekvationssystem ségs vara ekvivalenta om de har samma 16snings-
mingd.

Anmirkning. Denna definition pa ekvivalens dr den mest praktiska for vira behov.
Man kan visa att tva system (S7) och (S2) ér ekvivalenta i ovanstdende mening om och
endast om de #r ekvivalenta i logisk mening: (S1) <= (S2). Beviset for detta kriver
emellertid en viisentlig del av den teori som vi star i berad att utveckla.

Var strivan dr nu att skriva ett linjirt ekvationssystem i form av ett echelonsystem,
som dr ekvivalent med det givna systemet. Losningarna kan ju sedan fis genom bakat-
substitution. Metodiken framgar genom nagra exempel.

Exempel 1.5. Betrakta systemet

z1+222+ 323 =6 (1)
2z1 + 522+ z3=9 (2)
I +4.’E2—6£L‘3:1 (3),
dér vi har numrerat ekvationerna for att littare kunna forklara vad vi gor. Forst
bildar vi ett nytt system genom att eliminera z; ur (2) och (3) med hjilp av (1).
Detta tillgar si, att vi multiplicerar béigge leden i (1) med talet 2 och subtraherar
resultatet fran (2). D& forsvinner den term som innehéller z; ur (2). P4 samma

séitt subtraherar vi 1 ganger (1) fran (3), varvid termen innehallande z; forsvinner
ur (3). Dessa operationer kan i symbolsprak uttryckas genom

(2) = (2) —2(1)

dir t.ex. den forsta raden kan utlidsas “ersitt rad (2) med rad (2) minus 2 ginger
rad (1)”. Det nya systemet blir nu

r1+2x9+3x3= 6 (1,)
o — 5£E3 =-3 (2’)
21‘2 - 91‘3 =-5 (3,) .

Det system som bildas av (2’) och (3’) behandlas sedan enligt samma monster, dvs.
Z2 elimineras ur (3') genom att man utfér operationen

(3) = () —2(2),
och man far ett system i echelonform (det &r t.o.m. trianguliirt):

.’L‘1+2£E2+3:L‘3:6
.’172—51'3:—3

5173:1.

Losningen fas nu genom bakéitsubstitution och visar sig bli (21, z2,z3) = (—1,2,1).
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Den operation som vi anvint i foregaende exempel kallar vi

Basoperation 1 (BO1): Subtrahera en multipel av en ekvation frén en annan ekvation:

(&) = (&) = A(k) (@#Fk).

Denna basoperation har vi anledning att dela upp i tva litet stringare delar:

(BO17%) Subtrahera en multipel av en ekvation frdén en senare ekvation.

(BO17) Subtrahera en multipel av en ekvation frin en tidigare ekvation.

Andra operationer, som uppenbarligen kan anviindas pa ett system utan att syste-
mets losningméngd dndras, ir

Basoperation 2 (BO2): Tvi ekvationer, sig (i) och (k), byter plats:

(3) © (k).

Basoperation 3 (BO3): En ekvation, sig ekvation (i), multipliceras med ett tal X som
inte dr 0:

(i) = (7).

Anmérkning. Basoperationerna (BO1)—(BO3) dr beroende av varandra. Man finner
t.ex. litt att (BO2) kan hirledas ur (BO1) och (BO3), vilket ju gor (BO2) sverflodig
ur teoretisk synvinkel. Vid praktiska kalkyler 4r det emellertid bést att ha tillgang till
dessa tre enkla regler.

En viktig sak aterstar att verifiera, ndmligen

Sats 1.1. De tre basoperationerna (BO1) — (BO3), tillimpade pé ett ekvationssystem,
ger upphov till ett system som dar ekvivalent med det ursprungliga.

Bevis. Om man later tva ekvationer byta plats i ett system, s gar det ju att byta
tillbaka, och om man multiplicerar en ekvation med A (# 0), s& kan man sedan multi-
plicera samma ekvation med 1/X och pa det siitter aterstéilla det ursprungliga systemet.
Det dr darfor trivialt att anviindning av (BO2) och (BO3) ger upphov till nya system,
som #r ekvivalenta med det ursprungliga. Nistan lika enkelt #r det att bevisa satsens
pastaende for (BO1):

Om vi tillimpar operationen (k) — (k) — A(¢) pa systemet
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dir de vénstra leden kort betecknats med V;, sé far vi

(S2) <

Vi — AV, = by — Ab; ()
k :

Och omviint, om vi anviinder operationen (k') — (k') + A(¢') pa (S2), s& aterfar vi (Sy).
Séledes dr systemen (S7) och (S3) ekvivalenta.

Vi kan sammanfatta proceduren fér hur man éverfor ett system pé echelonform i
en algoritm:

Algoritm for echelonform:

1. Permutera ekvationerna (dvs. anviind (B02)), s& att koefficienten for den 1:a
variabeln i den 1:a ekvationen &dr olik 0, om detta #r mdojligt. I annat fall, be-
trakta nista variabel som den férsta och gor samma sak om det dr mojligt, osv.

2. Eliminera den forsta variabeln ur de 6vriga ekvationerna (anvind (BO17)).

3a. Upprepa genom att tillimpa 1. och 2. pé det mindre system som uppstar da
man bortser fran den forsta ekvationen.

3b. Sluta da det mindre systemet innehaller bara en ekvation eller ingen variabel
alls.

Rikneschemat

D& man Gausseliminerar &r det faktiskt bara koefficienterna framfor variablerna och
talen i hogerleden som spelar nagon roll. Man kan i sjilva verket utfora elimineringen
helt och héllet i ett rikneschema (= matris), som innehéller enbart dessa tal:

Exempel 1.6. Om systemet

$1+3.’E2+3$3+2.’L‘4 =2

2.’1)1 + 6:172 + 9.’L‘3 + 5.’[)4 =4

—x1 — 3z + 323 =1
skall omformas till echelonform, skriver man det forst som ett rikneschema
1 3 3 2 |
(2) S=12 6 9 5 |
-1 -3 3 0 |

Utgéende fran (2) ger nu elimineringen foljande riknescheman, dér en pil antyder
att basoperationer har anvints for att fa fram nista rikneschema:

133 2| 2\BOIt /1 3 3 2 | 2
S - (o003 1]0] = [0031]°0
006 2| 3 0000/ 3

=N
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Fullstdndigt utskriven blir echelonformen alltsa
T, + 3x2 4+ 323 + 224 = 2
33+ x4 =0
0=3.

Den tredje ekvationen dr inkonsistent, dvs. falsk (se definitionen nedan). Systemet
saknar alltsd 1osning.

Definition 1.4. En ekvation eller ett ekvationssystem ér konsistent om (minst) en
losning existerar och inkonsistent om losningar saknas.

Exempel 1.7. Vi skall losa systemet
r1+ro+23=1
201 —x9 +x3 =2
To+z3=1
Ty —To+x3 =2

och overfor det forst i echelonform,

1 1 1|1 1 1 1 |1
2—11|2Bgl+0—3—1|0
0 1 1 | 1 01 1 | 1
) 1 -1 1 | 2 0 -2 0 | 1
1 1 1 |1 1 1 1 |1
Bgﬁ 0 -3 -1 | 0 Bgﬁ 0 -3 -1 | 0| _g
0 0 2/3 | 1 0 0 2/3 | 1 '
0 0 2/3 | 1 00 0 | 0

Det sista rikneschemet S svarar mot echelonformen
T1+ 224+ 23=1
—3.’172 — T3 = 0
2
Zra=1
373
0=0.

Losningen fis sedan genom bakatsubstitution, dvs. vi sétter in viirdet z3 = 3/2 i
den andra ekvationen, vilket ger zs osv. Men precis samma bakitsubstitutio-
nen kan ocksi goras i ett rikneschema med hjilp av (BO17). Man utgér da
fran det sista rikneschemat S i (3) och borjar med att eliminera koefficienterna for
3 ur de tva forsta ekvationerna med hjilp av den tredje:

11 1 | 1
53230—3—1|0
0 0 1 | 3/2
00 0 | 0
/11 0 | —1/2 /100 | o0
Bol (o 30 | 32 | PO [0 | 1y
0 0 1| 3/2 00 1 | 3/2
\o 0 0] 0 000 7] 0
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Losningen kan avlisas langst till hoger i det sista schemat: z; = 0, zo = —1/2 och
I3 = 3/2

Det sista rikneschemat #r av en alldeles speciell form, reducerad echelonform:

Definition 1.4. Ett rikneschema (= matris) som svarar mot ett system i echelon-
form kallas en echelonmatris. En echelonmatris, i vilken alla pivotelement ér ettor och
dessa ettor dr de enda som inte dr noll i sin kolonn (= kolumn) sigs vara i reducerad
echelonform.

Exempel 1.8. T.ex. det sista rikneschemat i exempel 1.7 och t.ex. varje rikne-
schema av formen

01 = 0 0 % | x
000 1 0 % | |,
000 0 1 % | x

dir varje stjirna star for ett godtyckligt tal, 4r i reducerad echelonform. De vari-
abler som svarar mot pivotkolonner, dvs. x5, x4 och x5, dr basvariabler medan de
ovriga, x1, x3 och xg dr fria variabler.

Losning av ekvationssystem

Vil motiverade av de tre senaste exemplen kan vi skriva ut en algoritm:

Algoritm for 16sning av ett ekvationssystem:

1. Omforma systemet till echelonform (enligt den algoritm som vi har beskrivit
tidigare).

2. Sluta om négon ekvation #r inkonsistent (systemet saknar losningar). I annat

fall, fortséitt med bakitsubstitution dvs. med omformning av rikneschemat till
reducerad echelonform med hjéilp av (BO17) och (BO3).

a. Om det inte finns fria variabler fas en entydig losning.

b. Om det finns fria variabler, s kan basvariablerna skrivas som funktioner av de
fria varablerna (de senare ges godtyckliga virden s, ¢,... och flyttas over till
det hogra ledet). Det finns alltsd oéindligt ménga 16sningar.

I fortséttningen anvinder vi beteckningarna #(ekvationer), #(fria variabler), etc.
for antalet ekvationer, antalet fria variabler, etc.

Vi sammanfattar:

Sats 1.2. Féljande gdller for ett linjdrt ekvationssystem:
Systemet konsistent
#(fria variabler) =0
Systemet konsistent o o

{ #(fria variabler) > 0} = #(1sningar) = oo;

(¢)  #(fria variabler) + #(basvariabler) = #(variabler) ;

(d) #(basvariabler) = #(pivotelement);

(e) #(basvariabler) < #{(ekvationer).

} = Losningen dr entydig;
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Definition 1.5. Ett linjirt ekvationssysten dr homogent om varje hogerled &r en nolla.

Sats 1.3. Ett homogent system

a11T1 + G19T2 + *+* + Q1T = 0
G21T1 + G222 + *+* + QopnTyp = 0

Am1Z1 + amaZa + -+ + app Ty, =0

ar alltid konsistent, ty det har dtminstone losningen x1 = o = -+ = 2, = 0 (den s.k.
triviala losningen). Om m < n har systemet oindligt méanga losningar.

Bewvis. Det dr uppenbart att den triviala losningen alltid dr en 16sning till ett homogent
system. Antag att m < n. D& dr #(basvariabler) < m < n och enligt Sats 2.3 (c)
#(fria variabler) > 0. Eftersom det finns fria variabler, ér antalet losningar oéndligt.

¢

D4 man loser ett homogent ekvationssystem ér det onddigt att skriva ut nollorna
i hogerledet i rikneschemat. Dessa nollor forblir ju nollor d& man anviinder basopera-
tioner.

Exempel 1.9. Vid losning av det homogena systemet

1+ 2z5+ 3z3=0
3x1 4+ 6x2 + 1023 =0
1 +2r2+ z3=0

gor man alltsd foljande kalkyler med riknescheman

1 2 3 1 2 3 1 2 0
3 6 00]—-10 0 1 |—=]0 01
1 2 1 00 -2 000
Eftersom variabeln zo dr fri, sidtter vi zo = s, dir s representerar ett godtyckligt
tal, och finner 19sningarna 1 = —2s, 25 = s, z3 =0 (s € R).
Ovningsuppgifter

1. Los systemet
u+ v+w=-2

Ju+3v—w==~6
u— v4+w=-—1.
2. Los systemet
2$1+$2+.’L‘3+.€L‘4 =
Ty + T3 +16 =3

I3 =-—1
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. Skriv foljande system i echelonform
T1+ ZTo2+ T3+ wa=1
$1+2$2+3$3—|—4£L'4 =2
x1+ 229 + 43+ 5y = 3
x1+ 229 + 43 + 624 = 4.

. Los med Gausseliminering

1+ To—x3+ T4 =17
x1 + 2x5 +2x4 =15

1+ o =17.
. Los

1+ x2 =1

T1+2T2 4+ 3 =3

To + 2x3+ x4 =3

z3+2x4 + T5 =1

T4+ 225+ 5 =—3
Ts5 + 211)6 = —5.

. Tva sjoar A och B ér forbundna med en kanal. Under en viss tidsperiod (ett ar)

simmar 10% av fiskarna fran A till B medan 20% av fiskarna i B simmar till A.
Om det vid arets slut fanns 20 000 fiskar i A och 3 000 i B, hur manga fanns det
vid &rets borjan i A respektive B? (Vi antar att antalet fiskar, som fods och dor i
respektive sjo, dr lika.)

. Om fiskarna i A och B har samma “rorlighet” som i uppgift 6 och det dessutom ir
sa att antalet fiskar i respektive sjo #r lika vid arets boérjan och vid arets slut, vad
ar forhdllandet mellan antalet fiskar i A och antalet fiskar i B?

. Tre bakteriearter lever samtidigt i ett provror och livnir sig pa tre slag av fédodm-
nen. Antag att en bakterie av en art i (i = 1, 2, 3) konsumerar i medeltal ag;
enheter av fododmnet k (k = 1, 2, 3) per dag. Antag att a;; = 1, a12 = as; = 1,
a13 = az; = 1, ass = 2, as3 = aza = 3 och agz = 5. Antag vidare att det tillfors
15000 enheter av det forsta fodoimnet, 30 000 enheter av det andra och 45000 av
det tredje per dag. Hur ménga individer av de tre arterna kan leva i provroéret, da
vi antar att all foda konsumeras?

. Undersok hur manga losningar ekvationssystemet
rz+ay=a—2
(2—a)z —3y=—1
har for olika viirden pa den reella konstanten a. Ange losningarna.
. For vilka virden pa a har systemet

(a+2)z+ (a+1)y+ az =0
x — 2= O
az+ (2a —1)y+(a—2)z=0
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icke-triviala losningar?

Antag att de tre punkterna (1,—5), (—1,1) och (2,7) ligger pa en parabel y =
az? + bz + c. Bestim a, b och ¢ genom att 16sa ett linjsirt ekvationssystem.

Ett arv pa 24 000 euro fordelades pa tre fonder sé, att den andra fonden far dubbelt
s& mycket som forsta. Fonderna ger en arlig rénta pa 9%, 10% respektive 6% och
pengarna i alla tre fonderna avkastar tillsammans 2210 euro under det forsta aret.
Hur mycket pengar sattes i varje fond?

Visa att (BO2) foljer ur (BO1) och (BO3).



2. Matriser och vektorer

Definition 2.1. En matris dr ett rektangulirt schema

ail ai2 e Ain

a a ) a
A — 21 22 2n

Aml Gm2 - Omn

av reella tal, som kallas matriselement. Matrisen A har m rader och n kolonner och
sidgs dirfor vara en m/n-matris, dir m/n utgér matrisens typ.

D& man vill framhalla beteckningen for A:s matriselement, skriver man ofta A = (a;)-
Talet a;, #dr alltsd matriselementet i rad ¢ och kolonn £ eller som man séiger matrisele-
mentet “pé platsen (7, k)”.

Definition 2.2. Tva matriser A = (a;;) och B = (b;;,) sigs vara lika (A = B), om de
4r av samma, typ och a;, = b; for varje ¢ och k.

Exempel 2.1. Ett rikneschema som t.ex. det hir till viinster,

12 3 | 10 0 -2
45 6 | 111, 5 3 |,
78 9 | 12 ~1 -3

dr en 3/4-matris. Att vi har skrivit in streck som utmirker var likhetstecknen skall
std, hindrar inte att vi kallar schemat en matris. Till hoger har vi en 3/2-matris.

Definition 2.3. For varje typ m/n kan vi skriva ut en nollmatris, dvs. en matris
som bestar av enbart nollor. Dessa betecknas alla med 0. En radvektor respektive
kolonnvektor dr en matris av formen

by
a=(a1 az --- a,), respektive b= b_2
bm

En m/n-matris sigs vara kvadratisk om m = n. En kvadratisk matris A = (a;) dr en
diagonalmatris om a;, = 0 for alla ¢ och k med ¢ # k, dvs. om den har utseendet

a;; 0 - 0
0 as -+ 0
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Elementen a;;, i = 1,...,n, i en kvadratisk matris bildar matrisens (huvud)diagonal.
En enhetsmatris dr en diagonalmatris med enbart ettor i diagonalen.

Alla enhetsmatriser betecknas med I. D& man vill framhalla enhetsmatrisens typ n/n,
kan man skriva I,,. Kroneckers delta,

S — 1, omi=k
*700, omi#k

dr den giingse beteckningen for matriselementen i en enhetsmatris: I = (0;;). En uppdt
respektive neddt trianguldr matris har den allménna formen

* * .« *
resp. ,

dér vi har anvint konventionen att en stjirna symboliserar vilket tal som helst
medan ett tomrum star fér en nolla.

Addition och multiplikation med skaléir

Vi skall nu definiera tva rikneoperationer for matriser. Antag att A = (a;;) och
B = (b;) dr tva matriser av samma typ m/n och 13t X vara ett reellt tal, en skaldr.

Definition 2.2. Addition av matriser definieras genom
A+ B = (aix + bix) 5

dvs. matriser adderas si att motsvarande matriselement adderas. Multiplikation med
skaldr definieras genom
AA = (Aaik) ,

dvs. en matris multipliceras med en skaldir A sa att varje matriselement multipliceras
med A.

Exempel 2.2. Vi har t.ex. att
1 2 L 5 6\ (6 8
3 4 7 8) \10 12)°
1 -2 2 4
()-8
Foljande egenskaper (rikneregler) kan litt verifieras for addition och multiplikation

med skaldr: Om A, B, C dr m/n-matriser och a och f ér reella tal, dvs. skaldrer, si
géller:

(1) A+ B=B+ A (kommutationslagen);
(A+B)+C=A+(B+C) (associationslagen);
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A+0=A4
Mot varje matris A svarar en matris A’, sddan att A + A’ =0 (vilj A’ = (—1)A).

(id) (eB)A = a(BA);

1A= A4;
04 =0;
a0 =0.

(73i1) a(A+ B) =aA+aB  (distributionslag);
(a+ B)A=aA+ A (distributionslag).

Som ett exempel verifierar vi kommutationslagen for matriser med hjilp av kommuta-
tionslagen for reella tal: Om A = (a;;) och B = (b;), dr uppenbarligen

A+ B = (aix +bi) = (bir +ax) = B+ A.

Matrismultiplikation

Vi infér dnnu en rikneoperation for matriser, nimligen multiplikation av matriser med
varann. Ett exempel motiverar de definitioner som skall slas fast:

Exempel 2.3. Betrakta ett linjirt ekvationssystem

3.’51 +2.’E2+3£L‘3 =5
(1) 2]21— To + I3 =4

1+ To — J)3=6.

Med detta system #r det naturligt att associera matrisen

3 2 3
A=[2 -1 1 |,
1 1 -1

den s.k. koefficientmatrisen, och kolonnvektorerna
5
x=| z9 och b=1|4
I3 6

Vi vill definiera matrisprodukten Ax av A och x si, att systemet (1) kan skrivas
Ax = b. Detta betyder att var definition maste bli sdédan att

3 2 3 1 3x1 + 2z + 3x3
Ax = 2 -1 1 T2 = 2:171 — 12172 + 12173
1 1 -1 I3 1.’131 + 111,‘2 — 1£L'3

For att fa t.ex. det andra elementet 221 —1z9+23 i matrisprodukten Ax, viljer vi den
andra raden @ i A och bildar summan av produkterna av element p& motsvarande
platser i @ och x.
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Exemplet visar hur definitionerna bor goras:

Definition 2.3. Produkten av en radvektor a och en kolonnvektor b med lika manga
element #r en 1/1-matris definierad genom
b1

ab=(a1 as - an) :(albl—l—agbg—i—...—l—anbn).

Man identifierar sedan 1/1-matrisen (a1b; + - -+ + anb,) med talet a1by + - -+ + a,by,.

Definition 2.4. Produkten Ax av en

I

T2

m/n-matris A = (a;x) och en kolonnvektor x = av typ n/1,

T

dr en kolonnvektor av typ m/1, i vilken element nummer ¢ fis som produkten a;x av
rad 71 A med x:

a;x
Ax = :
anXx
Om vi betecknar element nummer 7 i Ax med (Ax);, dr alltsa

n
(Ax); = @121 + @42T2 + -+ + AinTy = Zaikak (1=1,...,m).
k=1

Det dr hir pa sin plats att goéra en nyttig observation. I exempel 2.4 ovan far vi
enligt reglerna for addition och multiplikation med skalir

3z1 + 2x5 + 313 3x3 225 3x3
Ax = | 221 —1lzo+ 123 | = | 227 | + | =122 | + lzs
lz1 + 12y — 123 124 1xo —1x3
3 2 3
=z1| 2| +x2| -1 | +23 1
1 1 -1

Ax dr en sé kallad linjarkombination av kolonnerna i A. Koefficienten framfor varje
kolonn ér motsvarande komponent i vektorn x.

Allmint bevisas pd samma, sitt som ovan:

Sats 2.1. Om A= (a1 ay --- a,) dr en m/n-matris med kolonnerna a, as, ...,
a, och x dr en kolonnvektor med komponenterna x1, T2, ..., Tn, s gdller att Ax dr
en linjirkombination,

Ax =x1a; +T2a2 + - - + Tpa,,

av ai, ag,..., aAn.
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Lat oss nu anta att A #r en m/n-matris och att B = (b; --- b,) #r en n/p-
matris. D& &r B:s kolonner b; av typen n/1, s& att produkterna Ab; kan bildas.

Definition 2.5. Med matrisprodukten AB av de ovannidmnda matriserna avses den
matris vars kolonner (i ordningsfoljd) ér Ab4, ..., Ab,, dvs.

AB = (Ab; --- Ab,).

Hur ser matriselementet (AB);; pa platsen (i, k) i matrisen AB ut? Enligt defini-
tionen #r (AB);; element nummer 4 i kolonnen Aby, dvs. produkten av rad 7 i A med
kolonn k i B (= by),

bk
(AB)ir = (a1 *++ Qin)
bnk:

n
= ailblk + aizbzk +--- 4+ G,mbnk = Z G,ijbjk .
j=1

Vi sammanfattar tre siitt att se p4 matrismultiplikationen i en sats:

Sats 2.2. Ldit A vara en m/n-matris och B en n/p-matris. Vi betecknar raderna i A
med a; och kolonnerna i B med by sd att

aj
A= : och B=(by -+ b,).
ap
Da gdller:
(i) (AB)i =) aibj;
j=1
(17) AB = (Aby -+ Ab,);
a, B
(i) AB=| -
a,, B

Bewvis. Vi har redan verifierat (i) medan (47) dr sjilva definitionsuttrycket. D4 &terstar
det bara att verifiera (4i7): Enligt definitionerna 2.5 och 2.4 &r

ajb; --- 51bp a1 B
AB=(Aby .-+ Ab,)= : : = : O
&.by -+ Epub, a, B

Anmérkning. Observera att produkten av tvd matriser A och B av typen m/n re-
spektive p/q dr definierad bara om n = p och att AB da detta giller kommer att vara
av typen m/q. Om n # p sé dr produkten AB alltsd inte definierad.
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Exempel 2.4. En produkt av tvd matriser av typerna 3/2 och 2/2 #r definierad
och resultatet blir en 3/2-matris:

2 1 5 6 2:54+1-7 2-6+1-8 17 20
4 3 (7 8): 4-5+3-7 4-6+3-8 =| 41 48
—2 1 -2:5—-1.7 -2:6—-1-8 —17 —-20

Vikommer i fortsidttningen att behova en formel rérande summatecken. Giltigheten
hos denna formel beror i grunden pa att termernas ordningfoljd i en summa av tal kan
bytas om hur som helst och pa att termer kan grupperas med parenteser hur som helst:

Betrakta mn stycken dubbelindicerade tal, som vi skriver i form av ett rektanguldrt

schema:
ai; a2 -+ Qin
a1 Q22 - Q2pn
aAml Gm2 - QOmn

Om vi férst summerar talen i kolonnerna och dérefter bildar summan av kolonnsummorna,

s8 far vi
n m
E ik = E ik | -
ik 1

k=1 \2=

A andra sidan, om vi forst summerar talen i raderna och direfter bildar summan av
radsummorna, far vi

m n
§ Ak = E Ak -
i,k k=1

=1 =

Eftersom dessa tva summor ir lika, fas formeln

n m m n
§ Qi | = g Qi |
k=1 \i=1 i=1 \k=1

som 16st uttryckt siger att ordningsfoljden pd summatecken kan bytas om.

Beteckningen M;;, for matriselementet pa platsen (4,k) i en matris M #dr ofta be-
kviam att anvinda. Vi anviinder den i beviset av nista sats.

Sats 2.3. (a) Om matrisen A dr av typen m/n, B av typen n/p och C av typen p/r,
sd galler associationslagen

A(BC) = (AB)C.

(b) Om matrisen A dr av typen m/n samt B och C av typen n/p, si gdller distribu-
tionslagen

A(B +C) = AB + AC.
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Bevis. (a) For ett matriselement pa en godtycklig plats (i, k) i A(BC) &r

j=1
n p

= ZZA” glClk = ZZAzyBglClk
j=11=1 1=1 j=1

Z ( A”B]l Clk = Z(AB)lelk - ((AB)C)zk ’
7j=1

=1

dvs. A(BC) = (AB)C.
(b) For ett matriselement pa en godtycklig plats (i, k) i A(B + C) ér

(A(B+C));, = A”B+Cjk—ZAw Bji + Cji)
1

Jj= Jj=1
(AijBji + AijCjr) = ZAiijk + ZAijCjk = (AB + AC)y
- j=1 j=1

Q.
-

dvs. A(B+C)=AB+ AC. ¢

Mirk 1. Multiplikation med en enhetsmatris dr speciellt enkel, dvs.
IA=A och AI=A

om matrisprodukterna dr definierade.

Mairk 2. Matrismultiplikationen behéver inte vara kommutativ. Om A &r av typen
m/n och B av typen n/p, si dr AB definierat medan BA inte dr definierat om m # p.
Men ocksad da m = p kan AB och BA vara olika, vilket foljande exempel visar:

EHED-GD CNEH-GY

Mirk 3. En matrisprodukt kan kan bli noll utan att nadgondera faktorn &r noll:

1 2 6 -2 0 0
an= (5 5) (5 7)=(0 0)
P4 grund av detta behover forkortningsregeln inte gilla, dvs. ur AB = AC behover

inte folja att B = C. Med samma matriser A och B som nyss kan vi vilja C = 0. D3
dr ju AB=0= AC men B # C.
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Transponerade matriser
Lat A vara en godtycklig m/n-matris.

Definition 2.6. Med A:s transponerade matris AT (ofta uttalat “A-transponat”) for-
stds den matris som fis dd man i A later rader och kolonner byta plats.

Om A #r av typen m/n, ir AT av typen n/m. Vidare giller for matriselementen i dessa
matriser att (A7), = Ap;.

Exempel 2.5. Om

For transponeringsoperationen giller foljande rikneregler:

Sats 2.4. Om A och B dar matriser av sdédan typ att ifrégakommande operationer ar
definierade och om A € R, dr

A+ B)T = AT + BT,

(1) (
(AA)T = AT,
(
(

)

(47)
) (AB)T = BTAT,
) (AN =

Bewis. Vi bevisar t.ex. regel (iii): Matriselementet pa en godtycklig plats (k,7) i
(AB)T
(AB)T)pi = (AB)ix = Y AijBjr = > _(AT);i(B);
J J
=Y (BT (AT)ji = (BTAT )i
J
Saledes giller regeln (7i7). ¢
Anméirkning. En foljd av detta ér en annan variant av distributionslagen #n den i

Sats 2.3: Om matriserna A, B och C #r sddana att ifrigakommande operationer #r
definierade, ér

2) (A+B)C = AC + BC.

Enligt Sats 2.3 dr niamligen CT (AT + BT) = CT AT + CT BT och genom att transponera
bigge leden och tillimpa reglerna i Sats 2.4 fas (2).
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Ovningsuppgifter

1. Los matrisekvationen

2 DE =01

N o a b -1 2
Rikna ocksd ut (c d><2 1).

2. Bestidm alla kolonnvektorer x sidana att Ax = b, dir

2 1 0 2
A= 0 1 1 och b=1]1
-1 0 1 1

3. Los matrisekvationen AX = B, dir

1 3 1 1 2
A:<2 0 5) och B:<5 3).

4. Lat z, och y, beteckna invinarantalet i centrum respektive fororterna i en stad
ar n. Arligen flyttar 3% av minskorna i centrum ut till férorterna och 2% av
forortsbefolkningen in till centrum. Dessutom flyttar 1% av hela invanartalet fran
orten (frin varje stadsdel) varje ar medan 500 flyttar till staden. Av de sistndmnda
bositter sig 50 i centrum medan 450 bosétter sig i fororterna. Bestdm de rekur-

sionsformler, som ger z, 41 och y,41 uttryckta med hjilp av z,, och y,, samt skriv
dessa i matrisform (A dr en 2/2-matris):

Tn+1 —A Tn by
(yn+1) (yn)+(b2>.

5. Bestim miingden M av alla matriser X som kommuterar med A = (; ;), dvs.

som har egenskapen XA = AX.
6. Om A ir en kvadratisk matris si definieras spdret av A (betecknas tr(A) eller sp(A))
som summan av (huvud)diagonalelementen i A.
(a) Visa att tr(A + B) = tr(A) + tr(B) och tr(AA) = A tr(4), (A € R).
(b) Bevisa att om B #r av typen m/n och C av typen n/m s ir tr(BC) = tr(CB).
7. Visa att om A4 #r en godtycklig matris s sir AAT och AT A symmetriska (en matris
M ir symmetrisk om MT = M). Visa med exempel att dessa tva produkter inte

behover vara lika. Visa ocksa att A + AT #r symmetrisk, om A #r kvadratisk. Hur
ar det med A — AT?

8. (a) Visa att det inte finns nagra 2/2-matriser A och B saddana att AB — BA =1
genom att studera det ekvationssystem som matrisekvationen definierar (A — B
betyder A+ (—1)B).

(b) Visa att ekvationen AB — BA = I #r omdjlig for vilka n/n-matriser A och B
som helst. Ledning: Anviind uppgift 6.
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. Bevisa att om matrisekvationen AX = B har fler #n en losning, si har den oéindligt

manga. Ledning: Om X; och X5 ér losningar, undersok X3 = sX;+tX5 (s,t € R).
En kvadratisk matris siigs vara idempotent, om A2 = A.
(a) Visa att

2 -2 -4
A=|-1 3 4 dr idempotent.
1 -2 -3

(b) Visa att om AB = A och BA = B, si ir A och B idempotenta.

Sok en matris A som satisfierar ekvationen

9 0 1
020A(};):
00 2

O O =

0
1
0

Undersok om det finns ndgon matris A som satisfierar ekvationen

(_11>(0 2 3):,4(_11 : g)

En kvadratisk matris A = (a;;) sédgs vara stokastisk om a;; > 0, for varje ¢ och
k, och om alla kolonnsummor blir 1 (dvs. ). a;x = 1, k = 1,2,...). Visa att
produkten av tva stokastiska matriser dr en stokastisk matris.

Visa att om A dr en idempotent matris, s #ir ocksd foljande matriser idempotenta
(a) AT, (b) I—-A, () A", neZ,.

Lat A = (a;), B = (b)) och C = (c;x) beteckna m/n-matriser.
(a) Antag forst att y7Cx = 0 for alla kolonnvektorer y och x av typerna m/1

respektive n/1. Visa att e Cep, = c;,, dire; = (... 0 1 0 ...)" har en etta
som j:te komponent men i 6vrigt bestdr av nollor. Dra slutsatsen att C' = 0.

(b) Visa med hjilp av (a) att om y© Ax = yT Bx for alla saidana y och x som i (a),
s ir A = B.

(c¢) Visa med hjilp av (b) att om Ax = Bx for varje n/1-vektor x, si éir A = B.

a+2b 3a—-0b\ (4 3
c+2d 3¢c—d) \2 1)°
Proteiner (P), kolhydrater (K) och fetter (F') bor finnas i en viss foderblandning i

forhallandena 33 : 45 : 3. Dessa forekommer (métt i gram per 100 g) i fettfri mjolk
(M), sojamjol (S) och vassla (V') enligt tabellen

Lo6s matrisekvationen

(M) (S) (V)
(P) 36 51 13
(K) 52 34 74
F) o 7 1
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Bestdm (om mojligt) en blandning som ger de rétta proportionerna. (Anvind
decimaltal i kalkylerna.)

Lat x vara en 1/n-radvektor och B en n/p-matris. Visa att matrisprodukten xB
kan skrivas som en linjirkombination av raderna i B.

L&t A vara en m/n-matris sddan att AAT dr en m/m-nollmatris. Visa att A = 0.

Still upp ett ekvationssystem, vilkets losning anger hur ménga molekyler z; av
varje slag som bor skrivas in i den kemiska formeln for att antalet atomer av de
olika grundimnena skall vara detsamma bide fore och efter reaktionen:

(a) x1MnS + x5 AssCri9035 + x3 HoSO4 —

x4 HMnOy4 + x5 AsH3 + x6 CrS3012 + x7 Hy O,
(b) x1PbNg + x5 CrMny0g — x3 Pb3O4 + x4 Cra03 4+ x5 MnOs + x4 NO .
(¢) x1 NaHCOj3 + x2 H3CsH507 — x3 NagCgH507 + x4 HoO 4 x5 CO,.

Betrakta en ekonomi bestiende av tre sektorer: Kemikalier & Metaller (K), Energi
(E) och Maskiner (M). Antag att varje sektor séljer en viss procent av sin produk-
tion till de tva andra enligt schemet

30
%
«
@ 80 @
50 40
40 10
fig. 1

och anviinder resten sjilv. Bestdm priset pd varje sektors produktion (per tidsen-
het) s& att ekonomin #r i balans (varje sektors utgifter #r lika stora som sektorns
inkomster). Bortse fran andra inkomster och utgifter én de som hirrér fran ovan-
nimnda handel.

En bjilke, som stéds under bigge éndorna, paverkas av tre krafter f;, f5, f3 som i
fig. 2, varvid bjilken forskjuts nedét strickorna yq, yo, y3. Lat f och y vara
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kolonnvektorerna med komponenterna f; respektive y;. Enligt Hookes lag édr y =
Df, dar D &r en 3/3-matris. Forklara hur kolonnerna i D (flexibilitetsmatrisen)
kan bestimmas (mitas) genom att applicera lampliga krafter. Vilken fysikalisk
tolkning har kolonnerna i D=1 (styvhetsmatrisen)?

23. (a) T fig. 3 (a) #r tvéirsnittet genom en metallbjilke uppritad. Den vinstra,
hogra, ovre respektive undre sidan av bjilken har av yttre orsaker temperatu-
ren 10°C, 40°C, 30°C respektive 20°C grader. Eftersom termisk jimvikt antas
rada, dr temperaturen T} i varje nod (noderna dr utmérkta med cirklar i figurerna)
approximativt medeltalet av temperaturerna i de angrinsande noderna (t.ex. #r
4Ty =10+ 30 + T3 + T3). Bestdm temperaturen i varje nod.

(a) 30 30 (b) 20 20 20
o o o o o
\ > \\% \\% \\%
N r\T 1 r\T 2 4 N r\T 1 r\T 2 r\T 3 4
10 G \v> A D40 10 G \N% \N% AV D 40
T T T T T
3 4 4 5 6
10 & S S D40 10 G D D D D 40
Pany Py Py Py Pany
N N \ \ \
20 20 20 20 20
fig. 3

(b) Gor detsamma for tviirsnittet i fig. 3 (b). Ledning: Utnyttja symmetrin i
temperaturfordelningen fér att forenkla kalkylerna.



3. Gausseliminering genom matrismultiplikation

Vi skall visa att den omformning, som man fir genom att utféra en basoperation pa
ett rikneschema, ocksd kan fis genom att man multiplicerar rikneschemat frin viinster
med en viss matris E. Detta ér ekvivalent med att man transformerar motsvarande
ekvation Ax = b genom att multiplicera den fran viinster med F, vilket ger EAx = Eb.

Lat oss forst se hur detta fungerar for (BO1):
Exempel 3.1. Betrakta ekvationssystemet

z1 4+ 2x9 4+ 323 =6
221+ 52+ 3=9
T, +4xs — 623 =1,

som vi skriver som ett rikneschema (A|b) genom att sitta

1 2 3 6
A=12 5 1 och b=19
1 4 —6 1

Det forsta elimineringssteget, (2) — (2) — 2 (1), 4r

12 3 | 6 12 3 | 6
Ab)=(2 5 1 | 9] —={0 1 -5 | =3 |=(Uilby).
1 4 -6 | 1 1 4 -6 | 1
Sitt
1 0 0
Ei=1-2Jn=|-21 0],
0 0 1

dér Jo; dr en 3/3-matris som har nollor pé alla andra platser én (2,1), dér den har
en etta. D& svarar multiplikation med E; mot det forsta elimineringssteget, ty

E7(A[b) = (E1A|Eyb),

dir enligt distributionslagen

1 2 3 0 00

1 4 —6 0 00
och pa samma sitt

6 0

Eib=b—-2J53b=|9|—-2]|6 | =Db;.
1 0
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Det andra elimineringssteget (3) — (3) — 1(1) svarar enligt samma monster mot
multiplikation frin vinster med Eo = I — 1J31,

1 00 12 3 | 6
Es=10 1 0], somger (Usby)=|0 1 -5 | -3
10 1 02 -9 | -5
Det tredje, (3) — (3) —2(2), svarar i sin tur mot multiplikation med E5 = I —2J32,
1 0 0 12 3 | 6
Es=(0 1 0]|,ochger (Usibs)=10 1 -5 | -3
0 -2 1 0o 1 | 1

Systemet Ax = b har nu 6verforts pé echelonform genom multiplikation fran vins-
ter med F = E3E2E1.

Allmént giller for ett system Ax = b, déir A dr en m/n-matris, att (BO1)-operationen

{()) = ()) = A(k)} motsvarar {multlphkatlon fr.v. med} ,

E=1—\y

dér J;;, dr en m/m-matris som bestar av bara nollor utom pé platsen (i, k) dér den har
en etta.

For (BO2) har vi sambandet: Operationen
(i) & (k)

motsvarar multiplikation frin vinster med

dir (enligt konventionen) ett tomrum star for en nolla. Matrisen F #r i detta fall en
s.k. enkel permutationsmatris, som fas ur en enhetsmatris I s att man i denna later
raderna (7) och (k) byta plats.

For (BO3) giller: Operationen

(1) = A ()
svarar mot multiplikation fran vinster med diagonalmatrisen
1
1
E= A (2)
1
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Exempel 3.2. For tviradiga system har vi t.ex.

CO(nla=(cel).  wo,
)G als)=(nmiag) oo

Det faktum, att (BO1)-(BO3) svarar mot multiplikation (fr.v.) med vissa matri-
ser, kommer att tillita oss att dra langtgdende slutsatser. For att kunna dra dessa
slutsatser, maste vi emellertid utveckla mera grundteori.

[STEES S SIS N

Matrisinverser

For en basoperation giller alltid (se Sats 1.1) att en limplig annan basoperation kan
upphiva den effekt som den foérsta basoperationen hade. Om négon basoperation sa-
ledes transformerar systemet Ax = b till EAx = Eb, si kan dess verkan upphivas
genom multiplikation fran viinster med en ny matris E’, som svarar mot den “inversa”
basoperationen:

E'EAx = E'Eb.

Detta system bor nu vara identiskt med det ursprungliga, sa att E'E = I, vilket leder
till foljande definition:

Definition 3.1. TvA n/n-matriser A och B ir varandras inverser om
AB=1 och BA=1I.
En kvadratisk matris som har en invers sigs vara inverterbar.

Exempel 3.3. Vikonstaterar forst att det finns matriser, som ér olika nollmatrisen
men som saknar invers. Betrakta t.ex. matrisen

0 1

(3 1).

, : a b\, . ..

For varje B = dr ndmligen

c d
0 1 a b * %
AB_(O O) (c d)_<* 0)#1’

dvs. ingen maftris B dr invers till A.

Sats 3.1. En kvadratisk matris A har hdgst en invers.
Bewis. Om B och B’ ér inverser till A s dr

BA=1 och AB' =1.

Alltsa ir B = BI = B(AB') = (BA)B' = IB' =B'. ¢
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For inversen till en matris A skall vi frin och med nu anviinda beteckningen A1,
Observera att om B = A~! s4 #r enligt definitionen A = B~!, vilket genom insittning
ger att (A71)71 = A. Detta #r den forsta av riknereglerna i foljande sats:

Sats 3.2. Om A dr en inverterbar n/n-matris si ir A~=' inverterbar och AA Gr inver-
terbar om dessutom \ # 0. Under de ndmnda antagandena dar

(@) (A7H)71 =4,
1
(i) (NA)~! = XA‘l (A#£0).
Om bide A och B dr inverterbara n/n-matriser, s ér AB inverterbar och
(i) (AB)"'=B7'A7'.
Bewvis. Vi bevisade redan (7). For att bevisa (i7) ricker det, pd grund av Sats 3.1,

att visa att %A‘l dr en invers till AA: Eftersom skalira faktorer kan placeras var som
helst i en matrisprodukt dr

(\A) (;A-l) = (A%) AAT =1
GA_1> (A4) = GA) A'A=T.

For verifieringen av (444) réicker det att visa att B~1A~! #r en invers till AB:

(AB)(B™'A ™YY = A(BB™hHA ' = 4471 =1,
(B'A™HY(AB) =B YA 'A)B=B"'B=1.¢

Vi har sett att (BO1) svarar mot multiplikation fr.v. med en matris av formen
E =1—-M\Jy (i # k). Eftersom J;; bestar av nollor utom pa platsen (i,k), dir den
har en etta, inses litt att

Jim, om k = l,
2) JiteJim = {o, om k #1.

P3 grund av detta #ir E~Y = I 4 \J;;, ty vi har t.ex. att

EE'= (I — /\Jik)(I—F AJzk)
=T+ Xk — Mg = N Jig = 1.

P& samma, sitt ser man att E~1F = TI.

Exempel 3.4. Om E = I — 5J;5 dr en 3/3-matris, ir

1 =5 0 1 5 0
E=10 1 0 och E'=101 0
0 0 1 0 0 1
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Detta betyder att om man utfor (BO1)-operationerna (1) — (1) — 5(2) och (1) —

(1) + 5(2) efter varandra, si forblir rikneschemat (eller ekvationssystemet) ofor-
dndrat.

Exempel 3.5. Den enkla permutationsmatrisen ( ) 4r sin egen invers, ty

1 0

0 1\ /0 1\ (1 0

1 0 10/ \0o 1)°
Detta svarar mot att om man utfor (BO2)-operationen (1) <> (2) tva ganger pé ett
rikneschema, si aterfair man det ursprungliga rikneschemat.

Exempel 3.6. Matrisen

E=

SO =

00 1 0 O
3 0 har inversen E~'=[0 1/3 0],
01 0 0 1

vilket #r liktydigt med att (BO3)-operationerna (2) — 3(2) och (2) — 3(2) upp-
héver varandra.

Utrdkning av inverser

Att bestéimma inversen X = A~! till en n/n-matris A innebér att man loser matris-
ekvationen AX = I. Vi kommer nimligen senare att se, att om en matris X satisfierar
denna ekvation si satisfierar samma X automatiskt ocksd ekvationen XA = I. P3
bl.a. detta grundar sig foljande metod att rikna ut inversen till en matris A:

Vi infor beteckningar for kolonnerna i X och I genom att sitta X = (x1 -+ xp)
och I = (e; --- e,). Matrisekvationen AX = I kan d& skrivas som n ekvationssystem
med samma koefficientmatris A:

Ax1 = €y, AX2 = €2, , AXn = €,.

Dessa kan 19sas var och en for sig med hjilp av riknescheman (Aley), ..., (Ale,). Men
dé det ju dr koefficientmatrisen A, som bestimmer vilka basoperationer man anvinder,
kommer man att upprepa (niistan) samma kalkyl n gdnger. For att undvika dessa
upprepningar anvinder man sig av ett enda sammanslaget rikneschema

(Aler ... e,) = (A|I),
dér alla hogerled beaktas samtidigt genom att man skriver dem efter varandra. Om
en losning X existerar, kan detta schema fas i reducerad echelonform med hjilp av

basoperationer enligt monstret

(AlI) = - = (I|x1 - xp) = (I]X).
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Losningen x; till det i:te ekvationssystemet finner man da pa den plats dir hogerledet
b; ursprungligen fanns. Detta innebir att da det i ridkneschemat stir en enhetsmatris
I pa viinstra sidan om det vertikala strecket, stir inversen X = A~! pa den hogra sidan
om strecket.

Exempel 3.7. Vi inverterar matrisen

med hjilp av foljande kalkyler
2 1 | 10 B_O>2 1 -2 | 01 B_O>1 1 -2 | 0 1
1 -2 | 01 -2 1 | 10 0 -3 | 1 2
1 -2 ] o0 1 Bgl 10 | —-2/3 —1/3
o 1 | -1/3 -2/3 01 | —-1/3 —-2/3)"

Inversen ir alltsd

Exempel 3.8. Matrisen (; 4

12 | 10} (12| 10
2 4] 0 1 00| —21)"

) har ingen invers, ty den andra raden blir inkon-

sistent:

LU-faktorisering

I exempel 3.1 har vi genom tillimpning av (BO17%) fatt ett system pé echelonform.
Detta svarade mot att ekvationen Ax = b multiplicerades fran vinster med £ =
E3EsE; sé att en ny ekvation Usx = by uppstod, dir Us dr en echelonmatris. Nu ir
ju EA = Us, vilket ger, d& vi multiplicerar frin vinster med L, = E~! = E’l_lEZ_lEg_lz

A=1LU,.

Hur ser L ut? Inverserna av Fq, E5 och F3 fas pd samma séitt som i exempel 3.4:

1 00 1 00 1 00

L={2 1 0 010 010

0 01 1 01 0 2 1
100 100 100
=12 10 01 0)J=12120
0 01 1 2 1 1 21
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Observera att elementen pa platserna (2,1), (3,1) och (3,2) i L &r just precis de mul-
tipler A = 2, 1 och 2 som vi anviinde i de tre elimineringsstegen da vi subtraherade
en multipel av en ekvation frin en annan. Detta &r ingen slump utan vi kan formulera
en generell regel. For att fortydliga detta skall vi se nirmare pa hur produkten L i
vart exempel uppstod: P4 grund av den speciella ordning, i vilken vi eliminerat (férst i
kolonn 1, sedan i kolonn 2 osv.), blir enligt formel (2) produkter av minst tva faktorer
Jir en nollmatris, sé att

L= (T42J51)(I+1J31)(I 4+ 2J32) =T+ 2Jo1 + 1J31 + 2J33.
Detta betyder att matrisen L kan skrivas ut utan att man utfor nidgon multiplikation.
Talet A hamnar alltid pa platsen (i,k) i L d& man utfor operationen (i) — (i) — A(k):
Sats 3.3. Om en m/n-matris A kan éverforas pd echelonform U enbart med hjilp av
(BO1%), sd kan A LU-faktoriseras i en produkt
A=LU.

Om elimineringen skett i normal ordning sd att man eliminerat i A:s kolonner fran
vanster till hoger, kan matrisen L skrivas ut enligt regeln:

L ar en neddt triangular m/m-matris, sidan att
— L har ettor i diagonalen;
— multipeln X sdtts pd plats (i,k) under diagonalen i L
om man eliminerat med operationen (i) — (i) — A(k);
— ovriga matriselement ar nollor.

Om A dr en n/n-matris och antalet pivotelement i U dr precis n, sd dr U en uppdt
trianguldr matris, vilkens diagonalelement (= pivotelement) alla dr olika noll.

Vid LU-faktorisering av en matris A speler hogerledet ingen roll. Vi skriver darfor
inte ut nagot hogerled i rikneschemat.

Exempel 3.9. Om man skall LU-faktorisera matrisen

1 2 1
A=11 2 2
2 4 5

gor man foljande kalkyler med hjilp av (BO1%):
A 1 2 1 1
7\ (00 1) = fo
<2) 0 0 3/(3) \0 00

dir de multipler A som anvints i operationerna antecknats under pilarna. T.ex.
operationen (3) — (3) — 3(2) ger upphov till talet 3 pa plats (3,2) i L:

1 00
L=11 10
2 31

Om man numrerar pivotkolonnerna i A (= de kolonner som innehéller pivotelement)
fran vinster till hoger, kan man ocksa uttrycka regeln i Sats 3.3 pa féljande sitt: Da
man eliminerar i pivotkolonn nummer k i A, skall de anviinda multiplerna
A skrivas i kolonn nummer k i L.



30 Bjorkfelt—Bjon
Permutationsmatriser

Ibland kan en matris inte fis i echelonform enbart med hjéilp av (BO17). Den kan d&
inte LU-faktoriseras direkt. Detta giller exempelvis for matrisen

0 2
A= <3 4) |
Ett ekvationssystem som svarar mot A ér t.ex.

2.’1)2 = bl
3x1 +4x9 = by.

Om man permuterar ekvationerna, dvs. anviinder (BO2), blir systemet déremot genast
uppat triangulirt. Koefficientmatrisen for det nya systemet blir

(3 2)

och fis ur A genom multiplikation frén vinster med en permutationsmatris P av det
slag som beskrivs i ekvation (1).

Definition 3.2. En matris, som fas ur en enhetsmatris I genom att man later raderna
i I byta ordning, kallas en permutationsmatris. En permutationsmatris dr enkel och
betecknas med P;; om den fis ur I genom att man later raderna (i) och (k) i I byta
plats (i # k).
Notera att P;, = Pg; och att P;; dr inverterbar och dr sin egen invers: Pl;l = Pj.
Vi har sett att multiplikation av en matris A fran vinster med den enkla permuta-

tionsmatrisen Pj;, dstadkommer att raderna (i) och (k) i A byter plats. Nagot liknande
giller for alla permutationsmatriser:

Exempel 3.10. Betrakta t.ex. permutationsmatrisen

N

N
I

o o o o
= W

N

dir €; betecknar rad 7 i enhetsmatrisen Iy. Ordningsfoljden pa raderna i P kan
fas ur den ursprungliga (den som de har i I;) med hjilp av en f6ljd av enkla
permutationer:

2
1
3
4 4 4

Saledes dr P = P3P15. Om vi nu bildar en produkt PA s kommer P, att byta om
raderna (1) och (2) i A, varefter Po3 byter om raderna (2) och (3) i P12 A. Resultatet
blir att P flyttar om raderna i A s att de fir ordningsfoljden (2), (3), (1), (4).



Gausseliminering genom multiplikation 31

Eftersom enkla permutationsmatriser dr sina egna inverser, giller dessutom att P
ir inverterbar och att P~1 = P53 Pos.

Detta giller generellt:

Sats 3.4. Ldt P vara den permutationsmatris som fas ur I,, genom att man ordnar
om raderna i ordningsfiljden o samt lit A vara en m/n-matris. Dé dr
(i) P en produkt P =P, j, -
(ii) P inverterbar och P~! = P,

(i11) PA dr likamed den matris som man far ur A genom att

-+ P i, av enkla permutationsmatriser;
..P

pJp 11519

skriva A:s rader i ordningsféljden o.

Mera om LU-faktorisering

Vi har sett att en matris kan LU-faktoriseras om den kan overforas i echelonform
enbart med hjilp av (BO1%). Detta #r inte alltid mojligt utan man kan bli tvungen
att permutera rader med hjilp av (BO2) for att komma till en echelonform. For att
inkludera ocksa sddana fall kriivs en ny formulering av satsen om LU-faktorisering.

Antag att A dr en m/n-matris, som (eventuellt) inte kan fis pa echelonform enbart
med hjélp av (BO1%) s4 att ocks& (BO2) méiste tas till hjilp. D& kan man téinka sig att
genast i borjan gora de radbyten som kommer att behovas (dvs. bilda en matris PA
dér P dr en permutationsmatris) for att i fortséttningen uteslutande anviinda (BO11),
varvid man LU-faktoriserar PA. Detta dr mojligt for alla m/n-matriser A, ty (BO3)
behovs stringt taget inte vid omformning till echelonform. Déremot behovs (BO3) nog
om man vill f4 fram en reducerad echelonform.

Vi kan alltsa formulera foljande sats:

Sats 3.5. For varje m/n-matris A finns en permutationsmatris P, sidan att PA kan
LU -faktoriseras
PA=LU.

I praktiken behéver man inte gora alla radbyten forst, utan man kan under rik-
ningens ging modifiera sina listor med multipler A efter varje radbyte, s& att listorna
giller som om radbytet hade gjorts redan i bérjan:

Exempel 3.11. I foljande sekvens av riknescheman skriver vi forst ut en preli-
minér lista med multipler (nedan med index 0), som byts ut mot en ny lista (med
index 1) s snart operation (B0O2) anviinds. En multipel hor ju ihop med en viss
rad, varfor multiplerna bor byta plats pad samma sédtt som motsvarande rader:

1 2 -1 0\ BO1+ /1 2 —1 0
A=12 4 1 1] — [0 0 3 1
1322<2>0132
10
BO?2 1 2 -1 0\ (1
5 o1 3 2|3 =U
00 3 1
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Samtidigt har vi noterat att den ursprungliga ordningen (1), (2), (3) pa raderna i
A har omvandlats till (1), (3), (2) i U, vilket ger oss permutationsmatrisen P. Vi
har alltsa att PA = LU, dar

P = och L=

OO =
= )
O = O
NG Sy—

1
01

Definition 3.3. En n/n-matris A sigs vara icke-singuldr om den med hjilp av (vilka
som helst) basoperationer kan fis i en uppét triangulir form U, som innehéller n
pivotelement. Om antalet pivotelement dr mindre #n n sigs matrisen A vara singuldr.

Exempel 3.12. Matrisen

A=

N DN =
co o W
oo © N

dr icke-singuliir, ty echelonformen nedan innehéller tre pivotelement:

1 3 2 1 3 2
A= |0 0 5] =10 2 4
0 2 4 0 0 5
Déremot dr matrisen
1 3 2
B=12 6 9
3 9 8
singulir, ty
1 3 2 1 3 2
B—>10 0 5] —>10 0 5
0 0 2 0 0 0

Nedanstéende ekvivalenser for en n/n-matris A med den motsvarande echelonfor-
men U,

A dr singulir <= #( pivotelement) < n
<= ekvationen Ux = 0 har icke-triviala losningar

<= ekvationen Ax = 0 har icke-triviala lgsningar ,

ger en enkel karakterisering av en icke-singuléir matris, vilken vi i fortséittningen kommer
att behova i manga sammanhang:

A ar kvadratisk och }

(3) A dr icke-singulir <= {Ax — 0 bara om x = 0

Vi kan nu gora ett tilldgg till Sats 3.5:
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Sats 3.6. Antag att A dr kvadratisk och att PA = LU dr LU-faktoriseringen av PA,
ddar P dr en permutationsmatris. Om A dr icke-singulir, sd gdller:

(i) Diagonalelementen i U dr olika noll;

(i1) ekvationen Ax = b har exakt en losning (for varje b).

Om A dr singuldr sd dr ndgot av diagonalelementen ¢ U en nolla.

Bevis. Det sista pastaendet och (i) foljer direkt ur definition 3.3. Ekvationen Ax = b ér
ekvivalent med en ekvation av formen Ux = b;. Eftersom varje kolonn i U innehéller ett
pivotelement om A #r icke-singulir, si &r ingen variabel fri och systemet dr konsistent.
Bakétsubstitution ger déirfor exakt en losning. Alltsa giller (i7). <

LU-faktoriseringen av en kvadratisk matris A dr osymmetrisk satillvida att L har
ettor i diagonalen medan U inte behover ha det som t.ex. i LU-faktoriseringen

2 11 1 0 0 2 1 1
A= 4 1 0= 2 1 0 0 -1 -2 | =LU.
-2 21 -1 -3 1 0 0 -4

Detta skonhetsfel #r litt att korrigera. Vi skriver U som en produkt av en diagonal-
matris D och en ny uppét triangulir matris U’ med ettor i diagonalen,

2 0 0 1 1/2 1/2
U=10 -1 0 0 1 2 |=bU,
0 0 —4/\0o o0 1

och far A = LDU’. En sddan LDU-faktorisering av A (eller PA) &r alltid mojlig om
diagonalelementen i U &r olika noll, dvs. om A ér icke-singuliir.

Sats 3.7. Om A dr en icke-singuldr kvadratisk matris sd finns det en permutations-
matris P och en sd kallad LDU-faktorisering PA = LDU av PA, dir

— L dr en neddt trianguldr matris med ettor i diagonalen,
— D dr en diagonalmatris, vilkens diagonalelement dr olika noll,

- U dr en uppdt trianguldr matris med ettor i diagonalen.

Anvindningar av LU- och LDU-faktoriseringar
Om man samtidigt 16ser flera ekvationssystem,
Ax; =by, Axy=by, ... , Ax,=Db,,
med samma, koefficientmatris, kan man gira som vi gjorde vid invertering av en matris:

I stillet for att gora skilda kalkyler i flera riknescheman (Albq), ..., (A|b,), vilket leder
till upprepningar av rikneoperationer, slar vi ihop dessa till ett enda rikneschema

(AIB) = (Alby ... by),
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genom att skriva hogerleden efter varandra i B = (b; ...b,). Losningarna till alla dessa
system kan sedan litt skrivas ut da schemat (A|B) overforts i reducerad echelonform.
Observera att detta dr ekvivalent med att 16sa matrisekvationen AX = B,
dir X = (x1...x,) (se uppgift 3 i kapitel 2).

Ovanbeskrivna metod, som ér bra vid rikning for hand, har oligenheten att alla
hogerled méaste vara kiinda innan man kan paborja kalkylerna.

En annan metod anviinder sig av LU-faktoriseringen A = LU av A (eller av PA =
LU av PA, varvid hogerleden &r Pby, ..., Pb,). Ekvationen Ax; = b; kan skrivas
LUx; = b;, och denna i sin tur som tva ekvationer

Ly; = b;

4 i =1,...
(@ o =1)

dér man har infort en temporir variabel y;. Forst 1oser man Ax; = by och far LU-
faktoriseringen péd kopet. Efter det anviinder man sig av (4), for 1 = 2,...,p, s& att
man loser den forsta ekvationen med rikneschemat (L|b;), vilket ger y;, varefter man
loser den andra ekvationen med rikneschemat (Uly;), vilket ger x;. Det #r uppenbart
att alla hogerled inte behdver vara kiinda fran borjan di man anviinder denna
metod, utan nya hogerled kan liggas till nér som helst (se uppgifterna 3 och 10).

P& grund av att bade L och U ér triangulira, krivs bara framéat- respektive bakat-
substitutioner vid losningen, dvs. ett relativt litet antal rikneoperationer. De bada
beskrivna metoderna kriver ungefir lika stor arbetsinsats. Man kan visa att om A &r
en n/n-matris si krivs i bigge fallen

2
= gns + 2pn?

rikneoperationer med de fyra riknesitten.

Exempel 3.13. Om vi skall 16sa systemen Au = b; och Av = b,, dir

1 2 -1 1 -1
A:(l 3 1), b1:(2> OCh b2:<2>,

stiller vi enligt den forst beskrivna metoden upp ett gemensamt rikneschema, som
overfors i reducerad echelonform:

(12 -1 1 -1 10 -5 | -1 -7
(A|b1b2)_(1 301 | 2 2)"""’(0 12 | 1 3)‘

Béade uz och v3 ér fria, si vi kan sétta us = s och v3 = t. Med hjiilp av den forsta
kolonnen i hogerledet far vi 1osningarna till det forsta systemet och med hjilp av
den andra kolonnen i hogerledet 16sningarna till det andra systemet:

’U,1:—1+5S ’01:—7+5t
uy = 1 — 2s och v = 3 — 2t.
Uz = S vy = t
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Enligt den andra metoden stéller vi upp rikneschemat for den forsta ekvationen
och kan, d vi har natt echelonform (med hjilp av (BO1%) och eventuellt (BO2))

12 -1 | 1), (12 -1]1
ts o1 b2 \o1 2 |1y

skriva ut LU-faktoriseringen

1 0\ (1 2 -1
A_LU_(l 1)(0 1 2)'

Sedan fortsitter vi tills rdkneschemat ér i reducerad echelonform och kan da skriva
ut 1osningarna till det forsta systemet. For att 16sa det andra systemet betraktar
vi forst Ly = bs,

(10 | -1 10 | -1 ) (-1
(L|b2)—(1 1 2>—><0 1 3>,ochfaratty—<3>.

Dérefter loser vi Uv =y,

1 2 -1 | -1 N 1 0 =5 | =7
01 2 | 3 o1 2 | 3)°
och finner den tidigare nimnda lésningen.
Kom ihdg att vart exempel med sm8 matriser bara visar principen fér hur

metoderna fungerar. Fordelarna hos dessa tvA metoder blir betydande forst da
systemen #r stora och/eller antalet system stort.

Vi skall nu se vilka teoretiska foljder Sats 3.7 om LDU-faktorisering har. Vi visar
forst att om A &r en icke-singulidr n/n-matris med LDU-faktoriseringen A = LDU, sa
ar varje faktor L, D och U inverterbar:

Faktorn L #r en produkt L = B! .. E; ! av inverterbara faktorer (som svarar mot
(BO1%)) och ér ddrmed sjélv inverterbar enligt Sats 3.2 (417). Faktorn

dy di?
D= - har inversen D™! = -
dy dy?

Varje diagonalelement d; dr némligen olik noll enligt Sats 3.6. Den uppéat triangulidra
matrisen U slutligen, kan 6verforas pa en reducerad echelonform som &dr I med hjilp
av bakatsubstitutioner (BO1~), dvs. genom att man multiplicerar med inverterbara
matriser F; av formen I — AJ;;:

F,---FU=1.

Om man multiplicera frn vénster med i tur och ordning ¥~ L., F 1_1, far man att U
dr en produkt av inverterbara faktorer, U = F~ L. F; L. Alltsa dr ocksa U inverterbar.

Med hjilp av detta kan vi visa att LDU-faktoriseringar éir entydiga:
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Sats 3.8. Antag att A dr en icke-singulir kvadratisk matris och att A (eller PA, dér
P #r en permutationsmatris) har LDU -faktoriseringarna

A= LlDlUl och A= L2D2U2 .

Dq dr L1 = Lz, D1 = D2 och U1 = UQ.

Bevis. Ur LiD1U; = Ly D5U; foljer, d3 man multiplicerar fran vinster med Ll_1 och
D7 och fran hoger med U, att

U\U;' = DL Ly D, .

Vinstra ledet 4r en produkt av tvi uppat triangulidra matriser med ettor i diagona-
len och har dirfor sjilv samma form (se uppgift 19) medan hogra ledet dr en nedat
triangulér matris. Detta medfér att béigge leden méaste vara I:

(5) UyU;' =1 och Di'LT'LaDy=1.

Multiplikation av den forsta likheten i (5) med Us fran hoger ger att U; = Us. Genom
att multiplicera den andra likheten frin vinster med D; och frin hoger med Dy ! fas

Li'Ly, = DDyt

dér viinsterledet #r nedat triangulirt med ettor i diagonalen och hogerledet en dia-
gonalmatris. Bigge leden méaste di vara en enhetsmatris: L1_1L2 =1 och D1D2_1 =1
Foljaktligen ér Ly = Ly och Dy = Dsy. $

Anmirkning. Observera att det i allménhet finns flera olika permutationsmatriser P,
sddana att PA kan LDU-faktoriseras for en given icke-singulir matris A. Dessa fakto-
riseringar ér olika fér olika P men d& P &r bestdmt &r faktorerna i LDU-faktoriseringen
av PA entydiga.

En viktig konsekvens av inverterbarheten hos faktorerna L, D och U i en LDU-
faktorisering #r foljande sats:

Sats 3.9. En kvadratisk matris A dr icke-singuldr om och endast om den dr inverterbar.

Bevis. Antag att A idr icke-singulidr. D& finns det en permutationsmatris P och en
tillhérande LDU-faktorisering PA = LDU. Eftersom permutationsmatriser #r inver-
terbara (Sats 3.4), &r

A=P'LDU,

dér alla faktorer dr inverterbara. Enligt Sats 3.2 (i7) dr d& ocksid A inverterbar.

Antag omviint att A dr inverterbar. For att visa att A dr icke-singulér, antar vi att
x 4r en nagon losning till ekvationen Ax = 0. Genom multiplikation fran vinster med
A~ fis att x = A710 = 0 #r den enda losningen. Saledes ir A en icke-singuliir matris
enligt (3). <
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Symmetriska matriser

Definition 3.4. En matris A dr symmetrisk om AT = A.

Om A #r av typen m/n s ér AT av typen n/m. Saledes maste A vara kvadratisk for att
kunna vara symmetrisk. Dessutom bor a;r, = ay; for varje ¢ och k hos en symmetrisk
matris.

Sats 3.10. Om matrisen A dr inverterbar, dr ocksdé AT inverterbar och

(A7)t = (AT

Bevis. Om A ér inverterbar, ir

AN A )T =47 =1" =1,
(ATHT(AT) =AY =1" =1,

dvs. (A™1)T sr inversen till AT. ¢
Ur Sats 3.10 foljer:

Sats 3.11. Om A dr inverterbar och symmetrisk sd dr ocksé A~' symmetrisk.

Bevis. Detta giller eftersom (A71)T = (AT)"1=4"1 &

LDU-faktoriseringen av en symmetrisk, inverterbar matris ir speciellt enkel:

Sats 3.12. Om A dr symmetrisk och inverterbar och kan LDU -faktoriseras, sd har
faktoriseringen utseendet A = LDLY, dvs. U = L*.

Bevis. Genom transponering av A = LDU fas att
A=AT = (o)t =UuTDTLT =UTDL”,

vilket &r en LDU-faktorisering av A. Entydigheten hos LDU-faktoriseringar (Sats 3.8)
geratt U =Loch LT =U. $

Avrundningsfel. Partiell pivotering

D& man 16ser linjira ekvationssystem, utfors ett stort antal rikneoperationer. For ett
system med n ekvationer och n obekanta kriivs ungefiir 2n3/3 rikneoperationer for att
fa fram 16sningen. Vid varje rikneoperation maste vi rikna med ett avrundningsfel (ko-
efficienterna avrundas kanske till 3 signifikanta siffror) och detta paverkar naturligtvis
I6sningen, som d& bara blir approximativ.

Ibland kan koefficientmatrisen ha en inneboende kdnslighet, som goér att en liten
#ndring av ett matriselement i rikneschemat, ett avrundningsfel, oundvikligen far stor
inverkan pa (den approximativa) losningen. En annan felkilla kan vara att kalkylerna
gors pa ett sddant sitt att felen forstoras i onédan. Vi skall om en stund beskriva en
enkel metod att undvika sddana fel, som inte beror pa genuin kinslighet.

Foljande &r ett exempel pa en koefficientmatris som &r genuint kéinslig:
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Exempel 3.14. Av de tva systemen

u + v=2 h u+ =2
w+1,00010 =2 ©° u+ 1,0001v = 2,0001

med samma koefficientmatris, har det forsta systemet 16sningen v = 2, v = 0,
medan det andra har 16sningen v = 1, v = 1. Orsaken &r helt enkelt att de tva
rita linjerna v + v = « och u + 1,000lv = ( dr nistan parallella, varfor en
dndring i femte siffran i ett tal i hogerledet fororsaker en dndring i forsta siffran i
skiirningspunkten (dvs. 16sningen). Eliminering ger

1 1 ey, (1 1 | a
1 1,0001 | B 0 0,000 | B—a)"

“Parallelliteten” hos de tva linjerna visar sig hir i att det uppstér ett pivotelement,
som #r néra noll. I fortsdttningen av kalkylerna kommer vi att dividera med detta
tal nira noll, och dirfor forstoras eventuella avrundningsfel. Hér hjilper det inte
heller att permutera ekvationerna och dérfor #r kénsligheten genuin.

Om det &dr mojligt, bor man undvika att gora kalkylerna s att nigot pivotelement blir
ett tal nira noll. Metoden med partiell pivotering anger en enkel regel for detta:

Varje ging man skall eliminera med hjilp av (BO17%) for att fé ett system i echelonform,
bor man forst permutera de dterstiende raderna sd, att det till beloppet storsta elementet
i resten av kolonnen blir pivotelement.

I koefficientmatrisen (= viinstra delen av ett rikneschema)

dll * *
0 a2 *
0 aso *
0 Am?2 *

har vi redan ett pivotelement, di; (# 0). I niéista steg bor vi alltsd bland talen ass, ass,

, G2 vilja det som ér storst till beloppet och sedan 1ata den rad, som talet ingar i,

bli rad nummer tvé si att det utvalda talet blir nésta pivotelement (ifall inte alla dessa
tal dr noll, varvid man naturligtvis gir vidare till tredje kolonnen).

Ovningsuppgifter

1. Vad hinder med en 3/3-matris A om man multiplicerar den (a) frin viinster, (b)

fran hoger med matriserna

1 0 0 1 0 0
E;;=10 1 0 respektive FEos=| 0 1 5|7
4 0 1 0 0 1
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2. Tett ekvationssystem med tre ekvationer och tre obekanta gausseliminerades genom
att i tur och ordning basoperationerna

anviindes, varvid det triangulira systemet

u—2v+ 3w= 11

9y — 13w = —40
4 4
3T 3

uppstod. Hur sag systemet ut fran bérjan?

3. Los ekvationen Ax = b, dd A = LU och
1 0
L=| -1 1

0 1
o], v=(0 1 -1|, b=|-3
0 -1 1 0

4. Antag att P;; och Py; #r enkla permutationsmatriser av samma typ. Nér kommu-
terar de, dvs. nir ir ]Diijl = PklPij?
5. Hur ménga permutationsmatriser finns det (a) av typ 3/3, (b) av typ n/n?

6. Finn faktorerna L, och U i LU-faktoriseringen av matrisen

2 -1 0 1 2 -1
@ A=|[-1 2 -1|, @ A=|2 0o 3
0o -1 2 -1 2 1

7. Vilka virden péd a och b leder till radbyte vid triangulering av A och vilka virden
gor A singulir, da

A=

S8
S 00 N
Lo W N

8. Bestiam L DU-faktoriseringen av PA, dir P #r en limplig permutationsmatris, da

0 9 1 2 3 12 2
(a) A:(2 3), B A=[2 4 2|, (0 A=[2 4 -1
111 3 2 0

9. Bestdm en permutationsmatris P sddan att PA har en LDU-faktorisering och

berikna denna, da
1 2 -1 1

-2 —4 5 =2
2 6 4 -1
-1 0 4 =3

A=
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Antag att LU-faktoriseringen A = LU ér given men att systemet som skall losas
ir ATy = b. Finn en #indamalsenlig metod att beriikna y.

Bestim inversen till matrisprodukten

1 0 0 1 00 1 00

0 1 0 0 1 0 —a 1 0

0 — 1 -b 0 1 0 0 1

Berikna inverserna, ifall de existerar, till
111 131
(@ |1 2 3], (b

01 1 1 2 -1 1
5 9 1 6

Antag att A, B och C #r inverterbara matriser. Vad ir inversen till AB~1C? Ar
A? inverterbar? Ar A + B inverterbar? Visa att A~'(A+ B)B~! =A=' + B~L

Bestim inversen till

@ <cose —sinﬁ)’ @) 2

sinf cos@

Finn alla 2/2-matriser, som &r sin egen invers.

Ange de viirden pa a for vilka nedanstdende matris saknar invers:

2 2 3
0 a—1 1
1 2 a—1

Visa att det finns odndligt manga vdnsterinverser till matrisen

(dvs. matriser B sddana att BA = I) men ingen hdgerinvers till A (dvs. ingen
matris C' saddan att AC =1TI).

Bestim den symmetriska LDU-faktoriseringen A = LDL” av

12 0 1 3 5
(@ A=(2 6 4], (@® A=[3 12 18
0 4 11 5 18 30

Visa att produkten av tva uppat triangulira n/n-matriser med ettor i diagonalen
4r en matris av samma typ.
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En kvadratisk, inverterbar matris sigs vara ortogonal om A~' = AT. Visa,
(a) att produkten av tvd ortogonala matriser #r en ortogonal matris, (b) att om A
4r ortogonal si #r ocksd A~! ortogonal.

Antag att A dr en kvadratisk, icke-singulir matris. Visa att bade A och AT ger
upphov till samma pivotelement, om enbart (BO1") anviinds.

Antag att A &r en inverterbar matris och att matriserna A och B kommuterar, dvs.
att AB = BA. Visa

(a) att ocksd A~! och B kommuterar,

(b) att om A och B dessutom ér symmetriska, sa ir ocksd A~!B symmetrisk.

Visa att varje idempotent matris A, som inte ér I, maste vara singulir (A &r
idempotent om A? = A).
Rékna ut LU-faktoriseringen av matrisen

1201 1 2 0 2 1
1], ® A=|-1 -2 1 1 0
2 1 2 -3 -7 -2

Bestim matrisen A d& vi vet att A dr inverterbar och att inversen till matrisen

0 1 . 2 1
(D4 w (31,

Lat A vara en n/n-matris, som har talen di,...,d, i diagonalen men i 6vrigt
bestar ettor. Antag att d; > 1 for varje i. Visa att 7 Az > 0 for varje n/1-vektor
x # 0 och slut hiirav att A #r icke-singulér. (Ledning: Skriv A som summan av en
diagonalmatris med talen d; — 1 i diagonalen och en matris som bestar av enbart
ettor.)

En kubisk ri-funktion f(z) genom givna punkter (o, ¥o),- - -, (Zn,yn) ir definierad i
varje intervall [z;_1, ;] (i = 1,...,n) som ett tredjegradspolynom g;(z). Dessa po-
lynom &r valda sé att f(x), f'(z) och f”(z) blir kontinuerliga i skarvningspunkterna
Z1y.., Tn—1. Om man dessutom kriver att f'’(zo) = f”(x,) = 0 sé siigs den ku-
biska ri-funktionen vara naturlig. Om alla intervall har samma léingd h = z; —z;_1,
i =1,...,n, s ir for den naturliga kubiska ri-funktionen
ql(x) = tyi + (]_ — t)yi—l + ht(]. — t) [(ki—l - dz)(]. — t) - (kz - dl)t] 3

dir ¢ = ;-1 + th, d; = (y; — yi—1)/h och talen ko, ..., k, fis ur matrisekvationen

2 1 O 0 0 ko dq

1 4 1 0 0 k1 di + ds

0 1 4 0 0 ko _3 dy +ds

0 0 0 .. 4 1 kn—1 dp—1 +dp,

o 0 0 .. 1 2 kn dy,

(a) Bestim LU-faktoriseringen av koefficientmatrisen i det fall att den &r en 4/4-
matris. (b) Bestim den naturliga kubiska ri-funktionen genom (0,1), (1,3)
och (2,2).



4. Vektorrum

Tidigare har vi riknat upp en rad av rikneregler som giller f6r m/n-matriser. Dessa
regler giller inte bara for varje matristyp m/n utan ocksd fér manga andra “objekt”
som t.ex. funktioner, talféljder, matrisfoljder osv. For att inte behéva upprepa alla
bevis for varje typ av objekt, infér vi begreppet vektorrum som en mingd av abstrakta
objekt (vektorer), som kan representera vilket som helst av de ovanndmnda slagen av
objekt. Allt som kan bevisas for vektorer i vektorrum, kommer d& automatiskt att
gilla for varje slag av objekt som underlyder vissa gemensamma grundrikneregler som
vi kallar axiom.

P& samma sétt har ju det abstrakta talet 2 inforts for att man inte skall behova ha
skilda bevis for multiplikation med tvé liter och for multiplikation med tva grodor.

Axiom foér vektorrum

Det matematiska begreppet vektorrum #r centralt i den linjéra algebran. Vi infor det
genom att rikna upp en rad av axiom (= rikneregler) som ett vektorrum skall uppfylla.
Dessa axiom ér ett urval bland de rikneregler som vi tidigare har konstaterat att giller
for matriser.

Definition 4.1. En mingd FE siigs vara ett vektorrum och elementen i E kallas vektorer,
om tva rikneoperationer, addition och multiplikation med skaldr, dr definierade i F s
att de nedan uppriknade axiomen giller. Additionen tillordnar varje par x, y i E en
summa x +y i E och multiplikationen med skalér tillordnar varje par A, x (A € R,
x € E) en produkt Ax i E, si att foljande giller:

I (@) x+y=y+x (x,y€E), (kommutationslag)
() x+(y+z)=(x+y)+z (x,y,z€E), (associationslag)
(¢) Det finns ett element i 0 € E, kallat nollvektorn,
sadant att x+0 =x
(d) For varje x € E finns ett element —x € E, den motsatta vektorn,
sadant att x4+ (—x) =0

II. (a) Apx)=Ap)x, (A peR,xekR), (associationslag)
Ix=x (x€E)

—~
=
~—

L (

&

A+p)x= x+px, (A peR,xekE), (distributionslag)
Ax+y)=Xx+Xdy, (MeR,x,y€E), (distributionslag).

—
=
~

Vi ger genast nagra exempel pad méngder som &r vektorrum:



Vektorrum 43

Exempel 4.1. Mingden E av alla m/n-matriser, forsedd med vanlig matrisaddi-
tion och vanlig multiplikation av en matris med en skalir, dr ett vektorrum, efter-
som de ovan uppriknade axiomen ldtt kan konstateras gilla for dessa operationer.
Speciella exempel pa vektorrum &r foljaktligen méingden R™ av alla m/1-matriser,
dvs. kolonnvektorer, och méingden R™ av alla 1/n-matriser, dvs. radvektorer. Man
brukar anvinda samma beteckning for bigge, dvs. R™ och R”, pa grund av att
skillnaden mellan en kolonnvektor och en radvektor dr obetydlig: Den ena typen
overgar ju i den andra genom transponering (det #r bara vid matrismultiplikation
som det ér visentligt hur man skriver en vektor).

Da m och n ér 2 eller 3 representerar vektorrummen R? och R? pa kiint siitt
ett tva- respektive ett tredimensionellt “koordinatsystem”.

Exempel 4.2. Mingden M av alla funktioner f : R — R med definitionsmingden
[a, b] dr ett vektorrum da foljande rikneoperationer dr definierade i M:

I. Om f; € M och fy € M si definieras f1 + fo genom
(f1+ f2)(z) = f1(z) + fa(z), = € la, b];

II. Om f € M och A € R, definieras Af genom
(Af)(z) = Af(z), z€la,b].
Bade f1 + fo och Af #r funktioner i mingden M. Att alla axiomen dr uppfyllda
dr litt att verifiera (pa grund av att de reella talen uppfyller axiomen). T.ex. ir
nollvektorn i axiom I (c) precis den funktion (betecknad med 0 och kallad nollfunk-

tionen), som har virdet 0 i hela intervallet [a, b]. Att axiom I (d) &r uppfyllt ser vi
av foljande: Om f € M si viljer vi —f att vara (—1)f. Da ar f + (—f) =0, ty

(f + (=)&) = fl2) + (=f)(z) = f(z) = f(x) =0, z€]a b].

Exempel 4.3. Mingden E av alla funktioner f : R — R"”, med definitionsmiing-
den [a, b] och med virden i vektorrummet R", dr ett vektorrum da operationerna
definieras som i féregdende exempel. Axiomen ir litta att verifiera pa grund av att
virdemingden R™ dr ett vektorrum.

Utgaende fran axiomen kan hela teorin byggas upp systematiskt. Vi bevisar hér
som exempel nagra grundliggande saker:

1. Nollvektorn dr entydig.

Om bade 07 och 03 dr nollvektorer i ett vektorrum, s giller:

X+0; =xforvarjex — 05+0; =0,
x+0;=xforvarjex — 0;+05,=0;.

Eftersom additionen dr kommutativ, &r ddrmed 01 = 05.
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2. Vektorn —x dr entydig, dd vektorn x dr given.

Om bade (—x); och (—x) r motsatta vektorer till x, &r (—x);+x = 0 och x+(—%x)2 =
0 och ddrmed &r de lika:

(=x)1 = (=%)1 + (x + (=%)2) = ((=%)1 + %) + (-%)2 = (-%)2-

P& grund av denna entydighet och kommutativiteten kommer x och —x att vara varandras
motsatta vektorer, si att

—(—x) = x.

3. For givna x och 'y har ekvationen x+t =y den entydiga losningen t =y + (—x).
P& grund av associativiteten behéver man inte skriva ut parenteser i summor. Vi far d&
fsljande ekvivalenser genom att addera —x (eller x) till bégge leden:

xtt=y & (X)+x+t=(x)+y & t=(—x+y.
I fortséttningen kommer vi oftast att anviinda beteckningen y — x i stéllet for y + (—x).

4. Det gdller att A x =0 om och endast om A =0 eller x = 0.

Forst ses att 0x = 0, ty om man 16ser ut 0x ur
x+0x=(14+0)x=1x =x,
far man att Ox = x + (—x) = 0 (enligt 3). Med hjilp av detta fas x + (—1)x =
(14 (-1))x = 0x = 0, varfor
(—D)x=—x
enligt 2. Detta ger att
A0 = A(x+ (—1)x)) = (Ax) + (—Ix) = 0.
Antag omvint att Ax = 0. Om nu A # 0, s& ar x = (1/A)(Ax) = (1/A)0 = 0. Ar
igen x # 0, s& ar A = 0 (vore namligen A # 0 s& vore x = 0 enligt foreghende mening).
Minst en av faktorerna méste alltsd vara noll om Ax = 0.
Underrum

Ofta ligger ett vektorrum inne i ett annat vektorrum. Om biigge vektorrummen har
samma, addition och multiplikation med skalir, siger man att det “mindre” vektor-
rummet dr ett underrum av det “storre”. Nedanstiende definition dr mera praktisk att
anvinda men innebir dndé precis detta.

Definition 4.2. Antag att F #r ett vektorrum. En delméngd U av E &r ett underrum
av E om mingden U idr sluten med avseende pa operationerna addition och multipli-
kation med skalir i féljande mening;:

x,yeU; eR = {x;cyEEUU}.
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Eftersom axiomen for vektorrum géller i E, sa géller de automatiskt ocksa i underrum-
met U. Siledes giller: Varje underrum av FE ir ett vektorrum. Ett underrum av
ett vektorrum F &r alltsd ett annat vektorrum som rakar finnas inne i E.

Exempel 4.4. Betrakta i vektorrummet R3 delmingden U av alla vektorer av
formen (z1 0 z3), dvs. ziz3-planet. Da dr méingden U sluten med avseende pé
rikneoperationerna, ty summan av tva vektorer, vilkas andra komponent #r 0, har
andra komponenten 0, och produkten av en skalir A med en vektor, vilkens andra
komponent dr 0, har 0 som andra komponent. Alltsd dr x;x3-planet ett underrum
av R3.

Exempel 4.5. Sitt U = {(z y) € R? | z +y = 0} och férse U med samma
rikneoperationer som i R? (dvs. addition och multiplikation med skalir). Geo-
metriskt dr U en rét linje genom origo. Om man far som uppgift att visa att U
4r ett vektorrum, riicker det att visa att U #r ett underrum av R?, som vi redan
vet att dr ett vektorrum. Vi underséker dirfor om U &dr slutet med avseende pé
rikneoperationerna:

Tag u = (217 y1) € Uoch v =(zy y2) € U. Da ér z; +y; = 0 och
T2 4+ y2 = 0 och summan av komponenterna i vektorerna

u+v=_(z1+z2 y1+y2)
u = (A.’L‘l )\yl), ()\GR),

blir d& noll, varfor de enligt definitionen &r vektorer i U:

(1 +z2) + (Y1 +y2) = (21 +y1) + (22 +y2) = 0,
(Az1) + (Ay1) = AM(z1 +91) = 0.

Foljaktligen #ir U ett underrum av R? och dirmed ocks3 ett vektorrum.

Exempel 4.6. Om vi sitter U; = {(z y) € R? | £ +y = 1} sd &r U; inget
underrum av R2. Mingden U; #r nimligen inte sluten med avseende pa t.ex.
multiplikation med skaldr: Om (z y) €Uy, sddrz+y=1ochdidr2(z y) ¢&
Ui, eftersom (2z) + (2y) =2(z +y) = 2.

Allmiint giller att ett underrum maste innehélla nollvektorn 0, eftersom varje underrum
ju dr ett vektorrum.

Om E #r ett vektorrum, si dr delméngderna {0} och E underrum av E. Dessa
kallas triviala underrum. Akte underrum kallas varje underrum, som inte omfattar hela
vektorrummet E.

Det ir litt att inse att en delmiingd U av R? #r ett icke-trivialt underrum om och
endast om U ér en rét linje genom origo. P4 samma siitt ér en delméingd V av R3
4r ett icke-trivialt underrum, om och endast om V ir en rét linje genom origo eller
ir ett plan genom origo.

Exempel 4.7. Mingden P av alla polynomfunktioner #r ett underrum av vek-
torrummet M (i exempel 4.2) av alla funktioner, som ér definierade pé intervallet
[a, b]. Méngden P,, av alla polynomfunktioner av hogst graden n &r ett underrum
av bade P och M.
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Kolonnrummet och nollrummet till en matris

Med varje matris kommer vi att associera fyra underrum. I detta avsnitt introducerar
vi tva av dem.

Redan tidigare har vi sett, att i en matrisekvation Ax = b kan viinsterledet Ax
uppfattas som en linjirkombination av kolonnvektorerna i matrisen A. I t.ex. i ekva-

tionen
1 0 " by
5 4 ( ) = | by
2 4) \" b
kan vinsterledet skrivas

(Se Sats 2.1).

IS
N O
+
<
L —

Den generella definitionen ir:

Definition 4.3. Antag att vy, vo, ... , v, dr vektorer i ett vektorrum E (dvs. element
i méngden E). En linjdérkombination av vi, va, ... , vp 4r en vektor av formen

C1Vi+ cove + -+ cpVy,

dir koefficienterna ci, ¢z, ... , ¢, #r reella tal. Genom att variera dessa koefficienter
fas alla linjdrkombinationer av vektorerna v;, 2 = 1, ...,p. Mingden av alla dessa,

U=spn{vy,...,vp}={avi+---+cvy|c,...,cp € R},

kallas spannet av vi, vo, ... , v,. Man séger att spannet U spinns upp av vektorerna
vi,t=1,...,p.

Sats 4.1. Om vy,...,v, dr vektorer i ett vektorrum E, sd dr spannet
U=spn{vy,...,vp}

ett underrum av E.

Bevis. Om x =c¢yvi+---+¢,vp ochy =dyvy + -+ +d,v, ir godtyckliga vektorer i
U och om )\ € R, si ér

x—l—y=(cl+d1)v1+---+(cp+dp)vpEU,
Ax = (Aep)vi+ -+ (Agp)vp €U

Enligt definitionen dr U da ett underrum av E. <
Antag nu att A = (a; ... a, ) dr en m/n-matris med kolonnvektorerna ay,...,a,.

Definition 4.4. Kolonnrummet R(A) till A 4r spannet av kolonnerna i A, dvs.

R(A) =spn{ay,...,a,}.
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Exempel 4.8. Kolonnrummet R(A) till matrisen
2 0
A=1|1 1
0 2

sr spannet av kolonnerna (2 1 0)T och (0 1 2)T. Geometriskt ar R(A) det
plan i R?® som gar genom origo och som innehéller dessa tva vektorer.
Ibland behévs inte alla kolonner i matrisen for att beskriva kolonnrummet.

T.ex. 1 matrisen
2 1
B b= (2 )

dr by = 2bs. En godtycklig linjirkombination av by och by kan dérfor skrivas som
en linjirkombination av enbart bs:

Clbl + Czbg = (261 + Cz)bz .
Alltsé ar R(B) = spn{bi, by} = spn{ba}.

Giltigheten hos det forsta pastaendet i nésta sats foljer ur Sats 4.1 medan det andra
dr en foljd av att viinstra ledet i ekvationen Ax = b ir en linjirkombination av A:s
kolonner:

Sats 4.2. Antag att A dr en m/n-matris. Dé gdaller:

(i) R(A) dr ett underrum av R™;
(1i) Systemet Ax = b har en losning (dvs. dr konsistent)
om och endast om b € R(A).

Vi har sett att ett homogent system Ax = 0 alltid har &tminstone den triviala
losningen x = 0. Om det existerar fria variabler si finns det dessutom andra lésningar.

Definition 4.5. Lat A vara en m/n-matris. Méingden av alla 16sningar till den homo-
gena ekvationen Ax = 0, dvs.

N(A) ={xeR" | Ax = 0},
kallas nollrummet till matrisen A.

Sats 4.3. Nollrummet N(A) till en m/n-matris dr ett underrum av R™.

Bewvis. Antag att x och y dr vektorer i N(A) och 13t A € R vara godtyckligt. D& ér
Ax = 0 och Ay = 0, och dérmed ér

A(x+y)=Ax+ Ay =0 och
A(Ax) = AAx =0.

Alltsa dr x +y € N(A) och Ax € N(A), varfor N(A) &r ett underrum (av R™). {
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Exempel 4.9. Nollrummet till en matris

1 -2 3 1
A=12 1 0 1
0 -5 6 1

kan framstéllas i form av ett spann genom att man loser ekvationen Ax = 0. Forst
overfors rikneschemat i reducerad echelonform:

1 0 3/5 3/5
A—=---—> [0 1 —-6/5 —-1/4
00 0 0

De fria variablerna ges godtyckliga virden, z3 = s, £4 = t, och 16sningen skrivs ut
slutgiltigt i vektorform:

Ty = 35— 3t -3 -3

Ty = s + 14 s| 6 t| 1
- 5 5 — 2 hd

zs = 8 , dvs. x 3 5 + 3 0

T4 = t 0 5

En vektor x #r alltsd i N(A) om och endast om den #r en linjirkombination av
vektorerna vy = (=3 6 5 0)  ochva=(—3 1 0 5)7. Alltsa ar

N(A) =spn{vy,va}.

Strukturen hos l6sningen till ett system

Ett exempel visar den allménna strukturen hos méngden av losningar till ett system:

Exempel 4.10. Betrakta systemet Ax