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1 Inledning

I sannolikhetsliara studerar man slumpmassiga férsok av olika slag. De mgjliga
utfallen av ett slumpmaéssigt forsok utgor ett utfallsrum 2. Vidare definieras
en stokastisk variabel X som avbildar utfallen till de reella talen R. Om
man kdnner till fordelningen for den stokastiska variabeln X kan man dra
slutsatser om hurudana varden av X man sannolikt kommer att observera
om det slumpmissiga forsoket pa ) upprepas ett antal ganger. I statistisk
inferens (=slutledning) studerar man samma problem omvént. Man antar att
man har observerat ett antal realiserade virden av X men man man kinner
inte fullt till dess fordelning. Pa basen av observationerna férséker man sedan
dra slutsatser om den okdnda fordelningen.

Ofta kan fordelningen for X uttryckas i form av en sannolikhets- eller tat-
hetsfunktion f(z) som beror av nagon parameter 6 (som kan vara en skalir
eller en vektor). Vill man gora funktionens beroende av 6 explicit kan man
skriva f(z;0). Exempel pa parametriska fordelningar ar bl.a. exponentialfor-
delningen med parametern A

flz;A) =A™, >0,1>0,

och normalfordelningen med parametrarna p och o2

1 _a=p)? 9
e 22 x,ueR,0”>0.
\/ﬁ Y ILL )
o

I de inferensproblem som behandlas under den har kursen antas att den okén-
da fordelningen fér X egentligen &dr kiind sa nir som pa virdet av parametern
6. De slutsatser man drar géller da alltsa det okinda virdet av 6.

I statistiska sammanhang ges utfallsrummet €2 ofta tolkningen av en po-
pulation. Varje enskilt utfall kan enligt denna tolkning ses som en indivd i
populationen. Vidare beskriver parametern # nagon egenskap av populatio-
nen med avseende pa fordelningen fér X. Om t.ex. X &r normalférdelad med
parametrarna i och o2 anger vintevirdesparametern p medelviirdet av X
bland hela populationen. De observerade virdena av X som anvinds for att
dra slutsatser om 6 kallas ofta stickprowv.

fla;p,0%) =




1.1 Inledande exempel
1.1.1 Statistisk modell

Betrakta en stokastisk variabel X med virdeméngd Qx = {0,1}. Utfor vi
ett slumpméssigt forsok pa utfallsrummet €2 antar variabeln X vérdet 1 med
sannolikhet p eller virdet 0 med sannolikhet 1—p, dar p € [0, 1]. Som funktion
av viardet x € ()x kan sannolikheten uttryckas som

f(x;p) = IP(X = x) = px<1 _p>17x7 T = 0> L. (1)

Lat oss nu anta att vi utfér n oberoende férsok av ovanndmnda slag. Vi
kan d& ténka oss att vi har en vektor av n oberoende och lika fordelade (i.i.d.)
stokastiska variabler (X,...,X,,) som resulterar i en vektor av n observe-
rade véirden (xy,...,x,). Den simultana fordelningen for de n stokastiska
variablerna ges av

flxy, ...,z p) =P(Xy =21, ..., Xy = 2p)
ZP(X; =a1) - P(X, = 2,) (2)
=[I» (1 -p)
=1

Om vi kinner till virdet pa parametern p kan vi med hjilp av den simul-
tana sannolikhetsfunktionen ovan berdkna sannolikheten for varje tankbart
resultat. I en omvénd situation kan vi tdnka oss att vi inte kidnner till viardet
pa p men har observerat (z1,...,x,). Vi kan da forsoka vilja ett virde for
p sa att den simultana férdelningen f(zq,...,x,;p) enligt nagot kriterium
pa bista mojliga sitt motsvarar den observerade vektorn. Betecknar vi den
méngd av virden som p kan anta, dvs. parameterrummet, €1, har vi en familj
{f(x1,...,20;p) : p € Q,} av simultana foérdelningar, av vilka en antas ha
givit upphov till den observerade vektorn. En sadan familj av férdelningar
kallas statistisk modell.

1.1.2 Vita och r6da bollar

Vi ska nu ge modellen ovan en konkret tolkning. Vi tanker oss att vi har
en stor urna med sammanlagt N bollar av vilka K &r vita och N — K ar
roda. Bollarna i urnan representerar hir ett utfallsrum eller en population.



Parametern p motsvaras av det relativa antalet vita bollar i urnan, dvs. K/N.
Vi drar n bollar ur urnan med aterldggning och sitter

Y. — 1, 1:te dragna bollen vit
‘1 0, i:tedragna bollen rod.

Anmdrkning. 1.1. Eftersom de n forsoken antas vara oberoende dras bollarna
med aterldggning (utan oberoende skulle uttrycket for den simultana sanno-
likheten i ekvation (2) bli mera komplicerad). Ar N emellertid tillréickligt
stort i forhallande till n kan férsoken anses vara nira pa oberoende dven om
bollarna dras utan aterldggning.

Kénner vi till p kan vi enligt ekvation (2) berdkna sannolikheten for att
t.ex. observera resultatet (0,1,1,0,1). Uppenbart dr att detta resultat har
samma sannolikhet som t.ex. (1,0,1,0,1) eller (1,1,1,0,0) eftersom alla tre
foljder innehaller 3 vita bollar av totalt 5. For att bestdmma sannolikheten
for ett visst resultat behover vi alltsa inte anvinda oss av resultatet som
sadant utan det ricker med en "sammanfattning” av nagot slag, vilket ofta
ar mera praktiskt. Den simultana sannolikhetsfunktionen i ekvation (2) kan
som en funktion av en sadan sammanfattning skrivas om enligt

fan,. . ap) = [ o1 = p)' = = proa) (1 — pyrhen), (3)
i=1
dar x,, = (21,...,2,) och k(x,) = Y !, z; anger antalet forsck som resulte-

rat 1 vardet 1. Alternativt kan vi skriva
fan,. . awp) = [[pf—p) " =p7(1—p)" ™, (4)
i=1

dir T = ), z;/n anger den relativa frekvensen av férsok som resulterat i
vardet 1.

Anmdrkning. 1.2. Allméant kallas en funktion ¢ : R — R som med avseende
pa nagon viss egenskap sammanfattar ett resultat av ett upprepat slump-
missigt forsok for statistika. Exempel pa statistikor dr forutom Y. | x; och
T bl.a. min(xy, ..., z,) och max(xy,...,z,). En statistika som m.a.p. en viss
modell innehaller all relevant information kallas tillrdcklig (jfr. t.ex. T och
min(zy,...,x,) 1 exemplet med bollarna). Observera att t(X,..., X)) dr en
stokastisk variabel medan t(x,) = t(x1,...,z,) ir ett observerat virde av
den stokastiska variabeln ¢( X, ..., X,).



1.1.3 Skattning av den okinda parametern p

Vi betraktar fortfarande urnan med bollarna. Det enda vi nu vet om inne-
hallet dr att vi har ett stort antal bollar av vilka en del ar vita och en del
ar roda. For att fa mera information om innehallet drar vi slumpmaéssigt n
bollar ur urnan, dvs. ett stickprov. Speciellt dr vi intresserade av det rela-
tiva antalet vita bollar i urnan, dvs. parametern p. Var intuition sdger oss
att en bra skattning for den okiinda parametern ar det relativa antalet vita
bollar i stickprovet, vilket ges av statistikan p(zy,...,x,) =T =Y ., x;/n.
Beteckningen p anvinds for att understryka statistikan ér en skattning av p.

Vi har tidigare talat om att en parameter beskriver nagon egenskap av en
population med avseende pa fordelningen for en stokastisk variabel X, vilket
ar analogt med att en statistika beskriver nagon egenskap av ett stickprov.
Det ar darfor naturligt att tinka sig att en lampligt vald statistika utgor en
bra skattning for en okidnd parameter. I foljande kapitel ska vi ldra oss om
egenskaper som gor en statistika till en "bra” skattning samt introducera en
del metoder for att ta fram skattningar i olika situationer.

2 Estimationsteori

2.1 Estimatorer och deras egenskaper

Definition. 2.1. Det observerade viirdet 8, = é(xl, ..., T,) Pa en statisti-
ka som tagits fram fo6r att skatta virdet pa en okind parameter 6 kal-

las Cpunkt}skattnmg eller estimat. Den motsvarande stokastiska variabeln
0 =0(X,...,X,) kallas estimator.

Eftersom sammanséttningen av ett erhallet stickprov (xy,...,x,) alltid
ar slumpmassigt ar ocksa en skattning 6y beriiknat utgaende fran stickpro-
vet alltid slumpmiéssigt. Det ar darfor viktigt den funktion av stickprovet
som skattningen grundar sig pa i genomsnitt ger virden som &r ndra det
sanna parametervirdet 6, oberoende av sammanséittningen av det observe-
rade stickprovet. For att avgora om en skattning ar "bra” eller "dalig” bor vi
darfor studera egenskaperna hos fordelningen for den stokastiska variabeln
0(X1,...,X,). I idealfall kan denna fordelning bestiimmas analytiskt men
ibland &r man tvungen att anvinda sig av simulering for att fa en empirisk
approximation av fordelningen. Simuleringsmetoder behandlas dock inte pa
den hir kursen.



2.1.1 Vintevardesriktighet

Definition. 2.2. En estimator 0 ar vdntevdrdesriktig om

E0) =46
for alla 6 € Q.
Den intuitiva betydelsen av vintevardesriktighet ar att estimatorn 01 ge-
nomsnitt varken over- eller underskattar det sanna virdet av 6. En estimator

som inte adr vantevirdesriktig har m.a.o. ett systematiskt fel som definieras
som

b(0) = E0) — 0 =Kl —0),

Det systematiska felet b(6) kallas &ven bias. Forutom ett eventuellt systema-
tiskt fel har varje skattning ett slumpmaéssigt fel. Det totala felet (6 — 0) ar
en summa av det slumpmaéssiga och det sytematiska felet:

@—6)= 0—-E@)] + [EO) -9
—— ——
slumpmassigt fel  systematiskt fel=bias

Exempel. 2.1. Antag att var och en av de stokastiska variablerna Xy, ..., X,
foljer en fordelning med vintevirdet p (vi kriver inte oberoende). Det arit-
metiska medelvirdet X = %ZLI X, ar en vintevirdesriktig estimator for p
eftersom

E(X) = %ZE(Xi) = %Zuzu-

Exempel. 2.2. Lat X;,..., X, vara i.i.d. med gemensam varians o2. Om
vantevirdet p dr ként far vi att

i=1
ar en vintevirdesriktig estimator for o2 eftersom
I I
E(=) (Xi—p?)==) EX;,—np?’=o"
(o) = LB =
Om p déremot dr oként ar

1 _
52 = — d (X - X)

i=1

2

en vantevirdesriktig estimator for o (6vningsuppgift).

5



Anmdrkning. 2.1. Viantevirdesriktighet dr ingalunda ett absolut krav for en
bra estimator. Ett litet systematiskt fel kan vil accepteras om estimatorn i
andra avseenden kan anses ha goda egenskaper. Ibland kan vintevirdesrik-
tighet t.o.m. vara i konflikt med andra goda egenskaper. 1 alla situationer
ar det i sjilva verket inte ens mojligt att konstruera en vintevirdesriktig
estimator.

2.1.2 Medelkvadratfelet

For att fa ett matt pa hur stort det totala felet (6 — 6) i genomsnitt dr skulle
det kidnnas naturligt att berikna vintevirdet av felet. For att positiva och
negativa fel emellertid inte ska viga ut varandra tar man istéllet vintevirdet

av det kvadrerade felet (utan kvadrering far vi det systematiska felet b(9)).
Detta vintevirde kallas medelkvadratfelet.

Definition. 2.3. Medelkvadratfelet for en estimator 6 definieras som
MSE(0) = E[(6 — 0)?].
En alternativ formulering for medelkvadratfelet ges av foljande sats.
Sats. 2.1. Medelkvadratfelet kan uttryckas som summan

N 2

MSE(#) = Var(f) + (b(0))".



2.1.3 Effektivitet

En f6ljd av satsen ovan ér att medelkvadratfelet hos en véntevirdesriktig

estimator reduceras till Var(). Detta ger oss ett enkelt sétt att jamfora tva
vintevardesriktiga estimatorer.

Definition. 2.4. Om tva estimatorer QNI och 0~2 ar vintevirdesriktiga och

Var(6,) < Var(6,)
for alla 0 € Qp, med striing olikhet f5r nagot 0 € Q, &r 0, effektivare dn 0.

Ibland vill man vid jimfGrelser ange den relativa effektiviteten av 0, i
forhallande till 6, vilket definieras som

Var(6s)

Var(6,)

Exempel. 2.3. Lat X;,..., X5 vara i.i.d. och lat X; ~ Poisson(\). Sum-
man X; + --- + X; foljer da en Poisson(5)\)-fordelning. Vi betraktar nu tva
vantevardesriktiga estimatorer

5 =1
0 = X;.
Nu ar
N 1 A -
Var(6,) = % ZVar(Xi) = %5)\ = < Var(6,) = Var(X,) = A

alltsNéi ar 51 ar effektivare an 6’}. Den relativa effektiviteten av 0~1 i forhallande

2.1.4 Konsistens

Konsistens ar en asymptotisk egenskap hos en estimator. Vi studerar alltsa
estimatorns beteende da vi later stickprovsstorleken n g& mot oandlighet.

7



Definition. 2.5. En estimator @ ir konsistent om
lim P(|6 — 0] >¢) =0
for alla 6 € Q och € > 0.

Denna egenskap betecknar vi 0 LA 0, dvs. 6 konvergerar i sannolikhet

mot 0 (jfr. den svaga formen av stora talens lag X = Y7 X;/n LR 1).
Innebdérden av definitionen ovan ar att ju storre vart stickprov ar desto kraf-
tigare ar fordelningen for den stokastiska variabeln 6 koncentrerad kring 6.
Eftersom definitionen som sadan kan vara besvérlig att tillimpa i praktiken
ges i foljande sats ett tillriackligt vilkor for konsistens.

Sats. 2.2. Estimatorn 0 dr konsistent om foljande vilkor uppfylls:

a) lim E(F) =0

b) lim Var(f) = 0.

Bewvis. 1 beviset anviander vi oss av Markovs olikhet
E(X
P(X >x) < L
T

Vi utgér ifrin medelkvadratfelet MSE(() = E[(6—0)?] = Var(6)+ [E(0)—0]”.

Enligt satsens antagande ndrmar sig MSE(f) 0 da n — oo. Lat € > 0 och
tillimpa Markovs olikhet pa (6 — 0)%. Vi far da att

_ _ E[(0 - 6)?
Pl —6]>e)=P((6—6)>¢) < M — 0.
€ n—oo
n
Exempel. 2.4. De stokastiska variablerna Xi,...,X,, dr i.i.d. med vinte-

virde p och varians 02. Medelvirdet X = %Z?:l X, ar en vantevardesriktig
estimator for u som dértill 4r konsistent eftersom

1n
lim E( =YX, ) =
0 Jim B3 ) =
2

1 n
) Jim V(] ZX) = fim S0

Notera att eftersom X #r viintevirdesriktig géller a) automatiskt.



2.2 Metoder for konstruktion av estimatorer

Vi har ovan diskuterat egenskaper fér en bra estimator men inte sagt nagot
om hur man konstruerar en estimator. Det ska vi gora i foljande.

2.2.1 Maximum-likelihood-metoden

Antag att vi har ett stickprov (z1,...,x,) som det realiserade virdet av en
stokastisk vektor (X7, ..., X,,), med simultan sannolikhets- eller tathetsfunk-
tion f(z1,...,2,;0) som beror av en parameter 6 € p. Om vi vidare antar
att Xq,..., X, ar ¢.q.d. far vi att

n

fy, o 0) =[] fi:0), (5)

i=1

dér f(x;;0) ar den marginella sannolikhets- eller tdthetsfunktionen for X;,
1=1,...,n.

Exempel. 2.5. Vi atergar till det inledande exemplet i kapitel 1. Vi har
alltsa en en urna med K vita bollar och N — K roéda bollar dar N antas vara
mycket stort. Vi betecknar p = K/N, p € [0, 1], dir p &r oként. Vi drar nu
med aterldggning 5 bollar ur urnan och later dragningarna motsvaras av de
oberoende stokastiska variablerna Xi,..., X5 sa att

Y _ 1, 1:te dragna bollen vit
‘1 0, i:te dragna bollen rod

for i = 1,...,5. For varje dragning har vi sannolikheterna P(X; = 1) = p
och P(X; = 0) =1 — p. Variablerna X; sigs da vara Bernoulli(p)-férdelade.

Antag nu att dragningarna resulterat i vektorn (0,1,1,0,1). Vart mal &r
att pa basen av observationerna skatta viardet av parametern p, dvs. den re-
lativa andelen vita bollar i urnan. Sannolikheten for den observerade vektorn
ar

=

P(X;=0,Xo=1,X3=1,X,=0,X5=1) —p)pp(1 —p)p

(
p*(1 —p)*.

Vi fragar oss nu vilket virde for p som ar det mest trovirdiga givet observa-
tionerna.



Figur 1: Likelihood-funktionen i exempel 2.6.

Definition. 2.6. Funktionen
L(O) = f(x1,...,2,;0)
kallas likelihood-funktion.

Likelihood-funktionen (dvs. “trovirdighets™funktionen) har samma funk-
tionella form som den simultana sannolikhets- eller tiathetsfunktionen. L(0)
uppfattas dock som en funktion av 6 i och med att man fixerar (xq,...,z,)
vid de observerade virdena och later 6 variera. For i.i.d. observationer antar
likelihood-funktionen i enlighet med ekvation (5) formen

n

L(0) = f(z1,..., 203 0) = [ [ f(zi;0).

=1

Anmdrkning. 2.2. 1 det diskreta fallet anger L(6) den simultana sannolikheten
for det observerade stickprovet for alla 8 € €y. I det kontinuerliga fallet anger
L(0) den simultana tétheten for det observerade stickprovet for alla 6 € .

Exempel. 2.6 (Fortsittning fran foregaende exempel.). Vi granskar grafiskt
likelihood-funktionen L(p) = p?(1 — p)?, se figur 1. Vi ser att funktionen néar
sitt storsta virde vid p = 0.6. Analytiskt nar vi samma resultat genom att
derivera L(p) med avseende pa p och séka derivatans nollstélle. Vi drar da
slutsatsen att detta dr det mest troviardiga vardet for p givet observationerna.

Definition. 2.7. Det virde 6, = 6(xy,...,x,) som maximerar L(0) for
0 € Qp kallas mazimum-likelihood-skattningen (eller ML-skattningen). Den
motsvarande stokastiska variabeln 0 = (X1, ..., X,,) kallas ML-estimator.

10



Anmdrkning. 2.3. 1 praktiken &r det ofta lidttare att maximera den logarit-
merade likelihood-funktionen, dvs. log-likelthood-funktionen

[(0) = log L(0).

Exempel. 2.7. Vi hirleder i foljande ML-estimatorn for parametern p i
en Bernoulli(p)-fordelning. Sannolikhetsfunktionen for en Bernoulli-férdelad
stokastisk variabel gavs i ekvation (1) i kapitel 1. Likelihood-funktionen &r

n

L(p) = [ [ faiip) = (1 = p)" 7,

=1

dir k =Y | z;, jir. ekvation (3). Log-likelihood-funktionen blir

l(p) = log L(p) = klogp + (n — k) log(1 — p).

For att maximera [(p) deriverar vi funktionen med avseende pa p och sétter
derivatan lika med noll
k' n—k k
I'(p)=—— =0&p=—.
p l—p n

Vi forsdkrar oss dnnu om att det erhallna extremvirdet ar ett maximum
genom att berdkna andra derivatan

ko n—Fk?
l/l - _
och sitta p = k/n. Vi far da att
2 2
Vik/n) - - <
(k/n) TR S

for alla n > 0 och 0 < k < n, alltsa har vi ett maximum. ML-estimatorn ar
slutligen p = > | X;/n.

2.2.2 Minsta-kvadrat-metoden

Lat zq,...,z, vara observerade virden av de oberoende stokastiska variab-
lerna Xq,...,X,. Vi antar att

E(XZ) = ,uZ(Q), 1= 1, e, N,

11



dar pq, ..., p, ar kinda funktioner av en okéind parameter 6 € ()y. For varje
X; géller alltsa att
Xi = pi(0) + €,

dar €; ar ett slumpméssigt fel med vintevirde 0. Vi definierar till f6ljande
funktionen Q(6)

n

Q(0) = Z (% - Mz‘(e))Q,

i=1
dar z; — u;(0) ar felet hos den i:te observationen om 6 vore det sanna para-
metervirdet.

Definition. 2.8. Det viirde 6, = é(ml, ..., T,) som minimerar funktionen
Q(0) for 0 € Qg kallas minsta-kvadrat-skattningen (forkortas MK-skattningen)
for 6.

Anmdrkning. 2.4. Om p(0) = p1(0) = - -+ = p,(0) far vi att

n

Q') = —21/(0) > (i — u(6))

i=1

= 24/ (0)n(T — p(0)),

av vilket foljer att (f) minimeras da u(0) =7 =
blir da

(]

», x;/n. MK-skattningen

dvs. man "l6ser ut” 6 fran p(6) = 7.

Exempel. 2.8. Lystiderna for 5 glodlampor slumpmaéssigt plockade ur en
produktionslinje registreras. Vi antar att lystiderna X; for var och en av
lamporna f6ljer en Exp(\)-fordelning med E(X;) =1/A=0f6ri=1,...,5.
De registrerade lystiderna i timmar ar

1011,1102,1012, 1010, 1015.

For att fa MK-skattningen for vintevirdet # minimerar vi

5

Q) = Y (i — )"

i=1

Funktionen minimeras da 0 = T, alltsi far vi att 6, = 1030h.
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Exempel. 2.9. Vi har métningar x1,...,z, av lingden av sidan pa en
kvadrat med arean 6, didr # > 0 4r den okidnda parametern. Dessa sidmét-
ningar adr utan systematiskt fel och ses som utfall av oberoende variabler

X1,..., X, med BE(X;) = v och Var(X;) = ¢2. Vi bildar

i=1
som enligt ovan minimeras av V0 = T, varifran vi far att MK-skattningen &r
0y = (7).

2.2.3 Momentmetoden

Antag att de stokastiska variablerna Xi,..., X,, 4r oberoende och lika for-
delade. Det forsta origomomentet oy (dvs. vintevirdet) for X;, i = 1,...,n
definieras som

a1 = E(XZ)

En vintevirdesriktig estimator for oy &r som bekant X = 13" X, Mera
allmént kan visas att en vintevirdesriktig estimator for det k:te origomo-
mentet oy, = E(XYF), ifall det existerar, ir det k:te stickprovsmomentet

1 n
me(X1,. .., Xn) = EZX!“.
=1

Antag att fordelningen fér X; beror av en d-dimensionell parameter 6 =
(01,...,04). Da beror dven momentet oy, av 6, dvs.

E(Xlk) = Oék(gl, Ce ,Qd).

Exempel. 2.10. Betrakta en N(u, 0?)-fordelad stokastisk variabel X. Vari-
abelns andra origomoment #r di en funktion av parametrarna p och o2

E(X?) = as(p, 0%) = p? + o2
Det forsta steget i momentmetoden ar att ldgga upp ett ekvationssystem

my 2041(01,...,9(1>

mg = ad(Ql, P ,Hd),



dar my, = mp(Xy, ..., X,) och k =1, ... d. Ekvationssystemet bestar av lika
manga ekvationer som det finns parametrar att skatta. Ekvationssystemet
16ses sedan med avseende pa (61, ...,0,).

Ofta gar det att finna en entydig 16sning (51, e ,éd) som beror av stick-
provsmomenten mq, ..., My

él :é1<m17"‘>md)

éd éd(mlv"'vmd)'

Vi belyser metoden genom ett exempel.

Exempel. 2.11. Betrakta de 7.:.d. stokastiska variablerna Xi,...,X,,, vil-
ka alla foljer N(u,0?). Det tva forsta origomomenten for en normalférdelad
variabel &r oy = j och ap = p? + o2, Vi ligger nu upp ekvationssystemet

_ 1N\ _ _
my = gzilei— = o
_ 1\ 2 2 2 _
mo = 52@:1Xi = M +o°= .

Genom att 16sa systemet m.a.p. g och o2 far vi

f :%Z?ﬂXi =X
b () i
e Z i Z mem
\ ma(X1,., Xn)  [mi (X1, X0)]?

2.3 Medelfelet for en skattning

Variansen Var(f) och dirmed éven standardavvikelsen D(f) dr ett naturligt
matt pa precisionen for en (vintevirdesriktig) estimator 6. Ofta beror emel-

lertid D(0) av den okdnda parameter vi forsoker skatta. M.a.o. dr D(0) sjilv
en okdnd parameter.

Exempel. 2.12. Vi singlar en (mdjligtvis obalanserad) slant n ganger. Lat
P(klave) = p, dér p &r okéind, och 1at X beteckna antalet klavor i n f6rsok. Vi
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har da att X ~ Bin(n,p). For att skatta virdet av p anvéinder vi estimatorn
p = X/n. Nu ér estimatorns standarddavvikelse

D) =y Var(% ) =/ arvlt =) = VAT

Uttrycket beror férutom av n dven av den okidnda parametern p. For att
fa ett numeriskt virde for D(p) méaste vi alltsa ersidtta p med skattningen

Do = x/n.
Definition. 2.9. Det skattade virdet av D(f) kallas medelfelet for 0 och

betecknas d(f) (ofta ser man &ven beteckningen s.e.(#)).

Exempel. 2.13. Vi betraktar ett stickprov (z1,...,,) fran N(u,0?) med
okint viintevirde p och okéind varians o?. Estimatorn i = X for viintevirdet

4 har standardavvikelsen
o

Nk

som beror av den okidnda parametern o. Vi ersitter o med skattningen

D(j) =

och far

For stora n ger detta en rimlig uppfattning om precisionen av i = X.

Tyvarr finns det ingen allmén formel f6r hur man ska berikna medelfelet
utan detta varierar fran fall till fall. Om ingen enkel 16sning finns tillhanda
brukar man kunna anvinda sig av nagon datorintensiv algoritm som t.ex.
bootstrap. Sadana algoritmer kommer vi dock inte att behandla hir. Medel-
felet behdvs ofta da man berdknar entervallskattningar eller, som det dven
kallas, konfidensintervall. Intervallskattning behandlas i féjande kapitel.
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3 Intervallskattning

3.1 Allmant

Betrakta ett slumpméssigt stickprov x = (z1,...,2,) fran en férdelning som
ar beroende av en okidnd parameter 6. Stickprovet uppfattas som tidigare
som det observerade virdet pa en stokastisk vektor X = (Xi,...,X,).

Definition. 3.1. Ett intervall Iy som técker det sanna parametervirdet 6
med sannolikhet 1 — « &r ett konfidensintervall med konfidensnivd 1 — «, dar
a € (0,1). Intervallets viinstra och hogra d&ndpunkter kallas konfidensgrinser
och betecknas a;(x) och ay(x).

Anmdrkning. 3.1. Konfidensgrinserna a,(x) och ay(x) dr observerade virden
av de stokastiska variablerna a;(X) och ay(X), for vilka géller att

P(a1(X) <0 < ax(X)) =1—a.

Talet « viljs oftast sa att 1 — a motsvarar 0.9, 0.95 eller 0.99. Man talar da
ofta om 90%, 95% eller 99% konfidensintervall.

Anmdrkning. 3.2. Konfidensintervall kan vara forutom tvdsidiga, dvs.
Iy = (a1(x), az(x)),
aven ensidiga, dvs.
Iy = (a1(x), 00) eller Iy = ( — 0o, ax(x)).

Da dr talen a;(x) resp. as(x) observerade véirden av de stokastiska variablerna
a1(X) och as(X) for vilka

P(a;(X) <) =1—a och P(ax(X)>0) =1—a.

Exempel. 3.1. Den intuitiva betydelsen av t.ex. ett 95% konfidensintervall
ar foljande. Vi tanker oss att vi drar 100 slumpméssiga stickprov om n ob-
servationer var fran en fordelning med vintevirdet p. Utgaende ifran vart
och ett av stickproven berdknar vi sedan ett 95% konfidensintervall for u. Av
samtliga intervall kommer nu i genomsnitt 95% att ticka det sanna parame-
terviardet u, se figur 2. I praktiken brukar man ju dock endast ha tillgang till
ett stikcprov om n observationer. Sannolikheten for att ett konfidensintervall
berdknat utgaende fran just detta stickprov ska tiacka p ar da 0.95.

16



i

Figur 2: Hundra tvasidiga konfidensintervall berdknade for vinteviadet u.

Anmdrkning. 3.3. Ju hogre konfidensniva man véljer for ett konfidensinter-
vall, desto langre blir intervallet och desto hogre dr sannolikheten fér att det
ska técka det sanna parametervirdet 6. Samtidigt forlorar man dock en del
information om 6. Betrakta t.ex. ett 100% konfidensintervall Iy = (—o0, o0)
for parametern 6. Vi vet med sidkerhet att intervallet I, técker 6§ men vet
fortfarande inget om det sanna parametervirdet.

I resten av detta kapitel ska vi bekanta oss med nagra vanliga fall av
konfidensintervall. Vi borjar med det absolut valigaste fallet, dvs. berdkning
av konfidensintervall for vintevirdesparametern p i en normalférdelning.

3.2 Konfidensintervall for vantevardet i en normalfor-
delning

Da vi berdknar ett konfidensintervall for vintevirdet p i en normalférdelning
skiljer vi pa tva fall: da variansen o2 ir kiind och da o? dr okind. Vi borjar
med det forra fallet.
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3.2.1 Variansen kind

Lat x1,...,, vara ett oberoende slumpmaéssigt stickprov fran N(u,0?). Vi
antar vidare att variansen o2 ir kiind. Vi ska i féljande tva exempel stegvis
hérleda oss till ett 95% konfidensintervall for p.

Exempel. 3.2. Vi borjar med att anta att vart stickprov endast bestar av

ett observerat virde x av den stokastiska variabeln X ~ N(u,0?). Standar-

disering av X ger oss att

X —p
o

7 —

~ N(0, 1).

Vi soker till nést ett sadant véirde z,/» av den standardiserade normalfor-
delningen att P(—z4/2 < Z < 242) = 1 —a = 0.95. Da vi i detta fall har
a = 0.05 blir det sokta véirdet zg 52 = 1.96. Eftersom nu

—

X
IP( —1.96 < < 1.96) =P(-1.960 < X — < 1.960)

=P(X —-1960<pu<X+190)
= 0.95,

ges ett 95% konfidensintervall for p utgaende fran en observation av
I, =(x—-190, z+1.960).

Exempel. 3.3. Lat oss nu anta att vart stickprov istéillet for endast en ob-
servation bestar av n observationer. Vi har tidigare anviint X som estimator
for p. Vi vet vidare att om X7,..., X, &r i.i.d. och X; ~ N(u,0?), si foljer
att X =" | X;/n ~ N(u,0?/n), vilket efter standardisering ger

_ X
Z= " N(0,1).

Ett 95% konfidensintervall utgaende fran n observationer kan nu hérledas pa
motsvarande séitt som i foregaende exempel, dvs.

X — o — o
P{ —1.96 < —— <196) P<—1.96—<X—u<1.96—>
( NG Vn Vn

— ag — g
=Pl X —-196—<u< X+19 —
( Jm SEsAT ﬁ)

= 0.95.
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Konfidensintervallet for p blir alltsa slutligen

g g
I,=|7z—-—196—, T+1.96 — |.
g (m N ﬁ)

Vi sammanfattar exemplet i foljande sats.

Sats. 3.1. Lit x1,...,x, vara ett slumpmdssigt stickprov frin N(u,o?) med
p okédnt och lat 2o/ vara ett sadant virde av Z ~ N(0,1) att P(—z4/0 < Z <
Zos2) =1 —a. Da dr

_ o _ o
],u,: ZE—ZQ/2%7 .ZU—f—ZOé/g%
ett tvasidigt konfidensintervall for p med konfidensgraden 1 — a.

Anmdrkning. 3.4. Ensidiga konfidensintervall konstrueras analogt men istél-
let for 2,2 anvinds ett sadant virde z, att P(Z < z,) = 1 — « eller
P(Z > —z,)=1—0a.

Exempel. 3.4. Betrakta foljande stickprov
x1 = 26.62, 10 = 27.79, 23 = 27.79, x4, = 27.18

som antas vara observerade virden fran N(u,0.5?) med p okint. En skatt-
ning for p ges av medelvirdet * = 27.235. Ett konfidensintervall for p med
konfidensnivan 1 — « ges enligt sats 3.1 av

I, = (27.235 — 1.96 - 0.5/v/4, 27.235 + 1.96 - 0.5//4)

= (26.745,27.725).

3.2.2 Variansen okind

Vi haller antagandena i 6vrigt som ovan med den skillnaden att variansen o2

4r okéind. Detta innebér att fiven standardavvikelsen for X, dvs. o/\/n, 4r
okind. Variabeln Z = j(/;’fl ~ N(0, 1) vi tidigare baserade héirledningen av
konfidensintervall pa kan alltsa inte tillimpas har. Var intuition kanske nu
sidger oss att vi 1 variabeln Z borde ersitta standardavvikelsen o//n med
medelfelet s/y/n (se avsnitt 2.3). Eftersom medelfelet emellertid endast &r en
skattning av standardavvikelsen, géller oftast att s/\/n # o//n. Foljaktligen
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kommer den nya variabeln f;’:l inte att folja en standardiserad normalfor-
delning, med den vidare pafdljden att

P(Y—ZQ/Q%<M<Y+ZQ/Q%) #1—@

For kunna berékna ett konfidensintervall for p da o? ar okiind borde vi alltsa

kénna till férdelningen for 5—\7/‘% Utan bevis ges foljande sats.

Sats. 3.2. Om X1,...,X,, dri.i.d. med X; ~ N(u,0%) och X =31 | Xi/n,
foljer den stokastiska variabeln

en t-fordelning med frihetsgraderna f =n — 1.

Anmdrkning. 3.5. Precis som den standardiserade normalférdelningen &r ¢-
fordelningen "klockformad” och centrerad vid 0 med den skillnaden att dess
svansar dr nagot tjockare. Fordelningen bestdms fullt av dess frihetsgrader f.
Ju storre stickprovsstorleken n ar (och darmed ju storre f ér) desto ndrmare
N(0, 1) &r t-fordelningen.

Lat nu T vara som i satsen ovan och lat ¢, /»(f) beteckna ett sadant virde
av T att P( — tao(f) < T < tas2(f)) = 1 — a. Ett konfidensintervall med
konfidensniva 1 — o for parametern p av en normalférdelning med okénd
varians kan da héarledas pa liknande sétt som tidigare, dvs.

P( = tap(f) < 2o < taps(F)) = P = taps(F) 25 < X = < tapalf) )
=P <Y—tn/2(f) Tm <u<X+tto2(f) %)
=1—-na.

Resultatet sammanfattas i féljande sats.

Sats. 3.3. Lit x1,...,x, vara ett slumpmdssigt stickprov fran N(u,o?) med
biade j och o* okinda och ldt tas2(f) vara ett sadant virde av en t-fordelning
med frihetsgraderna f =n —1 att P(—ta2(f) < T < tas2(f)) =1 —a. Da

" I, = (E—ta/Q(f)%, T+ to(f) %)

ett tvasidigt konfidensintervall for p med konfidensgraden 1 — c.
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Exempel. 3.5. Ett stickprov om 9 produkter fran en produktionslinje vigs.
Vikterna i gram ar

149,152, 143,147, 155, 140, 153, 148, 145.

Vi antar att vikterna bland hela produktionen f6ljer en normalférdelning med
okéint vantevirde och okéind varians. For att konstruera ett 99% konfidensin-
tervall for vinteviardet p borjar vi med att berdkna stickprovsmedelvirdet
T = 148.0 och stickprovsstandardavvikelsen s = 1/190/8 ~ 4.87. Med fri-
hetsgraderna f =9 — 1 = 8 och konfidensgraden 1 —a =1 —0.01 = 0.99 far
vi att £o.01/2(8) = 3.36. Enligt sats 3.3 blir da 99% konfidensintervallet for p

4.87 4.87
I, = (148.0 —3.36- ——, 148.0 + 3.36 - —)
V9 NG

= (142.5, 153.5).

3.3 Konfidensintervall for differens mellan vantevarden

Lat X1, ..., X, vara oberoende och N(uy, 0?)-fordelade. Lat vidare Y3, ..., Yy,
vara oberoende och N(usg, 05)-férdelade. Vi ska nu konstruera ett konfidensin-
tervall for gy — po.

3.3.1 Varianserna kiinda
Vi bérjar med att anta att o2 och o3 ér kiinda. Fran tidigare vet vi att
X =Y ~ N(uy — piz, 01 /1 + 03 /na),
av vilket foljer att
(X —Y) — (11 — pi2)
Vo /ny + o3 /ny

Lat oss nu beteckna D = D(X —Y) = \/0?/n; + 02 /ny. Ett konfidensinter-
vall med konfidensniva 1 — « hérleds da pa bekant vis

X-Y) - (1 —
IP<—Za/2<( )D(Nl [42) <Za/2>:

~ N(0,1).

P((Y—?)—za/g-D<,u1—,u2<(7—?)+ZQ/Q~D> =1-aq,
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vilket ger oss att
Livoro = (T =Y) = 2ap2- D, (T =) + 202 - D). (6)

3.3.2 Varianserna lika men okiinda
Vi gor nu tva dndringar i antagandena ovan:
1. Vi antar att o2 = 07 = 02.

2. Vi antar att o ir okind.
Fran det forsta antagandet foljer att
X =Y ~ N(pm — p2, 0%(1/n1 +1/ny))
och efter standardisering
(X —Y) — (11— p2)
/L + s

Fran det andra antagandet foljer att D(X —Y) = o1/1/n; + 1/ny &r okiind
och maste ersittas med medelfelet d(X —Y). For att fa ett uttryck for
d(X —Y) bérjar vi med att konstatera att i sadana fall dir vi har ett stickprov
var fran N(uy, 0?) resp. N(ug, 0?), dr en vintevirdesriktig skattning av o

~ N(0,1).

2 (m— 1)s] + (ng — 1)s3
(m—1)+(ng—1)

dir s?, i = 1,2, betecknar variansen for de respektive stickproven. Medelfelet
blir nu

d=d(X—T)=s |1+ L
ny N2
dar
. \/(m —1)s? + (ng — 1)33'
(n1—1) + (ng — 1)
Konfidensintervallet

Ly = (@ =7) — tapo(f) - d. (T =7) + tap(f) - d) (7)

med konfidensniva 1 — o baseras pa en t-fordelning med frihetsgraderna f =
(ny — 1) + (na — 1) = ny + ny — 2 (jfr. konfidensintervallet i ekvation (6)).
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Exempel. 3.6. Tva tillverkare A och B tillverkar en produkt vars livslangd
kan antas félja en normalférdelning. Den genomsnittliga lisvsldngden for pro-
dukter tillverkade av A resp. B representeras da av py resp. uo. Varianserna
antas vara lika men okiinda. Vi vill nu berdkna ett konfidensintervall for dif-
ferensen p; — po. Vi drar slumpméssigt n; = 80 produkter tillverkade av A
och far

T=1110h s, =105h

samt no = 100 produkter tillverkade av B och far
7 =1160 h s, =130 h.

Vidare ar medelfelet

2 2
/ 79105 +99 130° o6
(80 — 1) + (100 — 1)

och frihetsgraderna

F=80+100—2=178.
Enligt ekvation (7) blir da t.ex. ett 99% konfidensintervall

Ty, = ( 50—t0.01/2(178)-119.61/ 55+ 155, ~50+0.01/2(178)-119.6 80+1(1)0>

50 — 2.60 - 17.94, —50 + 2.60 - 17.94)
96.644, —3.356).

(=
= (=
3.4 Konfidensintervall med normalapproximation

Da vi ovan for parametern 6 skattade konfidensintervall av typen
Ip = (00 — zay2 - D(8), Oy + 202 - D(6))

eller A o .
Iy = (90 —taso(f) - d(0), Oy +taya(f) - d(@))

antog vi att estimatorn 6 ir normalfordelad. I praktiken dr ju sa inte alltid
fallet. T vissa fall kan emellertid ovan beskrivna metoder tillimpas approxi-
mativt om sticprovsstorleken n ar tillrackligt stor.

Betrakta ett slumpméssigt stickprov fran en férdelning som beror av en
okidnd parameter . Antag att vi har en estimator 6 som Ar approximativt
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normalfordelad med viinteviirde 6 och varians Var(d). Standardavvilkelsen

~ ~

D(#) = 4/ Var(f) betecknar vi D. Den stokastiska variabeln é%g ar da ap-
proximativt N (0, 1)-férdelad. Vi skiljer pa tva fall:

1. Om D inte beror av 6 ger
Iy = (00 — zay2 - D), Oy + 202 - D(D))
ett konfidensintervall fér 6§ med approximativ konfidensniva 1 — a.

2. Om D beror av 6 ger

Iy = (00 — zay2 - d(0), 0o + zay2 - d(D)),
dér d(0) &r ett limpligt valt medelfel, ett konfidensintervall for 6 med
approximativ konfidensniva 1 — a.

Vi behandlar i féljande ett exempel av det senare fallet.

3.4.1 Konfidensintervall féor parametern p i en binomialférdelning

Lat X ~ Bin(n,p) ddr p ar okdnd. Vi har tidigare (t.ex. i exempel 2.12)
anvint oss av estimatorn p = X/n for att skatta p. Om nu n &r tillrackligt
stort kan man visa att X &r approximativt N(np, np(1 — p))-fordelad. Likvil
géller da approximativt att

X (p’ p(1 —p)>.

p=2"~N
n n

For att berdkna ett konfidensintervall for p behover vi nu standardavvikel-
sen D(p) = /p(1 — p)/n. Eftersom den emellertid beror av p anvinder vi
istdllet medelfelet d(p) = /po(1 — po)/n. Ett konfidensintervall fér p med
approximativ konfidensniva 1 — o ges nu av

[p = (]50 — Za/2 d(ﬁ), Po + Za)2 " d(ﬁ))~ (8)

Exempel. 3.7. I en intervjuundersdkning med n = 250 personer slumpmaés-
sigt valda ur en mycket stor population, visade det sig att 42 personer hade
en viss asikt H. En punktskattning for proportionen p av hela populationen
med asikt H ges av pg = 42/250 = 0.168. Medelfelet for estimatorn p dr nu
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d = /0.168 - 0.832/250 = 0.023. Ett approximativt 95% konfidensintervall
ar da enligt ekvation (8)

I, = (0.168 — 1.96 - 0.023, 0.168 — 1.96 - 0.023)
= (0.12, 0.21).

Anmdrkning. 3.6. Konfidensintervallets lingd beror férutom av konfidens-
nivan 1 — « dven av stickprovsstorleken n. Ibland onskar man pa férhand
bestdmma en maximal langd for ett intervall och sedan berdkna hur stort
stickprovet ska vara for att denna maximala lingd inte ska &verskridas.

Exempel. 3.8 (Fortsittning fran foregaende exempel.). Man 6nskar planera
undersokningen sa att man efterat far ett ungefar 95% konfidensintervall for
p med hogst langden

I, = (0.168 — 0.05, 0.168 — 0.05).

Man far da att

5 (1 — b 1.96 >

Sa lange inga observationer har gjorts dr po(1 — pg) okdnd. Alltid géller dock
att po(1 — po) < 1/4 vilket ger att

1.96\ %1
—7) - =3842<n.
(0.05) 1 ="

Slutsatsen dr att minst 385 personer ska intervjuas fér undersékningen.

4 Hypotesprovning

Exempel. 4.1. Vi ér intresserade av en variabel X om vilken vi kan anta att
den &r (approximativt) normalfordelad i en given population. Variansen antas
vara o2 = 152 och pa basen av tidigare erfarenheter ir man benfgen att tro
att vintevirdet u ligger kring 100. Det finns dock en misstanke om att p kan
ha okat. For att underséka saken drar man ett stickprov om n = 25 enheter
och riknar medelvirdet pa observationerna. Resultatet blir 7 = 118.7, vilket
ju ar betydligt storre &n 100. Fragan lyder nu om detta kan ses som ett bevis
pa att det faktiskt har skett en fordndring i populationen?
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Var modell for populationen &r nu alltsa
X ~ N(u,15%).
Da n = 25 far vi vidare att
X ~ N(p,15%/25).
Om ingen ingen Skning i p skulle ha skett, skulle alltsa ;1 = 100 och
X ~ N(100, 152 /25).

For att utvirdera hur trovirdig observationen * = 118.7 dr under detta
antagande berdknar vi

115 — 100
15/+/25

dér 115 ar godtyckligt tal som ar mindre &n 118.7 Den erhallna sannolikheten
ar extremt liten. Vi har da tva alternativa forklaringar till det observerade
vardet:

P(X > 115) =1 — c1>< ) —0.2.87 1077,

1. Vi har av en slump observerat nagot ytterst osannolikt.
2. Vart antagandde om att p = 100 ar felaktigt.

Aven om den forsta forklaringen #r mojlig (ocksa osannolika hindelser kan
ibland intréffa!) forefaller den senare forklaringen betydligt rimligare.

4.1 Hypoteser

Definition. 4.1. En hypotes ar ett pastaende géllande en fordelning. Mera
specifikt giller pastaendet ofta virdet pa en okind parameter 6 som fordel-
ningen beror av.

Nollhypotesen H, &ar ett pastaende vars riktighet man pa basen av ett
stickprov strivar efter att utviardera. Nollhypotesen &r nagot haller fast vid
tills man blivit dvertygad om att den &r felaktig. Oftast formuleras dven en
mothypotes (eller alternativ hypotes) H; som ett alternativt pastaende man
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har storre benfigenhet att tro pa ifall nollhypotesen verkar orimlig. Lat oss
nu som tidigare beteckna parametererrummet )y. Hypoteserna

Hy: 0 € Qg CQ

Hy:0e€Qy Cy

formuleras sa att de ar oforenliga. M.a.o. géller att 2y, N Qy, = ) och ofta
aven att ng U le = Q@.

Definition. 4.2. Om H, formuleras sa att
Hy:0=0y€ Qy,

dvs. att den omfattar ett enda virde av parameterrummet, kallas hypotesen
enkel. I annat fall 4r den sammansatt.

I fortsdttningen kommer vi att begridnsa oss till enkla nollhypoteser.

4.2 Signifikanstest

For att testa riktigheten av en nollhypotes drar man ett stickprov x =

(x1,...,2,) fran den fordelning hypotesen giller. Som tidigare &r stickprovet

ett slumpmassigt utfall av den stokastiska vektorn X = (X7,..., X,,). Vidare

formulerar man en testvariabel (eller teststatistika) ¢(X), vars fordelning be-

stams under antagandet att Hy ar korrekt. Till sist definierar man ett kritiskt

omrade C, vilket bestar av alla de virden av t(X) for vilka Hj ter sig orimlig.
Vi formulerar nu féljande signifikanstest:

Om t(x) € C forkasta Hy
t(x) ¢ C forkasta ej Hy,

dér t(x) dr det observerade virdet av ¢(X).

Anmdrkning. 4.1. Att H, inte kan forkastas ar inget bevis for att den &r
sann. Man ska darfor helst inte tala om att man "godkénner Hy” (da den inte
forkastas).

Exempel. 4.2. Man ser ett djur och stiller upp hypotesen Hy: Djuret ar
en hést. Som testvariabel tas ¢(X) ="antalet ben” och som kritiskt omrade
C=1{0,1,2,3,5,6,...}. Testet lyder nu

om t(x) < 4 eller t(x) >4 forkasta Hy
t(x) =4 forkasta ej Hy.
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Aven om vi inte kan forkasta H, utgdr detta inget bevis for att djuret vi
observerat ar en hast.

Anmdrkning. 4.2. Det kritiska omradet C bestar ofta av intervall av typen
C = (—00,a) eller C = (b,o0), dir a och b ar fixa tal. Om speciellt C
bestar av ett enda sadant intervall, sigs signifikanstestet vara ensidigt. Om
C' dédremot bestar av bade (—oo,a) och (b,00) déar a < b, sigs testet vara
tvasidigt. Huruvida ett test ar en- eller tvasidigt bestams av mothypotesen
Hl.

Definition. 4.3. Sannolikheten
IPHO(t(X) c C) =«

kallas for testets signifikansnivd. Ett virde t(x) som faller inom det kritiska
omradet sdgs vara signifikant pa nivan a.

I definitionen ovan har beteckningen PPy, har anvénts for att understryka
att sannolikheten berdknas under antagandet att H, ar sann.
Anmdrkning. 4.3. Ofta viljer man det kritiska omradet sa att signifikansnivan
a ar 0.05, 0.01 eller 0.001.

Exempel. 4.3. Om vi i exempel 4.1 viljer att utfora ett ensidigt test av
nollhypotesen Hy : = 100 mot den alternativa hypotesen H; : > 100 pa
signifikansnivan o = 0.05 utgors det kriktiska omradet for variabeln ¢(X) =
X av intervallet (104.93,00). Skulle vi diiremot som alternativ hypotes ha
Hy . # 100, dvs. ett tvasidigt test, skulle det kritiska omradet utgoras av
bade (—00,94.12) och (105.88, 00).

Definition. 4.4. Den observerade signifikansnivan
P, (HX) = i(x)) = p
kallas for testets p-virde.
Anmdrkning. 4.4. Definitionen ovan géller ett ensidigt test av hypoteserna

H0:9:00
H129>90.
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For ett ensidigt test med mothypotesen Hy : 6 < 6y ar p-virdet
P, (HX) < i(x)) = p.

Lat oss nu anta att ¢(X) har en symmetrisk fordelning centrerad kring 0. Ett
tvasidigt test med mothypotesen H; : 6 # 6y har da p-virdet

2P (H(X) = [t(x)]) = p.

Exempel. 4.4. T exempel 4.1 ar p-virdet for ett ensidigt test av hypoteserna
Hy: pp=100 och Hy : p > 100

P(X >118.7) =2.28-10".

H, forkastas om p-virdet ar "tillrackligt litet”. Vad som ar tillrackligt litet
varierar fran fall till fall men vanligt dr att man jamfor det erhallna virdet
med en forutbestimd signifikansniva o. Ar t.ex. p < 0.05 forkastas Hy pa
signifikasnivan o = 0.05. M.a.o. dr testresultatet signifikant pa nivan 0.05.

4.3 Styrkefunktionen

Testets signifikansniva « kan tolkas som sannolikheten att forkasta H, da
den &r sann. Man talar dven om sannolikheten for ett typ I -fel (eller fel
av forsta slaget). I hypotesprévning kan man ocksa bega ett annat slags fel,
ndmligen att lata bli att forkasta Hy da den dr osann. Sannolikheten for detta
fel, ett typ IT -fel (eller fel av andra slaget), betecknas 3. De tva felen hanger
ihop sa att om man minskar sannolikheten f6r det ena kommer sannolikheten
for det andra att 6ka. Genom att oka pa stickprovsstorleken kan man dock
minska pa sannolikheten for bada felen samtidigt. Foljande tabell ger en
sammanfattning av felen:

Verklighet Beslut

H, forkastas H, forkastas €j
Hy sann | Typ I -fel (a-fel) | Korrekt

Hy sann | Korrekt Typ II -fel (5-fel)

Sannolikheten for att fa ett virde pa testvariabeln som faller inom det
kritiska omradet, m.a.o. att Hy forkastas, beror uppenbarligen pa vilket virde
den aktuella parametern 6 faktiskt har.
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Figur 3: Styrkefunktionen for ett tvasidigt test for n = 10 resp. n = 50.

Definition. 4.5. Styrkefunktionen ar en funktion som for varje méjliga sanna
viarde av 6 anger sannolikheten for att H, forkastas. Funktionen definieras

som
(0) = a, 0 €y, (Hysann)
Tl = 1 1-8, 0¢ Qq (Hy osann).

For ett vil konstruerat test antar 7, (0) viarden som &r néra 1 da Hy ar
osann och varden néra 0 da H, ar sann.

Exempel. 4.5. Figur 3 visar grafen av styckefuntionen for ett tvasidigt test
av hypotesen Hy : i = 0 mot Hy : p # 0 pa signifikansnivan a = 0.05 da ett
stickprov om n = 10 resp. n = 50 observationer dragits fran N(yu, 1).

Anmdrkning. 4.5. 1 praktiken dr man oftast intresserad av den del av funk-
tionen for vilken Hy dr osann. (Speciellt om H, dr enkel kan ju H, vara sann
endast i en punkt.) Informellt anger alltsa testets styrka 1 — 3 dess formaga
att forkasta en felaktig nollhypotes.

4.4 Test gillande vantevardet i en normalfordelning
4.4.1 Test av u = o da o2 dr kiind

Lat 21, ..., T, vara ett stickprov fran N(u, 0?) med o2 kiind. Vi vill testa den
enkla hypotesen

Hy @ = po.
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En limplig testvariabel dr da X ~ N(j, 0?) som efter standardisering antar
formen

X — o
~o/yn

I ett tvasidigt test, dvs. ett test med mothypotes

Hy :p# po

forkastas Hy om |z| > 2,/9. Kritiska virden for en del vanligt anvinda signi-
fiknsnivaer ar:
a [0.05 0.01 0.001
Zas2 | 1.96 254 3.29

A

~ N(0, 1).

Exempel. 4.6. Antag att en stokastisk variabel X foljer en N(u, 2%)-fordelning.
Man har orsak att tro att 4 = 0. For att utvirdera detta antagande drar man
ett stickprov om n = 10 observationer. Stickprovsmedeltalet &r T = 0.99. Vi
utfor ett tvasidigt test pa signifikansnivan o = 0.05 av hypoteserna

HO . ,LL = 0
H1 Ny 7é 0.
Testvariabeln antar viardet

o= ’0.99—0
2/v/10

alltsa later vi bli att forkasta H,.

‘ ~ 157 < 1.96

I ett ensidigt test, dvs. ett test med mothypotes

Hyip>po (1< po)

forkastas Hy om z > z, (2 < —z,). Kritiska vérden for en del vanligt anviinda
signifiknsnivaer ar:

a [ 0.05 0.01 0.001

Z | 1.64 233 3.09
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Exempel. 4.7. Herr M pastar sig ha utvecklat en tillverkningsprocess som
minskar den genomsnittliga tillverkningstiden av en viss produkt. For att
utverdera hans pastaende tillverkas 50 enheter med den nya metoden, vilket
ger en genomsnittlig tillverkningstid pa * = 38 min 5 s. Testa om den nya
metoden &r signifikant snabare 4n den nya da man vet att den genomsnittliga
tillverkninstiden tidigare har varit 40 min 15 s med en standardavvikelse pa
1 min 30 s.

Vi formulerar foljande hypoteser for ett ensidigt test pa signifikansniva
a=0.01

Hy: =40 min 15 s
Hy:p <40 min 15s

Vi berdknar sedan vardet av testvariabeln

_38.03 —40.25
1.5/v/50

Vi forkastar Hy och drar slutsatsen att den nya metoden &r snabbare.

~ —10.2 < -2.33.

4.4.2 Test av u = pg da o? ar okiind

Lat xq,..., 1, vara ett stickprov fran N(u,0?) med o2 okiind. Vi vill testa
hypotesen
Hy @ = po
En lamplig testvariabel ar da
_ X - Ho
s/\/n
som foljer en t-fordelning med frihetsgraderna n — 1. 1 ett twdsidigt test

forkastas Ho om [t| > tq/o(n — 1). I ett ensidigt test forkastas Hy om ¢t >
ta(n—1) (t < —ta(n—1)).

Anmdrkning. 4.6. Test som baserar sig pa en t-férdelning brukar kallas for
t-test.

T

Exempel. 4.8. En biltillverkare hivdar den genomsnittliga brinslekonsump-
tionen for en viss biltyp ar 6.8 1/100 km. For att testa pastaendet provkordes
10 bilar. For dessa bilar blev den genomsnittliga konsumptionen 7.01/100 km
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och standardavvikelsen 0.2 1/100 km. Under antagandet att brénsleforbruk-
ningen ar nédra pa normalfordelad, anvind ett ensidigt test pa signifikansniva
a = 0.05 for att testa hypoteserna

Hy:pp=6.81/100 km
Hy:p>6.81/100 km

For ett ensidigt test pa signifikansniva o = 0.05 baserat pa en t-fordelning
med 10 — 1 = 9 frihetsgrader ar det kritiska virdet o5 = 1.83. Da nu

7.0—-6.8

=~ ~3.16>1.83
0.2/v/10

forkastas Hy.

4.4.3 Test av y1 = puy d& 0 = 0} = 02 &r okind
Lat @1, ..., 2, vara ett stickprov fran N(uy,0?) och 1at vy, ..., y,, vara ett
stickprov fran N(pg,0?). Variansen o? antas vara okénd. Vi vill nu testa

hypotesen
Ho:pn = po < pr — p2 = 0.
En lamplig testvariabel ar da

X-Y
L +

?
1
ni ng

. \/(m —1)s? 4 (ny — 1)s3

T:

dar

n1+n2—2

Variabeln T foljer en t-fordelning med frihetsgraderna ny + no — 2. I ett
tvasidigt test med mothypotes

Hy:py —pa #0

forkastas Hy om [t| > to/2(n1 4+ ne — 2). Pa motsvarande forkastas Hy i ett
ensidigt test om ¢t > t,(ny + ng — 2) (t < —to(ng + ng — 2)).
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4.5 Test med normalapproximation

4.5.1 Binomialférdelningen: test av p = pg

Lat X ~ Bin(n,p), dir p &r okéint. Vi vill testa hypotesen
Hy :p = po.

Da n ar tillrdckligt stort dr en ldmplig testvariabel

% —Po
po(1 —po)/n

7 —

?

som approximativt foljer en standardiserad normalférdelning (jfr. avsnitt
3.4.1). De kritiska virdena ar som i avsnitt 4.4.1.

Exempel. 4.9. En reklambyra hivdar att 60% av alla personer som sett
reklamen for en viss ny produkt kommer ihdg namnet pa produkten 20 h
efter att de sett reklamen for forsta gangen. I en intervjuundersoking visade
det sig att 156 av 300 intervjuade personer kom ihag namnet. Vi utfoér ett
ensidigt test pa signifikansniva o = 0.01 for att utvidera om pastaendet
verkar rimligt. Hypoteserna &r

Hy:p=0.60
H, :p <0.60.
Eftersom
156 _ .60
300 ~ —2.83 < —2.33

z =
1/0.60 - 0.40,/300
forkastas Hg.

4.6 Samband mellan hypotesprovning och intervallskatt-
ning

Det finns ett nira samband mellan ett signifikanstest pa signifikansniva o
gillande en parameter 6 och ett konfidensintervall for samma parameter pa
konfidensniva 1 — . Vi granskar sambandet genom foljande exempel.

34



Exempel. 4.10. Antag att vi pa basen av ett stickprov fran N(u,o?) vill
prova hypotesen Hy : pu = po mot Hy : p # po med ett tvasidigt test pa
signifikansniva «. H forkastas nu om
T — o T — Ho
o/vn o/vn

vilket &r identiskt med att H, forkastas om

< —2q2 eller > Za/2,

f—za/g-o/\/ﬁ> o eller T+ za/g-cr/\/ﬁ< 140-

Vi kinner nu igen den vinstra sidan av bdgge olikheter som den undre re-
spektive 6vre grinsen av ett konfidensintervall for 1 pa konfidensnivan 1 — «

[M:(E_ZQ/Q'U/\/Ev f‘FZa/Q'U/\/ﬁ)-

Ett beslut géllande nollhypotesen kan alltsa baseras pa ett konfidensinter-
vall: H, forkastas pa signifikansnivin o om intervallet I, pa motsvarande
konfidensniva 1 — « inte técker uy.

4.7 y*-test

x2-testen #ir en samling av test som baserar sig pa en Y2-fordelad testvari-
abel (se definitionen nedan). Dessa test anvinds i situationer dar man har
att géra med klassindelade observationer: man registrerar vilken av k klasser
en observation tillhér men behéver inte nodvindigtvis kunna ge observatio-
nerna sjalva nagot numeriskt virde. I sadana fall 4&r man intresserad av den
diskreta fordelning som klassfrekvenserna, dvs. antalet observationer i varje
klass, bildar. I detta avsnitt ska vi ta upp tva typer av y>-test: test av given
férdelning samt oberoendetest.

Definition. 4.6. Lat Z;,...,Z, vara oberoende och lat Z; ~ N(0,1) for
1 =1,...,n. Variabeln

X(f) = sz

foljer da en x2-fordelning med f = n frihetsgrader.
Anmdrkning. 4.7. Man kan visa att om X,..., X, dr oberoende N(pu,o?)-

fordelade stokastiska variabler, foljer variabeln

1 -
i (Xi — X)?

i=1
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en y2-férdelning med frihetsgraderna f = n — 1. Detta anvinds t.ex. vid
konstruktion av konfidensintervall for o2. Med liknande argument motiveras
aven bruket av en F-fordelad testvariabel i bl.a. variansanalys, se definition
5.1 och avsnitt 5.2.1.

4.7.1 Test av given fordelning

Lat oss anta att vi for k& klasser har observerat en vektor av frekvenser

Z1,...,Tg. Vi vill nu testa hur vil den observerade fordelningen stimmer
overens med en viss forvintad férdelning av klassfrekvenser. Lat p;, i =
1,...,k beteckna sannolikheten i den forvintade fordelningen fér att en ob-

servation ska tillhora den 7:te klassen och 1at n beteckna det totala antalet
observationer. Den forvintade frekvensen for klass ¢ blir da alltsa np;. Hypo-
teserna ar nu

Hy : Den observerade och forvintade fordelningen lika.

H; : Den observerade och forvintade fordelningen olika.

Virdet pa testvariabeln beréknas enligt

k 2

X2 _ Z (xl — NP;

)
i=1 "pi

Man kan visa att da Hy dr korrekt foljer testvariabeln approximativt en -
fordelning med frihetsgraderna f = £ — 1. Om den férvintade fordelningen
beror av en eller flera parametrar blir frihetsgraderna f = k —r — 1, dar r ar
antalet fran stickprovet skattade parametrar. H, forkastas pa signifikansnivan
« om testvariabelns virde overskrider det kritiska virdet x2(f).

Anmdrkning. 4.8. Man brukar ha som tumregel att de forvantade frekven-
serna np; ska vara > 1 och helst > 5 for att testet ska fungera bra.

Anmdrkning. 4.9. Vektorn av observerade frekvenser (z ..., xy) kan uppfat-
tas som ett utfall av en multinomialférdelad stokastisk vektor

(X1, Xo, ..., Xg) ~ Mult(n,p1,p2,...,0k)-

Testet kan da formuleras som ett test av givna virden for de k parametrarna
pi, © = 1,... k, vilket dr en generalisering av ett tvasidigt test gillande ett
givet virde for parametern p i Bin(n, p), se avsnitt 4.5.1.
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Exempel. 4.11. Ledningen for ett féretag misstinker att en del anstéllda
har tagit for vana att forlanga veckoslutet genom att sjukanmala sig for fre-
dag och/eller mandag. Saken f6ljs upp under fyra veckors tid. Ifall ledingens
misstanke dr obefogad, skulle vi forvinta oss att sjukfranvarona fordelar sig
jimnt over alla arbetsdagar. Resultatet blir f6ljande:

Veckodag ma | ti | on | to | fre
Observerade franvaron | 49 | 35 | 32 | 39 | 45
Forvantade franvaron | 40 | 40 | 40 | 40 | 40

Vi lagger upp foljande hypoteser:

Hy : Franvarona fordelar sig jamnt 6ver alla arbetsdagar.

Hi : Franvarona fordelar sig inte jamnt 6ver alla arbetsdagar.

Virdet pa testvariabeln blir nu

, (49 —40)* (35 —40)2 (45 — 40)?
X" = 10 + 10 +---+—40 =4.9.
Eftersom den forvintade fordelningen &r likformig behover inga parametrar
skattas. Frihetsgraderna blir saledes f = 5 — 1 = 4. Om vi utfor testet pa
signifikansnivan o = 0.05 jamfor vi testvariabelns virde med det kritiska
virdet x3,5(4) = 9.488. Eftersom testvariabelns virde inte dverskrider det

kritiska vardet forkastar vi inte Hy.

4.7.2 Oberoendetest

Lat oss anta att n observationer kan placeras enligt tva olika egenskaper i
k respektive [ klasser. Frekvenserna med avseende pa de bada egenskaper-
na bildar nu tillsammans en tvadimensionell férdelning med de observerade
cellfrekvenserna z;;, 1 =1,...,k, j=1,...,L

Vi vill nu testa hur vil den observerade frekvensfordelningen stammer
overens med en forvintad fordelning under antagandet att de tva egenska-
perna ar oberoende. Den simultana sannolikheten for att en observation ska
tillhora bade klass ¢ och klass j betecknar vi p;;. Ifall antagandet om obero-
ende stdmmer géaller att p;; = p;.p.;. De marginella sannolikheterna p;. och
p.; ar okdnda men kan skattas enligt

l k
]51‘. = ZQIU/’I’L och ﬁ-j = ZZE”/TL
j=1 i=1
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Vi stéller nu upp ett test med hypoteserna

H, : Egenskaperna oberoende.

H, : Egenskaperna ej oberoede.
Testvariabeln antar vardet

oy

=1 3

(245 — npipy)°
1 np;.p. j

!
som da Hy ar korrekt, dr en observation ur en approximativ y2-fordelning
med frihetsgraderna f = (k — 1)(l — 1). H, forkastas pa signifikansnivan o«

om x* > xa(f)-

Exempel. 4.12. For att undersoka effekten av ett nytt vaccin pa en sjukdom
ges 70 frivilliga forsokspersoner vaccinet. I undersékningen ingar dven en lika
stor kontrollgrupp. De totalt n = 140 personerna foljs upp under en viss tid
och man erhaller foljande tvadimensionella frekvensfordelning:

Har insjuknat | Har ej insjuknat | Tot.

Har vaccinerats 20 50 70
Har ej vaccinerats 40 30 70
Tot. | 60 \ 80 | 140

Féljande hypoteser formuleras:

Hy : Vaccinet har ingen effekt.
H; : Vaccinet forebygger sjukdomen.

Om vaccin och sjukdom var oberoende skulle vi forvinta oss foljande:

Har insjuknat | Har ej insjuknat
. 70-60 _ 70-80 _
Har vaccinerats T =30 T =40 70
. : 70-60 _ 70-80 _
Har ej vaccinerats Tio- =30 T =40 70
Tot. 60 \ 80 | 140
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Pa basen av de tva frekvensfordelningarna riknar vi sedan virdet pa testva-
riabeln
. (20—30)2 (50 —40)2 (40 —30)% (30 — 40)?
X 30 40 30 T 10
Med signifikansnivan o = 0.01 och frihetsgraderna f = (2 -1)(2—-1) =1
forkastar vi Hy eftersom y? = 11.7 > x2,,(1) = 6.635.

5 Linjara modeller
Betrakta den stokastiska variabeln
Y =0iw1+ -+ Bpap + €

vars vantevarde

E(Y) = ﬁliﬂl + -+ 6155;0 (9)

beror av parametrarna (3, . .., 3, och de givna storheterna 1, . .., z,. Termen
€ ar ett slumpmassigt fel om vilket antas att

E(e) =0
Var(e) = o? (10)
e ~ N(0,0?%).

Av antagandena (9) och (10) f6ljer att
Y ~ N(ﬁlﬂfl + -+ 61[[’1),0'2).

Ett stickprov om n observationer av Y uppfattas som ett utfall av den
stokastiska vektorn

Y) i1 ... Tip B €1
= : B B o I B
Y, Tpi - Top| |Bp €n
dar Y, ...,Y, antas vara oberoende med lika varians. Ekvationen ovan kan

med matrisnotation kompaktare skrivs som

Y =Xg@+e (11)
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Den modell som specificerats i ekvation (11) och for vilken antagandena (9)
och (10) géller kallas for linjdr modell. Linjira modeller innefattar som spe-
cialfall ett stort antal olika statistiska modeller, bl.a. enkel- och multipel
regression, kovariansanalys samt en- och flervags variansanalys. Vi ska i fol-
jande bekanta oss med tva av dessa.

5.1 Enkel regression

Lat (z1,91), ..., (s, yn) vara ett stickprov av parvisa observationer av vilka
x1,...,T, ar givna storheter (som eventuellt kan vara utfall av stokastiska
variabler) och yi, ..., y, dr utfall av de stokastiska variablerna

}/;N N(ﬁl_{_ﬁQ'riagQ)a izl)"'vnv

dvs.
Y, =01+ o + €,

dar ¢; ~ N(0,0?). Matrisen X i den linjira modellen (11) antar nu allts&
formen

1 T
X=|: :
1 =z,
och vektorn  formen
_ ﬁ1:|
= [ﬁz '

5.1.1 Punktskattning

Malséttningen ar att finna ekvationen for en sadan linje

y = P+ Box (12)

som pa bidsta mdjliga satt beskriver det genomsnittliga sambandet mellan
observationerna y; och x;. Vi ska alltsa skatta virdena pa de okdnda para-
metrarna (3; och 5, m.a.o. skirningspunkten med y-akseln och riktnings-
koefficienten. I regressionsmodeller skattas parametrarna ofta med minsta-
kvadrat-metoden (se avsnitt 2.2.2).

Anmdrkning. 5.1. Man kan visa att da felen ¢; &r normalférdelade Gverens-
stammer MK-skattninarna med motsvarande ML-skattninar.
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MK-skattningarna erhalls genom att minimera

n

Q(By, 2) = Z (yi — (81 + Box;) )27
= 1i(B1,82)

se figur 4. Satter vi de partiella derivatorna

il 4
1L
i__J/T(

t t t u t
0 25 5 75 10 125

Figur 4: Skattningarna B, och B, &r de viirden for vilka summan av de kva-
drerade lodrita avstanden mellan observationerna (y;, ;) och linjen 3; + fox
minimeras.

0Q 2 0Q -

lika med 0 och 16ser for B5 och ; far vi

D v B
D SN s )

och R R

b =7 — a7, (14)
dér s, och s, 1 ekvation (13) ar skattade standardavvikelser for de respektive
variablerna och

_ E?:l(xi —T)(yi — ¥) .
\/Z?ﬂ(xi —I)? Z?:l(yi —y)?

ar stickprovskorrelationen mellan variablerna. Genom insittning av skatt-
ningarna (14) och (13) i ekvation (12) far vi den skattade regressionslinjen

@:Bl +5A296-

Tay
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Den skattade regressionsparametern ﬁg anger effekten av den forklarande
variabeln x pa den beroende variabeln y, dvs. hur mycket y 6kar da z okar
med en enhet.

Anmdrkning. 5.2. Vi gor i detta avsnitt i beteckning ingen skillnad pa skatt-
ningarna ﬁl och 62 och de estimatorer som skattningarna dr observationer
av.

5.1.2 Konfidensintervall

Vi dr nu intressedrade av parametern J5. Man kan visa att standardavvikelsen
for Oy ar

D(By) = 0/ S, (i — 7).
Dé4 variansen o2 dr okind ges for den en viintevirdesriktig skattning av
s° = ! Xn: (yz- — (31 + 32%‘))2
n—2

i=1

och vi far saledes medelfelet

A(B) = 5/ i — )2

Man kan vidare visa att skattningen [, se ekvation (13), kan uttryckas som
en linjdr kombination av vy, . .., y,, vilka dr observationer av normalfordelade
stokastiska variabler Y7, ....Y,,. Saledes &r dven Bg normalfordelad och vi kan
darmed enligt samma principer som i avsnitt 3.2 bestdmma ett konfidensin-
tervall for s, dvs.

[52 = (BQ — Raj2 D(BQ) ) 52 + Za)2 " D(B2))

eller da o2 &r okénd
B2 = (52 —taj2(n —2) - d(@z) ; 52 +taj2(n —2) - d(ﬁz))

5.1.3 Hypotesprévning

Ofta vill man testa huruvida regressionsparametern 3 skiljer sig signifikant
fran 0. Logiken dr da den att om [, = 0 &r vintevirdet fér Y konstant
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for alla varden av x, alltsa finns inget linjdrt samband mellan variablerna.
Hypoteserna i ett sadant test ar

HO . ﬂg =0

H1 . 62 7£ 0.
Vi antar nu att ¢° dr okind. Testet baserar sig da pa en ¢-férdelning med

frihetsgraderna f = n—2. Vérdet pa testvariabeln far man genom att dividera
skattningen med medelfelet, dvs.

2

~

.
d(32)

H, forkastas som bekant om [t| > t,/2(n — 2).
[ multipel regression dér antalet férklarande variabler dr (p — 1) > 2 kan

man utéver ovannidmnda test av enskilda parametrar dven utfora ett allmént
test av hypoteserna

Hy:fa=-=0,=0 (15)
H, : 3 # 0 for nagot index j = 2,...,p.

Ett liknande test ska vi nedan bekanta oss med i form av variansanalys. Test
av denna typ baserar sig pa en F-fordelad testvariabel.

Definition. 5.1. Antag att de stokastiska variablerna Xy,..., X,,, Z1,..., 2,
ar oberoende och N(0, 1)-férdelade. Variabeln
_n X X)X (m)
F(m,n) = 1772 N 1
Lz 7)) L

foljer da en F-fordelning med frihetsgraderna (m,n).

5.2 Envigs variansanalys

Lat oss nu anta att vi har p stickprov om storlekarna n,, . .., n,, dar Z§:1 n; =
n. Stickproven uppfattas som utfall av de stokastiska variablerna

}/jiN N(Mj70-2)7 izlv"'7nj7j:1""7p’

dvs.
Yji = p; + €ji, (16)
dar €ji ™ N(O,O'Q).
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Anmdrkning. 5.3. Den linjara modellen (11) har i detta fall

1,, 0 0
0o 1, 0
X = .
0O o0 1,
och
M1
H2
B=1|.1,
Hp
dér 1, betecknar en kolumnvektor (1,1,..., 1) av dimension n;.

5.2.1 Test av likhet mellan vinteviardena

Vi fragar oss nu huruvida véntevirdena ju, ..., pu, for de p populationerna
skiljer sig fran varandra. Vi vill alltsa testa riktigheten av nollhypotsen

HO:,LL].:"':/'LP‘

Vi har redan i avsnitt 4.4.3 bekantat oss med ett t-test for likhet mellan vin-
tevirden av p = 2 normalférdelade populationer med lika varians. Variansa-
nalys (forkortas ofta ANOVA fran analysis of variance) ar en generalisering
av detta test for p > 2 vintevirden. Namnet har sitt ursprung i att den
F-fordelade testvariabeln som testet baserar sig pa kan tolkas som en kvot
av variansskattningar bildade pa tva olika sétt.

Ekvation (16) kan alternativt formuleras som

Yii=p+7 +ei

sa att p ar det gemensamma vintevirdet for samtliga p populationer och
v; = i; — p anger hur mycket vintevirdet for den j:te populationen skiljer
sig fran p. Formuleringen ger oss hypoteserna

HO:%:---:%:O
Hy :v; # 0 for nagot index j =1,...,p,

jfr. hypoteserna (15) for det allménna testet i linjar regression.
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Det gemensamma vintevardet p skattas med
1 1
T= 2 v =5 D nil
i=1 j=1 j=1
Vidare skattas den gemensamma variansen o med

g p SS
s = nilzZ(yﬂ—ﬂ)Q_ n—Tl'

i=1 j=1

Kvadratsumman 5SSt i tiljaren som reflekterar den sammanlagda totala va-
riationen bland samtliga stickprov kan uppdelas enligt

SSr =SSy + SSg,
dar

j p p
SSy = ZZ(%@ — §j>2 = Z<”J - 1)512‘
i=1 j=1 j=1

star for den sammanlagda variationen inom (within) de enskilda stickproven

och
nj p p
SSe=> > ;-9 =>_n -7’
j=1

i=1 j=1

star for den sammanlagda variationen mellan (between) stickproven. Testva-

riabeln
_ SSa/(p—1)
SSw/(n—p)

ar nu en kvot av variansskattningar berdknade utgaende fran kvadratsum-
morna SSp och SSy . Logiken dr att om variationen mellan stickproven ar
stor jamfort med variationen inom stickproven har man skil att ifragasétta
antagandet om att stickproven harstammar fran populationer med lika viinte-
varde. Man kan visa att om Hj ar korrekt foljer testvariabeln en F-férdelning
med frihetsgraderna [(p — 1), (n — p)], se definition 5.1 och anmérkning 4.7.
H, forkastas da pa signifikansnivan o om F > F,[(p — 1), (n — p)].

F

Exempel. 5.1. Vi drar ett stickprov var fran fyra normalt férdelade popu-
lationer N(u;,0%), j =1,...,4. Av tabellen nedan framgér storleken, medel-
viardet och variansen for de respektive stickproven:
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| 7 5 6 6
7, | 24 33 34 26
521025 034 0.0 0.05

Vi vill nu utfora ett test av nollhypotesen
Ho:py = po = pi3 = i
pa signifikansnivan o = 0.05. Vi gor f6ljande utrakningar:
n=7+5+6+6=24,

1
y:ﬂ(?2.4+5-3.3+6-3.4+6-2.6):2.9,

p

SSw = Z(nj —1)s7

j=1

=(7-1)-025+(5-1)-034+ (6 —1)-0.10 + (6 — 1) - 0.05 = 3.6,
p
SSp =Y n;(y; —7)°
j=1
=7-(24—-29)2+5-(33-29)°+6-(3.4—29)>+6- (2.6 —2.9)> = 4.6.
Nu ar
g A6/(4-1) 153
©3.6/(24—4) 018

vilket dr storre an Fpos5(3,20) = 3.10, alltsa forkastas Hy. Beslutet kunde vi
alternativt ha baserat pa att p-virdet P(F(3,20) > 8.66) = 0.0007 &r sa pass
litet att Hy verkar orimlig.

8.66,
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