GRUNDKURS I STATISTISK TEORI

DEL 2

STATISTISK INFERENSTEORI

LEIF NORDBERG

Original:
  5.1.2004

Revidering 1:
31.1.2005

Revidering 2:
  6.4.2006
Revidering 3:
19.9.2007

Innehållsförteckning
  8. Slumpmässiga urval och statistiska försök

  9. Estimationsteori

10. Hypotesprövningsteori

11. Analys av kontingenstabeller

12. Korrelations- och regressionsanalys

13. Variansanalys

14. Introduktion till beslutsteori

8. SLUMPMÄSSIGA URVAL OCH STATISTISKA FÖRSÖK
Olika typer av undersökningar:

(“Wolds flaggtablå”)

Frågeställningen:

Beskrivande


Förklarande

D
Icke-experimentell


A



B     

a
(“iakttagande”)

t

a

Experimentell



C



D

Typiska beskrivande frågeställningar:

Hur många?
Hur mycket?
Hur ofta?


Inferens: Sampel (
Population (Superpopulation)
När?
Var?
Observera att om vi har en så kallad totalundersökning, dvs. vi har tillgång till uppgifter för ALLA enheter i populationen, så är inferensen mycket enkel! Också i detta fall kan det dock uppstå inferensproblem om vi t.ex. har mätfel .

Typiska förklarande frågeställningar:

Påverkas Y av X?

Är X orsak till Y?                                    Inferens: X ( Y (Sampel, Population)
Finns det ett samband mellan X och Y?
Svårighetsgrad: C < A, D < B

Observera att det också finns många “mellanformer” mellan A, B, C och D!
Exempel:

A:
· För att få information om den totala skördeskadade arealen på alla N gårdar inom ett visst område tar man ut ett sampel om n gårdar och bestämmer ifrågavarande areal för var och en av dem.

· För att kunna uppskatta om en majoritet av alla röstberättigade finländare är för eller mot en utbyggnad av kärnkraft intervjuar man ett antal personer.

· För att kunna uppskatta totala antalet arbetslösa i Finland vid en viss tidpunkt intervjuar man ett antal personer och tar reda på om de hör till arbetskraften eller inte och om de varit arbetslösa eller inte.

B:   

· En sociolog vill undersöka om det finns ett samband mellan boendeform och trivsel och intervjuar därför dels personer bosatta i ett höghusområde, dels personer bosatta inom ett villaområde.
· En pedagog vill undersöka om pojkar eller flickor har lättare för att lära matematik genom att jämföra matematikvitsorden för pojkar med vitsorden för flickor.

· En psykolog ville undersöka om risken för att begå sexualbrott var relaterad till hormonella faktorer genom att jämföra “hormonnivån” för personer dömda för olika typer av sexualbrott.

· En nationalekonom är intresserad av hur produktionsvolymen, inflationen och räntenivån påverkar arbetslösheten och analyserar data som sammanställts av Statistikcentralen (“sekundärt material”).

C:

· För att uppskatta värdet på en fysikalisk konstant upprepar man ett försök n gånger och uppskattar värdet på konstanten varje gång.

· För att uppskatta effekten av att använda en viss tandkräm vidtalar man n personer att använda tandkrämen under ett år och mäter sedan antalet nya hål i tänderna under motsvarande period.

D:

· En forskare som försöker utveckla nya metoder för att behandla Parkinsons sjukdom behandlar en del av patienterna med en ny medicin och en del med ett placebopreparat. Efter att behandlingen pågått en viss tid mäter man för varje patient behandlingsresultatet.

· En pedagog är intresserad av att undersöka om s.k. “datorstödd undervisning” ger bättre resultat än s.k. “traditionell undervisning” Han delar in eleverna i en klass i två grupper, och den ena gruppen undervisas enligt den ena metoden och den andra efter den andra. Eleverna färdigheter testas före och efter undervisningen och man jämför inlärningsresultaten i de båda grupperna.

Statistisk inferens är teorin om under vilka förhållanden och i vad mån man kan generalisera ”resultat” som observerats gälla för en viss grupp av enheter (experimentenheterna, sampelenheterna) till att gälla också för en större grupp av enheter (populationen).

I detta sammanhang är det av central betydelse att känna till hur data ”uppstått”, dvs. den datagenererande processen.

Användningen av statistisk inferens förutsätter att i den datagenererande processen ingår någon form av slumpmässighet.

Vid en s.k. samplingundersökning innebär detta att enheterna väljs ”slumpmässigt” från populationen (slumpmässigt urval).
Vid en experimentell undersökning bör enheterna fördelas ”slumpmässigt” på de olika behandlingarna (randomisering) och helst också väljas slumpmässigt från populationen.
Vid en studie av förändringar i t.ex. aktiekurserna antar man att aktiernas pris delvis bestäms slumpmässigt.
Eftersom man vid statistisk inferens alltid utgår från att de tillgängliga observationerna genererats ”slumpmässigt” är det naturligt att sannolikhetskalkylen spelar en central roll inom den statistiska inferensteorin.

Följande tablå beskriver vilken typ av slutsatser (beskrivande vs förklarande (kausala)) som kan dras under olika typer av datagenererande processer (Källa: Ramsey & Schafer (2002): The Statistical Sleuth. A Course in Methods of Data Analysis. Duxbury)  
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Ett centralt element i statistisk inferensteori är att också hur man kan bedöma hur säker man kan vara på de dragna slutsatserna är korrekta (risken för felslut).

Vid statistiska undersökningar handlar det ofta om att göra jämförelser. Man kan t.ex. önska jämföra inkomstfördelningen i två olika populationer eller effektiviteten av två olika metoder för att undervisa grundkursen i statistik. I det förstnämnda fallet handlar det om en samplingundersökning och i det senare om en experimentell undersökning.
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Källa: Ramsey & Schafer

Observera att det finns många olika både “samplingdesigner” och “försöksdesigner”. Sålunda förutsätter både en samplingundersökning och en experimentell undersökning alltid noggrann förhandsplanering.
9. ESTIMATIONSTEORI
9.1 Introduktion

Vi är intresserade av någon variabel vars värde varierar från enhet till enhet (eller observation till observation).

Exempel. Månadslönen för en löntagare eller mätresultatet vid upprepade avläsningar av utetemperaturen.
Ytterligare antar vi att vi är t.ex. intresserade av någon typ av ”genomsnittsvärde” för denna variabel, t.ex. medeltalet eller medianvärdet, eller av hur sannolikt det är att observera ett värde som överskrider någon given gräns. 

Formalisering:

Vi studerar en stokastisk variabel x med en fördelning F som är helt eller delvis okänd. För att få svar på våra frågor har vi möjlighet att göra en eller flere observationer på x.

Definition. Med ett slumpmässigt sampel x1, x2, ... , xn från F avser vi en räcka observationer på n oberoende stokastiska variabler, x1, x2, ... , xn, alla med fördelningen F.
Problem: Vilka slutsatser kan vi dra om F på basen av vårt sampel?
I stället för om sampel talar man även i svensk text även om stickprov.

Utvidgningar:

Vi har ett antal observationer på två eller flere stokastiska variabler, dvs. två eller flera oberoende sampel, och önskar jämföra de motsvarande fördelningarna med varandra.

I många sammanhang är det naturligt att anta att vi har ett sampel men att observationerna för de olika enheterna i samplet kan komma från olika fördelningar, dvs. att x1 ( F1, x2 ( F2, ...  xn ( Fn, varvid dock fördelningarna tänkes vara på något sätt ”kopplade” till varandra. Vi kan t.ex. tänka oss att fördelningarna är identiska så när som på att väntevärdena kan vara olika. Om fördelningarna för variablerna inte skulle ha någonting med varandra att göra skulle vi uppenbarligen inte ha någon nytta av att ”samanalysera” dem! Om vi dessutom skulle ha bara en observation från varje fördelning skulle det i varje fall vara ytterst svårt att göra några jämförelser.

Ett sampel kan också uppfattas som en observation x = (x1, x2, ..., xn) på en n-dimensionell stokastisk variabel x = (x1, x2, ..., xn) med en fördelning med identiska eller olika marginalfördelningar.

Den grundläggande frågeställningen inom estimationsteorin kan formuleras på följande sätt:
Låt oss anta att fördelningen F är känd så när som på värdet på en okänd parameter  (som kan vara en skalär eller en vektor). Låt oss ytterligare anta att det föreligger ett slumpmässigt sampel x av observationer på x. Hur skall vi gå till väga för att erhålla en, i någon bemärkelse optimal, uppskattning av (optimalt estimat för) (eller någon funktion av )?

Om målet är ett uppskatta med ett enda värde (”punktskattning” eller ”punktestimat”), gäller det uppenbarligen att hitta en sådan funktion av x, att dess värde kan antas utgöra en ”god” uppskattning av .

Om vi, såsom ofta är fallet, analyserar flera sampel från samma ”fördelningsfamilj”, är vi ofta speciellt intresserade av att uppskatta i hur hög grad de motsvarande parametervärdena skiljer sig från varandra.

Frågor:

· Vad avses med en god uppskattning?

· Hur kan vi hitta funktioner (räkneregler) som genererar goda uppskattningar?

· Hur kan vi bedöma hur god en uppskattning är, dvs. osäkerheten i uppskattningen?

Låt * beteckna en punktskattning av  dvs.  * = *(x).  Själva regeln som anger hur vi skall ”räkna fram” estimatet kallas för estimatorn. Varje estimator utgör en s.k. statistika, dvs. en funktion vars värde beror enbart av de värden som vi observerar i stickprovet.

Uppenbarligen är * en ”god uppskattning” för  om * (  . Observera dock att värdet på * varierar från sampel till sampel beroende på vilka observationer som ingår i samplet. Å andra sidan, eftersom vi tänker att observationerna är slumpmässiga, kan vi inte på något sätt påverka vilka värden som ingår i samplet. Följaktligen, för att vi skall kunna ”lita på” en estimator borde den generera goda uppskattningar av  oberoende av vilket sampel vi råkar få. Denna innebär att när det gäller att bedöma precisionen i en uppskattning bör vi koncentrera oss på egenskaperna hos fördelningen av de uppskattningar som vi kan erhålla beroende på vilket sampel som vi råkat få.

Formellt, vi betraktar vår uppskattning * som en observation på den s.v. *(x). Fördelningen för *(x) kallas stickprovsfördelningen för uppskattningen. Kriteriet på en god estimator är att den motsvarande stickprovsfördelningen är ”koncentrerad” kring värdet på den parameter vi önskar uppskatta, oberoende av värdet på denna.

När det gäller att bedöma hur en god en estimator är gäller det alltså att i första hand bestämma fördelningen för *(x). Detta kan i princip ske på åtminstone följande sätt:

1) Analytiskt, dvs. med utnyttjande av sannolikhetsteori härleder man fördelningen för *(x) antingen exakt eller asymptotiskt under olika antaganden om F.
2) Med simulering, genom att dra att stort antal stickprov från F (vanligen någon approximation av F) och för varje stickprov beräkna värdet på *. Den empiriska fördelningen för *-värdena utgör en approximation av fördelningen för *(x).

Exempel. Vid mätning av en fysikalisk konstant har vi noterat värdena xi: 113,1, 112,9 och 119,2. Vi antar att dessa värden utgör observationer på en stokastisk variabel med väntevärdet  och att vi önskar uppskatta värdet på .

Exempel på tre alternativa estimatorer:



[image: image4.wmf]*

1

ˆ

q

 115,1 ( = medeltalet)


[image: image5.wmf]*

2

ˆ

q

= 113,1 ( = medianen)



[image: image6.wmf]*

3

ˆ

q

= 113,0 (= medeltalet av de två första observationerna)

För att kunna avgöra vilken estimator som är att föredra, borde vi uppenbarligen härleda uppskattningarnas stickprovsfördelningar t.ex. under antagande att observationerna kommer från en normalfördelning med väntevärdet . 

Givet att vi lyckats härleda stickprovsfördelningarna för de aktuella estimatorerna gäller det ännu att formulera kriterier för att rangordna stickprovsfördelningarna sinsemellan.

Det finns tre centrala definitioner för att bedöma om en estimator (egentligen stickprovsfördelning) är “bra” eller ”dålig”:

Definition 1:

En estimator (x) säges vara väntevärdesriktig (unbiased) om

E(x)) =  för alla .

Att en uppskattning är väntevärdesriktig innebär alltså att estimatorn inte har någon tendens att över- eller underskatta det sanna värdet. Estimatorn producerar alltså värden som ”i genomsnitt” sammanfaller med det korrekta värdet.

Om en estimator inte är väntevärdesriktig är den biased och det systematiska felet kallas bias och betecknas ofta med b.

b =  E(x)) – 
Observera att

(x) – (x) – E((x))] + [E((x)) – 
Termen på vänstra sidan anger det totala felet i uppskattningen medan den första termen på högra sidan anger det ”slumpmässiga felet” och den andra det ”systematiska felet”.

Definition 2:

Om för varje och för varje  > 0 gäller att

P(|(x) – | > ) → 0, då n → ∞
är estimatorn konsistent.

Att estimatorn är konsistent innebär alltså att uppskattningen med ”stor sannolikhet” kommer att avvika ”väldigt litet” från det sanna värdet bara stickprovet är tillräckligt stort. Hur stort stickprovet måste vara för att vi skall kunna vara ”säkra” på att uppskattningen ligger ”nära” det sanna värdet är förstås en viktig, men tyvärr ofta svårbesvarad fråga.

Definition 3:

Om de två estimatorerna 
[image: image7.wmf]*

1

q

(x) och 
[image: image8.wmf]*

2

q

(x) båda är väntevärdesriktiga men

V(
[image: image9.wmf]*

1

q

(x)) ≤ V(
[image: image10.wmf]*

2

q

(x)), för alla 
säges 
[image: image11.wmf]*

1

q
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Uppenbarligen, vid jämförelse mellan väntevärdesriktiga estimatorer gäller att ju mindre varians en estimator har desto bättre är den! Ibland kan man konstruera en estimator som kan visas ha mindre varians än varje annan (väntevärdesriktig) estimator. En dylik estimator säges vara effektiv eller efficient.

Kvoten
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som ibland betecknas med Ef(1(x)|(x)) kallas ofta för 
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Hur kan vi jämföra estimatorer av vilka en del kanske inte är väntevärdesriktiga? Ett alternativ är uppenbarligen att ta fasta på väntevärdet för det kvadratiska felet.

Definition 4:

Medelkvadratfelet (mean square error, betecknad MSE) för (x) definieras som

MSE((x)) = E[((x) –  )2 ] = V((x)) + b((x))2.
Om 
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(x) är två estimatorer för  så förefaller det naturligt att anse den förstnämnde som den bättre av de två om MSE(
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Ett ytterligare begrepp som brukar förekomma vid beskrivning av estimatorer är sufficiens. Mycket ”omatematiskt”  uttryckt kan mans säga att en estimator är sufficient om den utnyttjar all den information som finns i samplet om värdet på den berörda parametern.

9.2 Skattning av väntevärde och varians
a) Skattning av väntevärdet

Låt x1,x2, ... , xn  beteckna ett slumpmässigt sampel från fördelningen F med väntevärdet  och variansen 2.  Detta innebär att E(xi) =  och V(xi) =  2, i = 1,2, ... , n.

En tänkbar estimator för  är uppenbarligen sampelmedeltalet 
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 = (1/n)xi. Vilka egenskaper har denna estimator?

E(
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) = E((1/n)xi) = (1/n)E(xi) = 
Estimatorn är alltså väntevärdesriktig oberoende av F. För variansen för stickprovsfördelningen erhålles uttrycket

V(
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) = V((1/n)xi) =  (1/n2)V(xi)=  n .

Estimatorn är alltså väntevärdesriktig och variansen för skattningen går mot 0 då n växer. Detta innebär att estimatorn också är konsistent. I fråga om stickprovsfördelningen kan  konstateras att om F är en normalfördelning är också stickprovsfördelningen en normalfördelning. Ytterligare kan man med hänvisning till den centrala gränsvärdessatsen konstatera att oberoende av vilken fördelning de enskilda xi:na har, kommer stickprovsfördelningen för stickprovsmedeltalet ändå att vara approximativt normal bara storleken på stickprovet är tillräcklig (ofta brukar man använda regeln att det räcker att n överstiger 30).

Om vi har två oberoende sampel från två fördelningar F1och F2 med väntevärdena och varianserna  (1, 12) resp. (2, 22) och vi önskar uppskatta skillnaden mellan 1 och 2 är den ”naturliga estimatorn”
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igen alldeles oberoende av F. 

b) Skattning av variansen

Man brukar skilja mellan två fall, nämligen dels det när fördelningens väntevärde är känt och dels det när väntevärdet är okänt och måste uppskattas från samplet. Det sistnämnda fallet är uppenbart mera intressant.

Om väntevärdet är känt, kan variansen uppskattas väntevärdesriktigt med utnyttjande av estimatorn:

s2 = (xi – )2/n.
Om väntevärdet inte är känt kan variansen uppskattas väntevärdesriktigt med utnyttjande av estimatorn:

s2 = (xi –
[image: image28.wmf]x

)2/(n–1).
För att kunna säga mer om stickprovsfördelningen för s2 måste man veta mer om den fördelning som stickprovet härstammar ifrån. Om det t.ex. handlar om en normal-fördelning kan man visa att

V(s2) =  24/(n–1).

9.3 Några allmänna principer för att konstruera estimatorer

Vi skall här kort gå igenom tre olika metoder som man kan använda för att konstruera estimatorer som i allmänhet har goda egenskaper.

a) Maximum likelihoodprincipen

Antag att vi gör n oberoende observationer x1, x2, ... , xn på en s.v. x, som har en fördelning med frekvens- eller täthetsfunktionen f, vilken beror av en parameter  som vi önskar uppskatta värdet på.

Fördelningen h för stickprovsvektorn (x1, x2, ..., xn) kan då skrivas som

h(x1, x2, ..., xn; ) = f(x1; )f(x2; f(xn; 

För ett givet kan vi räkna sannolikheten eller sannolikhetstätheten för olika räckor av värden på observationerna genom att placera in de aktuella värdena på x:ens plats. Vid tillämpning av den s.k. Maximum likelihoodprincipen ”vänder vi så att säga på steken” och ser h som funktion av  för givna x. I detta fall brukar man tala om likelihoodfunktionen som ofta betecknas med L.

L(; x1, x2, ..., xn) = h(x1, x2, ..., xn; ).

Enligt den mycket välkända och ofta utnyttjade maximumlikelihoodprincipen skall vi uppskatta med det värde *, som maximerar likelihoodfunktionen (inom ramen för tillåtna värden på . Vi uppskattar alltså med det värde på parametern som maximerar ”likelihooden” för de observationer som vi faktiskt gjort. 

Man kan visa att dessa s.k. maximumlikelihoodskattningar under mycket allmänna villkor är åtminstone asymptotiskt optimala, dvs. är åtminstone asymptotiskt väntevärdesriktiga och efficienta.  

Exempel. Vi vill uppskatta sannolikheten p för att vid kast med ett givet mynt erhålla resultatet krona. Vi samlar in information genom att kasta myntet 10 gånger. Antag att vi sex gånger observerar resultat krona. Vilken är ML-skattningen för p?

Antag att

xi = 1 om resultatet i kast nr i är ”krona” och 0 i annat fall, i = 1, 2, ... , 10.

y = xi.

Man kan visa att y är s.k. sufficient statistiska för p, dvs. värdet på y innehåller all den information som finns i x:n om p.

y ~ Bi(10, p)

L(p; y) = 
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Genom att maximera L med avseende på p med beaktande av att 0 < p < 1 erhåller vi maximumlikelihoodskattningen för p. De facto, räcker det uppenbarligen med att maximera L* =  p6(1 – p)4 eller ännu enklare L = log L* = 6log p + 4log(1-p).

L’ = 6/p -  4/(1-p).

För att hitta maximum sätter vi på känt manér L’ = 0,vilket resulterar i ekvationen

6(1-p) = 4p ( p = 6/10.

Det gäller sedan att förstås ännu kolla att detta faktiskt är ett värde som maximerar likelihoodfunktionen, vilket det faktiskt är. ML-skattningen för p är alltså 0,6, vilket motsvarar den relativa frekvensen kronor i försöksserien.
b) Minsta-kvadratprincipen (Least squares)

Låt x beteckna ett slumpmässigt stickprov från fördelningen F med väntevärdet E(x) = , där  är en känd funktion av den okända parametern , som vi vill uppskatta värdet på. Låt

S() = (xi – 2,

dvs. summan av de kvadrerade avvikelserna mellan de observerade värdena och väntevärdet.

Definition. Det värde på  som minimerar värdet på S kallas för ”minsta-kvadratskattningen” för .

Exempel. Vi har noterat lystiden för ett antal glödlampor slumpmässigt utvalda från ett större parti glödlampor och antar att för delningen för lystiden kan ”modelleras” med en exponentialfördelning med parametern 
f(x; ) = (1/)e-x/, x > 0   (   E(x) = 

S() = xi - )2   (   S’ = -2xi + 2n
Genom att sätta S’ = 0 och lösa ekvationen med avseende på  finner vi att minsta-kvadratskattningen för  är 
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c) Momentprincipen (Method of Moments)

Grundidén i momentprincipen är den att vi uttrycker variabelns moment som funktion av den eller de okända parametrar som vi önskar uppskatta. Sedan ersätter vi de ”teoretiska momenten” med motsvarande empiriska moment och löser de erhållna ekvationerna med avseende på de parametrar som vi önskar uppskatta.

Exempel. Antag att vi önskar uppskatta väntevärdet () och variansen (2) för en stokastisk variabel x med fördelningen F. Vi har tillgång till n oberoende observationer x1, x2, ..., xn på x.

E(x) = , E(x2) =  2 + 2
(  * = (1/n)xi, 2* + *2 = (1/n)xi2, 2* = (1/n)xi2 – [(1/n)xi ]2
(2* = (1/n)(xi - ()2  .

Här anger alltså 2* och * de uppskattade värdena för 2 och 

9.4.  Medelfelet för en skattning

Om man har att göra med en väntevärdesriktig skattning utgör standardavvikelsen (eller variansen) i stickprovsfördelningen för skattningen det ”naturliga” måttet på skattningens precision.

Problemet är dock att denna standardavvikelse vanligen är en funktion av en eller flere okända parametrar och därmed omöjlig att beräkna värdet på. Vi måste alltså nöja oss med att försöka uppskatta värdet på standardavvikelsen (eller variansen).

Definition. Skattningen för D(*) benämnes för medelfelet (standard error) för skattningen.

Tillämpning:

Vi önskar uppskatta väntevärdet  för en stokastisk variabel x utgående från ett slumpmässigt stickprov av observationer på x. Från tidigare vet vi att  ( utgör en väntevärdesriktig skattning för  med variansen  2/n och följaktligen standardavvikelsen

/(n.

Eftersom  vi kan uppskatta med
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erhåller vi följande uttryck för medelfelet för medeltalet:

D*(*) = s / (n.

9.5 Konfidensintervall

Med beaktande av att en punktskattning alltid är ”mer eller mindre” felaktig kan det vara naturligare att göra skattningen i form av en intervallskattning, dvs. att konstruera ett konfidensintervall för den okända parametern.

Vi utgår igen från att vi har ett sampel x av observationer på en stokastisk variabel x med en fördelning F som beror av en okänd parameter   och att vi önskar uppskatta värdet på  (eller någon funktion av .

Definition. Ett intervall I, som med en given sannolikhet 1 –   innehåller värdet på benämnes för ett konfidensintervall för  med konfidensgraden 100 (1 – ) %. Intervallets ändpunkter, de s.k. konfidensgränserna betecknas med aL(x) och aU(x).

Observera att gränserna är att betrakta som stokastiska variabler eftersom de utgör funktioner av x.  Målet är följaktligen att bestämma aL  och aU sålunda att

P(aL(x) <  < aU(x) ) =  1 – .

Sannolikheten 1 – kan i princip väljas fritt. Vanliga värden är 0,90, 0,95 och 0,99, vilket motsvarar  90 %- , 95 %- och 99 %-konfidensintervall.

Vi valet av statistikorna aL(x) och aU(x) strävar man förstås efter att konfidensintervallet, givet konfidensgraden, är möjligast smalt.

Ofta konstruerar man konfidensintervall genom att försöka hitta en sådan funktion h av x och att dess fördelning är känd. Detta innebär att man kan bestämma gränser och 2 sådana att

(1 < h(x, ) < 2) = 1 – .

Genom att sedan lösa olikheten med avseende på  erhålles funktionerna aL och aU.

Ofta utnyttjar man ”normalfördelningsapproximation” vilket vanligen resulterar i konfidensintervall av typen:

* ( z(1 - D*(*)

Exempel. Vi vill uppskatta den genomsnittliga sockerhalten i ett större parti sockerbetor. Vi drar ett slumpmässigt sampel om 60 betor och mäter sockerhalten i dem.

Resultat:

15,70, 14,30, ...,16,50

Först beräknar vi 
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 = 16,51 och s = 1,23.

Teoretisk kan man visa att om man har att göra med ett sampel från en normalfördelning, så är

t = 
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t-fördelad med n–1 frihetsgrader. Från tabellen över t-fördelningen t0,005 = -2,66 och t0,995 = +2,66. Eftersom 1,23/(60 = 0,159 erhåller vi ett 99 % konfidensintervall för  som

16,51 ( 2,66·0,159

dvs.  I = (16,1, 16,9)
Vi påstår alltså att 16,1 <  < 16,9 och eftersom intervallet är konstruerat som ett 99 % konfidensintervall vet vi att om vi skulle dra upprepade sampel av sockerbetor från det aktuella partiet och varje gång räkna ut konfidensintervallet enligt samma princip som ovan skulle intervallet vara korrekt i 99 fall av 100.

Observera att man även kan konstruera ensidiga konfidensintervall!

I t.ex. Körner & Wahlgren: Statistisk dataanalys finns formler för beräkning av konfidensintervall för

1) Väntevärdet under antagande att fördelnings varians är känd eller okänd,

2) populationsandelen,

3) skillnaden mellan väntevärden,

4) skillnaden mellan populationsandelar,

5) konfidensintervall för väntevärdet för skillnaden vid så kallade parade observationer.
10. HYPOTESPRÖVNINGSTEORI

10.1. Allmänna principer

Exempel. Vi är intresserade av en variabel om vilken vi kan anta att den är (approximativt) normalfördelad med standardavvikelsen 15 i den givna populationen. På basen av tidigare erfarenheter är man benägen att tro att populationsmedeltalet är (() 100. Det finns dock också en misstanke om att det eventuellt skett förändringar. För att undersöka saken drar man ett stickprov om 25 enheter och tar reda på det aktuella värdet för dem. För dem beräknar man medeltalet 118,7. Stickprovsmedeltalet är ju betydligt större än 100, men kan detta tas som ett bevis på att det faktiskt skett en förändring i medeltalet?

Modell:

x ( N(, 225)

Sampel: x1, x2, ..., x25

( 
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 ~ N(, 3)      (15/
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 = 3)

Vi kan t.ex. göra följande kalkyl:
Om  = 100 är 
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 ( N(, 3). Sannolikheten för att medeltalet av 25 observationer är större än 115 är i detta fall

1 – ( 0.
Vi observerade värdet 118,7. Två alternativa förklaringar:

1) Något ytterst osannolikt har inträffat

2) Vi har observerat någonting som om  skulle vara 100 är nästintill omöjligt, däremot helt möjligt om  har ett betydligt större värde (t.ex.  = 112) . 

Även om den första förklaringen är möjlig (också osannolika händelser kan ibland inträffa!) förefaller den senare förklaringen betydligt rimligare eller hur? Vi drar alltså slutsatsen om att hypotesen ”Ho:  ingen förändring” är felaktig.

Ide: Vi resonerar oss fram, med utnyttjande av sannolikhetskalkyl, till vad vi förväntar oss att observera om nollhypotesen korrekt. Om det visar sig att, givet att nollhypotesen är korrekt, det är mycket osannolikt att observera det som vi faktiskt observerat drar vi slutsatsen att nollhypotesen är felaktig, i annat fall accepterar vi den.

Är detta en rimlig princip? 

GRUNDPRINCIPERNA FÖR ”KLASSISK” HYPOTESPRÖVNING:

1) Formulera först en så kallad nollhypotes (betecknad H0) och en så kallad mothypotes (betecknad H1).

Hypoteserna bör vara så formulerade att de täcker alla tänkbara möjligheter och är varandra uteslutande.

Till H0 hypotes väljes vanligen det som ”gällt tidigare” eller det som man är beredd att hålla fast tills man blivit övertygad om att hypotesen är felaktig. Vid jämförelser är nollhypotesen vanligen den att det inte finns några skillnader mellan de populationer som man jämför, medan vid studier av samband nollhypotesen vanligen formuleras som så att det inte finns något samband.

Observera att det inte är egalt vad som väljs till nollhypotes och vad som väljs till mothypotes. Nollhypotesen har t.ex. a priori en mycket ”starkare ställning” än mothypotesen (jämför en rättegång).

Ofta gäller hypotesen värdet på någon fördelningsparameter (väntevärdet, sannolikhet, etc.). Om en hypotes specificerar ett enda värde för parametern, talar man om en ”enkel hypotes” och i motsatt fall om en ”sammansatt  hypotes”.

2) Drag stickprovet och beräkna värdet på någon lämplig teststatistika. 

Teststatistikan bör vara en sådan funktion av sampelobservationerna att man vet dess fördelning om nollhypotesen är korrekt (antag enkel nollhypotes). Detta är nödvändigt för att vi skall kunna bedöma vad som är ”sannolika” och ”osannolika värden” på teststatistikan om H0 vore korrekt. En viktig forskningsuppgift inom statistiken är att konstruera ”goda” teststatistikor för olika hypotesprövnings-situationer. 

3) Utgående från fördelningen för teststatistikan om H0 är korrekt, dela in mängden        av alla möjliga värden på teststatistikan i dels sådana som är ”sannolika” resp.      ”osannolika” om H0 är korrekt.

Ofta (men inte alltid) är teststatistikan sådan att både ”väldigt små” värden och ”väldigt stora” värden är osannolika under H0.

(
      ___________________/___________________/___________________


Kritiskt område
  Acceptansområde
        Kritiskt område

4) Om värdet på teststatistikan faller inom det kritiska området ”förkastas H0”, i annat fall ”accepteras H0”. I det sistnämnda fallet brukar man säga att värdet på teststatistikan är signifikant.

Det kritiska området brukar vanligen väljas så att sannolikheten för att få ett värde på teststatistikan som faller inom det kritiska området är bara 0,05 eller 0,01 om H0 är korrekt. Sannolikheten för att observera ett värde på teststatistikan som faller inom det kritiska området givet att H0 är korrekt brukar kallas för testets signifikansnivå (bet ).  ges alltså vanligen antingen värdet 0,05 eller 0,01  (man talar om ”test på 5 % -nivån” eller ”test på 1 % -nivån”). 

Teststyrkan:
Sannolikheten för att få ett värde på teststatistikan som faller inom det kritiska området beror uppenbarligen på vilket värde den aktuella parametern faktiskt har. En funktion som uttrycker sannolikheten för att observera ett värde på teststatistikan som faller inom det kritiska området som funktion av parametervärdet kallas för testets styrkefunktion (betecknad  = den aktuella parametern)

Om man önskar testa H0: 0 mot H1: (0 skulle det ”ideala testet” uppenbarligen ha styrkefunktionen
om och om (0 .

Observera att detta dessutom borde gälla oberoende av hur värdet på specificerats.

Tyvärr är det vanligen omöjligt att konstruera dylika test!
Fel av första och anslaget  (fel respektive  fel)
Beslut

H0 accepteras

H0 förkastas

H0  sann

Korrekt beslut.

Fel av första slaget,
I verklig-






typ I-fel, -fel.
heten är
H0  falsk

Fel av andra slaget,
Korrekt beslut.
typ II-fel, -fel.
Sannolikheten för att begå ett fel av andra slaget () är

för  ( 0.

OBS! Av tradition har det ansetts vara allvarligare att begå ett fel av första slaget än av andra slaget (Jämför rättegång!).

Prövning av sammansatta nollhypoteser.

Om vi vill pröva en hypotes av typen H0: (  mot H1: >  och vill vara så att säga på säkra sidan, är det naturligt att vi vid bestämning av det kritiska området utgår från alternativet = för nollhypotesen. Om vi t.ex. som teststatistika använder oss av det s.k. t-värdet, dvs.
t = (
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– )/(s/n)),
är det uppenbart att det kritiska området bör omfatta enbart stora värden på t. Det är också uppenbart att om värdet på t faller inom det kritiska området skulle det också falla inom det kritiska området för alla värden på  < . Principen är alltså den att vid sammansatta nollhypoteser bestämmer man det kritiska området utgående från det värde (de värden) på parametern som ligger ”närmast” mothypotesen.

Nuförtiden är det vanligt att då man presenterar resultatet av en hypotesprövning så anger man inte om värdet är eller inte är signifikant på en viss nivå utan man anger det s.k. p-värdet.

Definition. p-värdet = ”sannolikheten för att erhålla ett värde på teststatistikan som är minst lika extremt som det som man faktiskt observerat givet att nollhypotesen är korrekt”.

Om t.ex. p= 0,038 motsvarar detta det resultat att värdet på teststatistikan är signifikant på 5 %-nivån men inte på 1 %-nivån. Om p = 0,063 är resultatet inte signifikant ens på 5 %-nivån.

Sambandet mellan konfidensintervall och hypotesprövning.
Det finns ett nära samband mellan konstruktionen av konfidensintervall och hypotesprövning.

T.ex. ett 95 %-konfidensintervall för ett väntevärde omfattar alla de värden för vilka man skulle få ett icke-signifikant resultat om man skulle utföra en hypotesprövning med  = 0,05 och de berörda värdena som nollhypotes.

Vanliga typer av hypotesprövning som behandlas bl.a. Körner-Wahlgren: Statistisk dataanalys:

· hypoteser rörande väntevärden

· hypoteser rörande proportioner

· hypoteser rörande skillnader mellan väntevärden

· hypoteser rörande skillnader mellan proportioner

Randomiseringstest vid experimentella undersökningar:

Exempel. För att studera effekten av olika ”belöningssystem” på kreativiteten delade man slumpmässigt in ett antal personer med erfarenhet av att skriva dikter i två grupper. Alla deltagare fyllde i ett frågeformulär som hade att göra med motiven för diktskrivande. Deltagarna i den ena gruppen (”Intrinsic group”) fick ett formulär där man betonade betydelsen av ”interna motiv” såsom personlig tillfredsställelse, avkoppling etc., medan de som hörde till den andra gruppen (”Extrinsic group”) fick ett formulär där frågorna rörde betydelsen av ”externa motiv”, såsom möjlighet att ”vinna pris”, ”bli berömd” osv. Efter att formuläret fyllts i fick alla deltagarna skriva en dikt. Alla dikter sändes sedan till 12 erkända diktare som poängsatte varje dikt med avseende på ”kreativitet”. För varje deltagare beräknades sedan ett kreativitetspoäng som medeltalet av de olika bedömarnas  poänger. Resultat (Källa: Ramsey & Schafer):
[image: image38.png]visplay 1./

P12

Creating a different randomization for the creati

y study

Creativity Actual Another Creativity Actual Another
Score Growpine  Groupine Score Growpine  Groupine
12,0 Intrinsic(2 1 5.0 Extrinsic(1) 2
12,0 Intrinsic 2 54 Extrinsic
129 Intrinsic 1 6l Extrinsic 1
13.6 Intrinsic 2 10.9 Extrinsic
16.6 Intrinsic 2 1.8 Extrinsic 1
17.2 Intrinsic 12.0 Extrinsic 1
175 Intrinsic 2 123 Extrinsic 1
182 Intrinsic 2 148 Extrinsic
19.1 Intrinsic 15.0 Extrinsic 2
19.3 Intrinsic 2 16.8 Extrinsic
198 Intrinsic 2 172 Extrinsic 2
203 Intrinsic 2 172 Extrinsic
205 Intrinsic 1 174 Extrinsic 2
20.6 Intrinsic 2 175 Extrinsic
Intrinsic 1 185 Extrinsic 2
Intrinsic 2 18.7 Extrinsic 1
Intrinsic 1 Extrinsic 1
Intrinsic 2 Extrinsic 1
Intrinsic 1 Extrinsic 1
Intrinsic 1 Extrinsic 1
Intrinsic 1 Extrinsic 1
Intrinsic 1 Extrinsic
Intrinsic 1 Extrinsic 2
29.7 Intrinsic 1 T
Averages from Actual Grouping Averages from Another Grouping
Group Average Difference Group Average Dif

Intrinsic (2) 19.88
]» 414
Extrinsic (1) 1574

Group | 18.87
]-» 2.07
Group 2 16.80





Den faktiskt observerade skillnaden i medeltalet av poängen inom de båda grupperna är 4.14. Är detta en så stor skillnad att vi kan anse minst lika stora skillnader som osannolika om H0: ”ingen behandlingseffekt” är korrekt. Om H0 vore korrekt, skulle alla deltagare ha fått samma poäng oberoende av  vilken behandlingsgrupp de råkat hamna i. Eftersom vi vet att fördelningen på grupperna skett helt slumpmässigt kan vi analysera hur stora skillnader som kan uppstå som ren slumpeffekt genom att omfördela enheterna mellan grupperna slumpmässigt. I nedanstående tablå ser vi histogrammet för skillnaden mellan gruppmedelpoängen vid 1000 slumpmässiga omfördelningar:
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Vi ser att den faktiskt observerade skillnaden är mycket extrem. De facto vid 1000 slumpmässiga randomiseringar av enheterna på de båda grupperna är det bara 4 som resulterar i en absolut sett minst lika stor differens som den faktiskt observerade differensen (4,14), alltså en differens som är ( -4.14 eller ( 4,14. Vi kan alltså uppskatta p-värdet till 0,004, dvs. H0 kan förkastas på t.ex. 1 %-nivån.

Dylika test brukar kallas för randomiserings- eller permutationstest. Observera att det enda antagande som vi egentligen behöver göra är att fördelningen på behandlings-grupperna skett slumpmässigt!

11.  ANALYS AV KONTINGENSTABELLER
I många situationer har vi att göra med variabler som är mätta på en nominalskala, vilket innebär att vi bara kan notera till vilken klass på ifrågavarande variabel en viss enhet tillhör. Exempel på dylika variabler är t.ex. kön, hemort, ögonfärg, yrke och utbildning. I dylika fall kan det bli aktuellt att testa någon hypotes angående fördelningen på de olika klasserna. Vanligen utnyttjar man i dylika fall ett s.k. 2-test.

Värdet på testvariabeln beräknas enligt formeln

2 =  
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där O = observerad frekvens och E = förväntad frekvens under antagande att nollhypotesen är korrekt.  Summeringen sker över alla klasser i fördelningen. Detta 2-värde är alltså ett mått på hur mycket de faktiskt observerade frekvenserna avviker från det vi förväntar oss att ”i genomsnitt” observera om nollhypotesen är korrekt.
Enkla frekvenstabeller

Exempel. Vi är intresserade av vilken betydelse förpackningsdesignen har för försäljningen av en viss vara. Under en försöksperiod tillverkas och säljes varan i tre olika typer av förpackningar. Förpackningarna placeras sida vid sida med varandra i ett varuhus där försäljningen sker. Under den aktuella perioden säljer man totalt 90 exemplar av den aktuella produkten och dessa fördelar sig på de olika förpackningsdesignerna enligt följande:

Förpackningsdesign
Antal sålda förpackningar





1


23




2


36




3


31
Om designen inte har någon betydelse borde sannolikheten för att en köpare väljer en förpackning av en viss typ vara lika stor för alla tre alternativen, dvs. 1/3. Om så är fallet är väntevärdet för hur många exemplar som man sålt av en speciell typ 30 för alla tre alternativen.

Sålunda får vi 2- värdet som

2 = (23 – 30)2/30 + (36 – 30)2/30 + (31 – 30)2/30 = 2,87

Man kan visa att om nollhypotesen är korrekt är värdet på testvariabeln approximativt  2-fördelad med antalet frihetsgrader:
df = a – b – 1,
a =  antalet klasser

b =  antalet från stickprovet uppskattade parametrar

I exemplet är antalet klasser 3 och ingen parameter har uppskattats från samplet, alltså är
df  = 3 – 1 = 2

Från en 2-tabell ser vi att för att resultatet skall vara signifikant på 5 %-nivån bör värdet på testvariabeln överstiga 5,99. Vi observerade värdet 2,87. Detta innebär att det inte finns någon anledning att överge nollhypotesen, dvs. att alla förpackningar är lika ”attraktiva”.

OBS! Ett 2- test är normalt sett alltid ensidigt, dvs. nollhypotesen bör kastas enbart för stora värden på testvariabeln.

OBS! Utnyttjandet av den approximativa fördelningen för testvariabeln förutsätter att ingen förväntad frekvens är mindre än 1 och högst 20 % av de förväntade frekvenserna har värden som är mindre än 5.
Om dessa villkor inte är uppfyllda kan man eventuellt rädda situationen genom att slå samman klasser med låga förväntade frekvenser. Också om man har många klasser som man inte har en endaste en observation i är användningen av 2-testet tvivelaktigt.

Exempel. (”Klassiskt”) I en berömd undersökning studerade Bortkiewicz hur många personer som dödats genom spark av häst vid tio preussiska armékårer under 20 år (1875-1974). Resultat:

Antal döda:
  0
 1
 2
3
4

Frekvens:
109
65
22
3
1

Vi vill undersöka om antalet döda under ett år kan betraktas som en poissonfördelad stokastisk variabel.

H0: Variabeln är poissonfördelad.
H1: Variabeln är inte poissonfördelad.
Poissonfördelningen har som känt parametern som är identiskt med väntevärdet för variabeln. Vi får fram den poissonfördelningen som bäst anpassar sig till de observerade värdena om vi uppskattar  med stickprovsmedeltalet (maximum-likelihoodskattningen).

I detta fall är 
[image: image41.wmf]x

 = 0,61

Härefter bestämmer vi sannolikheten för att observera värdena 0, 1, 2, 3 samt ett värde större än eller lika med 4 för poissonfördelningen  med  = 0,61
Vi kan ställa upp följande tabell:

    Antal döda
Observerad frekvens (O)

 0

109


0,544

108,8

 1

 65


0,331

  66,2

 2

 22


0,101

  20,2

 3

  3


0,021

    4,2

(4

  1


0,003

    0,6

Vi slår ihop de två sista klasserna, varvid den nya klassen har den observerade frekvensen 4 och den förväntade frekvensen 4,8.

2 = (109 – 108,8)2/108,8 + (65 – 66,2)2/66,2+(22 – 20,2)2/20,2+(4 – 4,8)2/4,8 = 0,316

df = 4 – 1 – 1 = 2

Det kritiska värdet på 5 % är 5,991, vilket vida överstiger det faktiskt observerade värdet. Vi har alltså ingen anledning att förkasta H0.

Observera att vi alltid bör utgå från en ”fullständig” klassindelning.

Varning! 2-värdet räknas alltid utgående från de verkliga frekvenserna, alltså inte t.ex. på basen av %-tal.
Korstabeller

I en korstabell redovisar man fördelningen på två eller flere, vanligen kvalitativa variabler. Också om man har att göra med i princip kvantitativa variabler kan det ibland vara skäl att övergå till studera enbart fördelningen på olika klasser.

Exempel. I en studie av förekomsten av hjärtfel bland manliga anställda vid ett stort statligt ämbetsverk intervjuade man 356 slumpmässigt utvalda personer. Bland annat noterade man sådana variabler som ”socioekonomisk status” och ”rökvanor”. Utgående från detta konstruerade man bl.a. följande tabell:

         Rökvanor


Socioekonomisk status
	
	Hög
	Medel
	Låg
	Summa

	Röker
	51
	22
	43
	116

	Rökt tidigare
	92
	21
	28
	141

	Aldrig rökt
	68
	9
	22
	99

	Summa
	211
	52
	93
	356


Man är intresserad av om det finns något samband mellan socioekonomisk status och rökvanor.

H0: Inget samband, dvs. variablerna oberoende av varandra.
H1: Det finns ett samband.
Om variablerna är oberoende erhålles sannolikheten för att en intervjuad person tillhör en viss cell  pij som

pij = pi·p·j

dvs. som produkten av marginalsannolikheterna. Dessa kan vi sin tur uppskatta utgående från de observerade marginalfördelningarna.

Sålunda gäller att

Eij = n(ni·/n)(n·j/n) = (ni·)(n·j)/n,

alltså

                          förväntad frekvens = 
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För tabellen ovan får vi för den förväntade frekvensen i (1, 1)-cellen:

(211·116)/356 = 68,75 osv.

Förväntade frekvenser:

         Rökvanor


Socioekonomisk status
	
	Hög
	Medel
	Låg
	Summa

	Röker
	51 (68,75)
	22 (16,94)
	43 (30,30)
	116 (115,99)

	Rökt tidigare
	92 (83,57)
	21 (20,60)
	28 (36,83)
	141 (141,00)

	Aldrig rökt
	68 (58,68)
	9 (14,46)
	22 (25,86)
	99  (99,00)

	Summa
	211 (211,0)
	52  (52,00)
	93 (92,99)
	356  (355,99)


2- värdet kan sålunda räknas enligt:

2 =  (51 – 68,75)2/68,75 + (22 – 16,94)2/16,94 + ... + (22 – 25,86)2/25,86 = 18,51

För en korstabell med r klasser för radvariabeln och c klasser för kolumnvariabler kan frihetsgradsantalet beräknas enligt

df = (r – 1)(c – 1)

I exemplet erhålles sålunda

df =  (3 – 1)(3 – 1) = 4

På 1 %-nivå är det kritiska värdet  13,276 (från tabellen). Konklusionen är alltså den att nollhypotesen kan förkastas, det förefallet alltså som rökvanorna är beroende av ens socioekonomiska status. Observera dock problemet med att göra några slutsatser om kausalsambandet på basen av en dylik icke-experimentell undersökning.

I ovanstående fall har vi antagit att vi har ett stickprov och att vi mätt värdet på två variabler för varje enhet. Alldeles samma metodik kan dock användas om vi har flere stickprov från olika populationer och önskar testa nollhypotesen  att en viss variabel har samma fördelning i samtliga  populationer. I detta fall kommer raderna att motsvara olika stickprov.

Exempel. Ett nytt preparat (A) mot migrän har jämfört med ett beprövat preparat (B). Jämförelsen har tillgått så att 100 patienter, som brukar lida av migrän, fått inta endera A eller B under en månads tid (randomisering). För varje patient har man sedan avgjort om attackfrekvensen varit högre, lägre eller lika med attackfrekvensen under en period före behandlingen. Resultatet av prövningen blev följande:
	
	Högre
	Lika
	Lägre
	Summa

	A
	6
	10
	34
	50

	B
	8
	20
	22
	50

	Summa
	14
	30
	56
	100


I detta fall har vi alltså 2 oberoende stickprov från två fördelningar.

H0: Samma fördelning i båda populationerna.
H1: Olika fördelningar.
Vi uppskattar fördelningen under H0 från summa-raden. Om H0 är korrekt kan vi nämligen slå ihop stickproven och utgående från det kombinerade stickprovet kan vi sedan uppskatta sannolikheterna för att en person skall höra till en viss klass.

Förväntade frekvenser:

	
	Högre
	Lika
	Lägre
	Summa

	A
	6   (7)
	10  (15)
	34  (28)
	50  (50)

	B
	8   (7)
	20  (15)
	22  (28)
	50  (50)

	Summa
	14 (14)
	30  (30)
	56  (56)
	100 (100)


För värdet på testvariabeln erhåller vi uttrycket:

2 = (6 – 7)2/7 + (10 – 15)2/15 + ... +  (22 – 28)2/28 = 6,19

För frihetsgradsantalet gäller samma regel som ovan, dvs.
df =  (2 – 1)(3 – 1) = 2

För  = 0,05 hittar vi i 2-tabellen det kritiska värdet 5,991. Nollhypotesen kan alltså förkastas. Tittar vi närmare på tabellen ser vi att preparat A uppenbarligen är bättre än preparat B.

Om man får ett signifikant resultat, dvs. det är uppenbart att antagandet om oberoende eller alternativt samma fördelning inte håller sträck är det förstås skäl att gå vidare och försöka analysera närmare vari skillnaden består. Det kan vi t.ex. göra genom att göra en residualanalys.

Man kan bl.a. visa att om nollhypotesen är korrekt är de s.k. standardiserade residualerna


[image: image43.wmf]E

E

 

-

 

0


Approximativt N(0, 1)-fördelade. Detta gör det möjligt att lokalisera var i tabellen avvikelserna från nollhypotesen är lokaliserade.

Mera generellt kan vi tänka oss att vi bygger upp modeller för fördelningen på olika kategorier för en viss beroendevariabel. Om vi har en beroendevariabel (I) och t.ex. två förklarande variabler (J, K) (alla kvalitativa) kan vi t.ex. tänka oss att vi utgår från modellen

pijk = pi··p·j·p··k
(”oberoende”)

pijk = Sannolikheten för att höra till cellen (i, j, k), där i = 1, 2, ..., a, j = 1, 2, ..., b,  k = 1, 2, ..., c

a, b, c = antalet klasser för berörda variabler.

{pi··}, {p·j·}, {p··k} marginalfördelningarna för den beroende och de förklarande variablerna.

Om denna modell är korrekt gäller att

E(Oijk) = n pi··p·j·p··k
vilket implicerar att

        log (Oijk)
= log(n) + log (pi··) + log (p·j·) + log(p··k) + slumpkomponent
= konstant + i + j + k + slumpkomponent.
Man talar om s.k. loglineära modeller. Analysen går ut på att uppskatta modellens parametrar och eventuellt pröva olika hypoteser rörande dem. Om nollhypotesen oberoende måste förkastas, innebär detta att modellen måste kompletteras med s.k. interaktionsparametrar. Ofta kan det t.ex. vara skäl att redan i utgångssituationen beakta att de förklarande variablerna inte behöver vara sinsemellan oberoende. Detta innebär att vi åtminstone lägger till parametrar som tillåter interaktion dem emellan. Då erhåller vi en modell av typ

Log(Oijk) = konstant + i + j + k + jk + slumpkomponent,
där jk är en s.k. interaktionsparameter. Genom analysera hur bra anpassning denna modell ger, får vi testat om antagandet att I är oberoende av J och K håller sträck, varvid vid tillåter att J och K nog kan vara inbördes beroende.

12. KORRELATIONS- OCH REGRESSIONSANALYS

Ofta är man intresserad av att studera om det finns någon form av samband mellan två eller flere variabler.

Målet kan t.ex. vara

1) Analysera om man påvisa ett samband,

2) givet att man kan påvisa ett samband, analysera vilken typ av samband det rör sig om,

3) mäta styrkan i sambandet.

Korrelationsanalys

Om vi har att göra med kvantitativa variabler är den s.k. korrelationskoefficienten det vanligaste måttet på styrkan i sambandet.

Antag att vi har att göra med en 2-dimensionell stokastisk variabel (X,Y). Korrelationskoefficienten definieras som
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där 12 = kovariansen mellan X och Y, 1 = standardavvikelsen för X och 2 = standardavvikelsen för Y.

På samma sätt som för den empiriska korrelationskoefficieten r12 gäller att

-1 ( 12 ( 1

Korrelationskoefficienten kan tolkas som ett mått på det “lineära sambandet” mellan  variablerna.

Om vi har att göra med bivariat normalfördelning kan man visa att variablerna är oberoende alltid och endast om 12 = 0.

Givet att vi har ett obundet slumpmässigt urval från den aktuella fördelningen (populationen) kan vi uppskatta värdet  på  12 med
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där r12 = stickprovskorrelationen,
s12 = kovariansen för observationerna i stickprovet,
s1  = standardavvikelsen för observationerna på X i stickprovet och
s2  = standardavvikelsen för observationerna på Y I stickprovet

Att beräkna medelfelet för skattningen är relativt besvärligt. Däremot kan man visa att om 12 = 0 så gäller att
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är t-fördelad med n – 2 frihetsgrader.
Om vi önskar testa H0: 12 = 0 mot H1: 12 ( 0, bör alltså nollhypotesen förkastas om |t| > tkrit, där det kritiska värdet beror av den önskade signifikansnivån och sampelstorleken. Förstås kan vi också göra ett ensidigt test.

Exempel. Vi önskar testa H0: 12 = 0 mot H1: 12 ( 0 och har utgående från ett stickprov omfattande 50 enheter beräknat r12 = 0,21.


[image: image47.wmf]1,49

 

 

2

0,21

 

-

 

1

2

 

-

 

50

0,21

 

t 

=

=


För ett test på 5 %-nivån hittar vi från t-fördelningstabellen (48 ( 50 frihetsgrader) tkrit = 2,009. Nollhypotesen kan alltså inte förkastas. Vi kan inte på basen av detta material påvisa ett samband mellan X och Y.

Om vi har många variabler X1, X2, ..., Xn kan vi beräkna en korrelationskoefficient för varje kombination av variabler dvs. i detta fall finns det n(n–1)/2 olika korrelationskoefficienter. Vanligen brukar man arrangera dessa i form av en matris och talar om korrelationsmatrisen.
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Motsvarande för den empiriska korrelationskoefficienten.

För varje korrelationskoefficient kan vi t.ex. testa om den avviker signifikant från noll.

Mass-signifikansproblemet!

Exempel. Utgående från ett stickprov omfattande 200 slumpmässigt utvalda hushåll har man beräknat korrelationen mellan de totala utgifterna för inköp av kaffe o.d., läskedrycker o.d., öl samt tobak.
Korrelationsmatrisen (SPSS-utskrift):
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Det är också möjligt att testa hypoteser av typ H0: 12 = 0,5, men det förutsätter användning av s.k. z-transformation.

Om man kan påvisa att två variabler är korrelerade är det skäl att fundera vidare på vad som kan vara orsak till korrelationen.

Exempel. Utgifterna för inköp av kläder, skodon m.m. är positivt korrelerad med de disponibla inkomsterna. Det förfaller uppenbart att ökade disponibla inkomster ”i genomsnitt” ökar konsumtionen av kläder, skodon m.m. I detta fall föreligger ett verkligt kausalsamband.

”Kausalsamband”

X


Y


Exempel. För 100 eldsvådor i en stad observerade X = antal brandmän som deltog i släckningsarbetet och Y = skadornas omfattning. Det visade sig att r12 = 0,87.

Alltså om det uppstår en brand så gäller det att hindra brandmännen att komma fram om man vill minimera skadorna eller hur...? Uppenbart är dock att det i detta fall inte är fråga om ett kausalsamband. Den observerade korrelationen beror på att båda X och Y är korrelerade med en tredje variabel. Man brukar tala om ”nonsenskorrelation” (spurious correlation).

”Nonsenskorrelation”

X                    Y

             



Z

Ett mått på i hur hög grad X och Y korrelerar givet att man eliminerar effekten av Z erhåller man genom att beräkna den s.k. partiella korrelationskoefficienten:

xy,  xz,  yz
Den partiella korrelationen mellan X och Y då man eliminerat effekten av Z.
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Exempel. För ett antal länder har man mätt antalet födda per 1000 personer (X), antalet döda per 1000 personer (Y) och BNP (Z).
Korrelationsmatrisen:




      X
       Y
       Z
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Vi kan också räkna partiella korrelationer då vi kontrollerar för två eller flere variabler (beteckning typ 
Också de partiella korrelationerna kan och bör hypotesprövas!

Observera att vid mätning av samband mellan ordinalskale- och nominalskalevariabler krävs speciella metoder (t.ex. i fråga om ordinalskalevariabler talar man om rangordningskorrelationskoefficienter).
Viktigt att alltid först göra ett spridningsdiagram! Observera särskilt problem med hanteringen av enskilda avvikande observationer och/eller heterogena material!

Regressionsanalys

Exempel. En handelskedja är intresserad av vilka faktorer som påverkar lönsamheten för en supermarket.

Beroende variable: Y = ett mått på vinsten (= avkastning på det investerade kapitalet)

Oberoende eller förklarande variabler:

X1 = yta

X2 = antal anställda

X3 = åldern för handelsmannen

X4 = antal år butiken verkat

X5 = socioekonomisk status för omgivningen

X6 = antal konkurrenter inom samma köpcentrum

Modell: 








          slumpkomponent




Vi antar att det inte finns några s.k. feedback-effekter.

Den lineära regressionsmodellen:

Y = X1 + ... + kXk + 
Y = beroende variabel

X1, X2, ..., Xk =  förklarande variabler (oberoende variabler)
 =  slumpkomponent

 = regressionskoefficienter

I fråga om slumpkomponenten antar man vanligen att den följer en N(0, 2)-fördelning. Vi utgår också från att samtliga involverade variabler är kvantitativa. Om en eller flere av variablerna är kvalitativa krävs specialmetoder.

Grundidé:

Vi antar att Y har en fördelning som beror av vilka värden vi har på de förklarande variablerna X1, X2, … Xk. Användningen av den s.k. lineära regressionsmodellen bygger på flere kraftigt förenklande antaganden. Vi antar nämligen att det endast är väntevärdet för fördelningarna som skiljer sig och dessutom att vi har samma väntevärde i alla sådana situationer där vi har samma värde på den s.k. lineära prediktorn X1 + ... + kXk.
För att studera modellen antar vi att vi har tillgång till observationer på Y och de förklarande variablerna för flere enheter (observationerna oberoende).

Den statistiska analysen har vanligen flere målsättningar:

1) Estimering av de okända parametrarna, dvs. k.

2) Analys av hur väl de förklarande variablerna förklarar Y:s variation.

3) Prövning av hypoteser rörande regressionskoefficienternas värden.

4) Modelldiagnostik.

Vi utgår från en datamatris av typ:
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Observera att ett minimikrav för en lyckad analys är att man har väsentligt mera observationer än vad man har parametrar som man önskar uppskatta!

Standardmetoden för estimering är den s.k. minsta-kvadratmetoden (OLS), som utgår från att man uppskattar regressionskoefficienterna med de värden som minimerar uttrycket

((Yi – Xi1 + ... + kXik)2.
För varje skattad parameter kan man också beräkna medelfelet, vilket gör det möjligt att enkelt bilda konfidensintervall med önskad konfidensgrad eller att pröva hypoteser av typ H0: i = 0 mot H1:i ( 0. Vanligen startar man dock med att pröva H0: k = 0 mot H1: ”åtminstone något i- värde olikt 0”. Detta kan göras med ett s.k. F-test.

Låt Y1e, Y2e,  . . .  Yne beteckna de från modellen uppskattade Y-värdena, dvs.
Yie = bbXi1 + ... + bkX,

där b0, b1, ..., bk står för de uppskattade värdena på regressionskoefficienterna.

Utgående från relationen
Yi – 
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 = (Yi – Yie) + (Yie –
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kan man visa att
((Yi – 
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Detta brukar uttryckas som

SST = SSE + SSR.
Den s.k. determinationskoefficienten R2 definieras som

R2 = SSR/SST.
Uppenbarligen gäller att

0 ( R2 ( 1.
100R2 anger hur många procent av variationen i Y som modellen förklarar (“förklaringsgraden”).

Variansen för slumpkomponenten kan estimeras med

s SSE/(n – k – 1) .

Exempel (fortsätter).
Vi har följande datamatris:

[image: image59.wmf]3

10

10

50

15

4199

194

1

5

2

36

7

207

25

125

3

1

30

10

1814

10

2

6

1

29

5

278

22

6

5

4

3

2

1

M

M

M

M

M

M

M

X

X

X

X

X

X

Y


n = 30

SPSS-utskrift ser ut på följande sätt:

Regression
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Vi ser att vi på basen av resultaten kan utesluta X1, X2, X3 och X5 från modellen.

Vi gör en ny analys med enbart X4 och X6 som förklarande variabler.
Regression
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Efter att man estimerat koefficienterna är det skäl att titta på residualerna (man göra det både grafiskt och med utnyttjande av olika test) för att undersöka om modellen verkar rimlig och om det finns väldigt avvikande enheter. 
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I detta fall observeras inga extremt stora avvikelser. Modellen verkar vara ok!

CHECKLISTA VID MULTIPEL REGRESSIONSANALYS:

1. Alla centrala variabler beaktade i modellen

2. Alla variabler kvantitativa

3. Numeriskt  ”likartade värden” för alla variabler

4. Betydligt flere observationer än förklarande variabler

5. Inte multikollinearitet

6. Alla koefficientestimat signifikanta och med ”rätta tecken”

7. Residualanalysen ok

8. Materialet homogent

9. Inte problem med enskilda ”avvikande värden”

10.  Modellen verkar ”sammantaget” vettig!
Generaliseringar av den traditionella regressionsanalysen:

Ibland är vi i situationer där förutsättningarna för en traditionell regressionsanalys inte är uppfyllda. Vi kan t.ex. vara intresserade av att studera vilka faktorer som påverkar olika personers val av färdsätt till jobbet (går, åker buss, åker bil etc.). I detta fall är den beroende variabeln ”kvalitativ”.
Om vi studerar faktorer som påverkar hur många mål ett lag gör i en fotbollsmatch är det uppenbart orealistiskt att anta att residualkomponenten är normalfördelad. 

Under se senaste åren har det blivit populärt att utnyttja s.k. generaliserade lineära modeller (”generalized linear models”, GLM). 

Antaganden:

1. Fördelningen för Y givet värdet på de förklarande variablerna tillhör den exponentiella fördelningsfamiljen.
2. Inverkan av de förklarande variablerna sker enbart via funktionen där
 Xj j
(”den lineära prediktorn”)
3. Väntevärdet för Y kan uttryckas som en funktion av den lineära prediktorn,

dvs.
E(Y) = g()
(Y = g() +  )

Funktionen g kallas vanligen för link-funktionen, och antas vara känd. Ibland är det dock g-1 som kallas för linkfunktionen, språkbruket är oenhetligt.

Bl.a. logistisk regressionsanalys, multinomial regressionsanalys, poisson regressions-analys bygger alla på denna modell klass.

En helt annan typ av generaliseringar kommer vi till om vi antar att en del av de variabler som ingår i modellen inte är observerbara, dvs. är s.k. latenta variabler.

Det klassiska exemplet på metoder som kan användas i dylika fall är faktoranalysen.

Observerbara variabler






..................
(manifesta variabler)

Icke-observabla variabler
(latenta variabler eller faktorer)
Modeller som omfattar såväl observerbara som icke-observerbara variabler som kan vara relaterade till varandra på ett ”komplicerat” sätt brukar benämnas för strukturmodeller.









  Slumpvariabel
                  Aggression

                                                                                                         








         Slumpvariabel
        Slumpvariabel
Källa: Bodil Lindfors (2002): A Question of Balance.
13.  INTRODUKTION TILL VARIANSANALYS
Variansanalysen är en metod som primärt utvecklats för att analysera resultat av försök. Samma metodik kan dock användas också vid icke-experimentella undersökningar, även om det i det fallet är svårare att tolka resultaten av analysen.

Exempel. 

· För att jämföra två medicinska preparat A och B ger en läkare det ena till en patientgrupp och det andra till en annan och jämför resultaten.

· Ett företag funderar på att ersätta nuvarande tillverkningsmetod A med en ny, B. För att utröna om denna är bättre tillverkar man ett antal enheter enligt vardera metoden och jämför resultatet.

· En sociolog vill jämföra trivseln inom två bostadsområden. För detta ändamål drar man ett sampel av personer bosatta inom vartdera området och intervjuar dem om hur de trivs. Resultaten jämförs.

I de två första fallet är det uppenbarligen fråga om experimentella undersökningar, medan det i det andra fallet handlar om en icke-experimentell undersökning.

Några vanliga försöksplaner:

Ett fullständigt randomiserat 1-faktorsförsök:
Vi önskar jämföra resultaten av k olika behandlingar och har till vårt förfogande n stycken försöksenheter. Dessa fördelas fullständigt slumpmässigt på de olika behandlingarna (randomisering) varefter de undergår resp. behandling. Efter att behandlingarna avslutats mäter man resultatet och jämför utfallen.

Exempel. Vi vill jämföra om det finns någon skillnad i inlärningsresultatet för tre olika lärare. För detta  ändamål delas  kursdeltagarna helt slumpmässigt in i tre olika grupper. Grupp 1 undervisar av Andersson, Grupp 2 av Lundström och Grupp 3 av Pettersson. Efter att kursen avslutats har man ett gemensamt slutförhör. Resultat:

Grupp 1



Grupp 2



Grupp 3

75 91 83 45 82


90 80 89 93 53


17 33 55 70 61

75 68 62 47 95


87 76 58 82 98


43 50 73 73 93

38 79




78 64 80 81 79


58 81 70

Nollhypotes: Det finns ingen skillnad i inlärningsresultatet mellan grupperna.
Mothypotes: Det finns en skillnad.
Generellt:

Data:

Behandling
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k = antal grupper (nivåer på faktorn).
n1, n2, ..., nk = antal enheter inom respektive grupp.
n = n1 + n2 + ...  + nk = totala antalet observationer.
Modell:

Observationerna inom grupp 1 utgör oberoende observationer på en stokastisk variabel som är N(fördelad.

Observationerna inom grupp 2 utgör oberoende observationer på en stokastisk variabel som är N(fördelad.
∙

∙

∙

Observationerna inom grupp k utgör oberoende observationer på en stokastisk variabel som är N(kkfördelad.
Antagande:
k
Modell:
xij = i + ij
xij = i + ij
(Också andra parametriseringar är möjliga!)

i = 0, där k = ”effektparametrar”
Slumptermerna är alla oberoende och N(0, )-fördelade.

Vanligen är vi mest intresserad av att uppskatta effektparametrarnas värden och att testa olika hypoteser rörande dem:

H0: k = 0

(”ingen skillnad i effekten av behandlingarna”)

H1: åtminstone ett i-värde ( 0
(”åtminstone för någon behandling har vi en avvikande effekt”)

Illustration av situationen då H0 är korrekt, resp. icke-korrekt (Källa: Ramsey & Schafer, 2002):
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Test av H0 kan göras med det s.k. F-testet (uppkallat efter R.A. Fisher).  Detta test bygger på en s.k. kvadratsummeuppdelning utgående från att
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Uttrycket ovan kan skrivas som

SST = SSE + SSG

SST = totalkvadratsumman

SSE = felkvadratsumman

SSG = mellangruppkvadratsumman

Utgående från dessa kvadratsummor kan beräkna de s.k. medelkvadratsummorna genom att dividera med resp. frihetsgradsantal

MST=  SST / (n-1)

MSE = SSE / (n – k)

MSG = SSG / (k – 1)

Man kan visa att om H0 är korrekt är MSE och MSG oberoende väntevärdesriktiga skattningar av variansen 2, dvs. de borde vara lika stora. Om nollhypotesen är felaktig tenderar MSG att ”svälla upp”, medan MSE fortfarande är en väntevärdesriktig skattning av 2.

Ytterligare kan man visa  att om H0 är korrekt är 

F = MSG/MSE

F-fördelad med (k–1) resp. (n–k) frihetsgrader. Ju mera värdet på F avviker från 1 uppåt, desto mera tyder det på att nollhypotesen är felaktig.

Beslutsregel: H0 förkastas om F > Fkrit,
där Fkrit beror av frihetsgradsantalen och den önskade signifikansnivån.

Ofta sammanställer man resultaten av variansanalysen i form av en s.k. variansanalystablå (ANOVA-table):


Variations-
Kvadrat-
Frihetsgrads-
Medelkvadrat-
      F-värde               p-värde

orsak

summa

antal

summa


Faktorn
SSG

k – 1

MSG=SSG/(k-1)   F=MSG/MSE     p

Slumpvar.
SSE

n – k

MSE= SSE/(n-k)


Total

SST

n - 1

Om man kan påvisa att det finns en signifikant skillnad mellan behandlingsresultaten är det förstås allt skäl att gå vidare och analysera om det finns skillnader mellan alla behandlingar eller om det är någon eller några som skiljer sig från de övriga. Mången gång är man förstås också intresserad av att kunna ”peka ut” den behandling som ger det bästa resultatet. Man talar om s.k. ”post hoc” –test, av vilka det finns många att välja emellan.

Exempel (fortsätter). Först är det skäl att göra en deskriptiv analys.
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Det kan också vara bra att göra en Box-plot för att se om varianserna kan tänkas vara identiska och om det eventuellt finns outliers.
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Man kan också använda ett s.k. Levene-test för att testa nollhypotesen att varianserna är identiska.
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Vi ser att det inte föreligger något skäl att förkasta nollhypotesen om identiska varianser.

Variansanalystablån:
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Nollhypotesen om att det inte skulle finnas en “lärareffekt” kan förkastas på 5 %-nivån, men inte på 1 %-nivån. Efter detta är det skäl att titta närmare på de ”parvisa” skillnaderna. På grund av att det blir fråga om en räcka beroende test är det inte korrekt att bara göra upprepade sedvanliga t-test, utan man måste använda test specialdesignade för detta ändamål. Ett vanligt dylikt test är Scheffe’s test.
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På basen av dessa resultat att det enda som vi med någotsånär stor säkerhet kan påstå att det finns en skillnad i inlärningsresultatet mellan Lundström och Pettersson. Däremot är Andersson svårplacerad.

Två-faktorsförsök

Exempel. En trafikforskare ville undersöka om helnykteristers och vana alkoholanvändare körförmåga påverkas olika av intag av tre flaskor öl. Från en grupp studerande uttogs 10 med relativt hög, regelbunden alkoholkonsumtion samt 10 som uppgav sig vara helnyktra. Vardera gruppen indelades slumpmässigt i två grupper om 5 studerande. Undersökningen genomfördes så att en av dessa undergrupper fick dricka tre flaskor vanligt (mellan)öl medan den andra fick dricka 3 flaskor alkoholfritt öl (smaksatta så att avsaknaden av alkohol inte märktes). Därefter fick försökspersonerna genomgå ett perceptionsmotoriskt test som prövade egenskaper som är viktiga för säker bilkörning. Man noterade antalet fel som personerna gjorde under testet. Resultat:

Vana alkohol-

Helnykterister

användare

Vanligt öl

4, 3, 7, 6, 5

5, 2, 2, 7, 4
Alkoholfri öl

7, 3, 1, 8, 4

6, 0, 3, 5, 5

I ett dylikt fall har vi två-faktorer (en rad-faktor och en kolumfaktor). Varje faktor har två eller flere nivåer:

Data:

Faktor B:
Faktor A: 
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Observera att vi för enkelhetens skall antar att vi har exakt n observationer i varje cell (balanserat försök).

Modell:
Observationerna inom cellen (i, j) är oberoende observationer från en normalfördelning med väntevärdet ij och variansen 2.

xij   = ij + ij
( observerat värde = medeltal + effekt av faktor A + effekt av faktor B + slumpeffekt.
xij = i + j +  ij
i = j = 0

Uppgifter:

· Testa om faktor A har effekt.
· Testa om faktor B har effekt.
· Testa om modellen ovan är rimlig eller om vi har s.k. interaktionseffekter.
Man kan förstås fråga sig om man inte lika bra kunde göra två en-faktors variansanalyser, där man först skulle undersöka t.ex. om långvarigt alkoholbruk har någon effekt och sedan i en separat analys studera om drickandet av tre flaskor öl har en inverkan. I detta fall skulle det dock uppstå frågan om den sistnämnda analysen borde göras bland alkoholanvändare eller bland nykterister. Om vi gör en analys där det förekommer personer av vardera typen i vardera gruppen kan vi inte igen avgöra om en eventuell skillnad kan hänföras till att det t.ex. finns olika antal nykterister i grupperna eller till att öldrickandet faktiskt har en effekt. Detta är ett exempel på s.k. confounding eller sammanblandning av effekter.

Också i detta fall kan vi göra en kvadratsummeuppdelning baserad på att
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Sålunda gäller att

SST = SSE + SSA + SSB + SSAB,
vilket resulterar i följande variansanalystablå


Variations-
Kvadrat-
Frihets-
Medelkvadrat-
F-värd

  p-vär

orsak

summa
grader

summa                                                


Faktor A
SSA

r-1

MSA=SSA/(r-1)  FA=MSA/MSE
   p

Faktor B
SSB

c-1

MSB=SSB(c-1)    FB= MSB/MSE
   p

Interaktion
SSAB

(r-1)(c-1)
MSAB=SSAB/     FAB= MSAB/MSE  p

A x B





(r-1)(c-1)

Slumpvar.
SSE

rc(n-1)            


Totalt

SST

rcn - 1


Hypoteser:





Testvariabel:
H0AB:
ingen interaktion (effekterna additiva)
FAB
H0A:
r = 0



FA

H0B:
k = 0



FB

Om vi har interaktion kan vi egentligen inte tala om effekten av olika nivåer på faktorerna eftersom effekten av den ena variabeln är beroende av vilken nivå vi har på den andra faktorn.

Exempel (fortsätter).
Vi börjar igen med en deskriptiv analys:

[image: image81.wmf]Descriptive Statistics
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Ett bra knep att få sig en uppfattning om vad man kan förvänta sig för resultat är att göra ett s.k. profildiagram:
[image: image82.wmf]Estimated Marginal Means of FEL
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Observera att om vi inte har interaktion borde linjerna vara approximativt parallella, vilket de också förefaller vara i detta fall.

Det kan vara skäl att först analysera om variansantagandet är uppfyllt:
[image: image83.wmf]Levene's Test of Equality of Error Variances
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Verkar vara ok!

Variansanalystablån:
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Vi ser att vi åtminstone inte på basen av denna studie kan påstå att det finns någon skillnad mellan alkoholanvändare och totalnykterister. Inte heller kan vi påvisa att intagandet av tre mellanöl skulle ha någon effekt på körskickligheten. Detta är dock självfallet inte något bevis för att inte så kunde vara fallet.

Vi kan också titta på parameterskattningarna:
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Tolkningen!

Generaliseringar:
· Utnyttjandet av s.k. block (“matchning”).

· Mera komplicerade försöksdesigner (t.ex. latinska kvadrater, split-splot-designer).

· Flere faktorer och kovariater.

· Icke-parametrisk variansanalys.
14. INTRODUKTION TILL BESLUTSTEORI

Grundbegrepp

Beslutsalternativ (strategier):

s1, s2, ..., s.k.
Tillstånd (“state of nature”):

m
Konsekvenser (vinst, förlust, “nytta”, “utilitet”):

u(si, j)

Betalningsmatris:
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Exempel. Bengt har köpt en bilstereo för €400. Hans vanliga bilförsäkring täcker inte stöld av stereon som räknas som stöldbegärligt gods. Han funderar därför på att ta en separat bilstereoförsäkring. För €50 kan han få en sådan försäkring med en självrisk på €60. Betalar han dubbelt så mycket kan han få en försäkring utan självrisk. Naturligtvis kan han också avstå från att försäkra stereon.

Betalningsmatris:

Stöld

Ej stöld

Ej försäkring

-400

     0

Försäkring

-110

  -50

med självrisk

Försäkring

-100

-100

utan självrisk

Om man vet exakt vilka konsekvenser ett beslut kommer att ha, talar man om “beslut under säkerhet”. Om Du däremot inte vet någonting om vilket tillstånd som kommer att realiseras talar man om “beslut under osäkerhet”. Om man dock känner till sannolikheterna för att olika tillstånd kommer att realiseras talar man om “beslut under risk”.

Beslut under osäkerhet:

1) “Optimistens beslut”
Bestäm för varje strategi den största-maximala-vinsten. Väljer därefter den strategi där den maximala vinsten är störst (max-max-principen).

2) “Pessimistens beslut”
Bestäm för varje strategi den största-maximala-förlusten. Välj därefter den 19 september 2007 strategi för vilken den maximala förlusten är minst (min-max-principen).

3) “Den likformigt fördelade framtiden”
Beräkna väntevärdet för vinsten under antagande att alla tillstånd är lika sannolika. Välj därefter den strategi som maximerar väntevärdet.

4) “Missade möjligheter” (“Opportunity loss”)
Bestäm för varje tillstånd och strategi förlusten i förhållande till valet av den bästa strategin under respektive tillstånd. Välj den strategi för vilken den maximala försluten i förhållande till det bästa alternativet minimeras.

Exempel. (fortsätter)

1) Optimistens beslut: ingen försäkring

2) Pessimistens beslut: försäkring utan självrisk

3) Den likformigt fördelade förlusten:
Ej försäkring: E = -200
Försäkring med självrisk E = -80
Försäkring utan självrisk E = -100
Vi ser att försäkring med självrisk är det bästa alternativet.
4) “Opportunity loss”-matris                                                      

Stöld

Ej stöld
Max. “OL-värde”

Ej försäkring
-300

     0


-300

Försäkring
  -10

  -50


  -50

med självrisk

Försäkring
     0

-100


-100

utan självrisk

Vi ser att om vi vill minimera det maximala OL bör vi välja “försäkring med självrisk”.

Beslut under risk:

Vi antar att vi känner till sannolikhetsfördelningen för .

1) Väntevärdesprincipen
Man beräknar den förväntade vinsten under de olika beslutsalternativen och väljer det alternativ för vilken väntevärdet maximeras.

Exempel (fortsätter).
Antag att vi utgående bl.a. från brottsstatistiken vet att sannolikheten för att råka ut för en bilstöld är 0,35. Då kan vi betrakta problemet som ett “beslut under risk”- beslut och kan tillämpa väntevärdesprincipen.

s1: E(Vinst) = 0,35·(-400) + 0,65·0 = -140
s2: E(Vinst) = 0,35·(-110) + 0,65·(-50) = -71

s3: E(Vinst) = 0,35·(-100) + 0,35·(-100) = -100

Igen får vi att försäkring med självrisk är det optimala alternativet. Vi kan också tänkas oss att tillämpa väntevärdesprincipen på OL-matrisen.
s1: E(OL) = 0,35·(-300) + 0,65·0 = -105

s2: E(OL) = 0,35·(-10) + 0,65·(-50) = -36

s3: E(OL) = 0,35·0 + 0,65·(-100) = -65

Också enligt denna princip är försäkring med självrisk det bästa alternativet.

Utnyttjande av tilläggsinformation:
Tilläggsinformationen kan utnyttjas för att med utnyttjande av Bayes sats transformera a priori sannolikheterna till posteriorisannolikheter.

Exempel. Ett företag kan välja mellan tre investeringsalternativ. Beroende på det blir högkonjunktur eller lågkonjunktur under de närmaste åren är vinsterna följande (miljoner €):

Högkonjunktur

Lågkonjunktur

s1:



  250


  -150
s2:



  700


  -800
s3:



1 600


-1400

Förstås har vi också den möjligheten att låta bli att investera överhuvudtaget i vilket fall väntevärdet för vinsten är 0 i alla förhållanden.

A prior uppskattar man sannolikheten för en högkonjunktur under den berörda perioden till 0,45. Man har dock också möjlighet att inbegära en prognos av AB Framtidsbedömningar (ABF). Från tidigare vet man att då det blivit högkonjunktur har ABF i 80 % av fallen gjort en korrektprognos. Då det blivit lågkonjunktur har prognosen varit rätt i 60 % av fallen. Antag att vi beställer en prognos och att den lyder på högkonjunktur. Vilket beslut bör väljas om vi tillämpar “väntevärdesprincipen”?

Vi kan först bestämma de förväntade vinsterna för de olika alternativen, givet att vi inte har tillgång till någon tilläggsinformation:
s1: E(Vinsten) = 0,45·250 + 0,55·(-150) = 30
s2: E(Vinsten) = 0,45·700 + 0,55·(-800) = -125

s3: E(Vinsten) = 0,45·1600 + 0,55·(-1 400) = -50

Vi ser att s1 är det bästa alternativet.

P(högkonjunktur | prognos: högkonjunktur) = (0,45·0,80)/(0,45·0,80 + 0,55·0,40) ( 0,6207
P(lågkonjunktur | prognos: högkonjunktur) ( 1 – 0,6207 = 0,3793.
s1: E(Vinsten) = 0,6207·250 + 0,3793·(-150) = 98,28,
s2: E(Vinsten) = 0,6207·700 + 0,3793·(-800) = 131,03,
s3: E(Vinsten) = 0,6207·1 600 + 0,3793·(-1400) = 462,07.
Vi ser att i detta fall består det optimala beslutet i att välja s3 vilket ger en förväntad vinst på 462,07.

Vilket skulle beslutet ha varit om prognosen skulle ha varit “lågkonjunktur”?
P(högkonjunktur | prognos: lågkonjunktur) = (0,45·0,20)/(0,45·0,20+ 0,55·0,60) ( 0,2143
P(lågkonjunktur | prognos: lågkonjunktur) ( 1 – 0,2143 = 0,7857.
s1: E(Vinsten) = 0,2143·250 + 0,7857·(-150) = -64,29,
s2: E(Vinsten) = 0,2143·700 + 0,7857·(-800) = -478,57,
s3: E(Vinsten) = 0,2143·1600 + 0,7857·(-1 400) = -757,14.
Vi ser att om vi får prognosen “lågkonjunktur” är det bäst att låta bli att investera överhuvudtaget.

Väntevärdet för vinsten givet att vi skaffar prognosen, men ännu inte har tillgång till den är:

P(prognosen “högkonjunktur”) = 0,45·0,8 + 0,55·0,4 = 0,58

P(prognosen “lågkonjunktur”) = 0,45·0,2 + 0,55·0,6 = 0,42

Före informationen är tillgänglig är väntevärdet för vinsten följaktligen:

0,58·460 + 0,42·0 = 266,8

Om vi inte skaffade någon tilläggsinformation var väntevärdet för vinsten givet att vi fattade det optimala beslutet = 30.
Vi ser att det utan vidare lönar sig att skaffa tilläggsinformationen så länge som kostnaden understiger 266,8 – 30 = 236,8. I detta fall är prognosen följaktligen “guld värd”.

Viktiga problem:

· Värderingen av alternativen (S:t Petersburgsparadoxen).
· Känslighetsanalys.
· Sekventiella beslut.
· Optimering av “beslutsfattandet” överlag.
OBS!
Om man inte önskar/kan utnyttja någon speciell ”vinstmatris” vid analysen, men anser det vettigt att också inkorporera förefintlig a priori information i analysen kan man använda sig av s.k. bayesiansk metodik.

LITET OM BAYESIANSK BESLUTSTEORI
Grundbegrepp:

1) En icke-tom mängd möjliga ”tillstånd” (state of nature) ; kallas ibland också för parameterrymden.

2) En icke-tom mängd A av möjliga beslut a som kan fattas.

3) En förlustfunktion L(, a) som anger vilken ”förlust” beslutsfattaren gör om han väljer a när tillståndet är 

4) En stokastisk variabel x med en fördelning f(x | ), som beror av 
5) En beslutsregel d(x) som till varje möjlig observation x anknyter ett beslut a.

Definition. Riskfunktionen R(, d) definieras som
R(, d) = E(L(, d(x)) = 
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Observera att beslutsproblemet kan bestå i att välja ett estimat för dvs. 
[image: image88.wmf]q
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 = d(x). Då kommer L(θ,
[image: image89.wmf]q

ˆ

) att ange den förlust som uppstår, då θ uppskattas med 
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Problem: Hur bör man välja den optimala beslutsregeln (estimatorn).

Man brukar säga att beslutsregeln d1 dominerar beslutsregeln d2 om

R(, d1) ( R(, d2), för alla ( med strikt olikhet för något -värde.

Om en beslutsregel d1 domineras av någon annan beslutsregel d2 brukar man säga att d1 är ”oacceptabel” (inadmissible). Man kan lätt vara överens om att alla oacceptabla beslutsregler kan lämnas åt sidan vid valet av den optimala beslutsregeln, men hur skall man välja bland sådana som inte domineras av någon annan regel (vanligtvis finns det en stor mängd dylika)?
Bayeslösningen:

Bayesrisken: r(d) =  E(R(, d))

E(R(, d)) = 
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Vi kan notera att
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Sålunda om vi betecknar den a posteriori förväntade förlusten av att välja a givet att man observerat x med
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Den optimala beslutsregeln d*, dvs. den som minimerar Bayesrisken, erhålles genom att för varje x minimera (a, x) med avseende på a (med detta är förknippat vissa matematiska finesser som vi inte går in på här).
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