Grundkurs i statistisk teori, del 2

Rakneovning 1 - Egenskaper hos estimatorer, 20.03.2015

1. Lat p och 02 beteckna vintevirdet respektive variansen for tre i.i.d. stokastiska variabler X =
(X1, X9, X3). For att skatta u skapas foljande tre estimatorer:
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f1(X) 3X1+ 3X2+ 3X3
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NQ(X) 4X1 + 2X2 + 4X3
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fi3(X) 2X1 + 4X2 + 8X3

(a) Vilka av ovanstaende estimatorer &r véntevérdesriktiga?
E(f1(X)) = p= VVR
E(f2(X)) = p= VVR
E(fi3(X)) = Zp = EJ VVR

(b) Vilken av de véntevardesriktiga estimatorerna &r effektivast?
Var(iu(X)) = 5
Var(jio(X)) = %(72
Var(f1(X)) < Var(fi2(X)) = 1 (X) ar effektivare dn fia(X)

2. Lat X = (Xy,..., X)) vara n i.i.d. stokastiska variabler med X; ~ Bernoulli(§), dvs
f(xj;0) = 0% (1 —0) % Qx, = {0,1} 0 € (0,1) E(X;) =0

For att skatta 6 skapas foljande tva estimatorer:

(a) Vilka vérden kan respektive estimator anta?

Y0 =10.1)

1 2 n—1
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(b) Visa att estimatorerna &ar véntevardesriktiga.

Visa att E(6(X)) = 0.

(c) Understk om estimatorerna ar konsistenta.
(i) lim (E(61(X))) =0
(it) lim (Var(01(X))) = 6(1 — 0) = Ej konsistent

(i) lim (E(f2(X))) =0
(1) lim (Var(6s(X))) = 0

(i) och (ii) ger att o(X) ar konsistent.



3. Lat X = (Xy,...,X,) vara n i.i.d. stokastiska variabler med véntevardet p och variansen o~.
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En vintevirdesriktig estimator av o2 fas av

J=1

For att anvinda estimatorn ovan kravs det att vi kdnner till . Om vi inte kédnner till x4 kan vi

skatta o2 med .

N
D (X - X)? diir X:EZXj.
j=1 j=1

Visa att s*(X) dr vintevérdesriktig. Tips: Y7, (X; — X)? = 320 [(Xj — p) — (X — p)]?

1
n—1

s3(X) =

Visa att E(s%(X)) = o2.

. Avstandet mellan tva punkter méts fem ganger och foljande resultat erhalls:
101.23 100.73 98.93 99.35 99.59

Métningarna kan betraktas som ett stickprov fran en férdelning dar vantevardet p motsvarar det
korrekta avstandet och standardavvikelsen o motsvarar precisionen av matmetoden. Berédkna
ett vintevirdesriktigt estimat av variansen o2 da
(a) p = 100.
62 =0.76 (0.7563)
(b) w ar okénd.
52 =0.94 (0.9439)

. For att skatta en kvadrats yta méter man dess sida n ganger. De n métningarna kan be-
traktas som n i.i.d. stokastiska variabler X = (Xy,...,X,,) for vilka vantevardet y motsvarar
den korrekta langden pa kvadratens sida och standardavvikelsen o motsvarar precisionen av
mitmetoden. For att skatta ytan A = u? skapas foljande tva estimatorer:
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A(X) = EZX]- As(X) :EZX?
j=1 j=1

Vilken av estimatorerna har lagre bias?

Tips: Var(X) = E(X?) —E(X)?

E(A1(X)) = 0%/n+p? = b(A1(X)) = B(A1(X)) — p? = 0*/n
E(A2(X)) = 0® + 2 = b(Ax(X)) = E(4A2(X)) — p? = 0
b(A1(X)) < b(Ay(X)) = A;(X) har ligre bias (=systematiskt fel).



