Kapitel 5

Betingad sannolikhet och

oberoende hindelser

Betrakta ett forsok med ett dndligt utfallsrum € och en hindelse A vid detta forsok. Defi-
nitionsmaéssigt géller att A C Q och forsokets utfall ligger i 2. Lat B vara utfallsrummet for
ett annat férsék och antag att B C €2. Vi skall nu studera sannolikheten for A vid detta nya

forsok.

Men A behover inte vara en héndelse i utfallsrummet B; dvs A ¢ B. Déremot d&r ANB alltid
en héndelse, ty ANB C B. Beteckna sannolikheten for AN B i utfallsrummet B med P(A/B).

Detta tal benimns den betingade sannolikheten fé6r A med avseende pa B.!

Definitionsmissigt d&r P(A/B) ett sannolikhetsmatt pa B. Detta matt uppfyller saledes ax-
iomen 1., 2. och 3. i Definition 3.3 (satt B i stéllet for Q) och satserna 3.8 - 3.11. Vi skall
uttrycka P(A/B) med hjdlp av sannolikheter i 2. Betrakta det klassiska fallet: Méangderna
Q) och B &r dndliga och alla utfall &r lika sannolika (dvs sannolikhetsmassan #r likformigt
fordelad over €2). Da géller (se Exempel 3.5)

~ n(AnB) n(AnB) n(Q)
PAB) = =B = "a@ )
P(ANB)

P(B)

Detta exempel leder till

LOfta siger man ocksa “den betingade sannolikheten for A under férutséttning att B har intriffat”. Lat oss
hirvid betrakta foljande situation: En person P; vill bestimma sannolikheten fér en hiandelse A vi ett forsok.
En annan person P utfor forsoket och avslojar for P1 att en annan héndelse B har intriffat. Det ar klart
att P1 borde beakta denna information, m.a.o. P; bor bestimma den betingade sannolikheten for A under

forutsittning att B har intréffat.
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Definition 5.1 Lat A och B vara tva héndelser och P(B) > 0. Den betingade sannolikheten

for A med avseende pa B &r
~ P(AnB)
P(A/B) = “PB)

Exempel 5.2 Man kastar en symmetrisk téarning tva ganger. Vad ar sannolikheten att dgon-
talet vid det forsta kastet ar k, £k = 1,2, ...,6, under forutséttning att summan av 6gontalen
ar 77

Lat

Ay, = {6gontalet vid det forsta kastet dr k}

B7 = {summan é&r 7}

Vi har P(Br) = &, P(Ax N Br) = & och P(A;/By) = 2l — &

Observera att P(A;/B7) = P(Aj) = &, dvs den betingade och obetingade sannolikheten &r

lika stora.

Sitt Bg = {summan &r 8}. Da fas P(Bs) = & och A; N Bs = 0. Féljaktligen P(A;/Bg) = 0.
Vidare P(A3/Bg) = % Observera dven att P(Ag/B12) = 1.

Ur Definition 5.1 foljer direkt

Sats 5.3 (Multiplikationssatsen)
Om P(A) > 0 och P(B) > 0, sa giiller

P(ANB) =P(A) P(B/A) = P(B) P(A/B).

Man brukar anvénda konventionen 0 -z = 0 da x &r odefinierad. Da géller Sats 5.3 dven i
fallen P(A) = 0 och/eller P(B) = 0.
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Anmirkning 5.4 Allmént géller
n n—1
P <ﬂ Ai> = P(A1)P(Ay/A1)P(A3/AsNAy)-...- P (An/ U Ai),
=1 =1

da P(ﬂ;:ll A;) > 0. Observera att P(ﬂ?z_ll A;) > 0 implicerar P(ﬂf:1 A;) > 0 for k =
1,...,n — 1. (Visa dettal)

Sats 5.5 Lat Ai, Ao, ..., A, vara en uppdelning av €1 i parvis disjunkta héndelser, dvs
n
Q=JA, AinA; =0 (i #5).
i=1

Da giller for en godtycklig hindelse B

Bevis Vi har

B=QNB = (OAZ)mB = J@inB),

i=1 i=1
enligt Sats 1.5 ¢). Foljaktligen

enligt Sats 3.11 och 5.3. O

Sats 5.6 (Bayes sats) Lat Aq,..., A,, vara som i Sats 5.5. Da giller

_ P(A)P(B/Ay)
P(A/B) = ST ;(A,-)P(B];Ai)

om P(B) > 0.

Bevis Enligt Sats 5.3 giller

P(B)P(Ax/B) = P(Ax)P(B/Ax)

P(A)P(B/Ay)

<= P(Ay/B) = P(B) 7

ty P(B) > 0.
Men enligt Sats 5.5 P(B) = > | P(A;)P(B/A;).
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Exempel 5.7 En urna innehaller 3 svarta, 4 grona och 8 réda kulor. Man drar utan aterlagg-

ning tre kulor ur urnan. Vad &r sannolikheten att erhalla a) en svart, en grén och en rod kula,

b) tva svarta och en grén?

a) Sitt

S1 = {den forsta kulan &r svart}
G2 = {den andra kulan &r gron}
R3 = {den tredje kulan &r rod}.

Enligt Sats 5.3 géller
P(Sl NGaN Rg) = P(Sl)P(Gg/Sl)P(Rg/Sl N Gg)

Vi har P(S;) = .
P(G2/S1) = 74, ty under forutsittning att S; har intréffat innehédller urnan endast 14

kulor varav 4 dr grona.

P(Rs3/S1 N Gg) = %, ty under férutséittning att S; N Go har intréffat innehaller urnan

endast 13 kulor varav 8 ar roda.

'.'P(SlﬂGgﬁRg):%-%-%.

Lat F = {erhalla en svart, en gron och en réd kula}. Vi har
F= (Sl ﬂGgﬂRg)U(SQﬂGl ﬁRg)U...U(SgﬁGQﬂRl),

dér t.ex. S; = {den i:te kulan dr svart}. Men

3:4-8
P(SlﬂGQQRg) = P(SgﬂGlﬂRg) =..= P(SgﬂGQﬂRl) = m
Foljaktligen
3-4-8
-3 — - -
P(F) 5 15-14-13°

dér 3! dr antalet permutationer av de tre kulorna.

Vi har, t.ex.,
3 2 4
) S R B
(511820Ga) = 577 33
Lat G = {erhalla tva svarta och en gron}.
Da ar
3 3 2 4

P(G) = —— 2.2 .~
() 2111 15 14 127

ty vi har 2:,)’—1, atskiljbara permutationer av de tre kulorna.
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Observera att dessa resultat ocksa fas direkt, dvs

P(F) = G’)(%))(f)
() ()
(5)

under forutsittning att alla kulor dr atskiljbara (t.ex. numrerar vi de svarta s, sg, S3,

och

de grona g1, g2, g3, g4 och de roda ry, 7, ..., 78).

Exempel 5.8 I en lada ligger fyra symmetriska tdrningar: tva réda, en svart och en vit. De
tva roda dr numrerade 1, 2, 3, 4, 5, 6. Den svarta &r numrerad 1, 1, 3, 5, 5, 5 och den vita 2,

2,4, 6, 6, 6. En tirning tages pa mafa ur ladan och kastas.
a) Vad &ar sannolikheten att fa en sexa?
b) Vad ér da sannolikheten att térningen dr rod under forutséttning att vi erhallit en sexa?

Lat A = {erhalla en sexa}
B; = {dra en rod tdrning}
By = {dra en svart térning}
B3 = {dra en vit tdrning}.

Da giiller 2 = B; UBy UB3 OChBimBj:(D, B

a) P(A) =P(B1)P(A/B1) + P(B2)P(A/B2) + P(Bs)P(A/Bs),
P(B)) =%, P(A/By) = g,
P(Bz) = 1, P(A/Bg) =0,
P(Bs) = 3, P(A/Bs) = §
PA) = 341044 = 4

b) P(Bi/A) = EBIOA _ PBUPA/BY) _ 2

Exempel 5.9 En nirsynt person skjuter med slangbage mot en tavla och traffar med san-
nolikheten 0,3. Hans lille son meddelar om han tréffat eller ej. Sannolikheten att pojken
rapporterar traff da pappa triffat dr 0,8 och sannolikheten att han rapporterar triff fastin

pappan inte har triffat dr 0,2. Bestdm sannolikheten for traff om pojken rapporterar traff.

Lat
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A = {pojken rapporterar traff}

B = {pappa triffar}.

D giller P(B) = 0,3, P(B®) = 0,7, P(A/B) = 0,8, P(A/B¢) = 0,2. Vi har

_ P(BNA) P(B)P(A/B)
P(B/A) = P(A) — P(B)P(A/B)+ P(B¢)P(A/B¢)
0,3-0,8 12

0,3-0,8+0,7-0,2 19"

Vi har tidigare sett ett exempel dér den betingade och obetingade sannolikheten fér en viss

héndelse &r lika (Exempel 5.2). Detta fenomen leder till

Definition 5.10 Om P(A/B) = P(A) séiges A vara oberoende av B. Om i stéllet P(A/B) #
P(A) séges A vara beroende av B.

Sats 5.11

a) Om A &r oberoende av B, sa #r B oberoende av A.

b) A och B oberoende <= P(ANB) = P(A)P(B).

Bevis

a) Vi har

P(BNA)  P(B)P(A/B) _ P(B)P(A)
P(A) P(A) - P(A)
= P(B),

P(B/A) =

dar vi har anvant att A a4r oberoende av B.

b) (=) Antag att A och B &r oberoende. Da fas P(ANB) = P(A)P(B/A) = P(A)P(B).
(<) Antag att P(ANB) = P(A)P(B). Da fas

_ P(ANB) _ PA)P(B) _
PB/A) = T = —pay = PO
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Ofta bor vi ocksa avgora om n stycken hindelser Aq, Ao, ..., A, dr oberoende. I detta fall

anvands

Definition 5.12 Hindelserna A1, Ao, ..., A, dr oberoende om likheten
P(Akl N Ak2 Nn...N Akp) = P(Akl)P(AkQ) S P(Akp)

giller for alla heltal ki, ko, ..., k, sadana att 1 <k <ky <..<k,<n (p=1,2,...,n).

Exempel 5.13 Hindelserna A, B och C &r oberoende om och endast om

Exempel 5.14 Betrakta forsoket “tva kast med ett symmetriskt mynt” och héndelserna
A = {det forsta kastet ger krona}, B = {det andra kastet ger klave}. Intuitivt &r dessa tva

handelser oberoende. Vi visar att de ocksa dr matematiskt oberoende.

Q = {(krkr), (kekl), (kLkr), (kLk)}
A = {(krkr), (kr)kl)}

B = {(krkl), (kL,kl)}

ANB = {(krkl)}

Séledes P(A N B) = 1 och P(A) = P(B) = 2. Foljaktligen P(ANB) = P(A)P(B), dvs A och

B ar oberoende.

Exempel 5.15 Py, P, och P; avlossar oberoende av varandra var sitt skott mot en tavla.
Traffsannolikheterna ar 0,4, 0,2 resp. 0,1. En enda triff noteras. Vad &r sannolikheten att det

var P, som traffade?

F = {det blir traff}

Ay = {P, tréiffar, P, bommar, P bommar}
Ay = {P; bommar, P; triffar, P; bommar}
As = {P; bommar, P, bommar, P5 triffar}.

och
P(A;)=0,4-0,8-0,9=0,2880
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P(A3) =0,6-0,2-0,9 = 0, 1080
P(A3) =0,6-0,8-0,1=0,0480

Saledes
P(ANF)  P(A1N(A;UAyUAy))

PO = e T P(F)
P(A1)  0,2880

_ - ~ 0,649
P(F) 0, 4440 ’
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Ovningsuppgifter

10.

11.

. Vad &r vid dragning utan aterlaggning av tva kort ur en kortlek sannolikheten att det

andra dragna kortet &r ett spaderkort, om det forsta var det? Vad dr denna sannolikhet

om vi drar med aterliggning?

. I en familj med tre barn finns atminstone en flicka. Vad &r sannolikheten att det finns

en flicka till?

En urna innehaller fyra vita och sex svarta kulor, en annan urna sex vita och fyra svarta
kulor. Man flyttar en pa mafa vald kula fran urna 1 till urna 2. Om man sedan tar en

kula ur urna 2, vad ar sannolikheten att den &r vit?

Vid rysk roulette viljer spelarna pa mafa en av flera revolvrar, stiller pa mafa in maga-
sinet och avfyrar ett skott mot pannan. Om man vid ett tillfille anvénder tre revolvrar
med sex platser vardera i magasinen och med ett, tva resp. tre skarpa skott, vad &r

sannolikheten att den forsta spelaren G6verlever?

. Visa att om A C F, sa ér P(A/F) = P

P(F)

Visa att P(A/F¢) = P00,

Visa att om A och B ér disjunkta, sa ir P(A/AUB) = %.

For de tre hindelserna A, B och C géller att P(A) = P(B) = 0,5, P(C) = 0,4 samt att
P(ANBNC)=P(ANB) och P(ANB/C) =0, 5. Beridkna P(A UB)!

I det gamla Egypten férekom en viss sjukdom hos kameler. Erfarenheten visade att
30% av alla kameler i Egypten hade denna sjukdom. En veterinér, vars uppgift var att
diagnosticera kameler, stéillde med sannolikheten 0,95 diagnosen sjuk, da en kamel var
sjuk och med sannolikheten 0,99 diagnosen ej sjuk, da en kamel inte var sjuk. Vad var

sannolikheten for feldiagnos?

I en skrivbordslada finns fyra svarta, fyra grona och tva roda pennor. Helt slumpméssigt

véljes fyra pennor ur ladan utan aterliggning.

a) Beriikna sannolikheten att man far tva svarta, en grén och en réd penna.

b) Hur stor &r sannolikheten att de tva forst dragna pennorna dr svarta, den tredje

gron och den fjarde rod?

En urna innehaller 6 roda och 4 svarta kulor. Ur urnan drages slumpmaéssigt 3 kulor i
foljd, vilka kastas bort utan att firgen registreras. Dérefter drages pa samma sitt som

tidigare ytterligare 2 kulor. Vad &r sannolikheten att bada dessa kulor ar svarta?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

I en familj i Vamhus (en kommun i norra Dalarna) dér samtliga generationer forsorjer sig
som korgmakare, star farfar, far och son fér respektive 30, 40 och 30 % av tillverkningen
av en viss korgtyp. Av erfarenhet vet man vidare att farfars produktion till 1 % bestar
av kassabla korgar. Motsvarande siffror for far och son dr 0,5 och 1 %. En korg véljes
pa mafa fran familjens produktion och visar sig vara kassabel. Vad &r sannolikheten att

den tillverkats av farfar?

Vad &r sannolikheten att vid en givning i bridge nagon av de fyra spelarna erhaller

exakt 6 ruter och exakt 2 klover?

Sannolikheten att en jagare skall triffa en dlg pa avstandet r &r f—;, a ar en konstant och
r > a. Jagaren skjuter forsta gangen, da dlgen &r pa avstandet 3a. Om han da missar,
laddar han om och skjuter igen da &lgen &r pa avstandet 4a och analogt for avstanden

5a osv. Berdkna sannolikheten

a) att jagaren triffar dlgen forst pa sitt tredje skott,

b) att jagaren triffar dlgen forst pa sitt n:te skott,

c) att &dlgen #r oskadd efter n skott.

d) Beteckna den sista sannolikheten med P,, och berdkna lim, .o P,.

Lat A och B vara oberoende. Visa att &ven A och B¢, A° och B, samt A¢ och B¢ &r

oberoende.

I en urna ligger tre kuvert, ett vitt innehallande ett vitt brevpapper, ett blatt in-
nehallande ett blatt brevpapper samt ett blatt innehallande ett vitt brevpapper. Man

drar pa mafa ett av kuverten och studerar hindelserna

A = {det dragna kuvertet &r blatt}

B = {det dragna kuvertet har samma fiirg som dess innehallande brevpapper}.

Ar hiindelserna oberoende?

Betrakta forsoket att kasta en symmetrisk téarning tva ganger. Lat A, B och C vara

héndelserna “udda poédng vid forsta kastet”, “udda poéng vid andra kastet” resp. “udda

podngsumma’. Visa att hidndelserna A, B och C &r parvis oberoende. P(ANBNC) = 0.

A, B och C ar oberoende hiandelser som intréiffar med sannolikheterna 0,1, 0,2 resp. 0,3.

Bestam sannolikheten att minst en av dem intraffar.

For tva preparerade térningar, 77 och Ts, géller att sannolikheten for sexa ar 0,15 resp.
0,20. Man véljer fullstéindigt slumpmaéssigt en térning och gor tva kast med denna. Lat
A beteckna héndelsen “sexa i forsta kastet” och B hindelsen “sexa i andra kastet”. Ar
A och B oberoende?
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20. En maskin bestar av tre delar, for vilka man vet att sannolikheten att de ar felfria ar

21.

0,9, 0,85 resp. 0,95. Funktionsdugligheten hos de tre delarna kan antas vara oberoende

av varandra. Bestdm sannolikheten att maskinen fungerar, om for att sa skall ske

a) samtliga tre delar maste vara felfria
b) det riacker med att atminstone en #r felfri.

Vid kast med tva eller flera symmetriska tdrningar studerar man héndelsen att diffe-
rensen mellan hogsta och ldgsta virdet ar 5, dvs att minst en tdrning visar en etta och

minst en en sexa. Bestadm sannolikheten for denna hiandelse vid kast med

a) tre tdrningar

b) n térningar.
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