Kapitel 3
Sannolikhetsbegreppet

Betrakta foljande forsok: Ett symmetriskt mynt kastas 100 ganger och antalet krona obser-

veras.
Antal kast 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Antal krona 6 12 16 21 25 30 34 38 42 47

Relativ frekvens for krona 0,6 06 0,53 053 05 0,5 049 048 047 047

Vi ser att den relativa frekvensen for krona varierar kring 0,5. Om vi fortséitter att upprepa

detta forsok blir variationerna kring 0,5 mindre och mindre.

Allmént géller att om vi upprepar ett forsok under konstanta omstiandigheter sa kommer
den relativa frekvensen for den betraktade hindelsen att stabilisera sig kring ett tal mellan 0
och 1. Detta fenomen kallas de relativa frekvensernas stabilitet och dr den fysiska ramen

for hela sannolikhetslaran.

Némligen, lat n vara det totala antalet utforda forsok och g(n) antalet gynnsamma utfall
bland dessa n (dvs sadana dér den betraktade héndelsen har intriffat). Sannolikheten for

denna hindelse definieras da som gransvéirdet av @, nir n — oQ.

Det &r svart att skapa en matematisk teori utgaende fran ett begrepp som definieras empiriskt.
Darfor kommer vi inte att utga fran de relativa frekvensernas stabilitet utan fran en axiomatisk
definition av sannolikheten. Fore vi ger denna definition infors begreppen utfallsrum och

handelse.

Utfallsrum: Da vi konstruerar och genomfor ett forsok har vi néstan alltid en uppfattning
om de olika mdjliga utfallen av detta forsok. Méngden av dessa olika utfall bendmns

forsokets utfallsrum.
Exempel 3.1

a) Forsoket “Kast med ett mynt” har utfallsrummet ©Q = {krona, klave}.
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b) Forsoket “Kast med tva mynt” har utfallsrummet Q2 = {(krona, klave), (krona, krona),
(klave, krona), (klave, klave)}.

c) Forsoket “Dra ett kort ur en vanlig kortlek” har utfallsrummet som bestar av 52 ordnade
par (a,b), dir a dr nagon av fiargerna hjérter, ruter, spader och kléver och b nagot av
talen 1,2,...,13.

d) Forsoket “Kast med en vanlig térning” har utfallsrummet Q = {1,2,3,4,5,6}.

e) Forsoket “Dra tva kulor ur en urna som innehaller tre kulor numrerade 1, 2, 3” har
utfallsrummet Q = {(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2)}.

Hindelse: Lat Q vara ett dndligt utfallsrum (eller hégst numrerbart) och A méngden av
alla delméngder till Q. En hiindelse dr en delmingd av utfallsrummet Q. Alltsa: A dr en
hindelse & A € A.

Om ( inte &r numrerbart (Se Exempel 3.1 f), sa dr vanligtvis A, méngden av alla delméngder,
en alltfor stor samling for att varje element i A vore en hindelse. Den allménna definitionen

av en hindelse ges pa kursen i sannolikhetsléra II.

Exempel 3.2 Betrakta forsoket “Kast med tva tarningar”. Utfallsrummet &r
0=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}. I detta utfallsrum kan vi t.ex. betrakta héndelserna

A = “Den forsta tarningen visar en etta”,
B = “Summan av poéngtalen dr hogst 57,
C = “Atminstone den ena av tirningarna visar 5”.

A. N. Kolmogoroff, en rysk matematiker, formulerade pa 30-talet den axiomatiska sannolik-

hetsdefinitionen. Vi ger hér ett specialfall.

Definition 3.3 Lat Q vara en éndlig (eller hogst numrerbar) méngd och beteckna med A
méngden av alla delméngder till 2. Sannolikhetsmattet P &r en funktion fran A till [0, 1],
som uppfyller

1. P(A) > 0 for varje A € A.

2. P(Q) =1, P(f)=0.

3. P(AUB) = P(A) + P(B) for disjunkta A, B€ A (dvs ANB =0).
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Det dr inte svart att konstruera sannolikhetsmatt i ett @ndligt (eller numrerbart) utfalls-
rum. Lat Q = {w,ws,...,w,} och p;, i = 1,...,n , n stycken icke-negativa tal, sadana att
>, pi = 1. Infér nu en funktion P pa A genom

P({wl}) =p;,i=1,...,n

P(A) =Y P({w}).

w; EA

(T.ex. om A = {wg, wy, we, wg}, sa innebér

> P({wi}) = P({wz}) + P({ws}) + P({ws}) + P({ws})

w; EA

= p2 + P14+ ps + ps.)

Funktionen P uppfyller da Definition 3.3. Talen p; kallas hirvid elementirsannolikheter.

Exempel 3.4 Lat Q = {1,2,...} och sitt P({i}) = 27%. Detta #r ett sannolikhetsmatt, ty
P({i}) > 0 for varje i € Q och P(2) = 7%, 27 = J A+ = 1.

N

Exempel 3.5 (Den s.k. klassiska sannolikhetsdefinitionen, likformigt sannolikhets-
matt) Lat Q = {wy,...,w,} och sitt P({w;}) = L for varje 4, dvs utfallen i Q &r alla lika

sannolika. Man séger att sannolikhetsmassan &r likformigt fordelad 6ver Q. Lat A € A och

n(A) =k <n. Vi har
1k
P(A)= ) Plw)= ) =
w; EA w; EA
dvs sannolikheten for A dr antalet element i A genom totala antalet element. Detta &r den

s.k. klassiska sannolikhetsdefinition som formulerades av Pascal och Fermat pa 1600-talet.

Exempel 3.6 Betrakta samma forsok som i Exempel 3.2. Forsoket har utfallsrummet
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0 =1{1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6}, och vi kan anta att forsokets utfall #r lika sannolika, dvs
den klassiska sannolikhetsdefinitionen kan tillimpas. Lat A, B och C vara desamma som i
Exempel 3.2. Da fas

P(A) = P({(17 1)7 (17 2)7 (1’3)7 ( 4)7 (1’
P(B) = P({(17 1)7 (17 2)7 (1’ 3)7 ( >4)a (2

P4 samma siitt fas P(C) = 2.

L,
1

Exempel 3.7 Vad &r sannolikast vid 6 kast med en symmetrisk tarning,

A: att fa upp samtliga valorer; eller

B: att fa upp 3 valorer 2 ganger (och de 6vriga 3 valorerna ingen gang)?

Utfallsrummet dr X$ €, dir Q = {1,2,3,4,5,6} och alla utfall &r lika sannolika.

n(Q) = 6°

n(A) = 6!, ty det forsta kan viljas pa 6 olika siitt, det andra pa 5 olika sétt, osv (dragning

med aterliggning med hénsyn till ordningen).

n(B) = %(g), déar (g) anger antalet sitt att vélja de tre valérerna bland 6 (t.ex. 1,2,3;

da &r en mojlig realisation 113322), %:2, anger antalet atskiljbara permutationer av dessa 6
element (t.ex. 112233, 121233, 123123, 122133 osv...).

%:%:%ﬁ:% < n(A) < n(B).

Saledes ar hiandelsen B mera sannolik &n héndelsen A.

Vi ska nu ge nagra satser som foljer ur Definition 3.3.

Sats 3.8 P(A)=1—-P(A°), Ac A

Bevis Eftersom A U A = och AN A°=( fas enligt 2. och 3. i Definition 3.3 att

1 =P(Q) = P(AUA®) = P(A) + P(A°)
& P(A) =1— P(A°).

Sats 3.9
a) Om A C B,saédr P(B—A)=P(B)—-P(A) och P(A) <P(B).
b) 0 <P(A) <1
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Bevis

a) Om A C B, sa giiller att B=AU(B—A) och AN(B—A)=0.

Saledes ar

P(B) = P(AUB—A)) £ P(A) +P(B - A)
& PB-A) = P(B) - P(A).

Vidare

P(A) < P(B), ty P(B—A) > 0.

b) Anvind a)-fallet samt 1. och 2. Da fas 0 < P(A) < P(Q2) = 1.

O

Sats 3.10 P(U;_, Ai) = > P(A;) om Ay,...,A, & parvis disjunkta héndelser (dvs
AiﬂAj =0 fori#y, i,7= 1,2,...,n).

Bevis Detta foljer direkt ur 3. U
Sats 3.11 (Additionssatsen)

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB).

Bevis AUB=(A-B)U(ANB)U(B—A) (Se Sats 1.6 a) och enligt Sats 3.10

P(AUB)=P(A—B)+P(ANB)+P(B-A).

Men A—B=A—-(ANB)och ANB C A. Séledes géller enligt Sats 3.9 a) att

P(AUB)=P(A)-P(ANB) +P(ANB) +P(B) - P(ANB)
=P(A)+P(B)-P(ANB).
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Anméirkning 3.12

P(AUBUC)=P(A)+PB)+P(C)-—P(ANB)-P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)

Ange den motsvarande formeln for (J;_; A;!

Exempel 3.13 Per och Pal éker utfor en skidbacke. Sannolikheten att Per faller ar é medan

sannolikheten att Pal faller ir 3 . Bada faller med sannohkheten . Berdkna sannolikheten att

bada klarar backen.
Lat A = {Per faller}, B = {Pal faller}. D& giller P(A) = 3, P(B) = £ och P(ANB) =
1. A°N B¢ = {bada klarar backen}.

P(ACHBC):P(AUB) 1 - P(AUB)
+P(B) — P(ANB))
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Ovningsuppgifter

1. Ange lampliga utfallsrum for foljande forsok
a) Kast med tre mynt
b) Kast med ett mynt tills myntet visar krona
¢) Kast med tva térningar och notering av summapoéng.

2. En population bestar av 10 personer, varav 3 dr svenskar, 4 japaner och 3 irldndrare.
Ett slumpméssigt stickprov om 6 personer drages utan aterliggning. Definiera féljande

h&ndelser:

A = hiéindelsen att stickprovet innehaller exakt 1 svensk

B = héndelsen att stickprovet innehaller minst 2 irléndare
C = héndelsen att stickprovet innehaller hégst 2 japaner

Tolka héndelsen (AU B¢U C) i ord.

3. Betrakta forsoket att kasta en symmetrisk tdrning tva ganger. Berékna sannolikheterna

for foljande héndelser
a) Podngsumman &r mindre dn sex.
b) Podngsumman &r stérre dn sju.
¢) Man far atminstone en gang fem eller sex poéng.
d) Andra kastet ger storre poéng dn det forsta.
e) Hogst en gang far man jimn po#ng.

4. En urna innehaller 10 kulor numrerade fran 1 till 10. Slumpméissigt och utan aterliggning

drages 3 kulor. Bestdm sannolikheten att kula nr 6 blir vald.

5. En population omfattar fyra familjer. Antalet individer i familjerna &r 3, 4, 5 resp. 6.
Fran denna population véljes fullstindigt slumpméssigt fyra individer. Berdkna sanno-
likheten att en individ fran varje familj kommer med i urvalet om detta gores a) utan

aterliggning b) med aterldggning.

6. Tag slumpmiissigt utan aterliggning tre kort ur en vél blandad kortlek med 52 kort.

Bestam sannolikheten att

a) alla tre dr hjérter
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b) inget dr hjérter
c) alla tre &r ess.

7. Bland 15 glédlampor finns fem defekta. Man tar 5 glodlampor pa mafa utan aterlaggning.

Berikna sannolikheten att man hérvid far
a) exakt tva defekta lampor,
b) hogst tva defekta lampor,
c) minst 3 defekta lampor.

8. Berikna sannolikheten att man vid dragning utan aterliggning av fem kort ur en kortlek
med 52 kort erhaller

a) ess, kung, dam, knekt, tio i samma firg
b) fem kort i f6ljd i samma férg
c¢) fem kort i samma férg.

9. En person kastar med fem térningar. Vad &r sannolikheten att han far ett tretal och ett

par?
10. Vad &r sannolikheten att en spelare i en pokergiv far ett tretal och ett par?

11. Man drar slumpméssigt utan aterldggning 13 kort ur en vanlig kortlek. Vad &r sanno-

likheten att erhélla tre kvadruplar? Med en kvadrupel menas fyra kort i samma valor.

12. En person kastar tio ganger med en tarning. S6k sannolikheten att tva vérden forekom-
mer vardera exakt tre ganger, ett virde exakt tva ganger och tva virden vardera exakt

en gang.

13. En person skall vid en tentamen besvara fem fragor. Varje fraga skall besvaras med ja
eller nej. Personen svarar pa fragorna genom att kasta ett symmetriskt mynt fem ganger

och later krona betyda ja och klave nej. Berdkna sannolikheten att personen far
a) atminstone en ritt besvarad fraga
b) exakt tva riatt besvarade fragor
c¢) atminstone tre ritt besvarade fragor.

14. Lat A och B vara tva héndelser sadana att P(A) = 04, P(ANB) = 0,3 och
P(A UB) = 0,6. Beriikna P(A N B¢), P(B) och P(A¢U B°).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Lat A, B och C vara godtyckliga hindelser. Bevisa att
a) PLANBNC) <min{P(A),P(B),P(C)}
b) P(AUBUC) > max{P(A),P(B),P(C)}.

Vi har att AN A = A, men niir giller att P(A) - P(A) = P(A)? Ar det mojligt att
P(A) =0 men A # (7

Lat A, B, C och D vara fyra dmsesidigt uteslutande hidndelser: P(A) = 0,12, P(B) =
0,10, P(C) = 0,06, P(D) = 0,02 . Berékna sannolikheten att a) en av dessa héndelser

intréffar och b) ingen av dessa intréffar.

Om man pa mafa placerar tva drottningar pa ett schackbride, vad &dr sannolikheten att

de kommer i slaglige?

Av 20 motorer har sex mindre felaktigheter, tre allvarliga felaktigheter och de 6vriga elva
motorerna ar felfria. Man véljer pa mafa tre av motorerna utan aterldggning. Berdkna

sannolikheten att man harvid far
a) tva motorer med mindre felaktigheter och en felfri,
b) atminstone tva motorer med felaktigheter av nagot slag,
c¢) en motor med mindre fel, en med allvarligt fel och en felfri.

Betrakta samma situation som i féregaende 6vning, men anta att man i stéllet viljer

atta motorer. Vad ar sannolikheten att man hérvid far

a) fyra motorer med mindre felaktigheter, tva motorer med allvarliga fel och tva felfria

motorer,

b) fyra felfria motorer, en motor med allvarligt fel och tre med mindre felaktigheter?

24



