Kapitel 2

Kombinatorik

Allmént kan sidgas att inom kombinatoriken sysslar man huvudsakligen med berédkningar av
det antal sitt, pa vilket elementen i en given méngd kan arrangeras i delméngder pa nagot sitt.
Inom kombinatoriken har ordet “kombination” en bestdmd mening: Lat A vara en méngd

med n element. En delméngd av A med k element séges vara en kombination bestaende av

k element utvalda bland n.

Exempel 2.1 Lat A ={1,2,3,4,5,6}.

a) Bestdm antalet delméngder eller kombinationer till A som bestar av 2 element.

Dessa ar:

(1,2} {13} {14} {15}
{23} {24} {25}
(34} {35}

{4,5}

alltsa 15 stycken.

b) Bestdm antalet element i produktméngden A x A:

{1,6}
{2,6}
{3,6}
{4,6}
{5,6}



AXA

|

O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O

Av figuren ser man genast att detta antal ar 6 - 6 = 36.

Exempel 2.1 b) leder till den grundldggande kombinatoriska principen:

Sats 2.2 Multiplikationsprincipen

Lat Ay, Ao, ..., Ay vara en foljd av icke-tomma mingder sadana att n(A1) = ni,n(Az) = no,
.,0(Ag) = ny. DA &r antalet element i produktmingden X¥ | A; lika med ny - ng - ... - ny, 1=
Hf:l -

Denna sats kan ocksa formuleras mera allmént pa foljande sdtt: Om man i ordning skall utfora
6 operationer och héarvid kan utféra operationen nr i pa n; olika sédtt, n = 1,2,...,k, sa &r

totala antalet sétt att i den angivna ordningen utféra de k operationerna Hle n; .

Bevis Vi ger ett indutionsbevis:

1. Klart att satsen géller da k = 1.

2. Antag att den géller for k < r och visa att den giller dven for k = r 4+ 1, dér r ar ett
godtyckligt, fixt heltal. Vi har

X:illAz = (X::]_A’l) X A7«+1 =B x Ar+1a
dir B = X!_;A;. Men enligt induktionsantagandet bestar méngden B av []i_; n; ele-

ment, och vidare enligt induktionsantagandet bestar méngden Bx A, av Hle NG Npt1

element. Saledes ér beviset fardigt, ty [[;_, n;i - ny41 = H:ill n; .

Multiplikationsprincipen kan askadliggoras grafiskt med ett triddiagram:



A, nA)=3
A, n(A,)=2

A; nAy)=2

D(A1XA2XA3):3'2'2:12.

Exempel 2.3

a) Pa en fest var 9 herrar och 7 damer bjudna. Om herrarna dansar enbart med damerna

och damerna enbart med herrarna kan vi bilda 9 - 7 = 63 olika danspar.

n st
——
b) Antalet delméngder till en méngd med n element &r 2-2-...-2 = 2™, ty nér vi bildar
en delméngd skall vi fér varje element i médngden avgora om det skall inga i delméngden

eller ej.

Betrakta en méngd A = {ai,as,...,a,} med n element. I méngdliran gor vi inte skillnad
mellan A och, t.ex., méngden B = {ag, a1, as, ..., a,}, men i kombinatoriken &r ordningen av
méngdens element ofta av intresse. I detta sammangang kallas B en permutation av A (eller
tvirtom). Nér vi alltsa bildar en permutation av en given méngd, sa skriver vi upp méangdens

element i en bestdmd ordning.

Exempel 2.4 Lat A ={1,2,3,4}. De ordnade delméngderna som bestar av tva element &r

{1,2}, {1,3}, {1,4}
{2,1}, {2,3}, {24}
{3,1}, {3,2}, {34}
{4,1}, {4,2}, {43}

dvs 4 - 3 = 12 stycken.

Alla permutationerna av A &r



{1234} {1243} {1324} {1342} {1433} {1432}
{2,1,34} {2,143} {2314} {2341} {2413} {2431}
(31,24} {3,142} {3214} {3241} {3412} {3421}
{4123} {4132} {4213} {4231} {4312} {4321}

dvs 4-3-2-1 = 24 stycken.

Delméngderna med tva element &r:

{12} {13} {14}
2,3} {24}
(3.4}

dvs 12—2 = 6 stycken.

Sats 2.5 Lat A = {ay,az,...,a,}.

a) Antalet ordnade delméngder till A som bestar av k(< n) element &r

n)g=nn—-1)-...-(n—k+1).

b) Antalet permutationer av A &r

nl:=nn-1)-...-2-1.

c) Antalet delméngder eller kombinationer som bestar av k(< n) element &r

<n> - n! n(n—1) .. (n—k+1)

k n—k)! k!

Bevis

a) Detta foljer direkt ur multiplikationsprincipen: Eftersom n(A) = n kan det forsta ele-
mentet till en delméngd viljas pa n olika satt. Det foljande kan viljas pa n — 1 olika
sitt ty det far inte vara lika med det forsta utvalda elementet, osv. Slutligen kan det
k:te elementet viljas pa n — (k — 1) olika sétt. Enligt multiplikationsprincipen foljer nu

pastaendet.
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n stycken

a, as an

a; 2, apg

n stycken n-1 stycken
b) Detta foljer ur a)-fallet genom att sitta k = n.

c) Enligt a)-fallet &#r antalet ordnade delméngder med k element (n);. Men enligt multi-
plikationsprincipen bor detta vara lika med antalet delméngder ganger antalet permu-

tationer av de k elementen i delméngden, dvs:
x = antalet delméngder med k element

z-kl=n), & z=(}).

Foljande korollarium &r en generalisering av Sats 2.5 c).

Korollarium 2.6 Lat n = ny + ... + ng, dér nq, ..., nx ir naturliga tal. Antalet mojligheter
att dela upp méngden A i k disjunkta delméngder, sa att den i:te delméngden far n; element
ar

n!

ny! - nol - ony!

Exempel 2.7 Betrakta de fyra bokstéverna a, a, b, b. Med dessa kan vi bilda 6 olika ord:

aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa

dvs vi har 6 atskiljbara permutationer. Antag nu att vi numrerar a:na och b:na: ai, as, by, bo.
Da fas ordet aabb pa fyra olika sétt: ajasb1be, aijasbaby, asaibibs, asaiboby. Detta exempel
leder till foljande:

Sats 2.8 Antalet atskiljbara permutationer av n element varav ni ir av en typ, ng ar av en

annan typ, osv, ng ar av den k:te typen, n = ni + ng + ... + ng ar
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n!
nl-nl- . -nyg!

(Observera att vi har samma formel som i Kor 2.6.)

Bevis Lat x vara antalet atskiljbara permutationer och antag att vi numrerar de n; elemen-
ten av typen 4 fran 1 till n;, i = 1, ..., k. Efter detta trick &r alla element i den ursprung-
liga samlingen olika och kan saledes permuteras pa n! olika sitt. Men alla permutationer
fas ocksa om vi tar de ursprungligen arskiljbara permutationerna och permuterar de ele-
ment som ursprungligen var av samma typ. Enligt multiplikationsprincipen #r detta antal

x-nq!-ng!l - .. - ny!l. Saledes

r-ni!l-ng! - ong! =n!
n!

& r=—F":.
nl-nl-... - nyg!

Dragning med/utan aterldggning med/utan hinsyn till ordning

Lat A vara en mingd med n(A) = n; bland dessa n element bor vi vilja ut k element. Detta
kan goras med eller utan aterlidggning. I det forsta fallet tar man ett element, noterar
dess “vérde” och sdtter det tillbaka innan nésta drages. I det senare fallet sidtter man inte
det dragna elementet tillbaka. Saledes vid dragning med aterldggning kan samma element
forekomma flera ganger men vid dragning utan aterliggning kan varje element forekomma

hogst en gang samt k < n.

Da vi vill bestimma antalet sétt att vilja ut dessa k element (som dras med eller utan
aterlaggning) sa bor vi ocksa veta om dessa delméngder skall vara ordnade eller inte. Da

ordningen (inte) beaktas séiges dragning ske med (utan) hénsyn till ordning.

Exempel 2.9 Lat Q = {a,b,c,d}. Alla delméngder av 2 element i de 4 olika fallen blir:

Utan aterliggning Med aterlidggning
Med hiénsyn | A;;: (a,b) (a,c) (a,d) | Aj2: (a,a) (ab) (ac) (a,d)
till ordning (ba) (b,c) (b,d) (ba) (b,b) (b,c) (b,d)
(ca) (eb) (ed) (ca) (eb) (co) (cd)
(da) (db) (do) (da) (@b) (de) (dd)
Utan hinsyn | Ag; : (a,b) (a,c) (a,d) | Aga: (a,a) (a,b) (ac) (a,d)
till ordning (b,e) (b,d) (b,b) (b,c) (b,d)
() (00 (cd)
(d.d)
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Sats 2.10 Antalet mojligheter att vélja ut k& element bland n element &ar

Utan aterldggning | Med aterlidggning
Med hénsyn till ordning (n) n¥
Utan hinsyn till ordning () (”H]:_l)

Bevis Endast formeln for fallet “dragning med aterldggning och utan hénsyn till ordning”

bor bevisas, ty de ovriga fallen har redan behandlats i Sats 2.2 och Sats 2.5.

Antag att de n elementen &r talen 1,2, ..., n. Eftersom dragningen sker utan hiansyn till ordning
kan vi alltid ordna de k£ dragna elementen i storleksordning (t.ex. om n = 4, k = 5 &r en
mojlig realisation 4 1 34 1 dvs 1 1 3 4 4 ). Efter detta sétter vi en nolla efter ettor, en nolla
efter tvaor, en nolla efter treor, osv. Sammanlagt sétter vi n — 1 stycken nollor i en f6ljd med
k element och far saledes en f6ljd med k+n —1 element (t.ex. 1 100 3 0 4). Men dessa nollor
bestdmmer entydigt hela foljden (t.ex. a3 ag 0 0 az 0 a4 ger a1 = a2 = 1, a3 = 3, a4 = 4).
Genom att placera nollor pa olika stéllen i f6ljden kan alla mojliga foljder som fas vid dragning

med aterlaggning och utan hinsyn till ordning konstrueras. Antalet sitt att placera de n — 1

)=

nollorna ar
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Ovningsuppgifter

10.

11.

12.

Hur manga “bocker” om 500 sidor och 2000 tecken per sida kan hogst forfattas, om man

anviander 29 bokstéver samt punkt, komma och mellanslag?

. 10 personer deltar i 3 olika tévlingsgrenar. P& hur manga sitt kan de 3 forstaprisen

komma att delas ut om den som vunnit 2 forstapris inte far stélla upp i den tredje

grenen?

Hur manga 6-siffriga tal finns det, dir samtliga siffror &r olika, och néstsista siffran &r

8? (Forsta siffran far ej vara 0.)

En méngd innehaller 52 element (t.ex. en vanlig kortlek). Berdkna antalet delméngder

och antalet ordnade delméngder av storleken 5.

. Ett bokstavslas med 10 bokstéver &r sa konstruerat att det 6ppnas om man trycker pa

4 av bokstéaverna i riktig ordning. Hur manga olika sadana las kan konstrueras?

Bevisa Korollarium 2.6.

Bevisa att
a)
n _(n
n—=k) \k
b)
n n n—+1
+ =
() () =G
Bevisa att .
n n
> (i) -
k=0
Bevisa att

Z”: N/ M\ (N+M
k)J\n—k) n
k=0
dér n, N och M &r positiva hela tal sadana att n < min(N, M).

Permutationerna av bokstéaverna B, C, E, I, K, O, R, S, T ordnas i lexikografisk ordning.

Vilket nummer har den permutation som ger ordet “sockerbit”?

Antag att det i 6vning 5 omtalade bokstavslaset éndras sa att mojligheten att 6ppna
det inte beror pa i vilken ordning bokstédverna trycks in. Hur manga olika las kan da

konstrueras?

Hur manga tal stérre &n 10 000 kan bildas genom permutationer av siffrorna 000 4567
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13.

14.

15.

16.

17.

Av en forsamling pa n personer skall tva grupper utvéljas med p resp. q medlemmar sa
att de bada grupperna har a) minst en b) precis en medlem gemensam. Pa hur manga
sitt kan detta ske?

Pa hur manga sitt kan man ta fem kort ur en kortlek, sa att precis a) fyra b) tre kort

har samma valor?

Pa hur manga sétt kan rostsiffrorna fordela sig pa de olika kandidaterna om 7 personer

skall rosta pa en av 3 kandidater (och det inte &r tillatet att ligga ned sin rést)?

Hur manga olika hénder kan en bridgespelare fa om man endast tar hansyn till firg (en

bridgehand bestar av 13 godtyckliga kort ur en kortlek).

Ett fartyg har tre master. Man vill ge en flaggsignal genom att sétta upp flaggor pa
dessa master. Man har dérvid 6 olika flaggor och vill sédtta upp 4 av dessa pa masterna.
Pa hur manga sétt kan detta ske? (Flaggor pa samma mast skall sitta under varandra;

olika ordningsfoljd mellan flaggor pa samma mast anges ge olika signal.)
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