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Grundkurs i analys

Grundkurs i analys I, 5 sp, 271005

Kurstider: v. 44 —v. 50 (29.10 — 13.12)

e Foreldsningar : Ma 13 - 15, Ti 10 - 12 i Foreldsningssal Lindel6f, Geologicum.

e Demonstrationer: To 10 - 12 i Lindelof, borjande vecka 45.
Indelning i demonstrationsgrupper som under torsdagstiden sammanstéller gruppens
hemuppgifter fér inldmning. Bonuspodng (1 — 6 poang) till tenten for rdknade hemtal,
50% raknade ger 1 p, 90% ger 6 p (och linjart daremellan). Sémsta talet i tenten kan
bytas mot bonuspodngen.

e Frivilliga raknedvningar bérjande vecka 45 eller inkorporering av raknedvningar i
féreldsningarna.

Kurslitteratur: Persson-Boiers: Analys i en variabel (studentlitteratur),
forelasningsanteckningar och kurskompendiet Grundkurs i analys, tillgéngligt pa
kurshemsidan:

http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/gkanalys/

Kursmapp: Kopior av kursmaterial i datasalen bredvid sal Lindelof .

Kurstent: Ma 17.12 kl. 12-16 i Aud. | i Geologicum.
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Kursinnehall

Axiomatiskt inforda komplexa talkroppen
Rékneoperationer med komplexa tal

Potenser och n-te rétter

Andragradsekvationer och binomiska ekvationer

Gransvdrden

Definitioner och rakneregler

Standardgransvirden for berskning av grinsvirden av sammansatta funktioner
Tillimpning av gransvérden pa serier

Derivator

Rikneregler och elementéra funktioners derivator
Lokala extrempunkter och medelvérdessatsen
Tillimpningar av derivator
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Kursinnehall

Primitiva funktioner och integraler

Rikneregler och integrationsteknik

Generaliserade integraler: jimférelsesatser, tillimpning av integraler pa serier
(Cauchys integralkriterium)

Dubbelintegraler

Serieutvecklingar

Taylors och Maclaurins formler
Serieutveckling av elementéra funktioner
Tillampningar av serieutvecklingar
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Komplexa tal

1.17 Komplexa tal

Ekvationen
g ]

har ingen l0sning i de reella talens mangd R.

— - - - = w— -—

nomekvation
=0,

dir polynomet, P, dr av gradtal n, har_exakt n

— e e— e

stycken 16sningar d& multipliciteten beaktas?
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Komplexa tal

Betrakta méangden
C={(zy: oyeR},

i vilken addition definieras genom

(xlayl) o (w27y2> c (231 o= T Yt y2) )

och multiplikation genom

(J;l)yl) g ($27 y2) e (551 Ty — Y1Y2, T1Y2 + T2 yl) .

Mingden C forsedd med ovanstéende rakneoperationer
kallas de komplexa talen.

Grundkurs i analys, v.44



Komplexa tal

Exempelvis géller:
(B8 (Bl (2 (8] =8+ 1,213~ (—=3))
= (-9,-7).
Man kan visa att alla rakneregler som géller for
addition och multiplikation i R &ven géller i C
med dess definitioner av addition och multipli-
kation. Exempelvis géller

(a1, a2) - (b1, b2) = (b, b2) - (a1, ) .
Likhet av tva tal i C ges av

(a1,b1) = (ag, bs) < (a1 = ag och by = by).




Komplexa tal

R som delméngd av C

Betrakta delméngden M av C given av
M = {(a,0): a € R}.
Vi observerar att M &r sluten under addition
och multiplikation,

(a170>+(a270) T (a’1+a’270) S M: v
(a1,0) - (ag,0) = (a1 -ag —0-0,a1-0+0-ay)
= (a1 - az,0) € M .




Komplexa tal

Vi identifierar det komplexa talet (a,0) med
det reella talet a och méngden M med de reella

talen R,

(6,0)=a, M=R, RCC.
Ekvationen 2% = —1 har en lésning z = (0,1) €
G ty

(0,1)2=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0)
T =(-1,00=-1.

——

Vi definierar symbolen ¢ genom

=@ l)yeE. \
D& eilbAllls. gaiiimides ‘%‘(‘\" 7'*’_7_% :
7:2 == —‘1 ’ 6 = “‘?> ;‘/
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Komplexa tal

For A € R galler
M(a,b) = (A, 0)(a,b)=(A-a—0:b,A-b+0"a)

= (A-a,A:b).

Vi ser da att

(=1)* = (0,-1)* = (0,~1)(0,—1)
=(0-0—-(=1)-(-1),0-(-1)+(=1)-0)
= (=1,0) ==L,

s& z = 1 och z = —1 ar rotter till ekvationen




Komplexa tal

Vi kan for a,b € R skriva

a+b-i=(a,b),

ty
a+b-i=(a,0)+b(0,1) = (a,0)+(0,b) = (a,b).

Nu kan vi rakna med formen a + b - 7 och med
vanliga rikneregler som géller i R, bara vi be-

aktar att i2= —], exempelvis
C+9)(3—-1)=2-3—2-9+3-5—1
=6+i—(-1)=7+1.




Komplexa talplanet

Lat z = x+14y beteckna ett godtyckligh kom-
plext tal. D4 infor vi féljande beteckningar;

p= Keg, realdelen av z,
y= iz, imaginéra delen av z,

Z=1z—1y, . konjugattalet till 2,
|z| = +/z? + y?, absolutbeloppet (eller langden) av z.

Atlv) .
2=(ab) = ot Do

e
i
5

be

> \«J,Q.g\ e.l(n].a«/;

3 2ela,-b)s a.-lst
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Komplexa talplanet

Réiknereglér: (2,21,22 € C)
1 1
1. Rezza(z—k‘z“), 2s ImzzZ(z—E),
3. Je =
4. (z1-2) =71 22, (21+2)=7%1+7%2,
5. |21 2| = |21 - |2,
6. |21 £ 20| < |21] + |22|, (triangelolikheten) .

Addition och subtraktion av komplexa tal kan
tolkas som addition och subtraktion med vek-
torer.

?:,4'?‘1
7
2
2
= "
2/ N : >
Z ll 12—;(%’_ 'l( ’t(q‘l( —%\2"_21 = },&- L—%z)
l2,- 2, £12al <122\
o)
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Komplexa talplanet

Kvoten mellan ett komplext tal y och ett re-
ellt tal a # 0 definieras som

sk
—=—-qu.
- "'a

Betrakta ekvationen

Wz =, weld,

dér w och w &r komplexa tal. Om z och 2/ &r
16sningar till ekvationen har vi att

wz—wZ =u—u=00wiz—2)=02=2,
(g

20

abel: ab=0d=> (=0 dbuleo)
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Komplexa talplanet

sd ekvationen har en entydigt bestdmd 16sning
w U
Z= W,
ty
w-zzw'-@? wiu”;/uhu]z:u'
wl? - w T wf?

D4 |w|?> = ww kan kvoten berdknas som 22,
exempelvis ar

4—i _ (4-9(2-3) _5-14 5 14
243 (243)(2-3) 13 15 18"
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Komplexa talplanet

Rikneregler vid division:
Uy U2 U1Uo

w1 W .wle,
U Uz UiWa + UgWq

e AP A :
i @—“iwx

(5) =2
w/ W’
u

7
wl = ul
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Komplexa talplanet

ot 25
Wy W, Wiy !
w w o
g;%’r' 2, = Tl" ) &= \NL D cG/xL(J«'
.
(W|3| = W ocl. W}_ZL:UJL) (x\
=S (W 2) (wed)) = oy Wy
=S (W) (22 = ey iy
=5 Q\AL:“‘:':P =N %-f’_gz Wy Uy
st by Wy W,
——
(#) =S5 wiwy 2, = t,w

2 ovt/\ WQWIZL:U\_

2J\:\.I
=" W\W1L2,+27\) = bhy g, Uy Wy
:> 24 +1Qa - Ly &, + W, Wy
W\ Wy

=5 by Yy | AWt
Ty Wy W, by
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Komplexa talplanet
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Komplexa talplanet

Komplexa tal p& poléar form

Vi infér poléira koordinater r och 0 i pla-
net enligt foljande figur,

A

(rsnd by

och erhéller den polidra framstillningen
oV talet z,

z=1rcosf+irsinfd=r(cosd+isind),
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Komplexa talplanet

och erhéller den poldra framstillningen
oV talet z,

z=1cosf+irsinf=r(cosf+1sind),

dar 7 4r lingden av z och § ir vinkeln mel-
lan z och positiva reella axeln. Vinkeln 0
kallas argumentet av z, betecknat arg z. Vin-
keln 0 &r inte entydigt bestamd. Argument som
skiljs &t av en heltalsmultipel av 27 identifieras,

91:02<:>HREZ291:92+7127T.
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Komplexa talplanet

Vi har foljande formler for att berékna argu-
mentet @ av talet z =z + 1y

Yy o ([ m %

0 =arctans, dd —=—<0< = 1.74 >
arc anx, a =g 23, (1.74) Z(

g = 7r+arctan—y—,, da i <0< g (1.75) ?ﬁfx_f;/

)
o

T 2
Vi infor det exponentiella skrivsittet

e = cosf+isinf. (MW‘)
Den polira framstéallningen av z blir d&
z=r(cosf+isinf) =re?,
dér r = |2] odi @ = arg 2.
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Komplexa talplanet

Exempel 1.37. Vi har att
|e®] = | cosf + i sinf] = Veos?f +sin?f =1,

s e? genomloper enhetscirkeln da 0 < 6 < 2.

Exempel 1.38. Vi gkriver talet 2 = 2 + 24,
(som ér i rektangulér form), i poldr form.
r=lz| = V22 + 22 =8 =2V2,
) &
0= arctan§ = arctanl = %, &

K T - ol
z = 2\/§(COSZ + 1 sin Z) = 2/2¢' . W

)

L
J B
,\r’o

@L 2—2-52;:2'\1,:??(:'—1?.\.;‘
Rostim U So .ﬁ{
Sm b

” 53‘3
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Komplexa talplanet

Exempel 1.39. Vi har likheterna

1
o

=il =%

Den forsta likheten folier av att e? ligger pd
enhetscirkeln, : 2.

Den andra likheten ges av

e = (cos + i sinf) = cosf — i sin
= cos(—0) + % sin(—0) = e,

Grundkurs i analys, v.44



Komplexa talplanet

Sats 1.12. det galler att
ol . oie — il61)

Bevis: Genom att utnyttja cosinug och sinus
additionsteorem erhélls

e? e = (cos@ + i sinf)(cos ¢ + i sin )
= cosf cosp —sinf siny -
+ 4 (cos @ sin +sin 6 cos @)
= cos(f + @) + i sin(0 + @)
ey ei(0+go). -
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Komplexa talplanet

Upprepad anvindning av Sats 1.12 for n €

=)
7. ger att n el 4"
ER A e
€= gl ., =g
:...:ezne, qgg n—’zs+
ex.1.
(i@——n_ 1 _.71 !—in@
7)o = =
(620)71 etnd

Dérmed géller De Moivres formel:
Sats 1.13. For varje n € Z galler

O\n __ _inf
e k=™
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Komplexa talplanet

Exempel 1.40. Skriv talet (v/3 4 31)' i for-
men a + 1 b.
Losning: Vi sétter forst z = v/3+ 3i. D3 erhalls

2| = (\/§)2+32=\/‘2=2\f

ﬁ"argz = arctan% = arctan /3 = 5
s& z = 2/3 €' . D4 far vi
(\/§+ 3i)18 i 218 i (2\/§)18(6i§)18 - (\/ﬁ)lS zl—gﬂ
il —1n
o

71
Au, 2 2R (& L2
vilbd @ .‘., gaa s=4 9
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Komplexa talplanet

ELX S@omj\wixl« #;Ww;\»% an Ml‘{{pfx%\'\bm oc e

d/\‘vf“'\\:)V\ _
_ S _ L'ﬂ"z
2, =& ) 227 Ge Ch1.92
(¢ (4 C (8,64, )
2 = 2,"27_)—_— \(\IE g \(ae 2 = \(\'Vz-e %2

Quu \‘2\ = \rl'VL, :lz,\-lzzr j
a"a% =6,+6 :a@z,—e-dfail

@e(opf’é\n el Nl own  ocl avaumw#vx addewe
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Komplexa talplanet

- Z (6 ‘g
X ?l ‘\P\Q" = —Y:—'vw-—-&l—-\(\l ec‘ﬁ, ~t,
= 2 \{*'ke(&?‘ X ecﬁ" \(\;L '

= O, e(\'(ﬁl"ez)

__ﬁ-___—e- '

e
in T e——
P2l | 21 = S = L |
Va, | 2,

0\62 = 6'._-92 :ava 2)—ary 9;9\

@D\\Uwﬁn bl s OLL; gva’““ﬂw'bw S’u(ﬁ‘\a«\«\owﬁb
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Komplexa talplanet

Andragradsekvationer

Betrakta ekvationen

24+uz+w=0,

dédr v och w ar kinda komplexa konstanter
och z &r obekant. Kvadratkomplettering_ger;

P2+ouz+uitw—u'=0& (z+u)l=uv—w.

A\l
W =4 (ateq)
Vi kan betrakta z + u som obekant'. Om vi by-

blemet till 16sning av en ekvation av formen

Z=w,

dér w ar en kénd komplex konstant och z &r en
obekant variabel.
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Komplexa talplanet

Losning pa rektangulir form: Sitt w =
a+ib och antag att vi soker en 19sning av formen

z =z +1y. D4 giller
(z+iy)l=a+ibe 2’ —y’ +i2zy=a+ib.

Identifiering av reella och imaginéra delarna ger:

2 — =,
Dy =b.
Vi erhéller ett tredje nyttigt samband ur kravet

att |2?| = |a + ib|, nédmligen
wao

1Rl Py =va? 402
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Komplexa talplanet

R T . oD
R
Exempel 1.41. Lés ekvationen 22— (2+2i) 2+

3+6:=0.
Losning: Kvadratkomplettering av vénsterled
ger att (z — (L +14))2— (L+4)2+3+6i =0.

Med andra ord giller 237~

(z—(1+4)*=-3—4.

Sétt nu z 4 1y = z — (1 41). Inséittning i ekva-
tionen ger:

o? —y? 4+ i2zy = -3 —4i,

sé& vi erhéller sambanden
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Komplexa talplanet

Forsta och tredje ekvationen ger:
§m2+y2=5 o2z =2 S(r==+1
22—yt =-3 y¥=5-—12° y==x2.

Vi maste beakta tecknen pa x och 1y si att

2zy = —4 giller! Da ar

&=l och x=-1
y=-2 y=2
de eftersokta losningarna som uppfyller alla tre

kraven i (1.76). Déarmed &r

z=2—1 och z=231i

l6sningarna till var ursprungliga ekvation.

X*l‘a: 2= Uel) (g) 2: (X‘?:'a)‘\'uﬂ‘

)
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Komplexa talplanet

Binomiska ekvationer

Den enklaste typen av ekvation av gradtal n
ar den binomiska ekvationen

ey,

dar w ar en komplex konstant. Vid 10sning av
en dylik ekvation utnyttjas den poldra fram-
stéllningen av komplexa tal. Sétt

i6

z=1re" och w:Qe“”.
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Komplexa talplanet

LI
Sats 1.13, (de Moivres formel), ger dé att ((vc‘ )= 1e¥),

L em€ A pezga )

Identifiering av belopp och argument i bada le-
den ger

=p e(r=p
2

nd =+ kom, keZ 9=%+k—”, keZ.
n

D4 far vi precis n stycken olika 16sningar
svarande mot k = 0,1,... ,n — 1. For dvriga
k € Z sammanfaller 1dsningarna_med dessa.

Geometriskt bildar 16sningarna horn i en re-
gelbunden n-horning med medelpunkt i origo
och ett horn i punkten {/p ¢'n svarande mot
k=0
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Komplexa talplanet

Exempel 1.42. Los ekvationen 2° = 8i,
Loésning: Sitt z =re

ol

; ; ™. .. T
r3e30 = 8 = 8 (cos = +isin—) = 8¢'Z.
e gy 04—

Alltsd erhalls e
{7"3 = § & {r =8 =

T T 2w
= = =— — ., keZ.
36 2—|—k27r,k€Z 0 6+k3, €

Vi far tre olika losningar

=26E*T | £=0,1,2,

explicit utskrivna

- 3T

i i85 i
g=2e%, z=2e%, pn=2e7.
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Komplexa talplanet

Losningarna bildar horn i en regelbunden 3-

horning:
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Komplexa talplanet

Algebrans fundamentalsats bevisades 1799
av Gauss:

Sats 1.14. Varje komplex polynomekvation p(z) =
0, dér gradtalet for p(z) dr n, har exakt n styc-
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