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Forord

Foreliggande kompendium &r en sammanfattning av foreldsningsanteckningarna fran lisaren 2016-2018
i kurserna Flerdimensionell analys del 1 och del 2, som ingar i &mnesstudierna i matematik vid
Abo Akademi. Inga ansprak pa originalitet gors, materialet &r sammanstillt ur ett flertal bocker,

av vilka ndmnas kan kursboken: Analytiska metoder II, av Petermann, Studentlitteratur 2002, och
den tidigare kursboken: Flerdimensionell analys, av Eriksson, Studentlitteratur 1976.

Ett stort tack gar till Christian Enlund for textbehandling och redigering av materialet.
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Flerdimensionell Analys

Del 1

1.1 FEuklidiska Vektorrummet R"

Betrakta méangden av ordnade n-tiplar:

R" :={z = (x1,...,2,) : T1,..., 2, € R}.

Méngden R™ forsedd med addition och multiplikation med reell skalar bildar ett vektorrum. For

z,y € R" c € R definieras

THy= (21, ., x0) + (W1, s Un) = (T1+ Y1, o, Tp + Yn)

och

T =c(x1,...,x,) 1= (CT1,...,cCTy).

Additionen ar kommutativ och associativ.

Multiplikationen med skaldr &r associativ.

Nollvektorn: 0 = (0, ...,0)

ar det neutrala elementet med avseende pa addition.

Den additiva inversen till z € R" ges av
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1.1.0 KAPITEL 1. DEL 1

Subtraktion definieras genom

f_y::j:—{_(_g):(xl_yla"'7xn_yn>-
Elementen i R™ kallas punkter eller vektorer.

Vektorrummet R™ blir euklidiskt om vi infor skaldrprodukten (inre produkten)

T-yg= (1, .., xn) (Y1,---,Yn) ::x1y1+...+xnyn:Zxkyk.
k=1

Punkterna i R™ kan tolkas som n x l-matriser

T n
och g=|:],

Tn Yn

Kl
Il

varvid z -y = 27 9.

Beloppet (lingden) av en vektor T ges av

A
:’é %\‘5
7| = VI 2 =ViTe = /o} + ...+ 22 5 5

och avstandet mellan Z och y ar

2 =gl =(x1—p1)>+ ... + (20 — ya)*

Sats 1. (Cauchy-Schwartz’ olikhet)

Fér alla vektorer x,y € R™ gdller
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1.1.0

KAPITEL 1. DEL 1

| < [zllg])

—
~
K|

|-yl < |2]]

<

med likhet om och endast om T = \y eller (z =0V y=0.

Bewvis. Géller om 7 = 0 eller § = 0. Antag 7 # 0,7 # 0.
Sitt: p(t) =T —ty)> = (T —ty)- (T —ty)) =T -T—2AT-§+t*§-y

—

A

| y—————=

d{

=
-

4::@}

1

©(t) 2:a grads polynom i ¢, minimum da ¢'(t) = 0.

<
TD_ T,
gy oyl
2o T LA
7.7 2
— ’3_3|2 o (x_Z)
i
Alltsa: (7 - 4)? < |Z|?|y]? och saledes |z - 7| < |Z]|7].
Likhet erhalls om 7 = 0 eller om o(ty) = 0 dvs. T = top.
Ur [z -] < |2||y] foljer att —1 < b <1, daz,5#0
Vi kan da definiera vinkeln 6 mellan z och § genom
7.7 _T_ B
cosf=—2L =Y qaz 540
[zl |zlly|



1.1.0 KAPITEL 1. DEL 1

Om 7 - § = 0 dr vektorerna ortogonala och om 7,y # 0 dr de da vinkelriita (cosf = 0).

Den ortogonala projektionen av en vektor T pa vektorn g ges av

l

En vektor z ar en enhetsvektor om |z| = 1.

& = (1,0,...,0)

é; = (0,1,0,...,0)

I R™ &r enhetsvektorerna parvis ortogonala, (e; L e;,i # j), och bildar en

én=(0,...,0,1)
ortonormal bas i R™. Varje vektor x € R" kan skrivas som = = x1€1 + ... + T,€,.

Sats 2. (Triangelolikheten)
For alla z,y € R™ gdller

|z =gl < [z + 9| < |z[ + [g]

med likhet om och endast om X och y dr parallella och lika riktade.

Beuvis. )
Z+gl =@ +y) - (@+y)=2-24+22-5+7-y

< |z)*+ 2|z - g + |y)? < < N 1z + 2 |z|ly| + |y]*

= (|z| + |g])*.

Alltsa géller |z 4 g| < |Z| + |g|. Vidare har vi att
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1.1.1 VEKTORPRODUKTER I R3 KAPITEL 1. DEL 1

[z =1z +9)+ (=l <lz+yl+|-ol =2+ 9l +yl,
sa || — |y| < |z + g|. Analogt fas att |y| — |z| < |z + y| och da géller ||z] — |y|| < |Z + ¥ O

For A € R och z € R™ géller

IAZ|* = (\T) - (AT) = A% (2 - 7) = \?|Z|?

alltsa har vi att [A\z| = |\||z]. Sammanfattningsvis har vi f6r beloppet egenskaperna
|z| >0, med likhet om och endast om z = 0,
|IAz| = |A||Z], AeR,z eR”,
|z + 9l < 2] + |3, 7,5 €R"

1.1.1 Vektorprodukter i R?

Antag att basvektorerna &, &, €3 for R3 bildar ett hogersystem: “Den minsta vridning som &verfor

e1 pa ey sker moturs betraktat fran spetsen av e3”.

(SEN
]i%
=

Alternativt: “Den minsta vridning som overfor e; pa ey far en vanlig hogergéingad skruv att rora

sig i den riktning som representeras av es”.

Vektorprodukten av z, 7 € R3, dr en vektor i R? betecknad Z x 4 och definierad av

T X g = (Tays — T3y, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

En minnesregel for berdkning av T X y ges av utvecklingen av nedanstaende formella determinant
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1.1.1 VEKTORPRODUKTER I R3 KAPITEL 1. DEL 1

efter den forsta kolonnen:

€1 T1 Y1
TXY=|ea To Ya| =
€3 T3 Y3

= (5523/3 — X3Y2,T3Y1 — L1Y3, T1Y2 — 3622/1)

Ta Y2
T3 Y3

r1 W
T3 Y3

T1 W

€y +
2 T2 Y2

€1 — €3

Alternativt berdkningssétt (annan minnesregel), utvekling efter forsta raden:

€1 €2 €3
TXy=|r1 T2 T3] = (T2ys — T3Y2)e1 — (T1y3 — T3y1)e2 + (T1Y2 — T2y1)es
Y Y2 Y3

Exempel 1. Berikna vektorprodukten & x y for vektorerna & = (1,2, —2) och y = (—1,2,2).

Lésning
R e 1 -1 1 -1
T XY= |€ 2 2 __2 261—_2 9 €2+2 9 €3
€3 —2 2
=M@d-(-4)-ea—-(2-2)-ea+(2-(-2) e
=(8,0,4)

Notera att (z x ) -z =0 och (x x g)-y =0, alltsa dr T X y vinkelrdt emot T och y

Med hjéalp av definitionen kontrollerar man létt att foljande egenskaper géller for vektorprodukten:

IXY=—yXT (antikommutativ),
TX(J+2)=TXy+TXZ (distributiv),
T xcy=c(TXxy) for alla ¢ € R.

Den skalira trippelprodukten av vektorerna i, 7,y € R?® definieras som 4 - (Z X 7).

Om u = (uq,ug, u3) ser vi direkt fran minnesregeln for berikning av = x y att

Uy T1 W%
?_L(IEXQ): Ug T2 Y2 ::I:V(ﬂ,i',gj),
us T3 Ys
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1.1.2 TOPOLOGISKA BEGREPP I R" KAPITEL 1. DEL 1

dér V' (u, z,y) betecknar volymen av den parallellepiped som har sidorna @, och g och tecknet &r

“+” om dessa bildar ett hogersystem (annars “—").
Ur ovanstaende formel hérleder vi ldtt egenskaperna 1 och 2 for vektorprodukten.

Egenskaper for vektorprodukten

1. Vektorn = x gy ar vinkelrdt mot bade Z och g, ty om vi véiljer u = Z eller u« = y sa har

determinanten tva identiska kolonner och ar darmed lika med noll.

2. Om Zxy # 0 bildar Z,y och Z x ¢ i denna ordning ett hogersystem, ty om Zxy = (ay, as, az)

har vi:

T Y1 ax a; T1 U
Ty Yo az| =laz Tz Yo| = (T xy) (T xy)>0.
T3 Yz as az T3 Y3

3. Vidare giller |z x g| = |z||y| sin 0, dar 6 betecknar vinkeln mellan Z och 3. Detta betyder att

|Z x y| &r arean av den parallellogram som har sidorna z och 7.

47 \

+<|

Bevis. Med var minnesregel for berdkning av  x y erhalls

2 2 2

T2 Y2 1 U 1 W
T3 Y3 xr3 Y3 T2 Y2

=...= (2] + 25+ 23) (5 + 5 +v3) — (21y1 + 2oy + 13y3)?
— |z Plgl — |z - 1 = |al?lgP (1 I ;?7_'2)
2?1y
= |zZ|*|y — cos = |Z|7|y|” sin
2 2 1 26 2y2 : 26

[z xgl" = (T xy)-(zxy) =

Alltsa giller: |z x y| = |Z||y|sin 6. O
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1.1.2 TOPOLOGISKA BEGREPP I R" KAPITEL 1. DEL 1

1.1.2 Topologiska begrepp i R"

De punkter i R” som ligger pa ett avstand mindre &n ¢ fran a utgér en omgivning, (d-omgivning).

Os(a) till a:

Os(a) .={z eR": |z —a| <o}, 0>0.

J

J 1 Sy '}
]
a-d G a'.-l-d'
2 Gppet intervall

IRf‘ dppet klot

En punkt a € R™ kan definieras att vara en inre punkt, yttre punkt eller randpunkt till en specifik

méangd M C R"™. Definitionerna &r foljande:

Inre Punkt om 30 > 0: Os(a) C M sa ér a en inre punkt till méangden M.

Yttre Punkt Om 30 > 0: Og(a) N M = () sa dr a en yttre punkt till médngden M. (Da dr a en
inre punkt till CM = R™\ M).

Randpunkt Om V6 > 0: M N Os(a) # 0 och CM N Os(a) # 0 sa ir a en randpunkt till M.

Méngden av alla inre punkter till M C R™ betecknas M°:

M°:={z € R": I &r en inre punkt till M}

Det géller att M° C M, ty Os(a) C M = a € M.
Méngden av alla randpunkter till M C R"™ betecknas OM:
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1.1.2 TOPOLOGISKA BEGREPP I R" KAPITEL 1. DEL 1

a inre punkt, b yttre punkt och ¢ randpunkt till M.

OM :={z € R": 7 &r en randpunkt till M}

e Mingden M := M U OM kallas héljet av M.
e Mingden M ér sluten om M C M, dvs. M = M.

e Mingden M &ar 6ppen om M C M°, dvs. M = M°.

Exempel 2. Ldit M C R? definieras av:

M ={(z,y) e R*: 2* +y*> <1} U{(1,0),(2,0)}. dppna enhetsskivan + tva punkter

&

I/ \\ Cl;;j‘)

[ \ %
\\ /.-‘lc" 4 3

Da galler:
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TIiLL R™ KAPITEL 1. DEL 1

M° = {(z,y): 2 +y* <1},
OM = {(z,y) : 2> +y> =13 U{(2,0)}

M=MUOM = {(z,y): 2> +9*> <1}U{(2,0)}.

M # M° och M # M, si M dr varken sluten eller Gppen.

Exempel 3. En mingd M C R™ dr dppen om och endast om CM dr en sluten mingd.
Bevwis: (Notera att OM = 9CM ). Det giiller att
M ér éppen <= M C M° <= 0M C CM

«— M CcCMm

< CM dr sluteng

En méngd M C R" ir begrinsad om det existerar en d-omgivning Os(0) av 0 sadan att M C

Os5(0). (Da ér |z| < 6 for alla € M.)

Om en méngd M C R” &r begrdnsad och sluten kallas den kompakt.

A,
- ~
/s f N K
/ /\f '\.‘. ,'; M M
Akl P T 3 ‘J\/ : \ ‘>

AME M, Altenn = . M Akt
me oYk " % o begrnnoed
M, oamorf 2 & ?,W & horppar
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TILL R™ KAPITEL 1. DEL 1

1.1.3 Avbildningar fran R” till R™

Lat f vara en funktion (avbildning) fran mingden X till méngden Y, betecknat: f: XY
De punkter i X som f &r definierad i utgor f:s definitionsméngd, betecknad Dy.

Viardemédngden for f, betecknad Vy, &r de viarden i Y som antas av funktionen f,

Vi={yeY :3xeDs: f(zx)=y} ={f(x):x € Dy}.

Py

For avbildningar f : R™R™ har vi

Dy CR" ={(z1,...,2,) : 1,..., 2T, € R},

och bilden av z € R™ under f dr en vektor i R™ :

r= (1’1;--‘73:71) — f(a_j) = (fl(a_j)avfm<x))a

dér komponentfunktionerna f1,..., f,, ar reellvirda funktioner av n variabler,

fk(i’) :fk($1,...,$n>, k= 1,...,m,

alltsa fr, : R R, k=1,...,m.
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TILL R™ KAPITEL 1. DEL 1

For en avbildning f : XY definierar vi grafen for f som méangden G given av

Gy ={(z, f(x)):z € Dy},

som da dr en delméngd av produktméngden X x Y.

Méngden G kan i vissa fall visualiseras i ett 2- eller 3-dimensionellt koordinatsystem.

Exempel 4. f:R™R ges av f(z) = 2?, Dy = [—1,2]

Méngden Gy, grafen for f.

Exempel 5. (funktionsytor) f : R* R ges av f(z,y) = e ¥, Dy = {(z,y) : x+y > 0}.

Kan framstdillas i ett 3-dimensionellt koordinatsystem med z = f(x,y) = e *Y. Observera att pa

linjerna x +y = k gdller z = e™*:

(Praktisk tolkning: Bestim kurvan z = f(0,y) = e Y i yz-planet och translatera (forskjut) denna.)

Ifall en funktionsyta &r av formen:

z= f(x,y) = g(v/2* + y?)

sa dr den rotationssymmetrisk kring z-axeln.
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TILL R™ KAPITEL 1. DEL 1

Da kan man i yz-planet for y > 0 rita ut kurvan z = f(0,y) och rotera denna kring z-axeln for att

skapa ytan z = f(x,y).

9(v/ 72+ y?)).

K3

v

i 2
2=Flog) =y, 4>° X

1
2 -
2 =fu k) pawhodloid

Ofta dr det svart att skissera en yta z = f(x,y), da kan ett symboliskt programpaket anvindas.

Exempel 7. Rita ytan z = f(z,y) = sin(x + cos(y)), da =2 < x < 2 och =3 < y < 3, i
Mathematica (bild a).

Ett annat sitt att visualisera avbildningar f : R*™R dr med nivikurvor. Vi léser ekvationen:

flx,y) =c

for lampligt valda virden pa ¢ och ritar motsvarande kurvor i ett xy-plan. I ezemplet med f(x,y) =
22 + y? blir nivdkurvorna cirklar x* + y* = ¢ med radie \/c. Ju titare nivikurvorna ligger, desto

brantare dr funktionsgrafen. (jamfor topografiska kartor), i Matematica (b) samt nivakurvor for

f(z,y) =sin(x + cosy) (c)

Avbildningar f : R™R? kan visualiseras som parameterkurvor i planet,
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TIiLL R™ KAPITEL 1. DEL 1

nitp= £[x_, y_] := Sin[x + Cos[y]]

nEp= Plot3D[£[x, yv], {x, -2, 2}, {y, -3, 3}]

= ContourPlot[s. c o {x, -2, 2}, {y, -3, 3}]
4p= ContourPlot[x”2+y"2, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}] b= ContourPlot[sin(x+Coslyll, {x it !

oulf3)=
outls}=

(a) f(z,y) = sin(z+cosy) upp- ) (¢) Nivakurvor for f(z,y) =
ritad (b) Nivakurvor sin(x 4 cosy)
Bilder som hor till Ex7

Exempel 8. Bowditch kurva (1815):

7 =7(t) = (9sin (21?) ,8sint),0 <t < 8.

x[t_ ] :=9%in[3¢/4]; y[f_] := 85in[¢]

ParametricPlot [ {x[t], y[t]}, {ty ©, 8P1i}]

Avbildningar f : R™R3 kan visualiseras som parameterkurvor i rummet,

x = x(t),
F=7(t) = (z(t),y(t), 2(t)), eller { y=y(t

)
z = z(t).
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TILL R™ KAPITEL 1. DEL 1

(cost,sint, %) ,—4r < t < 4w, beligen pa cylinderytan

Exempel 9. Skruvlinjen 7 = 7(t)

2?2+ = 1.
x[t ] :=Cos[t];y[t_ ] :=5in[t]; z[t_] :=£/5
ParametricPlot3D[ {x[t], v[t]s z[t]}, {ts -4Pi, 4Pi}]

10
10 e, 05
0.5 & e 05
T 1.0
—

En avbildning F' : R*>R? kan tolkas som ett vektorfilt, (kraftfilt), i planet

F=F(r)=F(z,y) = (P(z,9), Q(z,))

Det kan visualiseras sa att man utgaende fran ortsvektorn 7 = (z,y) ritar ut vektorn F(z,y)

Exempel 10. Filtet F(xz,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = (—y,z) “Vrider vektorn (z,y) moturs vinkeln

E 2
5 -
I Mathematica gors detta med VectorPlot:
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1.1.3 AVBILDNINGAR FRAN R" TIiLL R™ KAPITEL 1. DEL 1

Plx_s y 1 :i=-yi Qlx_sy_ ] i=x

VectorPlot [ {P[x, y1, @[3, y1}, {x, =5, 5}, {ys -5, 5}]

ef T T T T 7

“

[}

L1

[

!
\\\.w——fff'flﬂ
NN s s A

NN~ A
NN R S e A A

\‘\\\\‘“‘w—*——p_v_.-r,v///

- . =

Vo e N T S
I S S A
P A S i S N T 8 \\\

A A TN
i
i

- T
\\\\\Km-—. - X
\\\\g“‘xxm-—n -

—al
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P4 analogt siitt kan en avbildning F : R?**R tolkas som ett vektorfilt i rymden

F=F(r) =F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2))
Exempel 11. Filtet F'(x,y,z) = (2,2(y + 2), 5 + 1) kan visualiseras med VectorPlot3D

Plx_ 3y 52 1 :=x5Q[x_yy ,z ]:=2(y+z)jR[x ,y ,z ]:i=2z/2+1

VectorPlot3D[{P[xs vy 2]y Q%5 ¥y 215 R[%s ys 2] 35 £ =1y A}, {vy =15 1}, {7, =1, 1}]

OBS! Mathematica anpassar langden av pilarna sa att figuren blir dverskadlig (pilarna gar inte i
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varandra). Vektorernas langd proportionella mot de riktiga vérdena.

Avbildningar F : R?>*R? kan tolkas som koordinatbyten, eller deformation av omraden.

Exempel 12. Overgding fran polira koordinater till kartesiska koordinater F(r,0) = (x,y) =

(rcos@,rsinf)

n9}= ParametricPlot[{rCos[t], rSin[t]}, {x, O, B}, {t, 0, 2Pi}]

0 1 2 3 4 5

Q—E\i\:&

En avbildning F' : R**R? kan tolkas som en avbildning av ett omrade i planet pa en yta i rummet,

. —

= 5 Simd Cosy,
52w b S“"‘le)
= 5'003 & o

0]

X
%
2

g@”‘“" Lewoy bty (r9,¢)

Ytan kan visualiseras i Mathematica med ParametricPlot3D:
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KAPITEL 1. DEL 1

ParametricPlot3D[{55in[t] Cos[fi], 55in[t] Sin[fi], 5Cos[t]}, {t, @, Pi}, {fi, @, 2Pi}]

1.1.4 Sammansittning av Funktioner

Antag att f : RP*R™ och g : R"RP. Om VN Dy # () kan vi definiera den sammansatta funktionen
fog: R"R™,

(fog)(@):= f(g(z)),

med definitions- och virdeméangd givna av

Dfog:{:feR”:

z € Dy och g(z) € Dy},
Vieg ={f(¥) :

ye DN Vt]}
Exempel 14. Givet

{f ' ROR? f(u) = (u?,u+1)

g:R*R, g(x,y) = sin(zy?).
Da ir f o g: R**R? given av
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R d

" e
X

S

N “7’[:: ?,()ﬂ

18's

(fog),y) = flg(z,y)) = f(sin(zy?)) = (sin®*(xy?), sin(zy?) + 1)

och go f : R™R given av

(9o f)(w) =g(f(u)) = g(u*,u+ 1) = sin(u*(u + 1)*)
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1.2 Gransvarden och Kontinuitet

Antag att f: R"R™. Lat a = (aq,...,a,) € R™
Definition 1. (Grainsvirde da & = (z1,...,x,) — a).

Funktionen f : R"™R™ har grinsvirdet A € R™ da & — a € Dy om det for varje € > 0 finns ett
tal 6 >0, a € D%, sadant alt
(0<|z—a|<dochze D)= |f(T)—Al<e

Alternativt:

Ve>036>0:0<|z—al|<dochTeDy=|f(T)—A|l<e¢
Beteckning: limz_,; f(z) = A eller f(z) — A dd T — a.

Geometrisk tolkning. For f : R*™ R :

Cirkelskivan |Z — a| < ¢ avbildas pa ett ytavsnitt
som ligger innanfor cylindern med hojden 2e.

OBS! (limg 4 f(Z) = A och @ € Dy) % f(a) = A.

Definition 2. (Kontinuitet). Funktionen f : R"™R™ dr kontinuerlig © punkten a € Dy om
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lim f(z) = A= f(a).

T—a
Funktionen f dr kontinuerlig om den dr kontinuerlig 1 varje punkt a € Dy.
Undersokningen om ett gréansvirde existerar for f : R*R™ kan goras med hjélp av komponent-
funktionerna:
Sats 3. Antag att f : R"R"™, f(z) = (fi(Z),..., fm(Z)), dir fi : R™R. Da gdller:
lim f(7) = A= (4y,...,A,) < lim fi(z)= A, k=1,...,m.
r—ra r—ra

Bevis. Det giller att |f(z) — A]> = Y10, |fu(Z) — A%

1°) Antag att lim f(z) = A = (Ay,...,A,), (Ve > 035 : 2 € Dy och 0 < |Z—a| < § =

r—a

(@) — Al <e).

@) = AP <) Iful@) = AP = |f (@) - AP

Alltsa géller det for k= 1,...,m att

|fe(Z) — Ax] < |f(Z) — A| < ¢, sasnart 0 < |z —a| <6,
vilket innebér att

lim f(z)=A,, k=1,...,m.

T—a
2°) Antag att lim fi(Z) = Ag, k=1,...,m.
r—ra

Tage > 0. For k=1,...,m géller:

36, > 0: (0 < |7 —a| < 6 och 7 € Dy) = | fu(7) — Ax| < —.

Jm

For 0 < |z —a| < 6 :==min(dy,...,0,) och & € Dy giller
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f(z) — AP = Z (@) — Ag|* <m - (%) =

vilket ger att | f(z) — A| < e och saledes

lim f(z) =

T—a

Exempel 15. Funktionen f : R™R3 definieras for t # 0 genom f(t) = <S’Tnt, hl(lt+2t2), I_Tet>

Kan vi definiera virdet for f it =0 sa att f blir kontinuerlig © punkten?

Lésning: Bor utreda om lim;_,q f(t) existerar. Sats 3 ger att detta kan utforas komponentuis,

lim Sl?t =1,

t—0

lim 20422) _ Jy 9. A428) 9 g _ o (RO 51 ¢ — 0 och 262 — 0)
t—0 t t—0 2t ¢

I — Jim(—1)- &L = (=1)-1=—1

t—0 t t—0

Svar: Ja, definiera f(0) = (1,2, —1). Da gdiller det att Pn% f(t) = £(0).
—

Anméirkning. Om grdnsvdrdet existerar dr det entydigt bestdamdt.

Bevis. Antag f(z) — A; och f(z) — Ay, dd v — a.

Antites: Al 7é AQ. Tag E= %|A1 — 1212| > 0.

For z néra a med z € Dy géller
_ - 1 < - - 1 - _
|f(Z) — Ai] < §|A1 — Ap| och |f(z) — Af < §|A1 — Ayl

LA = Aof = |(Ar = f(@) + (F(2) — A)| < AL = f(2)] + | f(2) — Aq
< %|A1 — Ap| + %]Al — Ay| = |A; — As] Motségelse.
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Alltsa giller A; = A,. O

2Z2y2
$2+y2 )

Exempel 16. Lat f : R**R ges av f(z,y) = Dy ={(x,y) € R*: 2?+y* > 0} = R*\{(0,0)}.

FExisterar  lim T
(MH(OOJ‘( Y)?

Lésning: Notera att f(0,y) = 0,y # 0, sa om det finns ett gransvirde sa maste det vara 0, ty f

antar vardet 0 i varje 0-omgivning av (0,0).

Tag € > 0.

2x2y2 $4_‘_2$2y2_'_y4 x2_|_y2 2
|f(x,y)—0|= 2 2 2 2 :( 2 2)
e +y e +y e +y

= |(‘T7y) - (070)|2 <§&, om |(I,y) - (070)| < \/g:: 0 och (‘ruy) 7£ (070)

— 22 4 ¢

Alltsa:  lim  f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)

N
X ()
I {/}/(z)) wthefy
(a) &Z\/}’M @)’Z@)‘ ()

Antag att ( 11rr% f(z,y) = A. Om det i varje d-omgivning av (a,b) finns punkter pa kurvan C
z,y)—(0,0)

som tillhor Dy géller det att:

lim f(x(t),y(t)) = A.

t—B~

Med andra ord: Om vi far olika grénsvérden for f(z(t),y(t)) pa tva kurvor da (z(t),y(t)) — (a,b),

sa kan inte lim f(Z) existera.
z—(a,b)

Exempel 17. Ezisterar grinsvirdet da (x,y) — (0,0) for
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x
2 + 2’

fx,y) = (z,y) # (0,0)?

Lésning: Betrakta linjerna y = x och y = 0 som bada gar igenom (0,0).

=t
1°) y = x har parametriseringen {x ;o teR.
y =
DY O PR S S
= = = — —_ a .
g VT eTe T2 2
L r=1
2°) y = 0 har parametriseringen { , teR.

y=20

h(t) = f(t,00=0—0 dat— 0.

. Grinsvirdet saknas.

Exempel 18. Betrakta funktionen

4,2

-V
f(@",y)— (m4—|—y2)2’ ( 7y)7£(070)

Om vi ndrmar oss origo pa linjerna y = kx, k € R har vi

xik2x? k222 .
flz k) = (7 & k222 = CEENEIE — 0 dix—0
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Restriktionen av f till varje rdt linje genom origo har gransvdrdet 0. Men dnda saknas gransvdrdet

for f(x,y) da (x,y) — (0,0), ty om vi ndrmar 0ss origo pd parabeln y = x* erhalls

Nér vi underséker grinsvirden for f : R**R da (z,y) — (0,0) och

misstanker att gransvirdet existerar kan det manga ganger vara 7
fordelaktigt att 6verga till poldara koordinater: (X, ;3)
N
o N
r =rcosb, | “x
r>0, 0<60<2m,
y =rsinf

Vi har da: (z,y) — (0,0) <= r — 0.

Hitta en kandidat till gransvardet och 6verga till polara koordinater.

Exempel 19. Undersok om  lim % existerar.
(@y)—(0,0) ¥

Lésning: Pa linjen y = 0 erhalls f(x,0) =0 — 0, da x — 0.

Kandidat till grinsvirde dr 0. Overgdr till polira koordinater:
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3y r3cos® 0 - rsinf
flzy) =

2y 1r2(cos? 0 + sin® 0)
|f(z,y) — 0] = |r*cos® @sin @ — 0| = r?| cos® @ sin §|

=7r2cos®f - sinfb

<r?.1=7>—0, dir—0.
Da gdller f(z,y) — 0 da (z,y) — (0,0).

Om man undersoker en gransévergang (x,y) — (a,b) kan vi anvianda modifierade poldra koordi-

nater:

r=a+rcosf
r>0,0<6<2n

y=>b+rsinf 7
Da giller (z,y) — (a,b) <= r — 0.
. _ xy72y o
Exempel 20. Undersok f(z,y) = Ty da (z,y) — (2,0).

Losning: Lings linjen y = 0: f(2,0) =0 — 0, da x — 2, kandidat till gransvirde dr 0.

xy — 2y x—2)y
flz,y) = _ 2) -
V12— dx + 4+ 12 (x—2)2+y

Owverga till modifierade polira koordinater

z=24+rcosf T —2=rcosf
<— , r>0,0<6<2m

y =rsinf y =rsinf

rcosf -rsinf
flx,y) = =rcosfsinf
() Vr2cos? 0 + r2sin 0

|f(z,y) — 0| =r|cosfsinf| <r-1—0, dar— 0.
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Alltsa galler: f(z,y) — 0 da (z,y) — (2,0).

Om vi vill underfoka en funktions f : R R beteende “langt fran origo” kan vi undersoka vad som

intréiffar da beloppet av argumentet gar mot oéndligt.

Definition 3. Funktionen f : R"™R har gransvirdet A da |z| — oo, om det for varje € > 0 finns
ett w > 0 sa att

(|z| >w ochz € Dy) = |f(z) — A| < e.

Exempel 21. Det gdller att % — 0, da |(z,y)| — oo, ty dvergang till polira koordianter ger:
2 2
‘ rry O‘< [+ 1yl <T+T— 4 < —-=0, dar— oc.

1+x2+y2_ _1+:1:2+y2_1+7“2_1+7“2 T

Definition 4. Funktionen f : R"™ R har det oegentliga grinsvirdet oo(—oo) da & — a om det for

varje k € R finns ett 6 > 0 sa att

(0O<|z—al<dochzeDf) = f(z)> K (< K).

Funktionen f har det oegentliga grinsvirdet co(—oo) da || — oo, om det for varje k € R finns

ett w > 0 sa att

(|z] >w och z € Dy) = f(z) > K (< K).

1.2.1 Raékneregler for Gransvarden

Antag att f: R"™R™ och g : R*™R"™. Da definieras funktionerna summa, skillnad, skaldarprodukt

och vektorprodukt som foljer.
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Definition 5. Antag att f : R"™R™ och g : R*R™.

(f £9)(@) = f(Z) £ g(2), Dyig = Dy N Dy,
(f-9)(@) = f(Z) - 9(T), Dy.g=DyN Dy,
(f x 9)(7) = f(7) x g(7), Dpxg =Dy N Dy.

For f: R™ R och g : R™R™ definieras funktionerna produkt och kvot.

Definition 6. Antag att f : R"™R och g : R"R™.

(fg)(z) = f(x)g(z), Dyg = Dy Dy,
<%> (7) = (%@) (%), Dy =DyNDyn{z: f(z)#0}

Sats 4. Antag att f,g : R"™R™, att a € D; N D, och att f(T) — A, g(Z) — B di * — a. Dd

gdller:

1. (f£9)(z) — A+ B, d

T

1

a,

2. (f-9)(x) — A- B, dd

I
1
\.gl

3. (f xg)(z) — Ax B, di T — a.
Beuwis. 1. Tag godtyckligt € > 0. Enligt antaganden finns det §; > 0 och d, > 0 sa att

|f(:i)—/_l|<gféralla:fEDfmedO<|f—d|<51,

9(z) — B| < g for alla # € D, med 0 < |7 — a| < 6.
For alla z € Dy N D, med 0 < |Z — a| < 0 := min(dy,dy) géller:

(f +9)(@) = (A+ B)| = [(f(z) — 4) + (9(z) — B)|
<|f(z) = Al + lg(z) - B

<S4f_¢
2 2 7
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Dérmed géller (f + ¢)(Z) — A+ B, da =
Analogt visas (f — ¢)(z) — B

2. Vi gor forst en uppskattning:

f(2)-9(x) = A B| =|f(2) - g(z) - A-g(¥) + A-g(z) — A B|

= (&)~ A) - g(@) + A (g() ~B)| " < |(f@) ~A)-9(@)| +|A - (9(z) - B)

< |f(@) — Allg(z)| + |Allg(z) — B| (Cauchy-Schwartz)
Tag godtyckligt € > 0. D& finns det ett 65 > 0 : |g(Z) — B| < 1 fér 0 < |z — a| < 3 och
z € D,. Da giller fér sadana z:
9(7)| = |B + (9(z) — B)| < |B| +19(z) — B| < |B| + 1.

Vi kan viélja 01,09 > 0 :

_ 1 € o = _
|f(z) — Al < <1+|A|+|B|),dax€DfochO<|x—a|<51,

_ = € o _
lg(z) — B| < (1+|A|+|B|),dax€DgochO<|a:—a|<52.

For z € DfN D, med 0 < |Z — a| < ¢ := min(dy, d, d3) géller:

[f(z)-g(x) — A B| < |f(2) — Allg(2)| + |Allg(z) — B

<———(|B|+1+4]) ==
Bl 1A =

Alltsa: f(z) - g(z) — A-B,da 7 —

_@ |

3. Vi gor en uppskatting:

|(f x 9)(z) = Ax Bl = |f(z) x g(z) — A x g(z) + A x g(z) — A x B

< |(f(z) = A) x g(z)| + |A x (9(z) — B)|
< |f(@) — Allg(2)| + |Allg(z) — BJ,
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<1

~ =
ty vi har for vektorprodukter: |z x g| = |z||g|sin 0 < |z||y|.
Dérefter fortsédtter beviset som i punkt 2.

]

Sats 5. Antag att f : R™R och g : R"™R™, att a € Dy N D, och att f(z) — A,§(z) = B da

T — a. Da gdller:

Bevis. 4. |(f)(@) — AB| = |(f(z) - A)gl@) + A(g(x) - B)| < |f(z) - Allg()] +|Allg(@) - Bl

och beviset dr sedan analogt med punkt 2, i Sats 4.

&A= ||];(ﬁ}(_@“. Eftersom f(z) — A, d&a 7 — a

36, >0: (€D A0< |7—al <&)=|f(z)— Al < L.

D.

Dé giller: [ ()] = |A+ (£(2) — 4)| > [|A] — [/(2) — All = |A| - |f(2) - 4] > 4.

Tag godtyckligt € > 0. 39, >0: (z € Dy A0 < |Z —al| < d) = |f(Z) — A| < %-5.
Om |T —a| < 0 :=min(dy,d2) och T € Dy och f(Z) # 0 géller:

v~

zeD

=

A2

2

oL 1 1 32 -~ _
Alltsa: @ A daz — a.

6. Foljer ur 4. och 5. da (%) (z) = (L g(@) .
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1.2.2 Gréansvirden for punktfoljder

En funktion f : N™R" definierar en punktfoljd (z,)52, eller (z,) i R™.

Definition. OmVe > 03N € N: p > N = |7,—I| < ¢, sdger vi att punktfoljden konvergerar mot .

Beteckning: lim z, =z eller z, — z, da p — oo.

p—00
e
2 —
IR : ok X
Ry =
f,' XL'
>
Sats. A. lim 7, = 7 <= lim a:ék) — x, k=1,...,n, dir 2 = (21,...,2,) och T, =
pP—>00 p—>00
(a:él), . ,:17;5,”)).
Bevis. Analogt med beviset till Sats 3. O

Definition. Féljden (7,);2, dr begrinsad, om det finns ett M > 0:|7,| < M forp=1,2,....

Sats. B. (Bolzano-Weierstrass). Varje begransad punktfoljd (z,) i R™ har en konvergent delféljd.

Bevis. n = 2. (Bevisas analogt for n > 3.) Sétt 7, = (2,,9,). (T,) begrdnsad = (z,) och (y,)
begriansade foljder i R. (|z,| < |Z,| och |y,| < |Zp].)

Bolzano-Weierstrass Sats i R ger att (z,,) har en konvergent delfoljd (x,, )52 .

Delféljden (y,, )72, av (y,) dr begrinsad. B-W i R ger att det existerar konvergent delféljd (y,,, )72,
av (ypq)‘
Betrakta motsvarande delfoljd (z,, )e2; av (z,,).

Denna &r konverget, eftersom (z,,) dr konvergent.

S (g, s Ypy, )72y Ar en konvergent delfoljd av (Z,) enligt Sats A. O
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1.2.3 Kontinuerliga Funktioner

Enligt Definition 2 &r f : R™R™ kontinuerlig i @ € Dy om lim f(z) = f(a), annars ar f

T—a

diskontinuerlig i punkten a.

Exempel 22. Funktionerna f(z) = ¢ (=konstant), g(Z) = T och h(Z) = |Z| dr kontinuerliga.

Bewis. Tag godtyckligt € > 0.

a) |f(z)—f(a)|=|c—¢c|=0<e,omO0<|z—a|<1l=:0

. f(&) — f(a) for varje a. [ dr kontinuerlig.
r—a

Sats 6. Antag att f: R"R™, f(Z) = (f1(Z),..., fm(Z)), och att a € Dy.

Da dar f kontinuerlig i a om och endast om alla komponentfunktioner fi,..., fn dr kontinuerliga
1 Q.
Beuvis. Pastaendet foljer direkt ur Sats 3. O

Exempel 23. Lat & = (x1,...,2,) och fi : R" R koordinatfunktionen fi(z) =xy, k=1,...,n.
Funktionen g : R™R", g(z) = Z dr kontinuerlig enligt Exempel 22.
Da g(z) = (21,29, ...,x,) ger Sats 6 att fr(T) = xy dr kontinuerlig for k =1...,n, sa koordinat-

funktionerna dr kontinuerliga.

Exempel 24. Rdtvinklig projektion av rummet pa xy-planet, (z,y, 2)™(x,y), dr kontinuerlig, enligt

Sats 6, eftersom (x,y,z)~x och (x,y,z)"y dr kontinuerliga enligt Exempel 25.

Sats 7. Antag att f,g : R"™R™ och h : R"R dr kontinuerliga i punkten a € R™. Da dr dven
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1) f+yg 2) f-g

3) hf 4) [ xg (omm=3)

kontinuerliga i a. Om h(a) # 0 dr + och () f kontinuerliga i a.

Bewvis. Foljer ur Sats 4 och Sats 5. [

Exempel 25. Alla polynom dr kontinuerliga.
Ezempelvis: P(z,y) = 2y + 2> +5
q(z,y) =z kont.
r(z,y) =y kont. ‘%%7]9 =qr+¢*+s Kontinuerlig.
s(x,y) =5 kont.
()

Exempel 26. Alla rationella funktioner % ar kontinuerliga, (i sina definitionsmdngder)

Sammanséattning av kontinuerliga funktioner ger en kontinuerlig funktion:

Sats 8. Antag att f : RP™R™, g: R"RP och att a € D, samt g(a) € Dy.

Om g dar kontinuerlig i a och f i punkten g(a), sa ar (f o g) : R"™R™ kontinuerlig i a.

Bevis. Tag € > 0. Da f &r kontinuerlig i g(a) existerar ett 6 > 0 : (0 < |g(Z) — g(a)| < §,9(Z) €
Dy) = [f(9()) — f(g(a))] <e.

Da g dr kontinuerlig i @ finns det ett ¢’ > 0sa att (0 < |z —a| <d',2 € D,) = |g9(Z) — g(a)| <.
Da Dy, = {2 € R": Z € D, och g(z) € Dy} far vi att

(0<|z—a| <& och & € Dyog) = (|g9(x) — g(a)| <& och g(z) € Dy = |f(9(z)) — f(9(a))] <e,

och diarmed ar f o g kontinuerlig i a. [
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Exempel 26. Enligt Ezempel 22 dr f(Z) = |z| en kontinuerlig funktion fran R™ till R.
Om g:R"™R™ dr en kontinuerlig funktion sa ger Sats 8 att (f o g)(z) = f(9(z)) = |g(T)| dr en

kontinuerlig funktion.

Exempel 27. f(x,y) = cos(xy) dr en kontinuerlig funktion, ty da h(x,y) = xy och g(x) = cosx

ar kontinuerliga, sa ar

(goh)(z,y) = g(h(z,y)) = cos(zy)
kontinuerlig.

Sats. C. Antag att f : R"™R™ dr kontinuerlig i punkten a € Dy och att punktfoljden ()52, i Dy

konvergerar mot a.

Da gdller: lim f(z,) = f(a).

p—>

Bevis. Tag ¢ > 0. Da f &r kontinuerlig i a géller:

30 >0:(0<|z—a|]<dochze D)= |f(Z)— fla)| <e.

Vidare da z, — a dap — o0 :

AN eN:p>N = |z, —al <.

Alltsa:

INeN:p>N= (|, —a|] <doch z, € Df) = |f(z,) — f(a)| <e.

Men detta betyder att lim f(z,) = f(a). O

pP—r 00
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1.2.4 Virdeméingden till en kontinuerlig funktion

Definition 7. En mdangd A C R™ dr begrinsad om 3IM > 0: A C Op(0), dvs. om || < M, ¥z €
A. Lat f : R"™R™. Da dr f begrdansad om virdemdngden {f(z) : & € Dy} dr begrinsad. Funktionen
[ dr begriansad pa mdngden B C Dy, om mdngden {f(Z) : T € B} dr begrdnsad.

En mdangd A C R™ dr kompakt om den dr sluten och begrinsad.

Exempel 28. Funktionen f(z,y) = sin(zy) dr begrinsad (M = 1), medan g(z,y) = x* + y* dr
obegrinsad. Pa mingden B = {(z,y) : x* + y* < 1} dr g begrinsad (M =1).

Sats 9. Antag att f : R"R™ dr kontinuerlig pa en kompakt médngd B € Dy.

Da dr f begrdinsad pa B.

Bevis. Antites: f ar inte begrinsad pa B.
Da géller for alla M > 0 att {f(z) : 2 € B}Nn{g € R™: |y| > M} # 0.

Da kan vi konstruera en punktfoljd (x,)52, i B:

M =1:Tagz, € B saatt |f(z1)] > 1,

M =2 :Tag 1o € B saatt |f(z2)] > 2,

M =p:Tag z, € B saatt |f(z,)| > p,

Da B dr kompakt dr méngden begrinsad, vilket innebér att punktfoljden (7,)52, &r begrénsad.
Da get Sats B (Bolzano-Weierstrass) att vi kan utplocka en konvergent delfoljd (z,,)o2, ur (7,),

med 2 = lim 7, .
g—o0 1

Varje omgivning O;(Z) av T innehaller punkter ut B, (atminstane z,, for stora ¢), sa 7 € BUJB =
B da B ér sluten. (B kompakt).

Da f ar kontinuerlig i B och darmed i z, ger Sats C att li_r)noo f(z,,) = f(Z). ] Exempel 22 visade vi
att h(z) = |z| &r kontinuerlig. Da sammanséttningar a\qf kontinuerliga funktioner &r kontinuerliga,

Sats 8, giller det att:
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lim (£, = | Tim_f(25,)] = (@) < o,

q—+00

ty Z € B C Dy, men var konstruktion av (Z,) ger att |f(Z,,)| — oo, da ¢ — oo, en motségelse.

Antitesen falsk och f begrédnsad pa B. m

Anmérkning. 1. Satsen gdller inte om B inte dr sluten.
B={(z,y):0<zx<1, 0<y <1}\{(1,0)} dr en begrinsad men inte sluten mdingd.

flz,y) = m kontinuerlig men inte begrinsad pa B.

0.8
. 06
04

2. Identiska avbildningen f(x,y) = (z,y) dr kontinuerlig men inte begrinsad pa B = R?, som
ar en sluten men obegrdnsad mdngd.

(B = R? sluten, ty 0B =10 si B= BUJB = B).

Definition 8. Lat f : R"R och B C Dy. Med f(B) avses talmingden {f(z) : z € B}. Om f(B)

ar uppat begransad ezisterar supremum av f(B) och vi definierar:

sup f(z) := sup f(B) = det minsta tal som dr storre an eller lika med varje tal i f(B).
zeB

Om f(B) dr nedat begrinsad existerar infimum av f(B) och vi definierar:

}gjfgf(it) = inf f(B) = det stirsta tal som dar mindre dn eller lika med varje tal i f(B).

Om supzcp f(Z) = f(a) for nagon punkt a € B, kallas f(a) for f:s storsta virde pa B.
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Om infzep f(z) = f(b) for ndgon punkt b € B, kallas f(b) for f:s minsta virde pd B.

Anmérkning. Om B = Dy brukar man hédnvisa till f : s supremum, infimum, stérsta vdrde och

mansta varde.

Sats 10. Lat f : R™ R wvara kontinuerlig pa B C Dy och antag att B dr en kompakt mingd. Da

gdller:

1. Ja € B : f(a) = supzcp f(Z),
2. b€ B : f(b) = infzep f(7).

Bevis. 1. Enligt Sats 9 ér f(B) en begrénsad méngd. Da existerar S = sup,.p (7).
Antites: Vz € B : f(z) < S.

Sitt: g(7) = %~ Da #r g definierad och kontinuerlig i hela B. Da B #r kompakt ger Sats

S—f(z)
9 att ¢ ar begrédnsad pa B:

1
M >0VZ € B: ——— < M.
S—f(@)

Dérmed erhalls foljande implikationer:
1

S—f(a?:)>%:>f(§:)<5—%:>52§1€15f(a?)§5—ﬂ

och darmed ar antitesen falsk.

Det finns en punkt a € B : f(a) = S.
2. Tillampa 1. pa —f.

]

Definition 9. Mdngden B C R™ dr sammanhdngande om det for varje par av vektorer p,q € B

finns en kontinuerlig kurva i B mellan p och q, dvs. en kontinuerlig funktion f : [a,b]™B sa att

fla) =p och f(b) = q.
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]’KZ:

j/&«\:f/f %@:—g

Sats 11. Antag att f : R R dr kontinuerlig pa den kompakta och sammanhdingande mdingden B.

Da dar f(B) ={f(z): & € B} ett slutet begransat intervall.

Bewvis. Sats 10 ger att det existerar a,b € B :

f(a) = sup f(x) = M och f(5) = inf =m.

zeB
D4 B ér sammanhingande finns en kontinuerlig avbildning r : [a, b]™ B sa att r(a) = @ och r(b) = b.
Avbildningen (f or) : [a,b]™R ar kontinuerlig, da r och f &r kontinuerliga, Sats 8.

Da f or dr en reellviard kontinuerlig funktion pa ett dndligt slutet intervall [a,b] antar den alla

vérden mellan (f or)(a) och (f or)(b).

(for)a) = f(r(a)) = f(a) = M,
(for)(b) = f(r(b)) = f(b) = m.

Men da géller det att f(B) = [m, M]. O

1.2.5 Likformig Kontinuitet

En funktion f : R"™R™ &r kontinuerliga i punkten Zo € Dy om

Ve>036>0:(0< |- <0, € Dy) = |f(Z) — f(To)| <e.

Hér beror ¢ av bade £ och punkten Zg, 6 = d(e, o).
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Viljer vi med samma ¢ en ny punkt z; dar f ar kontinuerlig maste vi eventuellt vélja ett mindre

¢ 1 kontinuitetsdefinitionen.

Om det for ett givet € > 0 finns ett 6 > 0 som duger fér varje kontinuitetspunkt z,, sa ar f

likformigt kontinuerlig.

Definition 10. Funktionen f : R"™R™ dr likformigt kontinuerlig pa B C Dy om

Ve>030>0:(0<|z—7g| <0 ochZ,y€ B)=|f(z)— f(y)| <e.

Exempel 29. Funktionen f(z,y) = ﬁ dr inte likformigt kontinuerlig pa Dy = R*\{0,0}.

Visar: 3e > OV6 > 032,y € Dy : (|z —gy| < och |f(Z) — f(g)| > ¢).

Vilj: € = 1. Tag godtyckligt 6 > 0.
Vilj: & = (2,0),5 = (v + £,0),0 <2 < 1.

Di ir |z — g = [(-£,0)| =2 <.

5 1 1 2?4 0z + & — 2
f(,0 —f(x+—,0>‘: — - = 4
‘( ) 2 x? (x-l-g)z x2(a:+%)2
5 5 5
> 5 = 5 > s5>1, omez < —.
?(r+3) w(r+3)  w(l+3) (1+3)

oo de =16 > 03z = (2,0),y = (m—l—g,O), x < min (1,

)

5
(1+3)°
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[T =y <6 och [f(z) - f(y)| = 1.

o f dr inte likformigt kontinuerlig i R*\{(0,0)}.

Sats 12. Antag att f : R"™R™ dr kontinuerlig pa den kompakta mingden B C Dy.

Da dr f likformigt kontinuerlig pa B.

Bevis. Antites: f &r ej likformigt kontinuerlig pa B.
Di 3¢ > 05 € {1 :p € N}3z,,5, € B <|5;p — g5l < Loch |f(z,) — F(5,)] > 5> .
B kompakt = foljden (Z,) &r begrénsad. = 3 konvergent delfljd (z,,) av (z,), (Sats B).

Satt £ = lim Z,, . Varje omgivning av T innehaller punkter ur (z,,) = 7 € BUJB = B, da B

q—r0

ar sluten.

Lat (gp,) vara motsvarande delf6ljd av (7).

|gpq o "Z'| S |gpq - qu| + |qu -z
——
<%4,0’ —0, da g—> 0.

da g— o0

Alltsa |g,, — 7| — 0, da ¢ — o0, sa lim g, = 7.
q—>00

f ar kontinuerlig: f(z) = qh_r}loo f(z,,) = qh_{floo f(p,)

Men da erhalls:

e < 1F(@) ~ F@)| < (@) — F@)|+ |F@) — [, — 0.

i .

Vv Vv
—0, da g—r0 —0, da g—r0

Detta ger en motségelse. Antitesen &r falsk och f ar likformigt kontinuerlig pa B. O
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1.3 Analys av Rymdkurvor

En avbildning f : R™R™ m > 2, definierar en rymdkurva. (En plan kurva da m = 2, en kurva
i rummet da m = 3). Funktionen f har m reellvirda komponentfunktioner f; : R™R, f(t) =

(f1(t),..., fim(t)). Sats 3 ger att om tliI? f(t) existerar, sa kan det berdknas komponentvis:
—to

i £(0) = (Jim £(0.. Jim £

t—to
Definition 11. Lat f : R™R™ vara definierad © en omgivning av punkten ty € Dy.

Att f dr deriverbar i ty betyder att grinsvdrdet

existerar. Gransvdrdet kallas derivatan av f 1 tg.

Beteckning: f'(to). Hoger- och vinsterderivatan f (to) resp. f'(to) definieras analogt (t — t3, t —

ty)-

Anmirkning. 1. Vid existens av derivata ger Sats 3
i SO =10 _ (RO = fill) ) = fnlt) )
t—to t—1p t—to t— 1o t—to t—1g

Alltsa: f'(to) = (fi(to),..., f1.(to)) och f dr deriverbar ity <= fi,..., fm dr deriverbara
i to. Om f(t) ar deriverbar i olika punkter t, ger derivatans vdrden i dessa punkter en ny

funktion

df

f/ — E . tmf/(t)’

vilken i sin tur kan ha en derivata f"(t) osv.

2. Funktionen F(t) = (Fi(t), ..., Fn(t)) kallas en primitiv funktion till f(t) = (fi(t),. .., fm(t)),
om F'(t) = f(t), vilket dr ekvivalent med att F|(t) = fi(t),..., F (t) = fm(t). Mingden av
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primativer kan betecknas [ f(t) dt och beriknas komponentuis:

/f<t> dt = (/fl(t) dt,...,/fm(t) dt).

Definition 12. Antag att f(t) = (fi(t), ..., fm(t)) och att fi : R™R dr integrerbar pa intervallet

[a,b]. Da definieras integralen av f(t) dver |a,b] genom

/abf(t) dt = (/abfl(t> dt,...,... abfm(t) dt),

Dérmed &r integration av f : R™R™ aterford pa integration av komponentfunktioner f; : R™R.

Exempel 30. Integralen av f(t) = (¢!, 13, cost) dver intervallet [0,1] ges av

1 1 1 1
/ f(t) dt = (/ et dt, [ 3 dt,/ cost dt)
0 0 0 0
{11 t4 ' : 1
- (15 5] e
1
= (e—l,z,sinl).

Exempel 31. (Kedjeregeln). Antag att g : R™R dr deriverbar i ty och att f : R™R™ dr deriverbar

i g(to). Da har den sammansatta funktionen f o g:R™R™ derivatan ¢'(to)f'(g(to)), ty

(fog)(to) = ((fiog)(t), ... (fmog)(to))
= (9'(to) f1(g(t)), - - -, g'(to) frn(9(t0)))
= ¢'(to) (fi(9(t0)), - -, [m(9(t0)))
= ¢'(to) f'(9(to))-

Sats 13. Antag att f, g : R™R™ och h : R™R dr deriverbara i punkten to. (to € D N D; och tg €
Dy). Da dr funktionerna f £+ g, f-g,hf och f x g,(m = 3) deriverbara i ty, och

1. (f £9)'(to) = f'(to) £ g'(to),
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2. (hf) (to) = W (to) f(to) + h(to) '(to),
3. (f-9)'(to) = ['(to) - g(to) + f(to) - g'(t0),
4. (f x g)(to) = ['(to) % g(to) + f(to) x ¢'(to), m =3

Beuwis. 1. och 2. bevisas enkelt “komponentvis” genom att utnyttja motsvarande deriveringsregler

for avbildningar fran R till R.

3. (f-9)(t) = f(1) - g(t) = 251 Ju(t)gu(t)

Derivering ger:

(f - 9)'(te) = > (fi(to)gr(to) + fr(to)gi(to))

4. ({;(E g%t());) = (f2(t)g3(t) — f3(t)g2(t), f3()g1(t) — f1(t)gs(D), f1(£)g2(t) — fa()gn (1))
Derivgring komponentvis ger:

(f % 9)'(to) =(f3(to)gs(to) + fa(to)gs(te) — f3(to)g2(to) — f3(to)ga(to),
f3(t0)g1(to) + f3(to)g1(to) — fi(to)gs(to) — fi(to)gs(to),
fi(to)ga(to) + fi(to)ga(to) — f2(to)g1(to) — fa(to)gi(to))

=(f2(to)gs(to) — f5(to)ga(to). f3(to)g1(te) — fi(to)gs(to),
fi(to)g2(to) — f2(to)g1(to)

+(f2(to)g5(to) — f3(to) g (to
fi(to)gs(to) — fa(to)g1(to)

=["(to) x g(to) + f(to) x g'(t0).

),
)
), f3(to)g1(to) — f1(to)gs(to),
)
(
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1.3.1 Tangenter till Rymdkurvor

Lat f: R™R™ definiera en rymdkurva. Om det finns en punkt P pa kurvan sadan att det existerar

en omgivning Os(P) som saknar andra punkter pa kurvan, sa &r P en isolerad punkt for kurvan.

A

R /\“q\

>
Exempelvis urartar f(t) = (1,0) till en enda punkt i R? (f konstant). For isolerade punkter
definierar vi inte begreppet tanget.

Lat Py vara en icke-isolerad punkt pa kurvan r = f(t), f : R™R™. Antag att Py = f(to) och att
f'(to) existerar och f'(ty) # 0.

Definition 13. [ dr en tangent till kurvan r = f(t) i punkten Py om ¢, — 0, da t — to.
For t > to:

— f'(to)

T — f(t)
Flto) - (F() = £(ts) _ f'“o)‘—t—to

t — ) d° 5
CoS ¢ |f/( )||f() (t0)| |f/ |'f t) ) — 1, dat — 1,
;,_/
—f'(to)

For t <ty fas analogt cos¢y — 1, dat — t;. Alltsa har vi att cospy — 1 da t — g, vilket

ger att ¢, — 0. Vi har da bevisat foljande resultat.
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Sats 14. Om funktionen f : ROR™ dr deriverbar i punkten to med f'(ty) # 0, sd har kurvan

r = f(t) i punkten Py = f(to) en tangent med samma riktning som vektorn f'(to).

Tangentens ekvation erhalls med punkten Py = f(to) och riktningsvektorn f’(¢y) i parameter form:

x(u) = f(to) +uf'(to),u € R,

och i komponentform (i fallet m = 3):

z1(u) = fi(to) + ufi(to),
ZL’Q(U) = fg(to) + Ufé(to), u € R.
z3(u) = fs(to) + ufs(to),
T = cost
Exempel 32. Skruvlinjen < y =sint  har rikiningsvektor f'(ty) = (—sinto, costo, 1) och tan-
z=1
x = costy + u(—sinty)
genten har parameterframstillningen: < y = sinty + u cost Tangentens skdrningspunkt med
z =1y + u.

xy-planet fas for u = —t,.

to =2

Definition 14. Punkten Py = f(to) dr en singuldr punkt pa kurvan r = f(t) om f'(ty) = 0.
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Exempel 33. Betrakta den plana kurvan r = (z(t),y(t)),

N pmmr——

X =cCost +t Siwt
{,X = Guwt _tfos't,

1.0; .. 1.20.25.30.35

@ =teest
gl = ¢ sint

e NN i

t =0 ger (1,0) som singuldar punkt, en spets. Kurvan har x-azeln som tangent i (1,0).

1.3.2 Baglingden av en Rymdkurva

Betrakta kurvan r = f(t) pa ett parameterintervall ¢ € [a,b]. Vi inskriver ett polygondrag
PyP; ... P, sammansatt av strackorna PyPy, PPy, ..., P, 1P, dir Py = f(ty) = f(a),P =
f(t1>,7Pn:f(tn) :f(b) och to <ty <...<t,.

Pa=F o) \

PZ R
\"=RU)

A 'PO:th) ‘

Definition 15. Baglingden av kurvan mellan A och B dr S = sup Y ,_, |f(tx) — f(tx—1)|, ddr

to <ty <...<ty, och supremum tas for alla inskrivna polygondrag mellan A och B.

Sats 15. Kurvbagen r = f(t), a <t < b, har baglingden

b
5= / £ d,

forutsatt att derivatan dr kontinuerlig pa |a, b].

Bewis. For k=1,...,n giller

fte) = f(te-1) = (fr(te) = frlte—1), -, fn(te) — frn(tr-1)),
|f(te) — f(te1)]? = Z |fi(te) = filtr1)]*.
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Med stod av medelvirdessatsen géller

|fi(tr) — filt—1)| = (te — tr—1) | fi (i),

dér oy, €]tg_1,tx]. Da erhalls:

N

[f(tk) = f(tra)| = At (Z f{(aik)%t)

Léangden av polygondraget blir:

Z—Z|ftk tk 1)|—2Atk'g(041k,...

A andra sidan giller:

I—/|f (t)dt = Z/ (t)|de

med stod av mtegralkalkylens medelvérdessats.
= ZAtk|f Tk ‘ = ZAtkg Tky - -

Da har vi:

=11 <) | Atllg(ain, - ., k) — (7%, -

.,Tk)|
k=1

Funktionen ¢ &r kontinuerlig pa méngden M = {(x1,

T ) Tk E]tk 1,tk[.

GTm)ra<x;<bj=1,..
en kompakt méngd i R™. Da ger Sats 12 att g ar likformigt kontinuerlig pa M

.,m}, som &r

Tag godtyckligt € > 0. For en tillrdckligt fin indelning av [a, b] existerar ett § > 0 sa att
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|(Oz1k,...,amk) — (Tk,...,Tk>| <= |g(041k,...706mk) —g(Tk,...

For en tillrickligt fin indelning géller da:

=T <Y Aty e=c-> |Aty| = (b—a).
k=1 k=1

Detta ger att

I—eb—a)<l<I+e—a),

for tillrackligt fin indelning, alltsa att

I—elb—a)<l<I,

ty finare indelning ger storre [. Detta ger att

I=sup {Z F(te) - f(tk_1>|} ,

dér supremet tas for alla inskrivna polygondrag.

Daarl=S5.

For en kurva r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) erhalls formeln:

5= / VIR Ty @R + (02 dt,

for en plan kurva r(t) = (x(t),y(t)) giller formeln:
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S - / VIO + R dt

. . T =1
och speciellt for y = f(z) pa [a, b] med parametriseringen { géller formeln:

y = f(t)

S = /b\/l + /()2 dt.

1.4 Differentialkalkyl for avbildningar f : R"R. Partiella
derivator

Vid undersokning av en funktion f(xy,...,z,) av n variabler kan man undersoka hur varje variabel
paverkar funktionen da de 6vriga halls som fixa konstanter. Vi betraktar n olika funktioner av en

variabel:

.flf?f(al, Ce ,Clj_l, .Z']', G,j+1, ceey (Zn).
Derivatan ar det viktigaste hjalpmedlet for att studera det lokala beteendet hos en funktion av en
variabel.

Definition 16. Lat a = (a1,...,a,) vara en inre punkt i definitionsmdngden Dy till f : R*™R.

Om grdnsvdrdet

lim flar, ... aj_1,a;+h,ajiq, ... a,) — flag, ..., ap)
h—0 h

ewisterar, sd sdger vi att f dr partiellt derwerbar med avseende pa variabeln x; i punkten a.

Grdnsvirdet kallas den partiella derivatan med avseende pa x; av f @ punkten a.

Beteckmngar:%(&), 2, (@), fi(a).

For en partiellt deriverbar funktion f utgor
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0
@), =1,m,
Oz,
nya funktioner som betecknas = f/ eller f7.
Om alla partiella derivator f;] (@), j=1,...,n, existerar sigs f vara partiellt deriverbar i punkten

a. Vi siger att f dr partiellt deriverbar om den &r partiellt deriverbar i varje punkt i Dy.

Om z = f(x,y) ar partiellt deriverbar i (a,b):

0 b+h
y a_ﬁ;f(a’b)_}%Jf(a +;1 f(a.t)

%(a, b) kan tolkas som riktningskoefficienten for tangenten [ som gar igenom P = f(a,b) och ligger

i planet y = b, dvs. riktningskoefficienten till tangenten for z = f(x,b) i punkten z = a.

Vid berdkning av partiella derivator till f(z,...,x,) betraktar man i tur och ordning alla utom
en variabel som konstanter och deriverar med avseende pa variabeln enligt regler fran envariabe-

lanalysen.
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Exempel 34. For polynomet f(x,y,z) = 2%y — 2y + 2%z har vi
fola,y, 2) = 2zy + 22
fg;(x?yv Z) =1"—2

[z och f, kallas partiella derivator av firsta ordningen. Om de i sin tur kan deriveras partiellt

erhalls partiella derivator av andra ordningen, dessa betecknas:

i a_f —a2_f—f” ﬁ a_f _82f _f//
or \ozx ) 0x2 ™ oy \ox ) oyoxr '

O (UN_PF D (0 P,
Or \dy ) Oxdy ¥ oy \dy ) oy ‘W

Observera ordningsfoljden i de blandade fallen, exempelvis 8(12(9]; = foy = ( f( ;);) .

Partiella derivator av hogre ordning definieras analogt, exempelvis:

f/// o 2 "o 2 an . agf
W 927 9z \Oydxr ) 020y0x

Exempel 35. Fir f(x,y,z) i Exempel 34 erhills f. = 2zy + 2, [y = v? — 2z, fl=—y+2zx. Da

ar:
Jow =2y, [, = 2%, fi. =22
=20 [ =0, fl - -
f// = 22 f 17 f!z
(Observera att f = fi.. fo. = fio, fo. = f1,-)

Definition 17. Funktionen f : R"™R drr ganger deriverbar i a, om fk ko, (@) existerar for varje
s <r och varje kombination kiks ... ks ur {x1,...,x,}.

f dr r ganger kontinuerligt deriwverbar i a om flgfizks () existerar i en omgivning av a for alla

s < r och alla dessa derivator dr kontinuerliga i a.

Definition 18. En partiell differentialekvation (PDE) (i tva variabler) av 1:a ordningen dr av

formen
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0z 0z
F = 2 =
(x7y7 Z? ax7 ay) 07

och av 2:a ordningen:

0z 0z 0%z 0%z 0% 0%z
F T, Y, 2y 575 7 s ) 5 5 =0.
Ox’ Oy’ 0x?’ 0xdy Oyodx’ 0y?

Exempel 36. Ldt g : R™R vara en deriverbar funktion. Om vi definierar f : R* >R genom

z = f(z,y) = g(wy),

sa dr f en losning till den partiella differential ekvationen

" { = 5 = foley) = yg(xy),
! — —
Y

ger att

Tz, —y -z, = xyg (zy) — yxg'(zy) = 0.

Sats 16. Antag att f : R*R dr 2 ganger kontinuerligt deriverbar i punkten a € Dy. (Partiella

derivatorna av ordning 1 och 2 existerar i en omgivning av a och dr kontinuerliga i a). Da gdller:
fiw="»15 g kef{l,... ,n}

Beuvis. Pastaendet i satsen giller tva variabler i gangen, sa vi kan anta att n = 2, och visa att

vy = Jyo 0 f(2,9).
Lat (x,y) vara en fix punkt i Dy och betrakta uttrycket:

SIDA: 56



1.4.0 BAGLANGDEN AV EN RYMDKURVA KAPITEL 1. DEL 1

+ L
(x, % ) (g
(x+ Nh,%+O%)
(K)‘d{'egﬂ) N iq ()(4,4,\!;44&)//;
%, %) (xak)

Sitt: p(t) = f(z+ht) = f(z,1), ¢(s) = f(s,y+ k) = f(s,9).
Vi har: q(h, k) = o(y + k) — @(y) och q(h, k) = (z,h) — (),
samt ¢'(t) = f,(z + h,t) — f,(z,t). Medelvirdessatsen ger:

q(h, k) = oy + k) — o(y) = k¢'(y + 0k)
= k(f(x + h,y + 0k) — fi(z,y +0K)),0 < 0 < 1.

Medelvirdessatsen en gang till ger att 3 : 0 < n < 1 och

a(h, k) = Wk fl(x + nh,y + 0F).

Kontinuiteten for f,, i (z,y) ger

q(h, k)
hk

= fz’/;(a:%—nh,y + 0k) — f;’x(x,y), da (h,k) — (0,0).

Genom att analogt behandla q(h, k) = ¢(x + h) — ¢ (z) far vi att

q(h, k)
hk

— f;;ly(x7y)a da (hv k) — (an)
Alltsa géller fy (z,y) = f.(z,y). O
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Anmaiarkning. En motsvarande Sats for partiella derivator av hégre ordning gdller, forutsatt att

de partiella derivatorna dr tillrdckligt manga ganger kontinuerligt deriverbara i a.

Exempel 37. Definiera

22 — o2

ma (z,y) # (0,0) och f(0,0) = 0.

flz,y) =y

Da dar f kontinuerlig i (0,0) (polira koordinater)-

— i L= F0y) _
fé(O,y)—}ll_%m—---——y;
f;(x,()):}llli%%:...:lﬁ

7 (0,0) = lim £20MZE00 _ iy =h=0 — 4

Ty
RR0)-f100) _ 1 ho
yo(0,0) = lim 22 = lim 252 = 1

n o [0 (0,0). Dd (z,y) # (0,0) ges f! av

(22 — y?)(z* + 102%y? + y*)
($2 +y2)3

fog(2,y) =

som inte dr kontinuerlig i (0,0).

Exempel 38. Lat
0, dax=0 ellery=0,
fla,y) = {

1, annars

Da dr f diskontinuerlig i (0,0), men

/ — i1 f(h’o)_f(ovo) — |5 —

/ — 15 f(O,h)—f(0,0) — i —
fy(07 0) - }1111}% h }115%0 Oa

sa partiella derivatorna existerar i (0,0).
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1.4.1 Differentierbarhet

For funktioner f : R™R giller att deriverbarhet i en punkt medfor kontinuitet. Exempel 38 de-
monstrerar att partiell deriverbarhet inte medfér kontinuitet. Vi skall inféra ett nytt begrepp,

differentierbarhet, som medfor kontinuitet.

Om f: R™R &r deriverbar i © = a géller

. fla+h)— f(a)
hlglo h =4

vilket kan uttryckas med funktionen p(h) :

fla+h) - f(a)
h

= A+ p(h), p(h) — 0, da h — 0,

eller ekvivalent

Fla+h) = f(a) = Ah+ ho(h), Tim p(h) = 0. (*)

PRl

L )

. o

x

Formulering (%) av deriverbarhetskravet kan generaliseras till hogre dimensioner.

Definition 19. Antag att f : R*™R dr definierad i en omgivning av punkten a. Vi sdger att

f dr differentierbar i punkten a om det finns konstanter Ay, ..., A, och en funktion p(h),h =

(hi,...,hy), sadana att
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f(@+h)— f(@a) = Aihy + ...+ Ayh, + |h|p(h) och }Lin% p(h) = 0. (1)

Om f dr differentierbar i varje punkt a € Dy sdger vi att f dr differentierbar.

Sats 17. Om [ : R"R ar differentierbar i en punkt a, sa dr f kontinuerlig i a.

Bevis. Ur (1)) foljer att f(a + h) — f(a) — 0 da h — 0, vilket innebér att f #r kontinuerlig i
a. [

Sats 18. Om f : R" R dr differentierbar i en punkt a, sa dar f partiellt deriverbar i a med
f;j(&) :Aj, j = 1,...,7’L,
dir Ay, ..., A, drtalen i (1).

Bevis. Valj i speciellt h =t -&; = (0,...,0,¢,0,...,0), t # 0, efter division med ¢ i erhalls

flatt-e)—f(a)
t

t

Definitionen pa partiell derivata ger att f; (a) = A;. O

Det ar svart att i praktiken med Definition 19 kontrollera om f &r differentierbar i punkten a. Man
kan bestdmma de partiella derivatorna i a, (vanligen latt att utfora), och om de &r kontinuerliga

och definierade i en omgivning av a har vi féljande sats:
Sats 19. Antag att f : R"R dr kontinuerligt deriverbar i punkten a € Dy. (f;J existerar i

omgivning av a och kontinuerlig i a). Da dr f differentierbar i a.

Bevis. (For fallet n = 2). Lat a = (a,b) € Dy och antag att de partiella derivatorna f, f, &r
kontinuerligt deriverbara i a. Vi skall enligt i Definition 19 uppskatta differensen f(a + h) —

fa)= fla+h,b+k)— f(a,b), (n=2).
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Med hjilp av punkten (a,b+ k) skriver vi

fla+h,b+k)— f(a,b) =[fla+h,b+k)— f(a,b+ k)] +[f(a,b+ k) — f(a,b)],

(.

-

—p(h)—(0)

och sitter p(t) = f(a+t,b+ k). Medelvirdessatsen ger da:

fla+h,b+k)— fla, b+ k) =p(h) —¢(0) = (01h)h = fi(a+ 601h,b+ k)h, 0 < 0; < 1.

Da f! ar kontinuerlig i (a, b) kan vi skriva

Fila+ 0k b+k) = fi(a,b) + pr(h, k), pi(h, k) — 0, d& (h, k) —> (0,0).

Analogt far vi

fla,b+k) — fla,b) = f,(a,b+ 0:k)k = f,(a,b)k + kpa(h, k), pa(h, k) — 0, da (h, k) — (0,0).

Da far vi for differensen att
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= fila,b)h+ fi(a,b)k + Vh2 + k2p(h, k),
dar p(h, k) = —% -p1(h, k) + —% - pa(h, k), och da géller p(h,k) — 0, da (h,k) — (0,0).
Dérmed &r f differentierbar i a. m

Exempel 39. Funktionen f(x,y,z) = zy?z + sin(xyz?) dr differentierbar (i R3), ty de partiella

derivatorna

fh =122 + y2? cos(zyz?), fy = 2xyz + x2? cos(zyz?),

fh = xy® + 2wy2 cos(wy2?),

dr kontinuerliga (i R?).

Anmérkning. For att visa att f : R"R dr kontinuerlig i en punkt a € Dy rdicker det att
kontrollera att f:s alla partiella derivator av forsta ordningen existerar i en omgivning av a och dr
kontinuerliga i a, da ger Sats 19 att f dr differentierbar i a och vidare Sats 17 att f dr kontinuerlig

1 punkten a.

1.4.2 Differential, Tangentplan och Felanalys

Antag att f : R" R &ar kontinuerligt deriverbar i punkten a € Dy. Da ger teorin i féregaende

avsnitt att vi kan uttrycka differensen Af = f(a + h) — f(a) mellan tva funktionsvirden:

Af = f(a+h) — f(a) (@) + .+ f;n(d)hﬁ—|—|7z|p(7z),p(7z) — 0, da h — 0.
e

Definition 20. Differentialen av f i punkten a betecknas df och ges av

(.

df = f,@hy+ ...+ fi, (@)h, = Zf;j(c‘w hy.
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Differentialen kan uppfattas som en linjir funktion av b = (hy, ..., hy),

R (@hy
j=1

Den ger en linjar approximation av Af i en omgivning av a.

Ofta betecknas variabeldifferensen h; med dz; och man skriver kort (utan att ange a):

of of

For en geometrisk tolkning av differentialen df for f : R**R given av z = f(z,y), sitter vi

(I—l-hl:l’OCh b—f-hQ:y, a= (a,b), h = (hl,hQ).

Af = fz,y) = fla,0) = f(@)(z — a) + f,(@)(y — b) + [Alp(R).

Da kan f(z,y) approximeras i en omgivning av punkten (a,b) med

9(z,y) = f(a,b) + fr(a)(x — a) + f,(a)(y —b).

Ytan z = g(z,y) ér ett plan i R som kallas tangentplanet till y = f(z,y) i punkten (a,b, f(a,b)).

Exempel 40. Bestimmer tangentplanet i (1,0) for f(z,y) = In(2? + y?).
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2x 2y
! —
fﬂc_x2+yz7 fy x2—|—y2
f:(1,0) =2 f,(1,0)=0
z=f(1,00+2-(z—1)+0-(y—0)
Sz =2x—2

0.5

Antag att vi anvinder beteckningar Az = (Axy, ..., Ax,) istillet for h = (hy,..., h,). da har vi

0 0
Af=f(z+Az) - f(z) = 8—;1Ax1+...+ 8;&;”
med felet |AZ|p(AZ), dir p(Az) — 0, da Az — 0.
Antag att vi (genom métningar) kidnner ndrmevérden x; + Axy, ..., x, + Ax, till 21, ..., x,.

Da ar f(z + AZ) ett narmevirde till det exakta virdet f(z). Triangelolikheten ger den allménna

felfortplanteringsformeln:

0 0
Af] < of |Aa;1|+...+‘ A IVN)
“approximativt mindre &n” Oz 1 amn

Exempel 41. Vi har berdknat y = a:lx%\/% forxy =2,0+0,1, 9 =3,0+0,2 och x3 =1,0£0, 1.
|AI1| <0,1, |A[L’2| <0,2, IAZL’3| <+,1
For felet Ay fas
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Oy dy Oy

< | =L 7 —J
|Ay| < ‘3%‘ |Azy| 4+ ‘8@' |Azy| + ’8@’ |Azs|
IL‘lI%

3
2

2
Lo

| Ay |+ | Az

1
21]1.%‘2—’ |AZL’2| +
T3

e

<9.0,1+12-0,24+9,0-0,1=4,2

Alltsa: y = 18,0 £ 4, 2, med mazximalfeluppskattning.

1.4.3 Derivering av Sammansatta Funktioner

Sats 20. (Kedjeregeln). Antag g : R™R"™, g(t) = (g1(t), ..., gn(t)) dr deriverbar i punkten t, € R.
Lat f : R"R, f(z) = f(z1,...,2,), och antag att [ dr kontinuerligt deriverbar i punkten g(to).

Da dr den sammansatta funktionen f(g(t)) deriverbar i punkten ty och

%f(g(t)) = [0, (9(t0)) - g1(to) + .. + f1. (9(t0)) - g (to)- (2)

t=to

Om vi sdtter z(t) = f(g(t)) kan vi kortfattat skriva

dz  df dg +(9f.%

dt — Ox, dt ox, dt

Bewis. Vi undersoker differenskvoten

flg(to + k) — fg(to))
k

, da k — 0.
Da f ar kontinuerligt deriverbar i g(to) dr den differentierbar i punkten, Sats 19, och vi skriver:

n

F(g(to) +h) = flg(to)) = Y fr.(g(to) s + Bl p(h), (*)

i=1

dir p(h) — 0,da h = (hy,...,h,) — 0.
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Vi kan speciellt villja h = g(to + k) — g(to), ty denna differens gar mot 0 da k — 0, da g &r

kontinuerlig i to. Inséttning i (%) och division med k ger uttrycket:

fg(to + k)]i — flg(to)) _ ;f; (g(to)) - gi(to + k?]i — gi(t)

summan i hogerledet gar mot (2) da & — 0 och

% _ — (91(t0), - - -, g,(t0)),

sa resttermen I_%I (h) — 0, da k — 0.

Gréansvéardet for differenskvoten existerar, vilket innebér att f(g(t)) &r deriverbar i ¢y, och dess

derivata ges av (2). O

Exempel 42. Lt f(z,y) = 2*y—y® och g(t) = (2t* —5t,t" 43t — 7). Berikna < f(g(t)) i punkten
to - —2

Lésning:

gto) = (2(=2)° = 5(=2),(=2)* +3-2-7) = (-6,3)
g (t) = (6t* — 5,4¢° + 3)

g'(to) = (19, -29) = (g;(t0). 95(t0))

fal@,y) = 2y, fa(g(to)) = fo(—6,3) = —36
folzy) =2* =3y fi(g(to)) = f,(~6,3) =9

Da ger formel (2) i Sats 20 att
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/@) = filg(t)) - g1 (ko) + f,(9(to)) - ga(to)
= (—36) - 19+ 9 - (—29)

= —945.

Exempel 43. Antag att funktionen f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator i omradet x >

0,y > 0 och satisfierar den partiella differentialekvationen

LOf af
895 8@/

Visa att f dr konstant pa hyperbelgrenarna xy = c(> 0) i forsta kvadranten.

Lésning: Vi underséker f pd kurvor av formen y = <, x >0, c konstant. Bildar

Kedjeregelen, Sats 20, ger:

Da xf(z,y) —yf,(z, ) 0 forxz >0, y>0, far vi att 2/(x) =0 da x > 0.
Detta betyder att z( ( —) ar konstant da x > 0.

Vi kan generalisera kedjeregeln, Sats 20, till en sammansatt funktion av formen
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fx(®) = flri(te, .. ty)s oy xn(te, .. ty)),

dér alltsa x : RI"R", f : R™R. Nér vi vill derivera f(z(f)) med avseende pa t; halls de dvriga
tr:na som fixa konstanter, och da beror ju z(f) av en variabel ¢; och vi kan tillimpa Sats 20 om vi

antar att f(Z) och z1(t),...,x,(t) dr kontinuerligt deriverbara i punktera x(ty) respektive ty:

0 _ . Ory - _ . Oxy -
o FEOD|_, = Fillo)) - 5 0) +o 4 £, (al0) - 2 o). (4)
Om vi sitter z(t) = f(x(t)) skriver vi kortfattat
0: _of on ., of om

Som en matrisprodukt kan (5) skrivas:

Oz Ozy
oty T Bty
Ozy Oxp
oty T Ot

Exempel 44. Bestim vilka kontinuerligt deriverbara funktioner f av tva varitabler som uppfyller

sambandet

of of

%_ay

i R? genom att introducera de nya variablerna

S=x+ vy,
t=x—y.

Lasning: Vi skriver f = f(s,t) = f(s(x,y),t(z,y)). Kedjeregeln (@) ger att:
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KAPITEL 1. DEL 1

o) _ of oF o _ of oF
_ 0 ot
OI _0f .0 0f. 9 _0f.14 9. (1)

of __ of o of ot __ of of
{___5$_~___4+_m
oy Os ot

Sambandet % = ? transformeras till
z Yy

0s ot s ot
of

<— — = 0.
ot

0f 9 _ 91 _of

Detta implicerar att f dr en deriverbar funktion ¢ av variabeln s, f(s,t)

ursprungliga variablerna dr da de sokta funktionerna f av formen: f(x,y)

en godtycklig deriverbar funktion fran R till R. Exempelvis

fla,y) =sin(z +y), fla,y) = .

Exempel 45. Transformera uttrycket

o1\, (01Y?
ox oy
genom dvergang till polira koordinater i planet.

Losning:

T =1rcosf
y =rsind

of _ of Oz of oy __ of of :
{E—a—m-g+a—y-§——-cosﬁ+a—y-sm€

ox
of — O . %4-% CO = %(—rsin@) + %y cosh

00 ox dy 00 oy

Multiplicera forsta ekvationen med rsin, den andra med cos € och addera:
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rsin@g + 0059% = ra—f

or 00 oy’

Vilket ger g—g. Insdttning © andra ekvationen ger:

af 6f(_rsin9) + cos 0 (Tsineg +COS(9%)

00 Ox or 00
af . Of . O0f .
1 —cos’f) == =rcosfsinf—— —rsinf—-—.  Alltsd:
<= (1 — cos” 0) g = "costsinton —rsinf o sa
sin? 0
%z%cos@—%sin@%
%Z%Sin9+%COS9%

Ddrmed erhalls:

ofN*  (of\* _ _ [(of\* 1 [9f\®
(5) +(5) == (&) = (%)

1.4.4 Gradient och Riktningsderivata

For en funktion f : R™R som &r kontinuerligt deriverbar i en punkt a figurerar alla partiella
derivator av forsta ordningen i begrepp som differentierbarhet och kedjeregeln. De beskriver i
samverkan det lokala beteendet hos f. Vi sammanfor darfor de partiella derivatorna till begreppet

gradient.

Definition 21. Antag att f : R R dr kontinuerligt deriverbar i punkten . Da definieras gradi-

enten av f 1 punkten T som

gradf(z) = <§—£(f),...,ﬁ(§:)) :

Anmirkning 1. gradf(z) dr en vektor i R"™ och funktionen T~ grad f(z), betecknad grad f dr ett
n-dimensionellt vektorfdlt, grad f : R"™R"™
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Anmirkning 2. Ofta anvinds beteckningen NV f(Z) for gradf(z), ddr symbolen V utlises “nabla”.

Exempel 46. For polynomet f(x,y,z) = x?yz — 2x2% dr

grad f(x,y,2) = (2oyz — 22%, 222, 2%y — 4x2)

=Vf(z,vy,2).

Exempel 47. For f(z) = |z| = /22 + ...+ 22, T # 0, har vi de partiella derivatorna:

8f ZE]‘ l‘j

O; 24+ a2 |7

Gradienten ges av

grad f(z) = (xl x") = éf

o Tl T e
Anméirkning 3. Differentierbarhets kravet uttryckt med gradienten blir:

a4 1) = 1@ = 3 5L @ + hloth

= grad f(z) - h+[hlp(R)
dir p(h) — 0, dd@ h — 0.
Kedjeregeln for derivering av f(g(t)) = f(g1(1), ..., gn(t)) uttryckt med gradienten:

G160 = ZLGG0 + -+ 2010

= gradf(g(t)) - ¢'(t),

dér ¢'(t) = (91(8); - - gu(1))-

Vi ser fran formlerna i denna anmérkning att grad f(z) spelar en roll for funktioner av flera
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variabler som &dr analog med derivatans roll for funktioner av en variabel.

Foljande sats ger analogin till att om en funktion f : R™R har derivatan f/(x) = 0 i ett intervall

sa &ar den konstant pa intervallet.

Sats 21. Antag att D C R"™ dr en dppen och sammanhdngande mdngd, samt att f : R R har

kontinuerliga pertiella derivator i D. Om gradf(z) = 0 for alla & € D, sd dr f konstant i D.

Bewvis. Vailj en fix punkt a och en godtycklig punkt ¢ i D. Mangden D &ar sammanhéngande, sa
det finns en kontinuerlig kurva z(¢) i D, med z(«) = @ och z(5) = gy, da o < ¢t < . (Definition 9).
Da D &r 6ppen kan man vélja x(t) sa att den har kontinuerlig derivata, dvs. z1(t),...,x,(t) har

kontinuerliga derivator da x(t) = (x1(¢),...,z,(t)). (Detta visas ej). Kedjeregeln (|7 ger:

S Falt) = grad £((0) - 2'(6) = 0-2/(1) =0,

for alla t med a@ <t < . Da f(z(t)) &r kontinuerlig i a och § erhalls att f(x(t)) = ¢ =konstant,
da a <t < S, och speciellt att f(y) = f(a). O]

Exempel 48. Ar f(z,y,2) = (y* — z,2zy, 32> — x) gradient till ndgon funktion F : R3"R?

Lésning:
OF
ox =y’ — 2= F(z) = ¢’z — zz + Hy(y, 2)
OF o0H
oy 2yx + a_yl =22y = Hi(y,z) = Ha(2)
OF

5 = —x+ Hy(2) =32% —x = Hi(2) =32 = Hy(2) = 2" + k

Svar: Ja, F(7) =y?xr —zox + 2>+ k, k€R
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De partiella derivatorna beskriver hur snabbt f(z) &ndras da z ror sig parallellt med nagon ko-
ordinataxel. Nu undersoker vi tillvixten av f(Z) i en punkt a lings en given rit linje z = a + tv
genom a.

Antag att © dr en normerad riktningsvektor, |0| = \/v} 4+ ...+ v2 = 1. Da méter parametern ¢

avstandet fran a ldngs linjen.

Definition 22. Med riktningsderivatan av f(Z) i punkten a svarande mot riktningen v, |0| = 1,

avses gransvdirdet

fla+t0) - @)

1m
t—s0 t

Anmirkning. Om v = g; = (0,...,(]3,1,0,...,0) si dr fy(a) = f; (a). Vidare inses litt att

omp j

fs@) = = fi(a)

Geometriska tolkningen i R? av riktningsderivata f/(a): riktningskoefficienten till tangenten .

Vanligen anvénder man gradf(a) for att berdkna riktningsderivator, med stod av foljande sats.

Sats 22. Om f : R™R dr kontinuerligt deriverbar ¢ punkten a och v dr en riktningsvektor med

|v| = 1, sa existerar fL(a) och ges av:

fs(a) = grad f(a) - v. (8)

Bevis. Funktionen p(t) = f(a+ tv) ar f :s restriktion till linjen a + ¢ - 0. Enligt kedjeregeln ar
¢'(t) = grad f(a+tv) - v, sa ¢'(0) = grad f(a) - .

Men nu &r ju
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t—0 t

och beviset ar klart. OJ

Exempel 49. Bestim for f(z,y) = x*+y?* riktningsderivatan i punkten a = (1, 1) lings riktningen
(1,2).

Losning: Vi har da grad f(Z) = (22, 2y) och grad f(a) = (2,2). Riktningen (1,2) maste normeras:

1,2 _
= —|E1,2§‘ = \/121@(1,2) = %(1,2). Formel ger:

<

f(@) = grad f(a) v = %(2, 2)-(1,2)

NI

6
V5 5

Sats 23. Antag att f : R"™R dr kontinuerligt deriverbar i punkten a. Da dr fl(a) = 0 i de

riktningar som dr vinkelrita mot gradf(a) # 0.
Vektorn grad f(a) # 0 pekar i den riktning i vilken funktionen vizer snabbast och mitetalet pa den

mazximala tillvizthastigheten dr |gradf(a)l.
Bevis. Enligt formel ar fl(a) = grad f(a) - v, sa fi(a) = 01 de riktningar grad f(a) L v.
Med stod av Sats 1, (Cauchy-Schwarz’ olikhet):

fy(@) = grad f(a) - v < |grad f(a) - o[ < |grad f(a)|[v] = [grad f(a)|.

Likhet fas da grad f(a) och © dr parallella och likariktade, dvs.

_ 1 _
V= mgrad f(a)

Riktningsderivatan f%(a) &r maximal i gradienstens riktning med det maximala vérdet |grad f(a)].

]
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Anmirkning. [ riktningen —grad f(a) dr riktningsderivatan som minst och funktionsvdrdet avtar

snabbast.

Exempel 50. Lat f(z,y,z) = beskriva temperaturen i ett omrdde i R® innehdllande punkten

22
24y2
(1,1,1). I vilken riktning ékar temperaturen snabbast i denna punkt och hur stor dr okningen /
lingdenhet?

2 —2y 2> 2z . .
(22 + y2)2’ (22 + y2)2’ 2 + y2> sa grad f(1,1,1) = (77 2 1)7

vilket enligt sats 23 dr den (onormerade) riktningen for mazimal temperaturikning. Okningen /

—2xz

Lésning: Vi har grad f(z,y,2) = (
lingdenhet ges av

1 1 V6
LLD|=4/-+-4+1=—.

1.4.5 Nivakurvor, nivaytor och tangentplan

Definition 23. Ldt f : R**R och g : R**R. Punktmingden {(x,y) : f(z,y) = ¢, ¢ € R} kallas
(om den dr icke-tom) en nivakurva till f. Punktmdingden {(z,y,z2) : g(x,y,2) = c ¢ € R} kallas

(om den dr icke-tom) en nivayta till g.
Pa viderlekskartor anvinds nivakurvor for temperaturen, isotermer, och for lufttrycket, isobarer.
Pa vanliga kartor anger nivakurvor héjden 6ver havet, héjdlinjer.

Vi skall nu undersoka gradientens geometriska betydelse i samband med nivaytor och nivakurvor.
Antag da att z = f(z,y) dr kontinuerligt deriverbar i en punkt a = (a, b) pa nivakurvan f(z,y) = c.

(Da géller ju f(a) = ¢). Lat nivakurvan ha en parameter framstéllning

x = x(t)

y:y(t)> a<t<f,
med (z(to),y(to)) = (a,b) = a. Pa [a, 8] géller f(z(t),y(t)) = ¢, sa derivatan av f med avseende
pa t ar noll for ¢t € |«, 5]. Kedjeregeln ger:
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och speciellt for t =ty : grad f(a)- (2/(t0),y (to)) = 0. Da (2'(to),y'(to)) ger nivakurvans tangent-

riktning i @ sa ér grad f(a), om den ér olika 0, vinkelrit mot kurvans tangent i a = (a, b).

For en funktion g(z,y, z) av tre variabler kan man pa ett analogt sitt inse att grad g(a,b,c) ar
vinkelrdt mot tangenten till varje kurva i nivaytan g(z,y, z) = k som gar igenom punkten (a, b, ¢).
Alla dessa tangenter bildar nivaytans tangentplan i (a,b,c) och gradienten grad g(a,b,c) anger

nivaytans normalriktning.

Sats 24. Antag att f : R* R och g : R*R dr kontinuerligt deriverbara i punkten a = (a,b)
respektive a = (a,b,c). Da dr grad f(a,b) normalvektor i punkten (a,b) till den nivakurva som gar
igenom (a,b), och grad g(a,b,c) dr normalvektor i punkten (a,b,c) till nivaytan som gar igenom

(a,b,c).

{
i) %Cxlu)t%) =\

Sats 24 mojliggor bestdmningen av tangenter till nivakurvor och tangentplan till nivaytor pa ett
bekvamt sétt. Om kurvan f(z,y) = ¢ parametriserats med r = r(t), r(to) = (a, b), sa har tangenten
ekvationen (x,y) = r(to) +u - r'(to), alltsa u - r'(ty) = (x — a,y — b) och denna vektor &r vinkelrit

mot gradf(a,b), sa skaldr produkten &r noll:
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fola,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b) =0, (9)

vilket ger tangentens ekvation.

Analogt far vi tangentplanets ekvation i punkten (a,b,c) pa nivaytan g(z,y,z) = k genom att

betrakta en kurva r(t) pa nivaytan som gar igenom (a,b,c) = r(tp). Tangenten har ekvationen
(x,y,2) = r(to) +u-r'(ty) och vektorn ur'(ty) = (z —a,y — b, z — ¢) ar vinkelrdt mot grad g(a, b, ¢),
med skaldrprodukt noll:

g;(a, b’ C)(ZL‘ - a) + gg/;(av b7 C)(y - b) + g;(a, bv C)(z - C) =0, (1())

Vilket ger tangentplanets ekvation.

Exempel 51. Bestim tangenten till ellipsen %2 + % =1 7 punkten (\/5,5 2).

»

Losning: Ellipsen dr nivikurva till f(x,y) = 5 + %. Da dr grad f(x,y) = (%, %) och enligt (9)

ges tangentens ekvation av

i <\/§¥> (2= V2)+f] (@ﬁ) G_ﬂ) 0

2 2

3v2z +2v2y — 12 = 0.

Exempel 52. Bestim tangentplanet till hyperboloiden x> + y*> — 2*> = —1 i punkten (1,1,/3).

Lésning: Hyperboloiden dr nivdayta till g(x,y,2) = 22 +y* — 2%, grad g(z,y,2) = (2z,2y, —22),

grad g(la ]-7 \/g) = (27 27 _2\/5)
H_f_/

Tangentplan ges av :
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gu@)(z — 1)+ g,(a)(y — 1) + g.(@)(z — V3) = 0
2z —1)+2(y—1) —2v/3(z — V3) =
T4+1y—V3z+1=0.

Anmirkning. For en funktionsyta z = f(x,y) i en punkt (a,b, f(a,b)) har vi tidigare bestimt

tangentplanet genom:

2= [f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b).

Funktionsytan kan tolkas som en nivayta till g:

g(.’I},y,Z) :f(x>y>_zzoa

med grad g = (fy, f,, —1). Da ger formel (0]

fela,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b) + (=1)(z — f(a,b)) =0

for tangentplanet genom (a, b, f(a,b)), vilket dverrensstimmer med var tidigare formel.
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1.5 Differentialkalkyl for avbildningar f : R"R™. Linjira
avbildningar och funktionalmatriser

Definition 24. Avbildningen f : R"R™ dr en linjdr avbildning om

f@+9) =f@)+ @) och flcz)=cf(T),
for alla z,y € R™ och c € R.

Anméirkning. En linjar avbildning f avbildar rdta linjer i@ R™ pa rdta linjer 1 R™. En punkt
x = a+tb pa en linje i R™ avbildas pa
f(@) = fla+1tb) = f(a) +f(b),

som dr en punkt pa linjen y = f(a) +t- f(b) i R™.

Lat (€, ..., &,) vara den naturliga basen i R", €; = (0,0,...,0 1 ,0,...,0) och (0y,...,0m)

’ komponent j

den naturliga basen i R™, 0, = (0,...,0,1,0,...,0). 2 = >} _ zxé, € R". f(Z) =D ;_, zuf(€k), f

linjar.
m
f(ék) = Zaikﬁi, k= 1,...,n
i=1
a1 19 . Q1np
Qg1 A2 ... G2 . .. o _ _ _ _
A= i i ] ] Matrisen for f, med avseende pa baserna (€, ...,€,) och U, ..., Up.
Am1 Am2 ... Amn
Den linjédra avbildningen y = f(Z),9 = (Y1, -, Ym), T = (21, ..., x,) har da matrisframstéllningen:
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Ym Tn

Foljande resultat dr bekanta fran kursen i Matriser:

1. Om f,g: R"R™ &r linjara avbildningar med matriserna A respektive B, och k € R, sa &r

kf, f + g, f — g linjara avbildningar med matriser kA, A+ B, A — B.

2. Om f: RP™R™ linjar med matris A och g : R®RP? linjar med matris B sa ér fog: R"R™

linjair med matris AB.

3. Om f : R™R" dr linjar med matris A, sa har f en invers om och endast om A &r inverterbar.

f1:R™R™ dr da linjir med matris A~

En linjér avbildning f : R**R2, (u,v) = f(x,y), avbildar linjer i xy—planet pa linjer i uv—planet
och rektanglar pa parallellogrammer, (som kan vara rektanglar). En icke-linjar avbildning har
inte denna egenskap globalt, men lokalt avbildas “tillrackligt sma rektanglar” i zy—planet pa en

“parallellogramaktig figur” i uv—planet.

Exempel 53. Betrakta avbildningen (z,y)"(u,v) = (zy,zy?) fran xy—planet till vv—planet.

Betrakta bilden av en kvadrat och en “liten kvadrat” i xy—planet:

w2

, =2 avbildas pa v = v,

y=1 —"—v=\/u,y=2 —7— v = /8u, (Kolla!)

u2

r=12—"—wv= aapr Y= 1,2 —"—wv=4/(1,2)3u

x =1 avbildas pa v = u?
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Lokalt kan en icke-linjdr avbildning f : R™™R™ approximeras med en linjdar avbildning. For detta

dndamal infors funktionalmatrisen i féljande definition.

Definition 24. Ldt f : R"R™ wvara en avbildning med komponentfunktionerna f; : R"™R, j =
1,...,m.
Antag att partiella derivatorna g—ii, 1 <j<m, 1<k <n existerar i punkten a € R". Da

betecknas funktionalmatrisen, (Jacobimatrisen, totala derivatan) med f'(a) och definieras av:

0 — 0 — 0 —
g—ﬂ(a) g—ﬁ(a) %Tf;(a)
@) = a—ﬁ(d) a—ﬁ(@) ﬁ(@)
?7*;(&) %(a) ng’:(a)

Anmirkning. For en avbildning f : R"™R blir f'(a) = (83—{1(&) L %(&)), vilket kan tolkas

som grad f(a) skriven som en radvektor.

%l(to)

For en wvektorvdrd funktion av en variabel, x(t) = (x1(t),...,xm(t)) blir f'(ty) = : :
tangentvektorn skriven som en kolonnmatris.

Sats 25. Antag att f : R"R™ har komponentfunktionerna f1(Z),..., fm(Z), f; + R""R, och
att varje komponentfunktion f; dr kontinuerligt deriverbar © punkten a. Da dr f differentierbar i

punkten a, vilket betyder att

fla+h) = f(a) = f'(@h+|hlp(h), (11)

med feltermen p(h) — 0, dd h = (hy, ..., h,) — 0, och |h|p(h) = |h|(p1(h), ..., pm(h)).

Anmirkning. Funktionen h™ f'(a)h, dir h uppfattas som kolonnmatris, dr en linjir avbildning

som kan kallas lineariseringen av f @ punkten a eller differentialen av f @ punkten a, betecknad

df(a).

Bevis. (Fallet n = 2,;m = 3. Analogt bevis for andra fall). Med stod av Satserna 18,19 och
Definition 19:
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+h) = f1(@) = i §(a) + hogt (@) + [Blpi (R),
Afy = fola+h) = fo(a) = 32 (a) + hag2 (@) + |h|pa(h),
Afs = fs(a+h) — fs(a) = b5 (a) + ha 32 (a) + |hlps(h),

dar p;(h) — 0,da h — 0, i =1,2,3.

Skrivet i matrisform, med beteckningen Af = f(a + h) — f(a),

Af %(a) g%(a) hy B /)1(}:1) B
af={af )= | E@ L@ |- (i) + bl { mlb) | = @i aom,
ah) \@ % i
och p;(h) — 0 da h — 0 medfor att p(h) — 0, da h — 0. O

s
Exempel 54. a) Polira koordinater. Avbildningen (r,0)(x,y) = (r cos6,rsinf), har funktio-
fi(r0)  fa(r,0)

nalmatrisen:

/ ofi ANt cos —rsinf
f(?",@) = (% ﬁ) - (siné’ TCOSQ)'

f
b) Sfiriska koordinater. (r,0,¢) ™ (x,y, z) = (rsinf cos p, rsinfsin g, r cos @) har funktionalma-

firbe)  Rre)  J009)
trisen:
o o0 @ sinfcosy rcosfcosyp —rsinfsing
f(r,0,0) = % % %—}2 = | sinfsiny rcosfsing rsinfcosyp
o) 0fs 0h cos 0 —rsind 0

Br 90 9y

1.5.1 Kedjeregeln i allmén matrisform

Sats 26. Antag att g : R"RP dar kontinuerligt deriverbar i punkten a € R"™, (komponentfunk-
tionerna ¢, ..., g, kontinuerligt deriverbara), och att f : RP™R™ dr kontinuerligt deriverbar i

punkten g(a) € RP, (komponentfunktionerna fi,..., fm kontinuerligt deriverbara). Da dr sam-
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mansdttningen f o g : R R™ differentierbar i a med funktionalmatris

(fog)(a)= f'(g(a)) d'(a). (12)

Anméirkning. Produkten i hogerled av (12)) dr en matrisprodukt av formen “(m x p) x (p X n) =

(m x n)”. Alla tidigare kedjeregler dr specialfall av .

Bevis. Den i : te komponentfunktionen i (f o ¢)(Z) ges av

fi(gl(f>7"-agp(j))7 j:(xlw"axn)' <*>
Beteckna variablerna for f; med y1, ..., y,, fi(v1, ..., ¥yp). Vihar da partiella derivatorna g—gi', ceey g—g;.

Funktionen (%) har en partiell derivata med avseende pa zj, i punkten a:

Frlala) G @)+t @) @

Detta &r enligt definitionen pa matrisprodukt elementet pa plats (ik) i matrisen f'(g(a))g’(a), och
formel stimmer. For att pavisa differentierbarheten for fog i punkten a krivs uppskattningar

som involverar matrisnormer, se kursboken. O

Exempel 55. En rymdkurva skir xy—planet under rdt vinkel ¢ punkten (2,1,0). Bestam tan-
gentens ekvation i motsvarande punkt for kurvans bild under avbildningen v = x +y + 2z, v =

22 —y? w=ayz.

Lésning: Kurvan ges av g(t) = (x(t),y(t), 2(1)) ¢'(t) = (' (1), y'(t), 2/ (t))
g(tO) = (27 1, 0)7

Vidare galler:
{g'<to> — (0,0, 2(t)).

Sdtt:
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z,y, 2),v(x,y, 2), w(r,y, 2))

w(g(t))
/ !/ !/
Uy Uy, U, 1
/ _ / / !
f<$7y72> - Uy Uy v, 23: _2y 0
wy,  w, W

1 1 1 0
= (4 -2 0 0 = (zl(t0)7 07 2zl(t0))T = Z’(to)(l, O’ 2)T
0 0 2 ' (to)

*. Tangentens ekvation:

fg(to)) +7(1,0,2), —c0 <7 < 00.

1.5.2 Funktionaldeterminanter

Antag att f: R™R". Da ar funktionalmatrisen f’ en kvadratisk n x n matris och vi kan berékna

dess determinant, som ocksa &r viktig for att studera f:s lokala egenskaper.

Definition 25. Lat f: R"R", y= f(Z) = (fi(x1,...,xn), .., fulz1,...,2,)). Talet:

[k of1
oxr1 Oxn
det fl(z)=|: -
fn Ofn
ox1 T OxTn

Kallas funktionaldeterminanten eller Jacobis determinant av funktionen § = f(Z) och betecknas:

d(f)  d(f,--- fe)  d(@m) dyy, .- yn)
d(z) d(zy,...,z,) d(@) d(xy,...,x,)
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eller ibland J(Z).

f [
Exempel 56. o) Avbildningen f(r,0) = (r cos 0,7“81211 0) har funktionalmatris

, ~ (cost) —rsinf _ _ '
f(r,0) = (sinQ " cos ) och funktionaldeterminant:

cosf) —rsinf
sinf rcosf

A )
d(r,0)

=rcos’ — (—rsinf)sinf

=r(cos’ 0 +sin’0) =r.
b) Avbildningen f(r,0,¢) = (rsinfcosp,rsinfsing, rcos @) har funktionalmatris:

sin 6 cos r cos § cos —7rsin @ sin
2 2 4
f'(r,0,p) = | sinflsing rcosfsing rsinfcosp
cos 0 —rsind 0

och funktionaldeterminant:

d<f17f27f3)

—=222 w2 = det f'(r,0, ) = (bryt ut r ur kolonn 1 och 2, utveckla efter sista raden)
d(r, 0, ¢)

= 12[cos f(cos O sin  cos® p + cos § sin @ sin” @) + sin §(sin? § cos®  + sin® sin” )]

= r%(cos® @sin + sin® §) = r’sin

Funktionaldeterminanterna i a) och b) kommer att anvindas vid variabelbyten i dubbel- och trip-

pelintegraler.

Sats 27. Antag att j = f(T) och T = g(t), f,g: R"R™. Da gdller:

det (fog) = det f - det ¢,

vilket kan skrivas
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Bevis. Enligt Sats 26 ar (f o g)’ = f'¢’. Da determinanten av en produkt &r produkten av deter-

minanterna erhalls:

det(f og) = det(f'g’) = det f - det g

Antag att y = f(Z) ar bijektiv med inversen z = ¢(y). Da &r f o g = identiska avbildningen, och
(f o g)' = I = enhetsmatrisen med det I = 1. Da ger Sats 27 att

L= det f(z) - det g/(7) = 7= - ==
X

och vi har formeln

aw_ 1
i) T )

Som uttrycker att inversens funktionaldeterminant &r lika med det inverterade véardet av funktio-

nens funktionaldeterminant.

= 0 >0
Exempel 57. Vid vergang fran ratvinkliga till poldra koordinater {x reos {T ;

y=rsind 0<0 <2,

har vi enligt Ezx. 56 a) att

For det inversa koordinatbytet gdller:
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d(r,0) 11 1
T

a(r,0) Vet iy

Vi skall undersoka funktionaldeterminantens geometriska implikationer. Antag forst att f : R2™R?

ar en linjar avbildning:

PP
w :,}’
bezy 4t

e

bemy PO

wa(£,) '=“$k"""‘ av S‘L

Egenskap 3., pa sid. for vektorprodukter ger: m(sq) = |h x k|, med tolkningen h = (0, hy, hy) €
R3, k= (0, k1, ky) € R3. Da giller:

0 0 0 0
m(sl) = ( T ) X ( - ) ‘ = Cth + bhg X akl + bk’g
f(h) f(k) Chl + dh2 Ck'l + dlfg

€1 0 0

e ahl + bh2 (Zk’l —+ bl{,‘z =
Tolka ritt!

€3 Chl + dhg Clﬁ + dkz

ah1 + bhg Clk’l + bkg
Ch1 + dhg Ckl + dkz

[\

e bl k1 K1|]  |d(u,v)
- |l ) [l
——
0 0
= hl X kl
ha ko
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d(u,v)
d(z,y)

(o) = | G

Lat nu f : R**R? vara en icke-linjér funktion y = f(z). Betrakta en "liten rektangel” A invid punk-
tena € Dy. Bilden av A under avbildningen f, (f(A)), betecknas B. Den approximerande linjara avbildningen
g:R*™R? ¢(z) = f(a) + f'(a)(Z — a) avbildar A pa en parallellogram B’ med

Men da giller:

Den lokala areaférstoringen, ytskalan, under avbildningen y = f(Z) ges av absolutbeloppet av
funktionaldeterminanten.

I R? ger

d(u,v,w)
d(z,y,2)

‘ den lokala volymskalan.
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1.6 Inversa avbildningar

En funktion f : R"R"™ &r omvéindbar (1-1 avbildning) om varje punkt y = f(Z) i virdeméngden

Vy ar bild av exakt en vektor T € Dy.

Avbildningen f har da en invers funktion ¢ med D, = V; och y = f(Z) <= 7 = ¢(y).

Om f : R R" &r en linjar avbildning, § = f(Z) = AZ, sa &r den omvéandbar om och endast om det A # 0,

med 7 = f~}(y) = A71y.

Om f : R™R" har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av punkten a ar den differen-

tierbar i @ och Sats 25, (formel ), garanterar att vi kan approximera f i en omgivning av a

med en linjar funktion.

y=f(z)~ f(a) + f'(a)(z — a),

om |z — a| &r “litet”. Om detf’(a) # 0, har vi efter omskrivningen y — f(a) = f'(a)(z — a), att

(f'@)~"(7 - f(a)) (+)

K
|
QI
2

Det verkar nu troligt att ¥ = f(z) har en invers i en omgivning av a, lat oss anta detta och sitta
b= f(a) = a=["'(b)

Formel (+) kan skrivas om pa foljande sétt

T=fT@ O+ OG- b),
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sa f~1 verkar vara differentierbar med funktionalmatris [f/(f~1(b))]~'. Ett rigorést bevis kan ge

belégg for vara funderingar.

Sats 28. Lat f : R"R" ha kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av punkten a € Dy.

Antag att funktionaldeterminanten det f'(a) # 0 i a. Da har restriktionen av f till en omgivning U
av @ en invers f~* som har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning V av punkten b = f(a).

Inversens funktionalmatris ges av inversen till f:s funktionalmatris:

(= (14)
Anméirkning. Da (f~'o f) = (f7Y) - f' = I far vi for funktionaldeterminanterna sambandet

(13)-

1
 det 1

det (f7')

Anmaiarkning. Sats 28 beskriver det lokala beteendet hos f. En funktion kan ha en differentierbar

invers i en omgivning av varje punkt i Dy, utan att vara injektiv, vilket demonstreras av féljande

exempel.

Exempel 58. f(r,0) = (rcosf,rsinf) avbildar rektangeln 1 < r < 2, 0 < 6§ < 27+ F pd en

cirkelring sa att punkterna i det streckade omradet dr bilder av tva punkter i rektangeln:

Exempel 59. Betrakta pa D = {(z,y) : x > 0,y > 0} avbildningen (z,y)™(u,v) = (z=',y~ " —

rh).

SipA: 90



1.6.0 FUNKTIONALDETERMINANTER KAPITEL 1. DEL 1

.. Omvéandbar avbildning av D pa D’.

Exempel 60. Visa att (z,y)~(u,v) = (2, %) ger en omvindbar avbildning av D = {(z,y) : 1 <

d(z,y)
d(u,v)”

d(u,v)

r <y <2z} pa en mingd D' i uv—planet. Bestam D’ och berdikna Aoy Samt

I
sk R

) u
Losning: {
— |v

r=u
<~
Y =2av=uv

.. Avbildningen fran D till D" dr omvindbar.

Om (z,y) € D har vi: x > 1 och 1 < ¥ <2, sa D' = {(u,v) :u>1o0ch1l<v <2},

v
2 [T (oL
1
¥ > W
A
d(u,v) |ul, w| | 1 0] 1
dle,y) |vi v =% 3l &

.. Partiella derivatorna kontinuerlig i en omgivning av varje punkt i D, och % # 0, Tillimpar

Sats 28:
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diz.y) @ 1 1
d(u,v)  dwy) T =r=1u.
d(z.,y) z

Exempel 61. Avbildningen (u,v) = (2> —y?* 23y) avbildar D = {(z,y) : * > 0,y > 0} omvindbart
pa D = {(u,v) : u € R,v > 0}. Berdkna de partiella derivatorna .,z y. vy, for den inversa

avbildningen (x,y) = (z(u,v),y(u,v)) fran D" till D i punkten uw = 0,v = 1.

w= 1% —
x>0, y>0.

9

Losning: { 5
— |v=2y

( Strélen (0, y) i D avbildas pa stralen (—y*,0) i D’
Stralen (z,0) i D avbildas pd strdlen (x2,0) i D’

(
(
§ Stralen (x,x) i D avbildas pd strdlen (0,z*) i D’
( 2
(

Stralen (z,cz), 0 < c <1, i D avbildas pd parabelbagen ((1 — c*)z?, cx*) i forsta kvadranten.

| Strdlen (x,cx), ¢ > 1, i D avbildas pa parabelbagen ((1 — ¢*)a®, ca?) i andra kvadranten.

Har vi en bijektiv avbildning av D pa D'?

Genom varje punkt (z,y) € D, med x > 0,y > 0, gar exakt en linje av formen y = cx, ¢ > 0.

Tag godtyckligt en punkt (u,v) € D" med u > 0,v > 0.
Past: 3 exakt ett ¢ € (0,1) och ett x > 0: (u,v) = ((1 — ¢?)a?, cx?).

CJa=A)at=u r? = s
Beuis: 4 PN ) 1—2 = 5 =/~
cxt =v r? = /2
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Sitt: f(c) = % — /%, [(€) = 2uy + 3 7% >0, dice(0,1).
o f strdangt vizande pa (0,1).

- 3 entydigt ¢, € (0,1) : f(ci) = 0.

f kont pd [co.c1]

deo @ feo) <0 (co “nira” O)}

dey: f(er1) >0 (¢ “ndra” 1)

Punkten (1 [ T2 Cay /ﬁ) enda punkt i D som avbildas pa (u,v)n.

Analog behandling av fallet (u,v) € D" med u < 0,v > 0.

. D avbildas bijektivt pa D’

(2 2y o (2 =2
f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av (1,1) och detf'(1,1) = 8 # 0. Da ger

Sats 28: f~' har kont. partiella derivator i omgivning av (u,v) = (0,1) och

o 1 ;1 _ 3 /7 1
Svar: T, = 5, Ty = 1,Yu = —5, Yy = §-

1.6.1 Implicita funktioner av en variabel

For z > 0 definierar ekvationen
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efy=1

en nivakurva i férsta kvadranten, som kan uttryckas som ,
en funktion

y=flx)y=€e* >0

Med andra ord definierar villkoret e*y = 1 y som funktion av x.

Betrakta nu nivakurvan F(x,y) = 2> + y? = 1. Mot varje x € (—1,1) svarar tva olika y—virden,
sa nivakurvan utgor ingen funktionsgraf.
Men lokalt i en omgivning av varje punkt (a,b) pa nivakurvan med a # %1 kan ett bagavsnitt av

nivakurvan uttryckas som en funktion:

Déremot definierar ingen omgivning av (—1,0) eller (1,0) en funktion y = f(z).

Observera att grad F(x,y) = (27, 2y) ér parallell med z—axeln i dessa punkter, F;(£1,0) = 0.

Nivakurvan F(x,y) = y° + zy — 4 = 0 ér for komplicerad for att vi skall kunna explicit 16sa ut y

som funktion av z i en omgivning av en given punkt (a,b) pa kurvan. Da

— r,4 — —

verkar det troligt att vi for punkter (x,y) # (—5,—1) pa kurvan kan hitta en omgivning dér

nivakurvan implicit definierar en funktion y = f(z), vilket styrkes av nedanstaende bild:
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b

30 . . . . . . .
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Tillriackliga villkor for att en ekvation, (nivakurva), F'(z,y) = 0 lokalt definierar en entydigt

bestdmd funktion y(z) sadan att F(x,y(x)) = 0 ges av existenssatsen for implicita funktioner:

Sats 29. Antag att F : R*>R dr kontinuerligt deriverbar i en omgivning av punkten (a,b) € R?,
med F(a,b) =0 och F(a,b) # 0.

Da finns en rektangel D = {(z,y) : a1 < = < a2,b; < y < bo}, (a,b) € D, sa att ekvatio-
nen F(z,y) = 0 for alla x i ]ay, as| har en entydigt bestimd losning y(x) i |by, be[, sa att y(x) dar

deriverbar i |ay, as| och

F(z,y(x)) + F,(z,y(2))y'(x) = 0. (15)

Anméirkning. Formel kallas formeln for implicit derivering (av F(z,y) = 0 med avseende

pa x).

Bewvis. Definiera avbildningen G fran zy—planet till uv—planet genom

(uav> = G(‘Tay) = (x,F(:z:,y)),

o u=1x,
alltsa
v=F(z,y).

Da giller: (a,b)(a, F(a,b)) = (a,0) och
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1 0 ) d(u,v)

LR TP Bl LU R CERD

Sats 28 ger att det existerar en omgivning U av (a,b) och en omgivning V av (a,0), sa att G™! :

VU existerar och dr kontinuerligt dervierbar i V. D& har G~ formen

v , H kontinuerligt deriverbar. (*)
y = H(u,v)

Avbildningen ar definierad i V' och speciellt i ett &ppet intervall (a — d,a + §) pa u—axeln, som

avbildas entydigt och omvandbart pa en punktméngd K i U, (som &r en kurva).

r=Uu
y = H(u,0),

Enligt (*) har kurvan K ekvationen { , a—d<u<a+d.

Sétt: y(z) :== H(z,0), ddr a — 0 < x < a + 6, som da &r kontinuerligt deriverbara.

=ai =a2

Nu ér V = F(z,y) = F(u, H(u,v)) och 0 = F(u, H(u,0)) = F(z, H(z,0)) = F(z,y(z)), sa y(x)

satisfierar ekvationen F'(z,y) = 0 pa intervallet ]ay, as|.

Derivering av ¢(z) = F(z,y(z)) = 0 med avseende pa x ger

0=¢'(zx) = iF(xv y(x)) = F(z,y(x)) - 1+ F(z,y(x)) - ' (2),

dx
vilket ger formel (15). O

Exempel 62. Betrakta igen nivakurvan
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F(z,y) =y’ +xy—4=0.

Punkten (x,y) = (3,1) ligger pa kurvan, F(3,1) = 0.

F(x,y) dr ett polynom som dr kontinuerligt deriverbar i en omgivning av (3,1) och F,(x,y) =

Sy'+o = F)(3,1) =5-14+3=8#0.

Sats 29 ger att det finns en rektangel D =|ay, as[x]b1, bo[ sa att (3,1) € D och sa att F(z,y) =0
har en entydigt bestamd losning y(x) i |by,be| for alla x €lay,as]. Vidare ger formel att:

(y(3) =1)

y/(3) _ _Fa,c(?)’ 1) - _

VB =% (Fo(z,y) =y)

1
<

Anmaéirkning. till Sats 29.

Y P49 20

Om Fj(a,b) = 0, men Fj(a,b) # 0 och alla andra anta-
ganden i satsen dr uppfyllda, sa kan vi hitta en rektangel
D =lay, as[x]by, bsl, sa att (a,b) € D och sa att F(z,y) =0 L
for alla y €]by, bo[ har en entydigt bestamd 16sning z(y) i

Ja, as[, sa att z(y) dr deriverbar i |by, by[ och ' \ e \“l
3(.-.)((‘3)
Fo(2(y),y) - 2'(y) + Fy(z(y), y) = 0. (157)

(Implicit derivering av F(z,y) = 0, med avseende pa y.)

Exempel 63. Fortfarande betraktas nivakurvan

F(z,y) =y’ +ay—4=0.
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Denna gang i punkten (-5,-1), som enligt tidigare dr en punkt dir F,(z,y) = 0. F, = y och
F!(=5,—1) = =1 # 0, sa foregaende anmdrking garanterar att F(z,y) = 0 har en entydigt bestamd
deriverbar losaning x = x(y) i ett intervall |by, by innehallande y = —1. Men denna losning ges ju

explicit av

o= a() = (4= 1)

Anméirkning. Observera att Sats 29 enbart ger tillrickliga villkor for att F(x,y) = 0 lokalt defi-

nierar y(x) entydigt. Exempelvis

F(z,y)=2"—4=0, F(0,0)=0,

ar kontinuerligt deriverbar i en omgivning av (0,0):

_ 2 _ _ 2 —
F::;__3y7 F;(0,0)—O, (le*_3x>Fa/:<OaO)_O)7

men F(z,y) =0 definierar

y=y(x) ==z, (ochz=2x(y)=y)

Definition 26. Lat F(x,y) = 0 definiera en nivakurva och antag att F' dr en kontinuerligt deri-
verbar i en omgivning av en punkt (a,b) med F(a,b) = 0. Da dar (a,b) en requlir punkt (ordindr
punkt) pa kurvan om VF(a,b) # 0, dvs. Fj(a,b) # 0 eller F,(a,b) # 0. Om VF(a,b) =0 dr (a,b)

en singuldr punkt.

Sats 29 ger inte besked om kurvans utseende i narheten av en singular punkt. Vi ger nagra exempel
pa hur en kurva kan se ut i sadana fall. Foregaende anmérkning visade ett exempel dér vi kunde

bestimma y = y(x) och x = x(y) i en omgivning av (0,0).
Exempel 64. (Isolerad punkt). Lat F(z,y) = 2® + y> — 2% = 0.
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F(0,0) = 0= (0,0) punkt pa kurvan.

{Fé(ﬂf, y) = 2z — 42, {F;(% y) =2y

. (0,0) singuldr punkt.
F/(0,0) = 0, F/(0,0) = 0 (0,0) singuldr p

F(z,y) =0 y* = 2" —2® = 2*(2* - 1)
S 0<y? =272 - 1) of .
o For x € (—1,1) léser endast © = 0,y = 0 denna olikhet
.. (0,0) isolerad punkt pa kurvan F(z,y) = 0.

L L
-1 o 1

Exempel 65. (Dubbelpunkt). Betrakta nivikurvan F(z,y) = 2? —y? — 2% = 0. F(0,0) = 0.

(0,0) singuldr punkt.

Fi(z,y) = 2z — 427, Fy(x,y) = =2y,
F'(0,0) =0, " | F(0,0) = 0.

F(x,y) =0 <= y? = 2*(1 — 2?). Kurvan kan delas upp i tvd grenar

{yl(:v) = /22(1 — 22), x € [—1,1],
yo(r) = —y/22(1 — 2?), =z e€[-1,1],

med en dubbelpunkt i origo. F(z,yi(z)) = 0 och o \ \

F(z,y2(z)) = 0 i en omgivning av origo. 7 \j

Exempel 66. F(z,y) =2* —y*=0. F(0,0) = 0.
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Fy(x,y) = 32?

F;(l‘,y) = _2?/

} . F,(0,0) = F;(0,0), (0,0) singuldr punkt.

F(x,y) =0 <= y* = 23. Kurvan kan delas upp i tvd grenar

som bildar en spets i origo.

1.6.2 Implicita funktioner av flera variabler

Antag att sambandet F'(x,y,z) = 0 definierar en yta sadan att F(a,b,c) = 0, och att de partiella

derivatorna F,, Fy, F] &r kontinuerliga i en omgivning av (a, b, ¢). Antag vidare att F(a, b, c) # 0.

Da ar z = z(x,y) i nagot ratblock D kring punkten (a, b, c),

D={(x,y,2) ra1 <z <ag,b <y<bycy <z<co}

Da géller

F(z,y,z(z,y)) =0, a1 <z <ag, by <y < by,

och vi kan derivera implicit med avseende pa x och y:
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Fﬂ%%d%w%1+@@w&@wﬁwxﬁw—0
Fé(m,y,z(l‘,y)) -1+ Fz’(ac,y,z(x,y)) : Zgl;(xay) =0

Nu kan vi, (utan bevis), formulera en motsvarighet till Sats 29 for ett ekvationssystem
F(x,y,z) =0,
G(z,y,z) = 0.

Vi ger en motiverande geometrisk beskrivning. Antag att F'(a,b,c) = G(a,b,c) = 0, sa att punkten

(a, b, c) ligger pa skédrningskurvan K mellan de tva nivaytorna:

~

Fley,2) =0

d(F,G) 5
Antag att T2 # 0. g
L
(atb,c)
Da uppfylls for ett ratblock D:
T €lay, as|
€lb,b
(a{b,c‘,\ y ] 1 2[
z E]Cla 62[

F(z,y,z) =0

For varje x €]ay, aq| existerar entydig 16sning (z, y(x), z(x)) till ekvationssystemet {G( )0
x? y7 zZ)=

Inne i D kan da rymdkurvan K framstéllas med parameterframstéllningen:

(x,y(z), 2(x)), a1 <z <as,

z(z) har kontinuerliga derivator och implicit derivering av F' och G ger:

och y = y(), = =
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Fé(l',y, Z) -1+ Fy/(mvy?z) y/(SC) + F;(.Z‘,y,2> -2 l’) =0
ch<x7y7z) 1+ Gly(x7y7 Z) y/(l’) + G;(.I,y,Z) ’ Z/(IL’) =0

Vi formulerar nu satsen for ett dylikt ekvationssystem.

Sats 30. Antag att F(x,y,z) och G(z,y,z) har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning

av (a,b, c), dir F(a,b,c) = G(a,b,c) =0.

d(F,G)
d(y,2)

som innehaller (a,b, c), sa att ekvationssystemet

Antag att # 0. Da finns ett ratblock D = {(z,y,2) : a1 < & < ag, by <y < by, c; < z< o}

F(x,y,z) =0,
G(z,y,2) =0,

for varje x €lay, as|[ har en entydigt bestimd losning (z,y(z), z(z)), y(x) €]be, bi], z(x) €|cy, cal.

Funktionerna y(x) och z(x) har kontinuerliga derivator som uppfyller:

{Fé(fl?, y(x), 2(x)) + Fy(x, y(x), 2(x)y'(x) + F(x, y(z), 2(2))2'(x) = 0,
G(z,y(2), 2(z)) + Gy (2, y(2), 2(2)y (x) + G (2, y(2), 2(2))2'(x) = 0.

Anmirkning. For den allminnaste formuleringen hédnvisas till kursboken[dl] for en motivering

(ett bevis) som foljer linjerna, av vart bevis av Sats 29. Vi ndjer oss med att formulera satsen:

Sats 31. Antag att F : R"™™™R™. Betrakta ekvationssystemet f(Z,9) =0, (T = (z1,...,2n), § =

(Y1, -, Ym)) utskrivet i komponentform:

fl(x17"'7$n7y1""7ym) = 07
: (16)

fm(xla"'7xn7y17"'aym) =0.

Antag att f(a,b) =0, (@ = (a1,...,a,),b = (by,...,by)), att f; : R™™°R j = 1,...,m, har
kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av punkten (@, b) och att

d(fi,..., - . -
Ursesbd 24 0§ punkten (., 5)

Dd finns i R™™ en omgivning av punkten (a,b) sddan att losningarna (x1,...,%p, Y1, -, Ym) =
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(z,y) till i omgivningen definierar y entydigt som funktion av z, y = y(x), dwvs.

N = yl(xla v 7‘7:71)7

Ym = Ym(T1, .., T).

Funktionerna vy, . .., Ym dr definierade i en tillrdckligt liten omgivning av T och dr ddr kontinuerligt

deriverbara. Da gdiller i omgivningen f(Z,y(z)) = 0 och y(a) = b. Funktionalmatrisen for y(z)

erhills genom implicit derivering: §'(T) = — [g—g(f, y(f))] . g—é(%,g(:ﬁ)).

Exempel 67. Visa att x° +y3 + 2 — (22 +y?)2z = 1 lokalt kring (1,1,1) definierar z som funktion
av x och y. Berdkna 2,(1,1) och z,(1,1).

Liosning: Sitt f(x,y,z) =2 +y> +2* — (2* + y*)z — 1.

{f;<x,y,z> =428 — 2% — 4, {f; = bt — 22
fU(1,1,1) =2 #£0. fi =3y* = 2yz

oo fas £y och f kontinuerliga i omgivning av (1,1,1) och f1(1,1,1) # 0.
Da dr, enligt sidan z = z(x,y) i nagot ritblock D innehallande (1,1,1).
Vidare ir z = z(1,1) = 1 och formlerna pa sida[101] ger:

z f2(1,1,1) 2

{z’ (1,1) = —&&LD — 522 _ 3

T ) I v
v D) =—Fary =

y
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Exempel 68. Visa att sambandet

flz,y,2) =sin(z +y) +sin(y + 2) + 2 =0,
g(x,y,z) :COS(LC—Fy) —|—COS(y—|—z) +y_2 :()7

i en omgivning av (0,0,0) entydigt definierar (x,y) som en kontinuerligt deriverbar funktion av z,

dvz. x = z(z) och y = y(2).

Losning: Skirningskurvan K = (x(2),y(z), 2).

Kollar villkoren i Sats 30:

£(0,0,0) =0 = ¢(0,0,0).

klart att A I 8 och 9> Gy 9 ar
kontinuerliga i en omgivning av (0,0,0).

9,000 - |( )

(x,y) 9o Yy (@,9,2)=(0,0,0)

_ ’ < cos(z +y) cos(z +y) + cos(y + z) )
—sin(x +y) —sin(z+y) —sin(y+2) +1

[N

=|(o 3)[ =120
(0,0,0) T

.. Da ger Sats 30 att skirningskurvan K i en omgivning av (0,0, 0) entydigt framstdlls av (x(z),y(z), z),

dar x(z) och y(2) dar kontinuerligt deriverbara for z i en omgivning av z = 0.

Vi kan dessutom berdna tangentriktningen i punkten (0,0,0) for skdirningskurvan K, den ges ju av

(2'(0),4/(0),1). Genom implicit derivering av sambanden f(x(2),y(2),z) =0 och g(x(2),y(2), z) =

0 med avseende pa z erhalls:
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+ fo(x(2),y(2), 2)

{f;@:( 2),5(2), 2) -

g(x(2),y(2), 2) - 2'(2) + g, (x(2),
cos(z +y)(@'(2) + ' (2)) + cos(y + 2) (v (2

(zﬁo {— sin(z +y)(2'(2) + ¥/ (2)) — sin(y + 2)(y/

#'(2) + fy(x(2),0(2), 2) - ¥/ (2)
y(2),2) - (2) + g.(2(2),y(2), 2)
)+1)+1=0
(2) +1) +y'(2) =0

0
0

Insdttning av (x,y,z) = (0,0,0) ger:

Vilket ger att 2'(0) = —2 och y'(0) = 0.
Skdarningskurvan K har da i punkten (0,0,0) tangentriktningen (—2,0,1).

1.7 Om Derivering av Integraler

For en funktion f : R™R som &ar kontinuerlig pa intervallet [a,b] ger analysens huvudsats att

funktionen S(x),

= /m f)ydt, =z € la,bl,

har en kontinuerlig derivata S’(z) = f(x) pa [a, b], och funktionen

_ /:f(t)dt - —/:f(t)dt

har kontinuerliga derivatan 7"(z) = — f(x).

Derivering av S och T ar specialfall av problemet att uttrycka derivatan av en funktion G : R™R,

B(x)
G(z) = / F( y)dy,
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1.7.0 IMPLICITA FUNKTIONER AV FLERA VARIABLER KAPITEL 1. DEL 1

i derivator av funktionerna «, 8 och f.

Vi betraktar forst ett specialfall:

Sats 32. Antag att f(x,y) och fi(x,y) dr kontinuerliga pa rektangeln D = {(z,y) : a < x <
b,a <y < B}

Da gdller:

d [”? 5o
@/ f(x,y)dyz/ a—i(w,y)dy,

och derwatan dr en kontinuerlig funktion av x.

Bewvis. Sitt L(z) = ff f(z,y)dy. Da géller

z Lz B8 x+hy)—f(z,
Mttt 5 (g, y)dy| = | 7 (L0900 pa,y) ) dy

= S22+ 0hy) — File )y, 0 < 0 < 1, (Medelviirdessatsen)

Enligt antagandet ar f/, kontinuerlig pa den kompakta méngden D, och ddrmed likformigt kontinuerlig

pa D, (Sats 12). Men da far vi uppskattningen:

dér M (h) dr oberoende av = och y, och M(h) — 0, da h — 0. Alltsa:

B B
/ (folx +0h,y) — f;(x,y»dy' < / | (a0, y)—fo (2, y)|dy < M(h)(B—a) — 0, da h — 0.

S L (x) = ff fi(x,y)dy. Att L'(z) &r kontinuerlig inses genom att vélja xo € [a,b] och betrakta:
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B8
1L/ + 1) — L' (z0)| = / (o + huy) — FL(z0,y)dy

B
s/ @0+ o) — fo(ao,y)|dy < Ma(R)(B — ) — 0,h — 0,

igen med stod av f! :s likformiga kontinuitet, sa L' (zg+h) — L'(z¢), da h — 0. .*. L’ kontinuerlig.

O

Exempel 69. Bestim derivatan av funktionen

I(z) :/1 sing/xy)dy.

Losning: f(z,y) = w och fl(z,y) = cos(xy) dr kontinuerliga pa D = {(z,y) :a <z <b,1<
y < 2}. Sats 32 ger att:

Iz) = /12 F(x,y)dy = /12 cos(zy)dy = [Sin(ﬂcy)] 2

x 1

sin2x sinx 1 3z . «x
= = —.2c0os— -sin —.
T T T 2

Betrakta nu det allménna problemet att derivera

Vi far foljande generalisering av Sats 32:

Sats 33. Antag att a(x) och 5(x) dr deriverbara funktioner med véirden i intervallet ¢ <y < d.

Antag att f(z,y) och fi(x,y) dr kontinuerliga pa rektangeln D = {(z,y) :a < x <b,c <y <d}.
Da giller:

PR 8()
[ sewdy= [ ey + e 86@)8 @) - fra@)a @)
o(z) a(z)
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Bewvis. Definiera funktionen F' : R* R genom:

F(z,u,v) = /u f(z,y)dy.

Da giller: G(x) = ff((f)) f(z,y)dy = F(z, B(x), a(x)).

Med stéd av Sats 32 dr F, = [ fi(x,y)dy och F, = f(x,u), F, = —f(x,y). Kedjeregeln ger:

_8F de O0F du OF dv

G/(x)_%£+a_ua+%£
u=p(x)| _ ﬁ(z),x 2 B - Bz — Flr alz) - o (z
Lza(wﬂ‘/am fulw )y + (2, B(@)) - B(z) — f(z,alw)) - o'(2).

Exempel 70. Berdkna for a > 0 integralen

F(a) = /Oa de.

1+ 22

Losning: Sats 33 ger:

“ 1 x In(1 + a?)
F/ = . d * 1
(a) /0 1+22 14ax v 1+ a?

T 1 1 a+zx a . . .
B A ek pr (1 ape Rl ax) Partialbraksuppdelning (Kolla!)

a T 1 1

dz = -arct — —In(1 2 Kolla!

/0 T+ )0 ran) "~ Ta arctan(a) =g {1 +a) - (Kolla)

o o In(1+a?
Di erhills: F'(a) = “udtana 4 1hndie)

Nu ir ju F(a) = F(a) — F(0) = [ F'(t)dt.
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@t .arctant 1 /¢ 2t
——dt = arctant - dt
o 1412 0 1+¢

2
prl a “In(1 +¢)
=3 ([arctant An(1 4+ t2)]8 — /0 Wdt

. F(a) =  arctan(a) - In(1 4 a?).

Exempel 71. Visa att funktionen

y(x) = /09C sin(z — ¢) In(1 + #*)d¢

ar en losning till differentialekvationen

Y’ +y=1In(1+ 2?).

Lésning: Vi tillimpar Sats 33 tva ganger:

x

y(x) = / cos(z — ) In(1 + £2)dt + sin(z — 2) In(1 + 22) - 1
= /x cos(z — t) In(1 + *)dt
y'(x) = /I —sin(z — t) In(1 + ¢*)dt + cos(x — ) In(1 + 2?) - 1

=In(1+2?%) - / sin(z — t) In(1 + *)dt
0

— In(1+4%) - y(x)

sy'(2) +y(z) =In(l +2?).

For att fa derivera en generaliserad integral under integraltecknet krévs flera antaganden.

Vi ger utan bevis Satsen:
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Sats 34. Antag att D dr omradet

D={(z,y):a<xz<bec<y<d}

dar “virdena” —oo och oo dr tillatna for a respektive b. Antag vidare att:

1°) f(z,y) dr kontinuerlig pa D,

2°) fabf(m,y)dx existerar for varje y € [c,d],

3°) fi(x,y) kontinuerlig i D och begrinsas av en funktion p(z), |f,(z,y)| < p(x), for vilken

f w(z)dx existerar.
Da ar F(y f f(z,y)dz deriverbar i [c,d], med

- [ s

Exempel 72. Berdikna fory > 0 integralen fooo(atz—l—yz)*zdm genom derivering av fooo(x2+y2)*1dx.

Léosning: f(z,y) = x2+y2 och f(z,y) = % ar kontinuderliga 1 {(z,y) : * > 0,y > 0}.

Lat ¢ och d vara godtyckliga tal sadana att 0 < ¢ < d. For allay € [c,d] gdller:

2y 2d
/ —= < =
|fy(m7y)| (xg_l_yg)g — ($2+02)2 l’[’(x)v
och fo x)dx dar konvergent Vidare dr dven fo 22 4+ y?*)tdx konvergent fory € lc,d].
Da ger Sats 34 att: F(y fo 22 + y?)"Ydx dr deriverbar med F'(y fo x2+y ——a—dx for alla
y € [e.d].
Men
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och dirmed F'(y) = —5.5. Allisd:

och ddrmed gdller:
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Flerdimensionell Analys

Del 2

2.1 Taylors Formel
2.1.1 Avbildningar f: R™R

En funktion f(z) som har kontinuerliga derivator upp till ordning n+ 1 i en omgivning |z —a| < d

av punkten a kan enligt Taylors formel uttryckas

["(a)

i (z—a)+...+

flx) = f(a) + f(a)(x — a) +

dar Lagranges restterm ges av

F0(E)

Fonl) = (n+1)!

(x —a)""!, &(2) €[a, 2], ([r,a], om z < a)

Vi har Taylorutveklat f(z) kring punkten a. Om a = 0 utférs en Maclauriutveckling av f kring 0

Exempelvis ges Maclaurinpolynomet av gradtal tva, P(z) = f(0) + f/(0)x + @ﬁ, till f(z) =

cosx av Py(x) =1 — %2, som ger en hyfsad approximation i narheten av xz = 0 till cos z:

0.5k

~0.5
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2.1.1 AVBILDNINGAR f: R™R KAPITEL 2. DEL 2

Vi gor en omskrivning av Taylors formel och later ett fixt z spela rollen av a, da kan Taylors formel

skrivas
f(x+h) = Py(h) + Roga (),
dar
" (TL)
P = fa) + fn+ D T
och

f(n+1) (5) hn+1

Bnia(h) = (n+1)!

, x<&h)<z+h.

Da ar f(z + h) ~ Pu(h) for h “tillrackligt” nira 0.

Denna omformulering av Taylors formel &r vélanpassad till generalisering till avbildningar f :

R™™ R som ar differentierbara i punkten € R™. Det giller ju da att

f(@ +h) = f(Z)+ f'(Z) - h+ |h|R(R),
diar R(h) — 0, d& h — 0 och f/(z) = grad f(z).

En sadan funktion kan ju approximeras linjért i en liten omgivning av  med

f(@+h) = f(z)+ f'(@) - h.

Exempelvis i fallet f : R?**R, med h = (h, k) fas
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- 0 0
F@)+ £1(0) = flo9) + hg (@) + k(o)
=c+ Ah + Bk,

dér A, B och C dr konstanter. Vi néjer oss med att generalisera Taylors formel till f : R*™R.

2.1.2 Taylors formel for avbildningar f: R?>"R

Sats 35. (Taylors formel). Antag att f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator upp till ordning

n+ 1 i en omgivning av punkten (x,y). Da gdller:

d 9 d 9\’
f(x+h,y+k):f(x,y)—|—(h%—l—ka—y) f(x,y)—f—%(h%—l—k:a—y) flzoy)+...  (17)

1 5, a\" 1 B, o\
(= k= S () SRR S 1.
+n! (hax —Hcay) flz,y) + 1) (hax +k8y> fle+7hy+71k), 0 <7<

Beuvis. Lat satsens antaganden gélla for punkten (z,y) och definiera funktionen o(t) genom ¢(t) =
f(x+th,y+tk). Da kan vi derivera ¢ kontinuerligt upp till ordning n + 1, dvs. ¢ har en Maclau-

rinutveckling som ges av
4
A _
4? /<)_<+L

X

FS(X,?\) K:(m),{z\x

Oct <.
v o 20 o £(0) LT i
t) = AL t t
(9 0t) = 9(0) O + =t 4 oo Tt + S,

dér 7 € (0,1). Nu géller det att ¢(1) = f(x + h,y + k), sa inséttning av ¢t = 1 i formel (x) ger:
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//O (n)o (n+1)
") 90 e (7)7
2! n! (n+1)!

(ox)  flz4h,+k) = f(z,y) + ¢'(0) + 0<7<1.

Det giller alltsa att berdkna o) (t), k=1,...,n+ 1, vilket kan géras med operatorskrivsattet:

dp d _of L of [, 0 oN .. -
i dtf(x+th,y+tk) = hax +kay = (hax +kay) f(z +th),
d?p , O f 0 f L0 f 0 oN? -
d"p " /n _ o f 0 oN" ., -
= AR ————— = | h— + k— th).
) (m> Dy ( oz ay) fla+h)
Om vi sétter ¢ = 0 i derivatorna och infér dem i formel () erhalls (7). O
Anmaéarkning. Formel utan operatorbeteckning blir:
ddr
_ of of
Pt ) = e+ (15w 4 15 ) )
1 [ ,0%f 0 f K, O f
5 (h @(xay) + 2hkax3y($,y) +k a_yg(x7y)
S () o)
och

1 n+1 n+ 1 e Gn—l—lf
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dir 0 <1 < 1.
Exempel 73. Bestim Taylor polynomet av 2:a ordningen i punkten (2,3) till f(z,y) = €Y.

Lésning: Metod I: (Aterkommer senare till metod II)

(fr(z,y) = ye™, f2(2,3) = 3¢°
_ T _ 6
f;(xay)_xe y’ f;(273)_26
fin(a,y) = yPe™, fre(2,3) = 9¢°
fgy(xv y) = f”m(xa y) = (ZL‘y + 1)exy’ f;,y<27 3) = 766
foy(a,y) = a?e™, fyy(2,:3) = 4¢°
[ f(2,3) = ¢°
Vi har 24+ h = — h=v=-2
3+k=y k=y—3

Med stod av formel (17°|) erhalls:

1
Py = f(2,3) + D f(2,3) + kfy(2,3) + 5 (W f70(2,3) + 20k £1,(2,3) + K2 1,,(2,3))
=% + 3¢%h + 2 + %96%2 + 7eShk + 2%k
9
=" <1+3(x—2)+2(y—3)+§(x—2)2+7($—2)(y—3)+2(y—3)2)

9
=¢b <§m2 + Tay + 2y — 362 — 24y + 67).
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I punkten (z,y) = (0,0) 6vergar formel i Maclaurins formel:

9, 0

f(h,k) = f(0,0) + (h£ + ka—y) £(0,0)

1/ 0 0\?
+—( %—Fk@—y) £(0,0)

ol
1/ 0  9\"
+...+a(h%+ka—y) #(0,0)

+; h£+k2 n+1f(h k), 0<tT<1
(n+1!'\ 0z 0Oy T TR ’

Andra ordningens utvecklingar kan ges en matrisframstéllning. Vi har:
af of

och

o*f 0% f o*f
2_ 2_
o2 920y (z,y)+k 0 (z,y)

TR T A )
:<h,k><§%; f> (1) =" @)

oxdy  Oy?

h

(x,y) + 2hk

dér H(z) kallas Hessematrisen. Vi kan alltsa skriva Taylorpolynomet av ordning 2:

Py(h) = f(&) + f(@) - T + %ETH@)B. (19)

SipA: 117
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2.2 Ordobegreppet for polynom av tva variabler

Ett polynom av tva variabler kan skrivas som en summa av termer a;;h’k?, dér a;; ar konstant och

1,7 ar naturliga tal, exempelvis:

P(h, k) = 5h2k" — kh + 3h — 2k.

Definition 27. Graden av en term a;jh'k? i ett polynom dri+j om a;; # 0, och —oc om a;; = 0.
Ett polynom dr homogent om alla termer har samma grad. Ett polynom dr pa standardform, om
det inte har tva termer med samma i— och j—index. Graden av ett polynom dr det héogsta gradtalet

hos polynomets termer, da polynomet dr i standardform.

Anmérkning. Da vi definierat grad 0 = —oo gdller det att grad p-q = grad p + grad q, dven om

p eller q dr konstanten 0.

Exempel 74. Polynomet p(h,k) = 2 + h + 3h*k — 5hk?* har graden 3. Summan 3h?k — 5hk? dr

ett homogent polynom av graden 3. Polynomet
p(h k) =1+k+h*(1 —k)* — hk?
ar av graden 3, vilket framgar ur dess standardform

p(h, k) =1+k+h?—2hR%k + h?k* — B*k* = 1 + k + h* — 2h°k.

Definition 28. Ldt f : R"™R och sitt r = /23 + x5+ ...+ x2. Funktionen f sigs vara av
1 2 n

stort ordo ™ da r — 0, betecknat f = O(r™), da r — 0, om kvoten

flzy, ... @)

,,an

ar begrinsad i en omgivning U av (0,0,...,0).

Tolkning: Det finns en omgivning U av (0,...,0) dir f kan uttryckas med hjélp av en begrénsad
funktion H(xy,...,x,), enligt:
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flz, . xn) =r" - H(zy,...,x,).

2.2.1 Ordo-algebran fér avbildningar f : R**R
— 4
Antag att flwy) = O(Tg) , dar=+/22+4+y%2—0.
g9(z,y) = O(r)

Da finns F(x,y), G(z,y) begransade i nagon omgivning U av (0,0), sa att V(z,y) € U géller:

flz,y) = r'F(z,y),
g(z,y) = r*G(x,y).

For alla (z,y) € U géller da:

fla,y) £9(z,y) = r’lrF(z,y) £ G(z,y))],
f(x,y) 'g(xay) = T7[TF(x7y) ' G(%,y)],

dér uttrycken innanfor klamrarna ér begransade i U, med andra ord:

dar—0.

f+g=0(?)
frg=007)

Allmént géller foljande formler:

O(7) £ 0(r") = O(”), om p <1,
0(7) - 0(") = O(r"*),
O6")" = 0™,

da r — 0, vid ordo-kalkyler.

Sats 36. Antag att p(h, k) dr ett homogent polynom av graden n > —oo. Da gdller:
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p(h,k) = O(r™) och p(h, k) # O(r®)
for alla o > n, dar=|(h, k)| =+vVh?+ k> — 0.

Bewvis. Da |h| och |k| &r < /h? + k? = r for alla h och k far vi for en term av graden n att

|aih' k7| < agj|r'r? = |aig|r™ = |ag|r™,
sa a;;h'k? = O(r"), da r — 0. Da alla termer i p ér av graden n ger ordo-kalkylen for summor
att p=0O(r"), dar — 0.

Antites: p = O(r®), da r — 0, med a > n. Da finns en omgivning U av (0,0) och en begrénsad

funktion H(z,y), med |H(z,y)| < ciU sa att

(*) |p(h, k)| =7r"-|H(h, k)| < cr® =c(VR?+ k?)“.

Da p # 0 finns i U en punkt (hg, ko) : p(ho, ko) # 0. Dessutom géller p(thg, tko) = t"p(ho, ko), da p

ar ett homogent polynom av graden n.

For t < 1 har vi att (thg,tko) € U, och da ger formel (x) att:

[ 1p(ho, ko) | = Ip(tho, tho)| < ¢ (v/(Eho)? + (tho)?) = clt]® (\/ha + k%) ,
vilket ger att

>0

—~ =

1p(hos ko)| < clt|* - (\/ha + ké) — 0, da 0.

Men detta ger en motségelse, sa antitesen ar falsk och p # O(r®) for alla « > n,dar — 0. O
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Om ett polynom p inte &r homogent, sa kan det skrivas som en summa av homogena polynom
p = p1+...+pg, och enligt ordokalkylens summaformel &r det da det ldgsta gradtalet av polynomen

D1, - - -, Pr som bestdmmer ordningen for p. Da géller, (delvis med stod av Sats 36), foljande resultat:

Sats 37. Om polynomet p # 0 och n dr det ligsta gradtalet hos polynomets termer pa standard-

formen, sa dr

p=0(r") och p # O(r"*™),

dar — 0.

2.2.2 Taylors formel med ordorestterm

Antag nu att f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator upp till ordningen n + 1 i en omgivning
av punkten (z,y). I en sluten omgivning av (z,y) begrénsas de till beloppet av en konstant ¢. For

tillriackligt sma h och k i resttermen R, i Taylors formel far vi da uppskattningen: (0 < 7 < 1)

1 1N, O
’RnJrl‘:‘m <Z< m )h k’+1 W@—FT}%Z/#—T@

m=0
n+1
1

SmZ(m)W o L R

= mrgetIhl kD,

dér g ar ett homogent polynom av grad n + 1. Darmed géller, med stod av Sats 36, att R, =
O(r™t), dar — 0.

Sats 38. (Taylors formel med ordorestterm). Om f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator upp

till ordning n + 1 i en omgivning av (x,y) sa ar

flx+hy+k)=P,(hk)+O0F"h), dir=vVh2+k2—0,
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ddr

0 0

Puh ) = ) + (13 + k) o

1 [ , 0 0? 5 02
— ) il
+ o (h 527 + hk@x@y +k oy f(z,y)

1 . n min—m "
+o (Z <m> h™k —axmayn—m> f(z,y).

m=0
Sats 39. (Taylorutvecklingens entydighet). Om f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator upp

till ordning n + 1 i en omgivning av punkten (x,y) och om

flx+hy+k)=phk)+00@"™), dir=vVh2+k2—0,

dar p(h, k) dr ett polynom av gradtal < n, sa ar p(h, k) = p,(h, k), dir P,(h, k) dar Taylorpolynomet
av gradtal < n 1 Sats 38.

Beuvis. Lat p(h, k) vara polynomet i antagandena till Sats 39. Enligt Sats 38 kan f Taylorutvecklas
i (z,y) enligt:

fl@+hy+k) =pa(h k) +00™), dar = VhZ+ k2 — 0.

Da har vi:

pu(h, E) + O™ ™) = f(x + h,y + k) = p(h, k) + O(r™t),

vilket ger att
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palh k) = p(h, k) = O(™), dir — 0.

Men p,, — p ar ett polynom av gradtal < n, sa Sats 37 ger att p, —p = 0, vilket ger att p(h, k) =
pu(h, k). O

Anmaéarkning. Entydighetssatsen gor det maojligt att bestimma Taylorutvecklingar ur kinda ut-

vecklingar av elementdra funktioner, anvindande ordokalkyl och undvikande partiella deriveringar.

Exempel 75. (Metod II). Bestam Taylorpolynomet av 2:a ordningen till f(z,y) = ™Y i punkten

(2,3).

Ty . . T = 2 + h o . . t 2 3 .
Lésning: Sdtt " Fran envariabelanalysen vet vi att e' = 1+t + 5 + O(t°). Vidare
2GSRI y = . !
far vi:

o — p(2Hh)(3+k) 6, phk+3h+2k

=€
1

= e%(1 + hk + 3h + 2k + §(h/<; +3h +2k)* + O(r?))
1

= eS(1 + hk + 3h + 2k + §(h2k2 + 9h® + 4k? + 6R%k + 4hk® + 12hk)) + O(r?)

=e%(1+3h+ 2k + gfﬂ + Thk + 2k*) + O(r%)

Sats 39 ger: Py(h, k) = €5(1 4 3h + 2k + $h? + Thk + 2k?).

Exempel 76. Maclaurinutveckla till och med ordning 2 funktionen f(x,y) = (1+sin(x+y)) In(1+
20 +y) — 2z —y.

In(1+1t)=t—£ +0(t%).

2

— ; _ 3
Losning: St {w—zv {sm<t> t+O(E),
y =~k
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2
s f(hk) = 1+ h+k+0(r?)) (2h+k—@+0(r3)) —2h —k
k?
= 2h? + 3hk + k* — 2h% — 2hk — — + O(r?)
2

= hk + % +O(r?).

Py(h k) = hk + & = zy + &

2

Exempel 77. Berdkna grinsvdrdet

. 3 —COST — COSY — COS 2
lim
(5,2)=(0,0,0) r? +y? + 22

Lésning: cost =1 — 3t + O(t4).

Vi har att x,y,z = O(r), dirr = \/2? + y? + 22.

1 1 1
3—cosxr —cosy —cosz =3 — (1 — §SB2 + O(:v4)> - (1 — §y2 + O(y4)> - (1 — =22+ O(z4))

2
= 5@ +y*+2%) + 00
1

2 4
=3 O
S+ 00
3 —CoST — COSYy — COS 2
.. 1 = Y, — 07070 P _)O
1.2 4
T+ 00Y) (1 )
_71~1—r>% r2 —ll_f% 2—1-0(7‘)
1
3
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2.3 Extremvirdesproblem

2.3.1 Inledande Exampel

Vi betraktar problemet att for en avbildning f : R™ R, kallad malfunktionen, bestdmma lokala

eller globala extremvérdespunkter, dar f antar ett minimivéirde eller maximivarde lokalt eller
globalt.

Malfunktionen f kan undersokas pa hela sin definitionsméngd (utan bivillkor) eller pa en delméngd

av Dy specificerad med bivillkor i form av likheter eller olikheter.

xT

Exempel 78. Funktionen f(z,y) = ve~ v antar

globalt maximum f (%,O) = - ~ 0,43,

globalt minimum f (\’/—%,O) = -5 R —0,43.

Vf (i\/ig,()) =0, (:I:%,O) stationdra punkter.

[ .- |
R

[ i U T A
[ i S |
[ R L

A e a
- s e -~ -
K i o o o

fobon N

e e e -~
W N R R |

R e i P S N B

EA .

PR N I Y

1
|
[ R N
+
|

Gradientfiltet V f(z,y)

2

Exempel 79. For att bestimma de punkter (x,y) pa kurvan y = x* som ligger ndrmast punkten

(0,2) kan vi bilda den kvadrerade avstandsfunktionen f(x,y) = (x —0)*+ (y — 2)* = 22 + (y — 2)?,

och sedan bestidmma minimum av f(z,y) under bivillkoret y = .
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Avstandet minimalt = 4 ~ 1,32

i punkterna (i\/g, %)

1—e=G*Hv?) (ac ) £ (() 0)

Exempel 80. Funktionen f(x,y) = { a?+y? Y " dr kontinuerlig pa den kompakta
1, (z,y) = (0,0)

mdangden M = {(z,y) : =1 < x < 1,-1 <y < 1} och antar sitt storsta varde 1 i (0,0) och sitt

minsta virde 3(1 — %) @ hérnpunkterna (£1,+1) av M.

Méangden M utgor bivillkor i form av olikheter for
f.

Pa sin definitionsmingd R? antar f varken lokalt
eller globalt minimum.

2.3.2 Lokala maxima och minima

Lat f : R" R och antag att p € Dy &r en icke-isolerad punkt, dvs. Ve > 0: (O.(p)\p) N Dy # ()

Godtyckligt ndra p finns andra punkter i Dy.

Definition 29. f(p) dr ett lokalt maximum for f om 3e > 0: (z € O.(p) AT € Dy) = f(z) <
f (D).
f(p) dr ett strangt lokalt mazimum for f om 3e > 0: (z € O.(p) AT € De\{p}) = f(T) < f(p).
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f(p) dr ett lokalt minimum for f om e > 0: (z € O.(p) NT € Dy) = f(Z) > f(p).

f(p) dr ett strangt lokalt minimum for f om 3e > 0: (z € O.(p) Nz € D\{p}) = f(z) > f(p).

Om f, (p) =...= [, (p) =0, eller ekvivalent om V f(p) = 0, kallas

Tn

p en stationdr punkt (kritisk punkt) for f.

Sats 40. Lat f : R"R och antag att p € Dy dr en inre punkt @ Dy. Antag att f har partiella
derivator av forsta ordningen i punkten p och att f(p) dr ett lokalt extremuvdrde.

Da dr p en stationdr punkt for f, dvs. grad f(p) =0 (Vf(p) =0).

Bevis. Antag att f &r definierad i en omgivning av punkten p = (p,...,p,) och att de partiella
derivatorna av forsta ordning existerar i p. Om f har ett lokalt extremvirde i p sa dr f, (p) =
... = fi (p) = 0, ty avbildningarna ¢;(z) = f(p1,. .., Prroe)j—1, T Djt1s---Pn), @5 ROR, j =
1,...,n, har lokala extremvérden i x = p; och &r deriverbara dér, sa enligt envariabelanalysen

giller: ¢(p;) = 0, vilket ger att V f(p) = 0. O

Anmirkning. 1°) Om f : R**R och p = (xg,y0) dr punkten i Sats 40, sa dr tangentplanet till

2= fl,y) i (x0,y0) givet av

0 0
z = f(xo,y0) + a—i(x(),yo)(x —xg) + 8_5(%’ Yo)(y — Yo)

= f($0;y0)7

som da dar horisontellt, (parallellt med xy—planet)

2°) Om den tillatna méngden M dir vi soker extrempunkter inte dr éppen och en extrempunkt
(w0, v0) ligger pa randen av M sda behover inte V f(xg,yo) vara 0 och dirmed inte heller
tangentplanet horisontellt, jimfor hornpunkterna (£1,+1) for M 1 Exempel 80, som ger

lokala minimipunkter for f i mdngden M.

Observera att lokalt extremvérde kan forekomma i punkter dar f inte &r partiellt deriverbar,

exempelvis har f(x,y) = /22 + y? lokalt och globalt minimum i origo:
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Villkoret V f(p) = 0 &r inte tillriickligt for att f(p) skall vara ett lokalt extremviirde.

Om t.ex. f(z,y) = 2% —y?, sa dr Vf(0,0) = 0, men f(x,0) = 2 har minimum i * = 0 medan
f(0,y) = —y? har maximum i y = 0. Vi har da att (0,0) &r en sadelpunkt till ytan z = 22 — 3.
(En stationér punkt (a,b) till z = (z,y) ar en sadelpunkt om z = f(z,y) skéir sitt tangentplan

z = f(a,b) langs en kurva med tva grenar genom (a, b, f(a,b)).)

2.3.3 Lokala extremvirden fér avbildningar f : R?>"R

En funktions f(x,y) beteende i en omgivning av en stationdr punkt a = (a,b), (Vf(a) = 0), kan

studeras med hjélp av Taylorutvecklingen:
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*f  f
. . . . - h
dér Hessematrisen Hy = 25; 88“’%"}9 och andradifferentialen d?f(a) ges da av (m —a= < kz))
o0xdy  Oy?

/(@) = (- )" Hy(z —a)
o
82

0°f 0 f
Gy @)+ K5 g (ab),

= h*—(a,b) + 2hk

som ar ett homogent polynom av graden < 2 med andra derivatorna till f i punkten @ som

koefficienter. Detta ar en kvadratisk form.

Funktionen f(x,y) approximeras lokalt i en omgivning av punkten (a,b) av polynomet:

dfwv) = (0.0 + oK), (hK) = (2 =0y~ 1),

och
2f 82f a2f
= 2 2
p(h. k) = 1> 55 (a,b) + 2k 5y (@) +E 55 (a0)
= Ah® + 2Bhk + Ck?,
A= a,J:Q(a, b),
déar vi infort: ¢ B = &cay(a,b)
C = 5t (a,b).

For p(h, k) giller i punkten (h, k) = (0,0) att om AC' — B% > 0 sa har vi en elliptisk paraboloid

med strangt lokalt maximum om A < 0 och strangt lokalt minumum om A > 0.

Om for p(h, k) i punkten (h, k) = (0,0) giller att AC' — B? < 0 sa har vi en hyperbolisk paraboloid,

en sadelpunkt, och p(h, k) saknar extremvirde i punkten (h, k) = (0,0).

Det lokala beteendet hos p(h, k) i en omgivning av (0,0) utséger funktionens lokala beteende i en

omgivning av (a, b):
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P(h, k) = —4h% + 2hk — 4k? , )
(AC — B >0, A <0) p(h, k) = 4h? + 2hk + 4k
’ (AC —B? >0, A>0)

p(h, k) = 4h? + 2hk — AK?
(AC — B? <0)

Sats 41. Antag att f : R>™R har kontinuerliga partiella derivator upp till ordning 3 i en om-

givning av punkten a = (a,b), som dr en stationdr punkt till f, (Vf(a) = 0). Om det for andra

differentialen

d?f(a) = Ah? + 2Bhk + Ck*(= p(h, k))

gdller:

1. AC—B? > 0: Da dr (a,b) en string lokal mazimipunkt om A < 0 och en string lokal minimipunkt

om A > 0.

2. AC — B?> <0: Da dr (a,b) inte en extrempunkt.

Bewvis. Bevisar senare en allménnare sats. O
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Anmaéarkning. Sats 41 ger tillrickliga villkor for lokala extrempunkter. Satsen sdager inget om

fallet AC — B? = 0.

Exempel 81. For f(z,y) = z* +y* dr alla partiella derivator av ordning tvd noll i origo, AC' —
B%=0.

Tydligen dr (0,0) en lokal och global minimipunkt for f.

Exempel 82. Betrakta funktionen f(z,y) = ze™ V" frign Ezempel 78. Vi bestimmer de sta-

tiondra punkterna i R?:
filwy) =0 J(- 222)e" V" = () = + 1
fg:(% y) =0 —2xye‘x2_y2 =0 y=0

" (_\/Li’ 0) och (%, 0) stationdra punkter

(@) = 20(20° = 3)e™™ V' fl (0y) = 20(27 — D)e ™"V,

1 (1,0):{’2\75 : 22))[ B=f(=50=0,

e yy( ﬁ?
. AC—B*=2>0, A>0. Sats 41:

f(—\/ii, 0) = _\/Lz? strangt lokalt minimum.

__pnm 1 . _ (1 _
o (25,0 4T IO = e Bl 0020
C= (\/570):_\/%'

AC—B*=2>0, A<0. Sats 41:

f(\/ii, 0) = \/% stringt lokalt mazimum.

4

Exempel 83. Undersék vilka lokala extremvirden funktionen f(z,y) = (v —y)? — 2* — y* har.

Losning: De stationdra punkterna dr losningar till:

{f;(l‘?y)zo —s {2(1‘—y)—4x3:0
Jy(wy) =0 —2(r—y) -4y’ =0
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Addition av ekvationerna ger:

0=2a"+9* = (r+y)(@® -2y +9°) = (x + y)((x — y)* + 2y).

Den sista parentesen dr noll enbart for x =y = 0, vilket ger att y = —x ldser ekvationen. Insdttning

av detta i den forsta ekvationen ger:

r—2°=0<= (=0 eller v = +1).

Stationdra punkter: (0,0), (1,—1) och (—1,1).

f;,x(l‘7y) =2- 12I2a f;/y(xay) == _27 f;;(m,y) =2 — 12y2

1. (1,—1): AC — B> = (—10)(—=10) — 4 =96, A <0

S f(1,=1) =2 ar ett lokalt mazimum.

2. (=1,1): AC — B* = (—10)(=10) — 4 =96, A < 0

s f(=1,1) =2 dr ett lokalt mazimum.

3. (0,0): AC — B?=2-2—(-2)>=0. Sats 41 siger inget.

f(z,0) = 2? — 2* = 2*(1 — 2?) lokalt minimum for z = 0.
£(0,) = * — y* lokalt minimum for y = 0.

<0, forx#0
f(z,2) {:0, for x =0

.. (0,0) ingen lokal extrempunkt.

2.3.4 Lokala extremvirden for avbildningar f: R"R

Om f : R™R har kontinuerliga partiella derivator av ordning > 3 i en omgivning av punkten

a € R, sa har vi ett lokalt extremviirde i a endast om V f(a) = 0. Taylorutvecklingar kring @ blir
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da
_ _ 1 - S
f(@) = f(a) + 5p(h) + O(A*), h=7 —a,
dar
p(h) = 5@ = KT H b, By = (-2 @)
Fros f axzax] it )
som &r en kvadratisk form i n variabler h = (hi, ... ,hn)T och koefficienterna givna av elementen i

Hessematrisen Hy.

D4 O(|h?) ~ 01 en “liten” omgivning av @ kan p(h) utnyttjas for att undersdka om f har ett

strangt lokalt extremvarde i punkten a.

Definition 30. En form p(h) av graden k sigs vara:

1. Positivt definit, om p(h) > 0 med likhet endast om h = 0, dvs. p har ett stringt minimum
for h = 0.

2. Negativt definit, om p(h < 0) med likhet endast om h = 0, dvs. p har ett stringt mazimum
for h = 0.

3. Positivt semidefinit, om p(h) > 0 med likhet dven for vissa h # 0, dvs. p har ett ostrdangt minimum

for h = 0.

4. Negativt semidefinit, om p(h) < 0 med likhet dven for vissa h # 0, dvs. p har ett ostringt mazimum
for h=0.

5. Indefinit, Om p(h) > 0 for vissa h och p(h) < 0 for andra h, dvs. p har ingen extrempunkt
for h = 0.

Exempel 84. Funktionen

flxy) = (2° —y?)? + 20" = 32° = pu(a,9) + O(r°), =22+ 2
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ddr

pa(z,y) = (2% —y*)? + 29" = 2t — 22%% + 3y,

ir en form av graden 4. Tydligen drps >0 ochpy =0 <=y =0A2>—y? =0 <> (z,9) = (0,0).

Da dr py positivt definit med origo som string minimipunkt. Detta gdiller dven f(x,y):

jo.ooo01s
fu.nunm
ARCRRIR

=0
005

005

Exempel 85. Lat

flay) =@ =y’ +y' -2

=pa(z,y) +O(r°), 1=+ 2>+ y%

Hiir ir py(z,y) = (22 —y)? +y* = y* — 22%y + 2* + y*, ett polynom av graden 4 men inte en form

av graden 4.

Igen drpy > 0 med py =0 <= (z,y) = (0,0), sa origo dr en string minimipunkt for py, men inte

for f(z,y):

f(m,y):f(x,xz), déy:an

<0, O0<z<l
=2°(z® - 1) ’ v
>0, —-1<z<0

f(z,y) antar positiva och negativa virden i
varje omgivning av (0,0).

Lemma. Om pi(h) dr en form av graden k, sd dr funktionen
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konstant pd stralarna th,t > 0, utgiende frdn origo.

Om py ar positivt definit, sa har funktionen g ett minsta virde ¢ > 0.

Beuvis. For alla t > 0 géller:

oo pe(th)  trp(h)
mmw—wm-—ﬁwk—mm

Da #r ¢ konstant pa stralen th,t > 0.

Dirmed antas alla virden for g pa “enhetssfiren” |h| = 1, som &r en sluten och begrinsad mingd,
dvs. kompakt. Da ¢ &ar kontinuerlig pa denna kompakta méngd antar den ett minsta varde c.
Om pj, &r positivt definit, sa maste ¢ > 0, ty pr > 0, med p, = 0 endast for h = 0, som inte ligger

pa sféren. n

Med hjalp av lemmat kan vi bevisa att tillrdckligt villkor for extremvarden i foljande sats, som

behandlar former av graden k, (kvadratiska formerna med k& = 2 blir ett specialfall).

Sats 42. Om

f(@) = f(@) + p(h) + O(|h**1),

>
Il
Kl
|

\.QI

dar pr(h) dr en form av graden k, sa har f(Z) i punkten T = a:

1. Ett stringt lokalt minimum, om py(h) dr positivt definit.

2. Ett stringt lokalt mazimum, om py(h) dr negativt definit.

3. Inget extremuirde, om py(h) dr indefinit.
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Bevis.  1°) Antag att pg(h) ar positivt definit (analogt bevis for det negativt definita fallet). For

h # 0 kan vi forma om uttrycket for f(7):

Vart lemma ger, da pj ar positivt definit, att

_ h _
g(h) = p|%(|k) > >0, for h #0.
D& lim O(h) = 0, sa dr O(|h|) > —£ i nagon omgivning av h = 0. I denna omgivning géller:
h—0
f(a+h) — f(a) - - c c
= =gh)+O(h]) >2c— ===
Tl = a(h) O = = § = > .

vilket innebér att f(a -+ h) > f(a) for alla h # 0 i en omgivning av h = 0, s& @ #r en striing
lokal minimipunkt.

2°) Antag nu att py(h) dr indefinit. Da existerar tva vektorer h, respektive h_, sddana att
pr(hy) > 0> pi(ho).
I analogi med beviset i fall 1°) far vi

HOtEIR L) = g(the) + O(|tha]) = g(h) +O(1t) = 2522 > 0,

Hasth ) I — g(4F_) + O(|th_) = g(h-) + O(1f) < 24
for tillrickligt sma t—viirden, dvs. f(a + thy) > f(a) och f(a) > f(a + th_) for dessa

t—véarden, vilket ger att a inte dr nagon extrempunkt.

For att bevisa Sats 41 med hjilp av Sats 42 behover vi speciellt studera kvadratiska former i

foljande avsnitt.
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2.3.5 Kvadratkomplettering av kvadratiska former

Tillampning av Sats 42 forutsétter att man kan bedomma om en form av graden k &r definit,
(positivt eller negativt), eller indefinit.

For vara tillampningar dr de kvadratiska formerna (k = 2) viktigaste. Lat oss titta pa fallet med tva variabler.

Om A # 0 kan vi kvadratkomplettera enligt:

B \? AC — B?
p(h,k) = Ah? + 2Bhk + Ck* = A (h + —k> + C—k2

A A?

Foljande observationer kan goras:

- Om AC — B? > 0, sa #r uttrycket inom klammern > 0 fér alla (h, k) och p = 0 endast om
(h, k) = (0,0).

Formen é&r definit, positivt om A > 0, negativt om A < 0.

- Om AC — B? <0, sa #r uttrycket inom klammern > 0 for alla punkter (h,0), h # 0, och < 0

for alla punkter pa linjen (Bh, —Ah) genom origo, ty uttrycket ir da = (AC — B*)h? < 0.
Formen &ar da indefinit.

- Om AC — B? =0, sa ar uttrycket inom klammern (h + %k)Z > 0 for alla (h,k) och p =

0 pa alla punkter pa linjen (Bh,—Ah). Da dr formen semidefinit, positivt om A > 0 och

negativt om A < 0.

Om A = 0 har formen utseendet

p(h, k) = 2Bhk + Ck* = k(2Bh + ck).

- Om B # 0, sa vaxlar uttrycket tecken da k véxlar tecken, (och h ar fixt), sa uttrycket &r
indefinit.
AC — B%? = —B? < 01 detta fall.

- Om B =0, sa ir p(h, k) = ck? som ir semidefinit, p(h,0) = 0, och AC — B* = 0.

Vi sammanfattar utredningarna i en sats:
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Sats 43. Den kvadratiska formen

p(h, k) = A? + 2Bhk + Ck?
ar

1°) Positivt definit, om AC' — B> >0 och A > 0.

2°) Negativt definit, om AC — B* >0 och A < 0.

3°) Indefinit, om AC — B* < 0.

4°) Positivt semidefinit, om AC — B> =0 och A > 0.

5°) Negativt semidefinit, om AC — B?> =0 och A < 0.

Sats 42 och Sats 43 ger nu tillsammans att Sats 41 gdller.

Att underscka om en kvadratisk form av fler &n tva variabler &r definit eller indefinit kan goras ge-

nom att skriva om formen till en linjar kombination av jimna kvadrater medelst kvadratkomplettering.

Forfarandet beskrivs med tva exempel.

Exempel 86. Betrakta kvadratiska formen av h,k och [:

p(h, k1) = 2h* + 5(k — 1)* + al® + 4hk — 4hl,

ddr a dr en konstant. Vi gor féljande omskrivningar:
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1. Utveckla till

linjarkombination
av olika
monom.

p(h, k1) = 2h% + 5k* — 10kl + (5 + 1)I® + 4hk — 4hl
2 2h + 5k — 10kl + (5 + a)I® + 4hk — 4hl

(ch®kP1° =monom).

2. Finn  variabel

= 2[(h+k —1)* = (k —1)’] +5k* — 10kl + (5 + a)l® vars kvadrat dr
2h2+4;i:k—4hl en av termerna.
_ N2 92 972 2 2
=2(h+k—1) 2k* + 4kl — 21 + 5k 10kl + (5 + a)l 3 Samla alla ter-
- 2(h + k - l)2 + 31{7:2 - 6&[ + (3 + a)l2 mer med Varia_
=2(h+k—1)*+3[(k—1)> =P +B +a)? beln i en jaimn
~—_—————
3k2—6kl kvadrat.
=2h+k—1)+3(k—10)*>+al® 4. Upprepa
forfarandet
med de oOvriga
variablerna.

1. Oma >0 sa drp >0 med likhet om:

h+k—1=0
k—1=0 < (h,k,1) = (0,0,0).
=0

Formen dr da positivt definit.

p(h, k1) =2(h+k —D?+3(k — 1)+ al®

2. Oma <0 har vi fork=1=0 att

p=2h*>0, dih#0

pa linjen (0,k, k) drp=ak® <0, da k # 0.

Formen dr ddrmed indefinit.
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h+k—-1=0 h=0
3. Oma=0drp=2h+k—1)*+3(k—10)? > 0, med likhet dd - = {

k—1=0
dvs. pa linjen (0, k, k). Formen dr da positivt semidefinit

I sadana fall dar man vid tillimpning av ovanbeskrivna algoritm inte hittar nagon term med en

kvadrerad variabel bland de kvarvarande variablerna dr formen alltid indefinit.

Exempel 87. Betrakta p given av

p(h, k,1) = 2h° + 2k* 4 21> 4 4hk — 4hl — Tkl
=2[(h+k—1)?— (k— 1) + 2k + 21> — Tkl
=2(h+k—1)* - 3kl

Hdr avslutas algoritmen. Viljer man (h,k,1) sa att h+k —1 =0 sa arp = —3kl, sap > 0 om

k=—lochp <0 omk=1. Formen dr indefinit.

Uttolkningen av algoritmens slutresultat ges i foljande sats.

Sats 44. Om p(h) dr en kvadratisk form i n variabler och om algoritmen beskriven i Ex. 86 leder

till en lingdr kombination av:

1° n jdmna kvadrater med positiva koefficienter, sa dr p positivt definit.

2° n jamna kvadrater med negativa koefficienter, sa dr p negativt definit.

3° < n jamna kvadrater med positiva koefficienter sa dr p positivt semidefinit.

4° < n jaimna kvadrater med negativa koefficienter, sa dr p negativt semidefinit.

5° < n jadmna kvadrater dir nagon koefficient > 0 och nagon koefficient < 0, sa dr p indefinit.

Om algoritmen inte ger en linjir kombination av jamna kvadrater, (som i Ezx. 87), sa dr p indefinit.

Exempel 88. Avgor om f(z,y,z) = 4cos(x +y+ z) + 7(xy + yz + zx) har ett lokalt extremvdrde

1 0T1go.
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Losning: Maclaurinutveckling av f ger:

T +y+z2)?
o) =1 (1= LR 0ty o)) 4 Ty g2+ 20
=4 — (20 + 2y + 22° — 3zy — 3yz — 3z2x) + O(r4), r= /22 + 42 + 22
Vf(0,0,0) = 0, origo stationdr punkt!

forstagradstermer saknas

Vi underséker andragradsformen:

p(h, k1) = —2h> — 2k* — 20° + 3hk + 3kl + 3lh

kvadratkomplettering ger:

p(h, k1) 3 3\ 9 2 2,52 9
————t=|h=-k—-l| ——=(E+I k5417 — -kl
2 4 4 16< TR 2

3. 3\ 7
=|\h—-k—-I — (k> + I — 6kl
( 4 4) +16(:+ 6k1)
3 3 7 7
=(h—~k—=0)?+—(k—30)? - — -8*
( 4 4> +16( 3 16 s

Kvadraterna har koefficienter av olika tecken.

Da ger Sats 44 punkt 5° att p dr indefinit och funktionen har enligt Sats 42 punkt 3° inget extremuvdirde

1 0T1go.

Anméirkning. For kvadratiska former av tva variabler dr det oftast enklare att anvinda Sats 41

istallet for Sats 44.
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2.3.6 Extremvirdesproblem med ett bivillkor

I praktiska tillimpningar av extremvérdesteorin for avbildningar f : R® R kan de ingaende va-
riablerna vara beroende av varandra. Detta kan uttryckas med hjélp av ett eller flera bivillkor

uttryckta med hjélp av avbildningarna g; : R"R, ¢ = 1,...,m enligt:

g1(z1,...,2,) =0

gm(z1,. .., x,) = 0.

Definition 31. Att f(p) dr ett lokalt minimum (mazimum) till f : R" R under bivillkoren g;(z) = 0,

t=1,...,m, innebdr att :

1. p uppfyller bivillkoren (¢;(p) =0, i =1,...,m)

2. Det finns en omgivning U av p, sa att f(p) < f(Z), (f(p) > f(7)), da z € U\{p} och
e DiNDyN...0ND, ochg(z)=0,i=1...,m.

f(p) dr ett strangt lokalt minimum (mazimum) om vi har stringa olikhter i 2°.

Vi studerar forst fallet med ett bivillkor g(z) = 0.

Exempel 89. Bestim det kortaste avstandet fran origo till punkterna pa kurvan xy = 1, da

x>0y >0.

Lésning: Det kvadrerade avstandet fran en punkt (x,y) € R? till origo ges av f(x,y) = 2% + 2,

som da kan anvindas som malfunktion.
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Vi har bivillkoret zy =1, x > 0,y > 0.
Detta kan skrivas:

1 I\

y=—, x>0 |

r i 11
Vi kan reducera problemet till att qj /
berédkna minsta virdet av ;
) @S e
2
= —) = — >0
pla)=flo, ) =a"+ 5. «

Ezisterar ett sidant? For x € (0,3) och x > 2 dr ¢(x) > 4. Intervallet I = [35,2] dr en

kompakt mdngd och o dr kontinuerlig och deriverbar pa I.

Da antar ¢ ett minsta varde pa I antingen i en stationdr punkt i (%, 2) eller i en intervallindpunkt.

Da

2 xt—1
o) =20 5 =2 T2
erhalls teckenschemat
T % 1 2
)| — 0 +
wl) [§ 2 F

Alltsa har ¢ det minsta virdet 2 for x =1, da x > 0.
Dirmed dr det kortaste avstandet till origo pd kurvan xy = 1,2 > 0,y > 0, givet av /2 och antas

i punkten (1,1) pa kurvan.

Oftast dr det omojligt att explicit 16sa ut en variabel ur bivillkoret g(z) = 0.

Betrakta problemet att hitta lokala extrempunkter till f(x,y) under bivillkoret g(z,y) = 0.
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Existensen av globala extrempunkter kan vara en svar
fraga som maste l6sas fran fall till fall.

Den enklaste situationen ar nér snit-
tet  av Dy och kurvan g(z,y) = 0
utgor en kompakt méngd som f &r kontinuerlig pa.

Cp

Aven randpunkterna till Dy. Som ingar i snittet bor

tag)s
sdrbehandlas. " Sug=o

Antag att vi har en lokal extrempunkt i en inre punkt (a,b) i Ds och i D,. Antag vidare att f och

g har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av (a, b) och att gradg(a, b) # 0.

Antag t.ex. att g, (a,b) # 0. Da ger Sats 29, (existenssatsen for implicita funktioner), att kurvan
g(x,y) = 0 definierar implicit y = y(z) i en omgivning av (a,b). I en omgivning av (a,b) kan da
xr = x(t)

y=y()
Da har ¢(t) = f(x(t),y(t)) ett lokat extremvérde i punkten ¢y, for vilken (x(to), y(to)) = (a,b).

g(x,y) = 0 ges av parametrisering {

Da giller med stod av kedjeregeln att

0= /(1) = S a,b) /(o) + 5 0.0) -/ (1)

= gradf(a,b) - (+/(f0), ¥'(f0))-

Detta betyder att gradf(a,b) ar vinkelrdt mot tangenten till kurvan g(z,y) = 0 i punkten (a,b),

men detta géller ju dven for gradg(a,b). Vi har ddrmed satsen:

Sats 45. Antag att punkten (a,b) dr en lokal extrempunkt till f(x,y) under bivillkoret g(x,y) = 0.

Antag vidare att (a,b) dr en inre punkt ¢ Dy och Dy. Da gdller det att

gradf(a,b) och gradg(a,b) dr parallella. (20)
Anmirkning. [ hdirledningen av antogs att gradg(a,b) # 0. Om gradg(a,b) = 0 gdiller fort-

farande , ty varje vektor dr parallell med nollvektorn.

Villkoret innebér att den nivakurva f(x,y) = ¢ som gar igenom (a,b) har gemensam tangent

med nivakurvan g(z,y) =01 (a,b).
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i,uuﬁ\ =0

Nivakurvorna f(z,y) =¢; ,i=1,2,3
c1 < g < ¢3 = (a,b) lokal maximipunkt

Vid praktiska rakningar maste villkoret omformas till ekvationer, vilket kan goras pa tva sétt:

10

20

Skriv om (20) med en determinant och beakta bivillkoret g(x,y) = 0. Vi far ett ekvationssy-

stem:

af of
dr  dy| _

0 0 -

o % (21)
g(z,y) =0,

for bestdmning av (a, b).

Kriver att grad g(a,b) # 0. Da ér ekvivalent med att det existerar ett tal A sadant att
grad f(a,b) = A grad g(a,b). I komponentform med bivillkoret g(z,y) = 0 erhalls ekvations-

systemet:

af _ \9g

A
_ )

g(z,y) =0,

med tre ekvationer och tre obekanta x,y och A. Detta ar Lagranges multiplikatormetod med

den inférde hjédlpvariabeln, multiplikatorn, A.

Vi formulerar en sats for Lagranges multiplikatormetod for f, g : R R.

Sats 46. (Lagranges multiplikatormetod, ett bivillkor)

Om xo € R™ dr en lokal extrempunkt till problemet:
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Mazimera/minimera f(Z) under bivillkoret g(z) = 0, ddr f, g : R™R har kontinuerliga

partiella derivator,

Sa uppfyller £y for nagon konstant X, (multiplikatorn),

Villkoren:
grad f(zg) = X grad g(Zy),
(4) o
g("EO) - OJ
eller
grad g(Zo) =0,
(B) T
g9(Zo) = 0.
Anmirkning. 1. Villkoret (A) utskrivet i koordinat form ger ett ekvationssystem med n + 1
ekvationer och n + 1 obekanta (1, ..., xp, A).

2. Villkoret (A) kan omskrivas med Lagrangefunktionen

F(z,A) == f(T) — Mg()

som grad F(z,\) =0, eftersom

gmd F(‘f’)‘) = (falsl - )‘glxla s 7f;;n - /\g;,zn7 _g)

Exempel 90. Bestim arean av den storsta likbenta triangel som kan skrivas in i enhetscirkeln.

Y
Losning: Betrakta likbenta triaglar med y—axeln som (o,1)
symmetriaxel. Vi maximerar triangelarean '
fe.y) = a1 —y), 2 20, | Fo>
under bivillkoret g(x,y) = 2> +y* — 1 = 0. Gy
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Definitionsmdngden for f dar Dy = {(x,y) : > 0}. Biwillkoret definierar en sluten halvcirkelbage i
Dy, som da dr kompakt, sa f : s kontinuitet garanterar existensen av ett maximum. Mazimerande

punkten (z,y) dr antingen en punkt pa randen av Dy, alltsa (0,1) eller (0, —1), vilka ger f =0 sa

de utesluts, eller sa kan (x,y) bestimmas med Sats 46.
Eftersom gradg(z,y) = (2x,2y) # 0 pd enhetscirkeln kommer inte fallet (B) ifraga. Stiller upp
ekvationerna (A): (med tilligget x > 0)

fr =g, 1—y=\2z
’_ / e

Iy = Mg, =Ny
g(x,y) =0 2 +y?—1=0
x>0 x>0

Férsta ekvationen ger A\ uttryckt i x och y:

]__
P —
2x

Insdttning © den andra ekvationen reducerar systemet:

—?+yP—y=0 22 —y—1=0 N
2 2 1 = 2 2 1=0 T =3
(K)z?+y*—1=0 =ty —1= <:>y:—l
x>0 x>0 2
Mdajliga mazimivirden: f(*/Tg, -1 = %3, (f(0,£1)=0)
Triangeln blir liksidig med sidan /3.
Alternativt kunde man stilla upp ekvationerna .'
Lt l—y —x
ff f‘?: Y =0 2y — 2% + 222 =0
9. 9y 2r 2y =9y, > ().
+y*—1=0
g9(z,y) =0

Betrakta problemet att bestdmma lokala extrempunkter till f(Z) = f(x,y,z) under bivillkoret
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g(z) = g(x,y,2) = 0. Bivillkoret bestémer en nivayta i R®. Antag att (a,b,c) dr en punkt pa

g(z) = 0 som ger en lokal extrempunkt for f. Antag vidare att gradg(a, b, ¢) # 0, siig att ¢’.(a, b, c) #
0. Da ar z = z(x,y) i en omgivning av (a,b,c) en beskrivning av nivaytan. I en omgivning av
(a,b,c) kan ytan parametriseras med tva parametrar s,t : z(s,t) = (z(s,t),y(s,t), z(s,t)), dar

z(so,to) = (a,b,c). For f(z(s,t)) erhalls med kedjeregeln:

{f;(
il

Vf(a,b,c) - T(s0,t0)

to
Vf(a’u b? C) ’ f;(S()’ tO)

Kl

(s0,t0)) = fi - (50, t0) + [, - ¥i(S0, to) + f1 - 24(50; o)
(s0,t0)) = fr - @i(s0,t0) + f, - yi(S0,to) + f1 - (50, o)

&I

0,
0.

Vilket kan skrivas: {

Da ar grad f(a, b, ¢) vinkelréit mot tangentplanet till ytan g(z) = 01 (a, b, ¢). Men da dr grad f(a, b, ¢)
parallell med gradg(a, b, ¢).

Resonemanget kan utvidgas till n > 3 och vi far foljande generalisering av Sats 45:

Sats 47. Antag att punkten (ay,...,ay) dr en lokal extrempunkt till f(z1,...,x,) under bivillkoret
g(x1,...,x,) = 0. Antag vidare att (ay,...,a,) ar en inre punkt i Dy och Dy. Da gdller det att:

grad f(ay,...,a,) och grad g(as,...,a,) dr parallella. (23)

Anmaiarkning. Forn > 3 kan inte determinantuvillkoret lingre anvindas for praktiska berdkningar.

Diremot kan vi ju anvinda Lagranges multiplikatormetod, Sats 46, vilket gors 1 foljande exempel.
Exempel 91. Bestim det storsta virdet av

flx,y,2) =2z +y*+ =
pad enhetssfdren.

Lésning: Vi har bivillkoret

g(x,y,z):x2+y2—l—22—120,
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vilket utgor en kompakt mdngd, sa var kontinuerliga malfunktion antar ett storsta virde pa en-

hetssfaren. Vi anvinder Sats 46:

grad g(z,y, z) = (2, 2y,2z2) # (0,0,0)

pa enhetssfiren, sa villkor (B) i Sats 46 gdller ej.
Vi stiller upp ekvationssystemet (A):

fi=X-g. 1=z

Py L _

oy =29, 2y = N2y
fi=Xq. 1=X22
g(x,y,z) =0 4y +22=1

Ekvation 2 ger att y =0 eller A = 1.

La=liz=iaz=tag=tes (GEh )
2. y=0: x:zmﬁ:%@i(%,o,%)
I fall 1° fas funktionsvdrdet % och i 2° ++/2.
Ddrmed erhalls det storsta vdrdet i tva punkter:
1 1 1 3
St ) =2
f(27 \/57 2) 2

2.3.7 Extremviardesproblem med flera bivillkor

Betrakta problemet att bestdmma extrempunkter till en funktion f(z) = f(z, vy, z) under bivillko-

ren

&I
I

&I
Il
o o

{gl< )
92( )

SIDA: 149



2.3.7 EXTREMVARDESPROBLEM MED FLERA BIVILLKOR KAPITEL 2. DEL 2

Lat a = (a, b, ¢) vara en lokal extrempunkt till f under (24). Antag a &r en inre punkt i Dy, Dy, och
D,,. Da giller g,(a) = g2(a) = 0. Antag att g, och go har kontinuerliga derivator i en omgivning

av @ och att t.ex. $49292) £ 0 i punkten a.

d(y,2)

Da ger Sats 30 att skdrningskurvan mellan nivaytorna kan parametriseras i en omgivning av
a:z(t) = (x(t),y(t), z(t)), med Z(ty) = a.

Da giller:

@) = foa(to) + fy -y (to) + 22 (t0)

dt t=to
= gradf(a) - (z/(to), y'(t0), #'(to)) = 0.

Da ér grad f(a) vinkelrdt mot skdrningskurvans tangent i a. Men detta géller dven for grad g;(a)
och grad go(a), eftersom skdrningskurvan ligger i bada nivaytorna . Dérmed ligger grad f(a)
grad ¢i(a) och grad go(a) i samma plan med normal vektor Z'(¢y). De tre gradientvektorerna &r

da linjart beroende.

Genom att utnyttja Sats 31 kan ett liknande resonemang goras for det allménna fallet f : R™R

och g1,...,9, : R"R, p <n.

Sats 48. Antag att punkten a = (aq,...,a,) dr en lokal extrempunkt till f(xz1,...,x,) under

bivillkoren ¢1(Z) = ... = ¢,(Z) = 0. Antag vidare att a dr en inre punkt i Dy, Dy, ..., D

Y gp-

Da gdller det att

grad f(a), grad g,(a), ..., grad g,(a) dar lingirt beroende (25)

Anmirkning. Antagandet p < n behdvs ej i Sats 48, ty om p > n har vi > n+ 1 vektorer i

som da sdkert dr linjdart beroende 1 R™.

Omp=n—1 ger ett determinantuvillkor for att med bivillkoren rdkna ut kandidater till lokala

(inre) extrempunkter:
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gradf (z)
gradg, (T)

S |gradg, () (26)
g1(7) =0

\gn—l(f) =0

Exempel 92. Bestim det minsta avstandet till origo fran skdrningskurvan K definierad av

gl(fﬂ,y,Z) :x2+2y2_1 :07
go(r,y,2) =xy+22—2=0.

Losning: Som malfunktion viljs det kvadrerade avstandet
till origo:
f(z,y,2) = 2* + 9 + 22

Minimum existerar, ty K &r en sluten mangd och vi kan
betrakta minimeringsproblemet fér punkter

(r,y,2) € D= Kn{(z,y,2) : 2>+ y*+2* < r} for tillrickligt stort r. D dr en sluten och begrinsad

mdangd, dvs. kompakt, och f dar kontinuerlig pa D, sa ett minimum antas av f.

Vi berdknar determinanten i :

Vf(z) 20 2y 2z
Va(Z)| =| 22 4y 0|=2z(22" — dy(y + 2)) + z(8xy — 4zy)
Vg2(Z) y+z x x

&I

=4(y + 2)(2* — 2y2)

Fkvationssystemet blir da:
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Ay +2)(z* —2yz) =0 72 =2yz 2?2 =2y
x4+ 2y° =1 s 2z +2 =1 <= 2yz+y)=1
(y+2)=2 w(y+2) = w(y+2) =
y ms, 2\/§
= 2y=3 = qy=7 T = 5
x(y +2) =2 x(y +2) =2
Systemet ldses av: & (%ﬁ v2 i) Minsta avstandet dar 3\[ 1 bada punkterna

Lagranges multiplikatormetod kan utvidgas till att behandla problem med flera bivillkor:

Sok (lokala eller globala) extrempunkter till f : R™™R
da den tillatna méngden ges av bivillkoren:
F={z2eR":q1(z)=0,...,9m(x=0)},

dar g1,...,gm : R"™R.

(L)

Bivillkoren kan sammanfattas i vektorform:

91(T)
| =9@ =0

gm(x)
dédr g : R"R™,

Sats 49. (Lagrange multiplikatormetod). Om Ty dr en lokal extrempunkt till problemet (L,,), sa
uppfyller Ty for nagon konstant vektor L = (A, ..., A\n)? € R™ willkoren:

z9) = L"g (o)

grad f(Zg
<A>{ o

9(%o)

eller
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py[L79@) =0.L#0,
Q(Io) =0,

dar g'(Zo) dar funktionalmatrisen (Jacobimatrisen) i Zy.

Exempel 93. Bestam det storsta och det minsta virdet f(x,y, z) = xyz kan anta pa skdrningskurvan
mellan ytorna 2> +y* + 22 =2 ochx +y + z = 2.
Lésning: Vi har bivillkoren gi(x,y,2) = 22 +y* + 22 —2 =0 och g2(7,y,2) = +y+ 2 —2 = 0.

Skirningskurvan dr en kompakt cirkulir ring i R® och f ér
kontinuerlig pa den, sa ett storsta och minsta virde antas.
Vi tillaimpar Sats 49:

o= (i) = (2201750

gradf(z) = (yz,x2,2y), ¢'(T) = (Qf 21y 212)

L eR? LT = (A p) Lagrange multiplikatorer.

Betrakta forst villkoret (B):

LTQI(E) = (0,0,0), (A, 1) # (0,0), g(z) = 0

() 1. Forsta ekv. ger A # 0, ty annars (A, p) = 0.

( —

2Az + p =0 2. x =y = z erhalls ur de tre forsta ekv.

2 \y + 1 =0

222+ 0 3. DA blir ckv. 4 och 5 {

2?4yt 27 =2 3p =2

T+y+ 2 -9 Saknar 16sning.
\ ()‘7 N) 7é (O? 0)

Alltsa ger villkoret (B) inga kandidatpunkter till mazimum eller minimum for f.
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Betrakta villkoret (A):

gradf (z) = L' ¢/(z), g(z) =0
0

(yz =2z + pu (1)
2 =2y +p (2)
Ty =2\z+p (3)
4yt =2 (4)
(z+y+2 =2 (5)

2(y —z)=2Mz —y) (6)
z(z—y)=2\y—=2) (7)
(y —2) x (6) = (x —y) x (7) ger: (y —x)(y —2)(z —2) =

1. Eliminerar X och p: (1) — (2) och (2) — (3) ger {

. Minst tva av variablerna maste vara lika.

2. Fallet x = y: Ekv. (4) och (5) ger

202 4+ 22 =2 322 —4x+1 =0
<~
2e+2z =2 z =2(1—x)

114
— = (1,1,0) eller =, =~
(x7y7z) (’ 70) e er (37373>

2.3.8 Storsta och minsta virden pa kompakta méingder

Om f : R" R &r kontinuerlig pa en kompakt méngd D, sa antar f ett storsta (minsta) virde f(p)

pa D. Antag att n = 2 och att D begrédnsas av kurvorna cy,...,c, vars skiarningspunkter bildar

hérnen Hy,.
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Det foreligger fyra mojligheter for p:

1°. pinre punkt i D, f har partiella derivator i p:

p lokal extrempunkt och grad f(p) =0

2°. pinre punkt i D, f saknar partiella derivator i p.

3°. p ligger pa randkurvan cg, men &r ej en hérnpunkt:

p behover inte vara stationdr punkt for f,

men #r en lokal extrempunkt under bivillkoret (z,y) € ¢.

4°, p ar en hérnpunkt Hy:

p behover inte vara lokal extrempunkt for f under bivillkoret (x,y) € ¢,

dér ¢, = U {forlangningen av ¢ forbi hornet Hy},

ty f kan anta virden storre &n (mindre &n) f(p) godtyckligt nira p pa ¢ :s forlingning.

Exempel 94. Bestim det stérsta och minsta virdet av f(x,y) = x + 22 + y* pd den kompakta

cirkelskivan

D= {(z,y): 2" +y* < 1}.

Lésning: Stationdra punkter ges av ekvationssystemet

N[ —=

9 — 1422 =0 = —
g; e — v Inre punkt 1 D
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For att undersoka 0D overgar vi till polira koordinater.

= t
TTESE <t <on
Yy =sint

Definiera ¢(t) := f(cost,sint) = cost + cos?t + sin*t = 1 + cost, t € [0, 27].

©(0) =2 = @(2m), storsta varde pa [0, 2]
o(m) =0, minsta virde pa |0, 27].

Funktionen f:s storsta och minsta virde soks bland:

f(—%,o) z—i, f(1,0)=2, f(=1,0)=0

t=0,27 t=m

) Storsta virdet dr f(1,0) = 2.
| Minsta virdet dr f(—1,0) = —1.

Exempel 95. Bestim det storsta virdet av funktionen f(x,y) =3 +z—2*> —y* 0<x <y <1.

Lésning: Definitionsmdngden dr en kompakt triangel.

Ett storsta virde existerar.
De stationédra punkterna ges av:

9 —1 -2z =0 1
ox S — (= D

Ingen stationédr punkt i D°, det storsta virdet antas pa 0D. 1

1°) Strdckan cy:
p1(y) = f(0,y) =3 -y ye[0,1].
Mazimum antas fory =0, f(0,0) = 3.
2°) Striickan cy: @o(x) = f(x,2) =3 +x — 2%, x € [0,1]

1

oh(z) =1-4r=0<+= 2= 7.

Storsta virde antas antingen i (5, %) eller i ndagon av hornpunkterna (0,0) och (1,1).
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3°) Strickan c3: p3(x) = f(x,1) =2 +x — 22, z €[0,1].
i) =1-20=0<= 2=

3.
Bér beakta: (0,1), (3,1) och (1,1) pd cs.

2

.. Mojliga punkter for maximum av f dr:

(0, 1), Gi) 0,00, (1,1), (%1) ,

med funktionsvdrdena: 2, 2875, 3,2, %

Svar: f(3,3) =2 dr det storsta virdet pa D.

2.3.9 Storsta och minsta virden pa icke-kompakta mingder

Pa icke-kompakta méngder dr existensen av storsta och minsta virde inte garanterad.

Ofta forsoker man gora en lamplig kompakt avskérning av definitionsméngden, och visar (ofta med

uppskattningar), att virdena utfor avskdrningen inte paverkar resultatet.

Exempel 96. Bestim stirsta och minsta virde, (om de existerar), av f(z,y) = e*t¥(4 — 2% —

y2), Df = R2.

Lésning: f(x,y) < 0 utanfor cirkeln 2> +y* = 4. Sitt D = {(z,y) : 2*+y* < 4}, kompakt mdingd.

f antar ett storsta virde pa D.

Stationdra punkter:

(z,y)=(1,1) e D
< eller

{3_226‘”+y(4—x2—y2—2$):0 — {4—2:52—235:0

8—526”2/(4—3:2—3/2—23/):0 y==x

f(1,1) = 2e*(~ 14,78) och f(x,y) =0 pa dD.

.. Stérsta virdet pa R? dr: f(1,1) = 2¢2.
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Minsta virde? Betrakta f(x,y) pa linjen y = x :

flz,y) =" (4 — 2® — 2%) = **(4 — 22%) — —o0, dd v — 0

.. Minsta vdrde saknas.
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2.4 Dubbelintegraler

For en avbildning f : R™R som &r kontinuerlig och icke-negativ pa intervallet [a, b], kan vi anvinda

(enkel)integralen fab f(x)dz

%gf( £
som ett matt pa ytan mellan grafen av f och z- axeln ' \
Volymer av rotationssymmetriska kroppar \ i s %
rotationsytor kan dven berdknas med enkelintegraler. Ia., ’{;

= S-P(xyclx

—Wfbf )2dw,
—27rff W1+ f'(z)? de.

Med dubbelintegralen kan vi berdkna volymer av kroppar som inte &r rotationssymmetriska. Antag
att f: R**R dr sadan att f(z,y) > 0 och f dr kontinuerlig pa en kompakt métbar mingd D € R2,
Da kan vi med Ip(f) = [[f(z,y) dzdy beteckna volymen av kroppen k = {(z,y,2) : (2,y) €
D, 0<z< f(z,y)} i

S A B B = P YO O
N 47 b cu |
a %
R N
E ,1, L { ) jﬁ R 1

Vi vill definiera dubbelintegralen av f éver D, da f : R**R och D C D;. Foljande egenskaper &r

onskvirda hos dubbelintegralen Ip(f) :
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L Ip(f+g) = Ip(f) + In(9),

2. In(Mf) = Mp(f), A€ R,

3. Ip,up,(f) = Ip,(f) + Ip,(f), da D1 N Dy =1,
4. f(z,y) < glz,y) i D= Ip(f) < Ip(9).

Definition 32. Indikatorfunktionen xp(x,y) pa mingden D definieras genom

1, om(xz,y) €D,

Xl y) = {O, om (x,y) & D.

Miingden D € R? Gr mdtbar, om den har en dndlig area, vars matt betecknas m(D). (Detaljerat

i anmdrkning.) Lat Dy, k = 1,...,n vara mitbara parvis disjunkta mdngder i R*, (D; N D; = 0,

da i # j), och sitt D = \J;_, Dy. Funktionen f(x,y), som dr konstant a pa Dy, kallas den

mdtbara trappfunktionen,

n
z y) = ZakXDk<x7y)'
k=1

Dubbelintegralen av trappfunktionen f dver D definieras som talet

= Z a - m(Dyg).

Anmirkning. Man kan ldtt visa att Ip(f) uppfyller egenskaperna 1.-4. ovan.

Anmirkning. Geometriskt ar aym(Dy), ap > 0, volymen av
n ”cylinder” med basarean m(Dy) och hijden ay. Vi utnyttjar 2
i fortsattningen foljande egenskap for matbara méangder:

m(D) = m(|J Dy Zka da D;N Dy =0,i # j, S
k=1
" 2
och D = U Dk‘ IDG}) = d,m(D,) +(ét~(pé)
k=1
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Anméirkning. (Om ytmdttet m(D) ). Betrakta méingden D C R? och en rektangel R som omfattar
D, (D C R).

mn

R indelas i sma rektanglar. Lat P, vara en méngd bestaende av sma
& rektanglar sa att P; C D och likaledes P, sa att D C Ps.

Arean av P, och P, kan berdknas som summan av de ingaende rektanglarnas areor. Nu kan de

ingaende rektanglarna goras godtyckligt sma och vi sdtter:

m*(D) = l)iIC1£2m(P2) = yttre mattet av D,

m,(D) = Ifté%m(Pl) = inre mattet av D.
1=

Om m*(D) = m,(D) sa dr D mdtbar med mattet m(D) = m*(D).

Antag nu att f : R* R dr begrinsad pa en méngd D C Dy, som dr métbar och begrinsad. Da
kan vi jamfora f med métbara trappfunktioner, for vilka egenskap 4., (sida, géller och forsoka
definiera ett tal Ip(f).

Da f ar begriansad uppat pa D, f(z,y) < S V(z,y) € D, finns det métbara trappfunktioner ¢ sa
att

Y(z,y) > flz,y)i D,

exempelvis ¥ (x,y) = S i D. For varje 6vre trappfunktion vill vi att 4. géller.

Ip(f) < Ip(y).

Analogt finns métbara undre trappfunktioner ¢(z,y) < f(x,y) i D. (Exempelvis p(x,y) = s <

f(z,y) i D). For varje undre trappfunktion vill vi att 4. géller:
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f(z,y) =sinz pa ([0,1] x [0,1]) U ([1,2] x [0,1]) med 6vre och undre trappfunktion

Definition 33. Ldt f : R**R vara begrinsad pd en begrinsad och mitbar mdngd D C Dy.

Overintegralen I5(f) av f éver D definieras som

I5(f) :=1inf Ip(v), dd f < pa D och v mdtbar trappfunktion.

Underintegralen I (f) av f dver D definieras som

I5(f) :==supIp(p), ¢ < f pa D och ¢ mdtbar trappfunktion

Anmérkning. I,(f) < I5(f), ty o < f <Y V(z,y) € D ger att sup Ip(p) < Ip() for varje 1,
p<f
sa

I5(f) = sup In(9) < int In(¥) = I* ().

p<f

Definition 34. Lat f : R**R vara begrinsad pa en begrinsad och midtbar mingd D C Dy. Om
I5(f) = I5(f), sa dr f integrerbar éver D och det gemensamma virdet Ip(f) := I,(f) = I}(f)

kallas dubbelintegralen av f dver D och betecknas

/ /D F(,y) dady = In(f).

Sats 50. Lt f : R*>R vara begréinsad och likformigt kontinuerlig pd en begrinsad och métbar mingd

D C Dy. Da ér f integrerbar dver D.
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Beuvis. Tag godtyckligt € > 0. f likformigt kont. ger:

36>0:|(z,y) = («,y)] <6, (2,9), (&"y) € D = [f(z,y) = f(",)] <e.

Dela in R? i kvadrater med sidlingd < \%. D delas in i méatbara parvis disjunkta delar Dy, k =

1,...,n. Da géller

’f(.il?,y) - f(x/ay/)l < ¢ for (a:,y), (x/7y/) S Dka k= 17 cees T

eftersom |(z,y) — (2/,y)] < 9.

Da f ar begriansad pa varje Dy, existerar for k =1,...,n

Sy = sup f(z,y) och sp:= inf f(z,y).
(z,y)€Dy, (z,y)€Dy

Nu giller

n

I(f) = Ip(f) < D Sem(Dy) = > sim(Dy) = > (Sk — si)m(Dy).

k=1 k=1

Tag godtyckligt ¢’ > 0. Egenskaperna for sup och inf ger:

{Sk < f(z,y) + ¢, for nagot (z,y) € Dy,

s > f(x',y) — €', for nagot (2',y') € Dy.

Da géller det for alla & > 0 att

Sk — sk < fla,y) — f(@,y) + 28" <e+ 26

Men detta innebér att S, — s, < e. Darmed har vi for alla ¢ > 0 att
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I5(f) = Ip(f) <D e -m(Dy) = & -m(D),

k=1

vilket innebér att I,)(f) = I,(f) och att f dr integrerbar dver D. O

Anmirkning. Om mdngden D i Sats 50 dr kompakt (sluten och begrinsad), sa ricker det med

att krdva att f dr kontinuerlig pa D, ty da ar ju f dven begrinsad (Sats 9) och likformigt kontinuerlig
(Sats 12).

Pa basen av beviset av Sats 50 kan vi formulera:

Sats 51. Lat f : R*>R wara begrinsad och likformigt kontinuerlig pd en begrinsad och mdtbar

mingd D C Dy. Dakan Ip(f) = [[, f(z,y) dedy approzimeras godtyckligt noga med en éversumma
eller undersumma svarande mot en indelning av D 1 tillrdckligt sma mdtbara delmdngder Dy, dvs.

diametern
(xay)e L%

diam(Dy) = sup{|(z,y) — (', )|} {(93’ y') € Dy,

skall vara tillrdckligt liten for varje k.

Med sammaindelning som i beviset av Sats 50 later vi (zy,yx) € Dy vara en godtycklig punkt i

Dy. Da géller s < f(zk,yr) < Sk och

n

Ip(f) =& <> sim(Dy) <Y flan,ye)m(Dy) <D Sem(Dy) < In(f) + €,

k=1 k=1 k=1

dér e’ = e-m(D). Alltsa giller:

Sats 52. Lat f : R**R wara begrinsad och likformigt kontinuerlig pd en begrinsad och mdtbar

médngd D C Dy.

Da approzimerar Riemannsumman Yy ;_, f(xx, ys)m(Dyg) dubbelintegralen Ip(f) godtyckligt nog-

grannt, om max diam(Dy) dr tillrackligt litet.
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2.4.1 Viktiga egenskaper hos dubbelintegralen

Foljande sats visar att var definition av Ip(f) uppfyller egenskap 4.

Sats 53. Ldt f,g : R**R wvara begrinsade och integrerbara funktioner éver den mdtbara och

begrinsade mangden D C Dy N D, och antag att f(z,y) < g(z,y) for alla (x,y) € D. Da gller

()= [ /D flag)dsdy < [ /D 9(z,y)dady = In(g). 27)

Bevis. Lat ¢ vara métbar trappfunktion sadan att ¢ < f i D. Detta implicerar att p < g i D.

In(f)=1I,(f) =supIp(p) <supIp(e) = I,(9) = In(g).

p<f »<g

I det foljande verifieras egenskap 3. for Ip(f):

Sats 54. Antag att f : R?>*R dr begrinsad och integrerbar éver de mdtbara och begrinsade
mdangderna DyochDy, D = Dy U Dy C Dy och Dy N Dy = .
Da dr f integrerbar dver D och Ip(f) = Ip,(f) + Ip,(f),

//D [z, y)dady —/D1 f(x,y)dxdy+/D2 f(z,y)dzdy. (28)

Bevis. Visar att Iy, ,p,(f) > Ip,(f) + Ip,(f). Analogt visas ]glum(f) < Ip,(f) + Ip,(f), och

dérmed géller .
Tag € > 0. Da 3 ¢; métbar trappfunktion pa D, ¢ < f pa Dy, sa att Ip,(¢1) > Ip,(f) — e.
Vidare 3 @9 métbar trappfunktion pa Do, w9 < f pa Dy, sa att Ip,(p2) > Ip,(f) — €. Definiera:

901(‘7;73/)7 om (I7y) S D17
¢<x7y =

(102(xay)7 om (xvy) € DQ-
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v matbar trappfunktion pa D = Dy U Dy med ¢ < f pa D.

Da géller for varje ¢ > 0 :

Ipop,(f) = SUI; Ip,up, (¥) > Ipup, (¢) = I, (¢1) + Ip,(w2) > Ip,(f) + Ip,(f) — 2e.
p<

Alltsa giller det att I, p,(f) > Ip, (f) + Ip,(f). O
Anméirkning. Genom upprepad anvindning av Sats 54 kan D delas upp i ett dndligt antal mdtbara
parvis disjunkta delmingder Dy, ..., D, och Ip(f)=1Ip,(f)+ ...+ Ip,([f)-

Néista sats etablerar egenskaperna 1. och 2., dvs. att avbildningen f™Ip(f) &ar linjar (Ip linjér

operator).

Sats 55. Ldt f,g : R2™R wvara integrerbara funktioner pda den mdtbara och begrinsade méngden

D C DynN D,. Da gdller for A\, € R att \f + pg dar integrerbar pa D och Ip(Af + pg) =
Mp(f) + pnlp(g),

//D(Af(x,y)Jrug(x,y)) dxdyzA.//D fz,y) dxdy+u.//[)g(x7y) dzdy. (29)

Bewis. a) Nu giller: o1 < f, ¢ trappfunktion}

< .
ws < g, @9 trappfunktion w <f+y

métbar trappfunktion

Alltsa: I5(f +g) = sup  Ip(p) > sup Ip(@r + ¢2)

»<f+g p1<f
¢ méitbar trappfunkt. pa<g

= sup (Ip(1) + Ip(p2)) = sup Ip(p1) + sup Ip(ps)

p1<f p1<f p2<g
p2<g

= Ip(f) + Ip(g)-
~Ap(f+y) = In(f) + In(g).
Analogt: I5(f+g) < Ip(f)+Ip(g), vilket ger att f+g integrerbar, Ip(f+g) = Ip(f)+Ip(g).
b) Antag att A > 0: (o1 < f = Ap1 < \f)
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Ip(Af) = sup In(p) = sup Ip(Ap1) = A sup Ip(p1) = Ap(f).
{4,0 <Af p1<f e1<f
¢ métbar trappfunkt.

oI5 (Af) > Mp(f), analogt: IH(\f) < Mp(f), sa Ip(Af) = Mp(f) da X > 0. For A < 0
visas analogt att Af integrerbar, med beaktande av att sup(AA) = Ainf(A) om A < 0.
(I5(Af) Mp(Af))

(A<0)

]

Sats 56. Lat [ : R**R vara kontinuerlig pa den kompakta métbara mingden D C Dy. Da dr | f|

integrerbar dver D och |Ip(f)| < Ip(|f]),

\ /[ 1w dxdy\ < [[ 1) dsay. (30)

Bevis. f kontinuerlig pa D = |f| kontinuerlig pa D (Ex 26)
— | f] likformigt kontinuerlig och begrinsad pa D (Satserna 9, 12)
= | f| integrerbar 6ver D (Sats 50). Nu géller:

—|f(z,y)| < fl2,y) < [f(2,9)], Y(z,y) € D.

Satserna 53 och 55 ger

—Ip(|f]) = Ip(=|f]) < Ip(f) < In(lf)),

alltsa géller [Ip(f)| < Ip(|f]) och (30). O

Sats 57. Antag att f : R* ™R dr begrinsad pa en begrinsad mdtbar nollméingd D, m(D) = 0. Dad

ar f integrerbar och Ip(f) = 0.

¢ < f, v métbar trappfunktion, géller Ip(y) =0,

Beuvis. For
Y > f, 1 métbar trappfunktion, géller Ip(¢)) = 0.
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S Ap(f) =supy<; In(p) = 0, I5(f) = infys s In(y) = 0.

Da dr I,(f) = I5(f) =0, sa f integrerbar och Ip(f) = 0. U

Sats 58. (Medelvirdessatsen for dubelintegraler). Om f, g : R*>R dr kontinuerliga pd en kompakt,

mdatbar och sammanhdngande mdingd D, och om g(x,y) inte byter tecken pa D, sa dr

/ /D e 9)gl.) dedy = f(a.) [ /D 9(z,y) dady (31)

for nagon punkt (a,b) i D.

Bevis. Antag att g(x,y) > 0 pa D. Da géller:

m = inf f(z,y) < f(z,y) < s%pf(x,y) =M, ¥Y(z,y) € D,

vilket ger (g > 0) att

(x) mg(z,y) < g(z,y) f(z,y) < M g(z,y), Y(z,y) € D.

f, g kontinuerlig pa kompakta D = f - g kontinuerlig pa D och dessutom likformigt kontinuerlig
och begrénsad, sa satserna 50, 53 och 55 ger for (%):

mlIp(g) < Ip(f-g) < MIp(g).

Déarmed 3 ¢ € [m, M] sa att Ip(f-g) =c-1Ip(g), Sats 11 ger att f(D) = [m, M|, (D kompakt och
sammanhéngande).

Da 3 (a,b) € D med f(a,b) = c. O

Korollarium. (till sats 58). Om f dr kontinuerlig pa en kompakt, mdtbar och sammanhdngande

mangd D, sa dr Ip(f) = f(a,b) - m(D) for nagon punkt (a,b) € D,

SIDA: 168



2.4.2 UPPREPAD INTEGRATION KAPITEL 2. DEL 2

/ /D f(x.y) dedy = f(a,b) - m(D). (32)

Bevis. Valj g(x,y) =1 pa D. (g métbar trappfunktion.) Da géller:

Ip(f) = Ip(f - g) = f(a,b)Ip(g) = f(a,b)(1-m(D)) = f(a,b)m(D),
for nagon punkt (a,b) € D. ]
2.4.2 Upprepad Integration

Berékning av dubbelintegraler kan ofta reduceras till tva endimensionella integrationer:

Sats 59. Om f : R**R dr kontinuerlig pa en mingd D av formen

D={(x,y):a<x<boalr)<y<p(x)}

dar o(z) och B(x) dr kontinuerliga pa [a,b] och a(x) < B(z), sa gdller

/[t oty = | b [ f()) ex) dy] dz. (33)

Anméirkning. 1. Ett omrade av formen D i Sats 59

; [ix)
;EE_;(KI

kallas enkelt © y—led: Berdkningsmetoden i

Forst integrerar man for varje enskilt x—vdrde i [a,b] f(x,y) med avseende pa y dver inter-
vallet [a(x), B(x)] och betraktar denna integral som en funktion av x, som sedan integreras

med avseende pa x over intervallet [a, b).
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2. Om f(x,y) kontinuerlig pa D' = {(z,y) : a <y < b, aly) <z < By)} dar a(y), By)

kontinuerliga pa [a,b] och a(y) < B(y) sa gdller:

/[ s aay= [ [ [ st dx] ay 31)

D’ ér da enkelt © x—led:

Bevis. Forst visar vi att den inre integralen i hogerled av (33]) &r kontinuerlig pa [a, b, definiera

darfor

Tag zo € [a, b]. Undersoker skillnaden:

B(z) B(z)

f(x,y) dy - / F(0,9) dy

a(z)

F(z) — Flzg) = /

a(z)

a(zo) B(x) B(x) B(zo)
- /( f(z,y) dy + / f(z,y) dy - / F(xo,y) dy — /ﬁ F(0, ) dy

a(x) a(zo) a(zo) (z)

B(x) a(xo) B(zo)
- / F(@ry) — Fory)] dy + / f(z,y) dy - / F(eoy) dy = I + I + I,

a(zo) a(z) B(z)

(f kontinuerlig A D kompakt) =3 M > 0: |f(z,y)| < M, VY(z,y) € D.
(a(x), B(x) kontinuerlig pa [a,b]) = IM' > 0 : |a(z)| < M, |5(z)| < M, = € [a, b].

Tag godtycklig. € > 0. f kontinuerlig pa kompakt D = f likformigt kontinuerlig pa D.
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36>0:(|(z,y) — (@, y)] <6, (z,9),(2,y) € D) = |f(zx,y) — f(a',y)] <e.
{a kontinuerlig i zg == 36’ > 0 : |z — 29| < ' = |a(z) — a(xg)] < &,

B kontinuerlig i o = 30" > 0: |z — z¢| < 0" = |B(z) — B(x0)| < €.

1| =

W (@y) = F(woy)] dy| < elB(@) — alao)l. om | — o] <6,

L] = “W flw,y) dy| < Mla(ae) = af@)| < M -2, om [z —ao| < &'

(z)
15| = \fﬁ((;;“ Flwo,y) dy| < MIB(wo) — Ala)| < M -2, om [z~ zo| < 8",
o —xo] <min(d,d,0") = |F(z) — F(xg)| <2e-M' +2Me=2(M'+ M) -¢

. F(x) ar kontinuerlig i x.

Definiera hi(z) = a(z) + =2(8(z) — a(z)), k=1,...,m+1.

Vilj D;,. som i figuren:
Betrakta:

n aj+1 | ™ hi41(x)
:Z/ Z/ fl,y) dy| dz
i—1 Y @i k=1 h(z)

n.o.m a1 hgy1(x)
_ 2 S [T sy an
i=1 k=1" % hi ()

Sik = SUP(; yyens | (T Y);
Sétt:

Sik = inf(aay)eD,-;C f('ra y)

Tag godtyckligt € > 0. Da géller
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n.m @il

1<y ) Su / (Payi (z) — hp(2)) do =~ Siy - m(Diy)

i=1 k=1 a i=1 k=1
< Ip(f)+ e, om indelningen tillrdckligt fin.

Analogt: I > >7" S sym(Dyx) > Ip(f) — ¢, indelningen tillrédckligt fin.
—e<I—1Ip(f)<eforallaec>0,= Ip(f) =1, formel géller. O

Exempel 97. Berikna [[,(z* 4 y*)dzdy,

dir D = {(z,y) : 2* <y < 2z}

altl.: D enkelt i y—led, tillampar Sats 59 med
a=0,b=2a(x)=12%p(z) =2z

Da ger (33)) att:

alt 2.: D enkelt i x—led, tillimpar formel med a = 0,b=4,a(y) =4 och B(y) = /Y
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4 NG 41,3 VY
// (2% + yH)dady = / (/ (2% + yz)dw) dy = / {— + y%} dy
D 0 \Jy2 o L3 y/2

b2 13 2 2 13 ,1°
_ Y L2 2203 qy = | a2 22— 22
/0 ( 5 Y 24y) Y [15y TPV T 567

0
216
35

Vi ger foljande sats for berdkningar av volymer utan bevis:

Sats 60. Om f, g : R**R dr begrinsade och integrerbara éver en mdtbar begrinsad mdngd D och

f(x,y) > g(z,y) i D, sd gdller

//D [f(z,y) = g(z,y)] dedy = V(A) (35)
dir V(A) dr volymen av méngden A = {(z,y,2) : (z,y) € D,g(x,y) < 2 < f(z,y)}

Exempel 98. En kub K har horn i punkterna (0,0,0),(0,0,2) och (2,2,2). Kuben delas i tva bitar

av ytan z = é Berdkna volymen av den bit som inte innehaller origo.

Lésning:

Formel (35)): (A den bit som inte innehdller origo)
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//D (,9) — g(z,y)] dedy ./ {//2x2—xiy)dy}dx

1 1 1
:/ {Qy——lny] d:c— ( ——1—|—ln4)——ln:c)d
1/4 x 1/2z x

1 2
= {4:1: —(I1+mn4)lnz - -(Inz) ]
2 1/4

=7—-3In2-— 2(1112)2 (= 2,8)

2.4.3 Variabelsubstitution i dubbelintegraler

Ibland kan berékningen av en dubbelintegral [ p J(7,y)dzdy underldttas genom 6vergang till nya

integrationsvariabler 4 och v genom en substitution

r = z(u,v),
y = y(u,v),
varvid omradet D’ i uv—planet avbildas pa omradet D i xy—planet. Orsaken till variabelbytet kan

vara ett “krangligt” omrade D eller en besvérlig integrand.

Substitutionsformeln for enkelintegraler, f: flz)dz = | f f(z(t)2'(t)dt, (x = x(t)), har da mot-

svarigheten

/fmydxdy_/nf u, ) (uu))‘jgv;

dér absoluta beloppet av funktionaldeterminanten spelar samma roll som ’(t) for enkelintegraler.

dudv,

Dubbelintegralerna éver D och D’ definieras med hjalp av areor i xy—respektive uv—planen och

d(z.y)

sa for “sma omraden” D
d(u,v)

den lokala ytskalan vid avbildningen (u,v)™(z(u,v),y(u,v)) &ar )
och D' géller
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Formel (%) kan nu motiveras pa foljande vis:

Dubbelintegralen kan approximeras godtyckligt noga med en Riemannsumma: (Dy “sma”)

(%%) Zf(xkvyk)m(Dk)a (&, yx) € Dy, D = U Dy,.

k=1

Lat Dy, vara bild av D}, i uv—planet och (xy, yx) bild av (ug, vi) € D). Da kan (xx) skrivas i formen

- m(Dk) /
(***) f(x(uk,Uk),y(uk,Uk)) m(Dk)
2 m(D})
Om aven Dj ar "sma” borde zggfg ~ jgig; ()’ och (xx ) dr da en god approximation till
k ’ Uk, Vk

hogerledet i (%) om indelning av D’ i Dj:n ér fin.

Vi har, utan bevis, motiverat foljande sats:

Sats 61. Formeln for variabelsubstitution:

J[ stam aoty = [ stetuonptuon-|§22

gdller under forutsdttningarna 1° — 3°:

- dudv (36)

1. f begrinsad och integrerbar dver mdtbar, begrinsad mdngd D,

2. {x - x(u, v) ger omuvdndbar avbildning av en mdtbar och begrinsad mdngd D' pa D.
y=ylu,v

3. Funktionerna z(u,v) och y(u,v) har kontinuerliga partiella derivator pa D' och SEZ’y) #0 pa

77'})
D'.
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2.4.4 Linjira transformationer

Ett omrade D i xy—planet som begriansas av linjestycken kan ofta transformeras over till ett

omrade D’ i uv—planet som ar enkelt i y—led eller x—led med en substitution

u=azx+by — m:x(u,v):@(du—bv)
v=cr+dy y=y(u,v) = —(—cu+av),

Om 0 # ad — bc = ggz;g = aa7. Da blir den linjéra avbildningen mellan D och D’ omvéindbar.
’ d(u,v)

Exempel 99. Berikna [[,(x +y)*dady dver omradet D = {(x,y) : x|+ |y| < 1}.

w/ X-'ﬁ:-’l v

A-'grn S LA Ve
« i ki WYY
e S DR V P
S Xhyrq 4?
ATWe - 1 bz w=q

Losning: Infor variablerna w och v genom:

r+y=u x %(u v)
r—y=v y=3(u—v)

Formel ger:
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2.4.5 Overgang till polira koordinater

Om omradet D &r en cirkelskiva, en sektor eller en del av en sektor kan det vara fordelaktigt att

infora polara koordinater, ifall cirkeln &r origocentrerad:

cost) —rsinf|
sinf rcosf |

x=x(r,0) =rcosb, d(z,y)
Yy = y('r’ (9) = TSil’l 9, d(T‘, 0)

11=3

Omradet D' = {(r,0) : 0 <r < a,0 < 6 < 27} avbildas bijektivt pa D = {(z,y) : 0 < z* + 3> <

a’}.

Exempel 100. Berikna [[,(z*+y*)dady dver omradet D = {(z,y) : 2*+y*> < R*,2 > 0,y > 0}.

Losning: Infor poldra koordinater:

r=rcosf, 0<r <R,
y=rsinf, 0<60<7.

Formel (36):
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J[ st@asts = [[ setronanon- |50

2 r (B
:/ re / 1-dé dr:—/ r3dr
0 0 2 Jo

M1
P — . 4
o -5

=~

x = 2(r,0) = xo + 7 cos, d(z,y)
y=1y(r,0) =yo +rsinb, d(r,0)

Om D &r en origocentrerad ellipsskiva (5)2 + (%)2 < 1 med halvaxlarna a och b kan man prova:

abr.

r =x(r,0) = arcosb, d(z,y) |acosd —arsind|
y = y(r,0) = brsiné, d(r,0) |bsin@ brcosd |

Exempel 101. Berikna [[ 2? dady.
1<z2+4y2<4

Lésning:

2?2+ 4y? <4 @(%)Z—Fgfgl
2

24 g > 1 <:>$2+(%> >1
2
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r=1-r-cosf, 1<r<2
y:%-T-SiDQ, 0<0 < 2m.

cosf@ —rsinf
1. 1
5 sin 6 5T cos

d(z,y)

d(r,0)

1 2 2
// r?dzdy = // 12 cos? 0 drdf = —/ cos® 0 (/ r?’dr> do
D D’ 2 2.Jo 1

2

27 4 27
— 1 / cos? 0 [TZ} do = % cos? 0do

r

2

0 1 0
15 (271 15 1 2
= — —(14 cos20)df = — |0 + =sin26
8 J, 2 16 2 o
15
= —TT.
8

Om man inte kan utféra en “standardsubstitution” maste man kolla att villkoren i Sats 61 ar

uppfyllda, bl.a. att D" avbildas bijektivt pa D och att funktionaldeterminanten ar # 01 D'.

Yy
Exempel 102. Bestim I = [, wCrardedy dver omradet D = {(myy) : 1 <ay <22 <y<

2z, x> 0,y > 0}.

Lésning:
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d(u,v T Y (7 Y
d(z,y) pes Rl I x x
dlz,y) 1 1 1y
= =—#01iD
Q) T gy 7 01

d(z,y) =

Tag godt. (z,y) € D. Antag (u1,v1), (ug,v9) € D' avbildas pa (x,y):

u uz Ul __ U2 — viu2 __ v1u2 _

2= o U2 up = 22 up = 42 Uy = U

U2 v2 s v1 v2 — 21 v2 = ; ;}2 (v1:>’v2>0) 1 2
/ULU] = +/UgUs U1V = U202 BN

Omudndbar avbildning. Tillimpar Sats 61:

L=},

2.4.6 Generaliserade dubbelintegraler

Hittills har vi studerat begrénsade funktioner pa begrinsade méatbara méngder i D. Vi skall nu

undersoka tva typer av generaliseringar:

1° f begransad pa obegransad méngd D,

2° f obegriansad pa begransad méngd D.

Vi bérjar med typ 1. och antar att D C D; &r en obegrédnsad méngd, samt infér begreppet

uttommande foljd for D:
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Definition 35. Mangdfiljden (D)5, dr en uttommande foljd for den obegrinsade mdngden D,

n=1

om

(i) D, C Dypy1 C D for allan,
(ii) D, dr mdtbar och begrinsad for alla n,

(iii) (D' C D och D' mdtbar, begrinsad ) = 3N : D" C D,, dan > N.

Exempel pa uttommande foljder for D = {(x,y) : x > 0,y > 0}

A\ D'S“ '\ '
——D; D‘S |
On “ > h ; >

Exempel 103. Vi undersoker om f(x,y) =y kan dubbelintegreras dver halvbandet

/\Uk

D é&r obegréinsad och f begréinsad pa D VA SV A X

Bildar en uttommnade foljd -4 /
Di={(r,9) Iyl 1,0 <o <nt ey} o ey

1 4 .
. Forn > || ' D\f/ N
il | ‘ )

i

1 n+cy 1 1 9
// y dedy = / Yy </ 1- d:r:) dy = / y(n+ cy)dy = / cy’dy = =c.
DL —1 0 —1 “1 3

Grinsvirdet lim [[ « y dazdy beror pd valet av ¢, Vilket gor att vi inte kan definiera [ [,y dady.
n—00 n

Definition 36. Den generaliserade dubbelintegralen ffD f(x,y) dzedy dr konvergent om

(i) f dar integrerbar dver varje begrinsad mdatbar delmdingd av D,
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(i) lim Ip, (f) existerar och dr lika med I for varje uttommande foljd (D)2, for D.
n—o0

Da definieras:

//D f(z,y) dedy == I.

I annat fall dar dubbelintegralen divergent.

Kravet att kolla gransvérdet i punkt (ii) i Definition 36 for varje uttommande foljd &r ju i praktiken

omo0jligt. Om funktionen f inte byter teckan pa D, (f > 0 eller f < 0), har vi féljande anvindbara

resultat som ger att det récker att kolla en uttémmande f6ljd:

Sats 62. Ldt f : R*™R wvara begrinsad pd den obegrinsade méngden D. Dd dr dubbelintegralen

ffD f(z,y)dzdy konvergent, om och endast om grinsvirdet

lim // |f (2, y)| dedy
n—oo D’n

existerar for nagon uttommande foljd (D)5, for D.
Exempel 104. Undersék om ffRQ eV dady existerar.

Lisning: D = R2 obegrinsad, f(x,y) = e "% begrinsad pi D. D, = {(z,y) : 2> +y*> < n?}
uttommande folyd for D.
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o
2 )

P

I

3

:// f(x,y)dxdy://D e r-drdd

Dy .
2

> SO I R
:/ </ e dr> dé :/ [——er } dé
0 0 0 2 0

1 2y [T 2
:i(l—e")/ 1-dd=7(1—e™) = m dan— .
0

Da f(x,y) >0 pa D = R? ger Sats 62 att

// ex2_y2dxdy = .
R2

Vi overgar till att behandla generaliseringar av typ 2° :

Definition 37. Ldt f : R**R wvara obegrinsad pd en begrinsad och mdtbar mingd D. Da dr

(D)2, en uttémmande foljd for f i D, om

(i) D, € D och D, C D, for alla n,
(ii) D,, dr mdtbar och begrinsad for alla n,
(iii) m(D\D,,) — 0, da n — oo,

() f dr begrinsad pa D, for alla n.

Dubbelintegralen ffD f(z,y)dzdy dr konvergent med virdet I, om
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(i) f dar integrerbar dver varje D,

(i) Ip,(f) = I, da n — oo, for varje uttémmande foljd (D)2, for f i D.

I annat fall dr dubbelintegralen divergent.

Igen &r det omojligt att kontrollera varje uttémmande f6ljd. Vi har en sats som ar analog med Sats

62 och gor det mojligt att kontrollera en uttémmande f6ljd ifall f inte byter tecken pa D. Satsen

ges utan bevis.

Sats 63. Ldt f : R**R vara obegrinsad pd en mdétbar begrinsad mdingd D. Dd dr dubbelintegralen

ffD f(x,y) dedy konvergent om och endast om grinsvirdet

lim // |f(x,y)| dedy existerar
Dy,

n—oo

for nagon uttommande foljd (D,)2, for f i D.

Exempel 105. undersik om [[, ;2 dzdy dr konvergent dver D = {(z,y) :0<x <1,0<y <

W
1.

Sitt: D, = {(z,y) : + <
uttommande foljd for fi D.

r< Ly <y< D)y AT //

s
f(z,y) obegrinsad i D, kontinuerlig —pa de ﬁ\; __b N
kompakta méngderna D,,, dvs. integrerbar pa D,,. .—i 3 X
W
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Da f(xz,y) > 0 pa D ger Sats 63 att

1 9
dedy = —.
/ /D  xy? V=3

2.4.7 Generaliserade dubbelintegraler och upprepad integration ut-
nyttjandes Fubinis Sats

Under vissa antaganden kan en generaliserad dubbelintegral beréknas genom upprepad integration.

Betrakta exemplet déir integratinsomradet &r ett obegransat halvband

D={(z,y):x>a,c<y<d}

och f(x,y) ar kontinuerlig pa D. Om Ip(f) &r konvergent, ar den enligt Definition 36 lika med
lim [[, f(x,y)dedy, dér D, = {(z,y) :a < x <n,c <y < d}.
n—o00 n

Med stod av Sats 59 giller:

J[ #w) dzay = 1w [ [ty drdy = Jim / ’ ( / df(x,:wdy) da
:/:O (/Cdf(x,y) dy) dz,

en motsvarighet till formel , under forutsittningen att Ip(f) dr konvergent.

Nu ar det inte klart att man far integrera forst med avseende pa z, dvs.

J[ ranay = [ d ( | f<x,y)dx) a- | d (blgg / bf(x,wdm) ay

behover inte gélla. Fragan nér vi far kasta om integrationsordningen besvaras av Fubinis Sats:
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Sats 64. (Fubinis sats). Antag att f : R**R dr kontinuerlig och inte vizlar tecken pd en mingd

D={(z,y):a<xz<bec<y<d}

dar “virdena” —oo och oo dr tillatna for a och c respektive b och d. (D kan vara en rektangelyta,

ett halvband eller hela planet). Da gdaller att om nagon av de tre integralerna

1 = [ stw.9) day,
L= [ b ( / " fy) dy) dz och
nn- | d ( / ) dx) dy

dr konvergent, sa dar alla tre konvergenta med samma vdirde.

Anmaiarkning. Antagandet att f inte vaxlar tecken dar viktigt. I exempel 103 har vi exempelvis att

Iz(f):/ooo(/_11ydy)dy=/om0dw=0,

men varken I1(f) eller Is(f) dr konvergenta.

Ur satserna 62, 63 och 64 erhalls:

Sats 65. Om ndagon av integralerna [ [, |f(x,y)| dzdy, fab (fcd |f(x, y)|dy> dx och fcd (f: |f(x, y)|dx> dy

ar konvergent, sa dar alla integralerna I (f), Io(f) och I3(f) konvergenta. (Beteckning som i Sats

64).

Exempel 106. Konvergerar ffD ye V® dxdy pd mingden D = {(x,y) : 0 < x < 400, -1 <y <
1}7

Losning: Betrakta I = [~ [fjl \ye‘“ﬂdy] dz

SIDA: 186



2.4.7 GENERALISERADE DUBBELINTEGRALER OCH UPPREPAD INTEGRATION UTNYTTJANDES FUBINIS
SATS KAPITEL 2. DEL 2

00 1 00
1 :/ {2/ yeﬁdy} dx :/ eV da
0 0 0

1 1 6

-z _ o

e = < < , dax>1.
S AV R N

fol e~V® dx konvergent och floo 503% dx konvergent ger att I = fooo e~V® dx konvergent. Enligt Sats
65 dr ffD ye V® dedy konvergent med virdet

i =n= ([ wFa)a=o

-

=0

Exempel 107. ffR2 e‘x2_92dxdy = m enligt Fxempel 104. Enligt Fubinis sats, Sats 64, gdller da
T :/ (/ emQdey) dz = </ eZde) (/ edey>

Di e >0 for alla x € R giller:

/ e dr = VTl

—00

22

Observera att e=* saknar elementdr primitiv funktion.
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2.5 Trippelintegraler

Allt vi utrett i avsnitten om dubblintegraler kan naturligt utvidgas till funktion av tre variabler.
For att gora detta behover vi ett volymmatt m(D) av begrinsade métbara mingder D C R3,
Lat da D C R? vara en begrinsad mingd och R ett axelriktat ritblock sa att D C R. R indelas
nu i axelriktade sma ratblock. Lat P, vara en union av axelriktade sma ratblock som valts sa att

P, C D. Analogt later vi P, vara en union av axelriktade sma rétblock som valts sa att D C P;.

Lat m(P;) =volymen av P; och m(P,) = volymen av P,. Om man betraktar alla méjliga indelningar

av R i axelriktade sma ratblock och alla moéjliga P, och P, samt infor talen:

m*(D) = Pi2%fDm(P2), yttre mattet

m,(D) = glé%m(Pl)’ inre mattet,
1=

sa &r D méatbar om m*(D) = m,(D), med mattet eller volymen m(D) := m*(D) = m.(D).

Antag nu att f(z,y,z) dr begrinsad pa en métbar och begrinsad méngd D C R?, D C Dy.

Lat (Dg)p_, vara en indelning av D i métbara parvis disjunkta delméngder. Definiera:

S =sup f,

D k=1,...,n
s = inf f,

Dy,

Analogt med definitionen for dubbelintegraler sétts:

(D)

(f) =supd__, skm(Dy)
(Dr)

I5(f) = inf 375y Sem(Dy)
Ip

Da dr f integrerbar om I} (f) = I5(f) och har virdet Ip(f) := I(f).
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1°| Analogt med Sats 59 far vi, om f &r kontinuerlig pa D = {(z,y,2) : (z,y) € D', a(z,y) <=z <

B(x,y)}, och funktionerna « och § ar kontinuerliga pa D', formeln

// f(z,y, 2) dedydz = //D/ [/(B:y x, Y, z)dz] dzdy, (37)

Innebord: For fixa virden x och y integreras f(z,y, z) med
avseende pa z 6ver D :s snitt med en linje parallell med
z—axeln.

Sedan integreras virdet av denna integral 6ver D’. (Man
kan dven borja med en inre integral med fixerade (x och z)
eller (y och z2)).

Exempel 108. Berdikna [ = [[[ e*t¥** dadydz dver D =tetraeder som begrinsas av koordinat-
planen och planet x +y + z = 1.

Enligt 1°, formel erhalls:

l-z—y
£ _ // {/ em+y+zdzj| dady = // [ew+y+z:|é—w—y dzdy
// — " )dady = // e dxdy — // e dady
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SATS KAPITEL 2. DEL 2
1 1 pl-z 1 1
= —e¢ —/ [/ e“ydy] dor = —e —/ (e —e")dx
2 o LJo 2 0
1
= 56—[6.217—696](1):%—1.

2°| Om de z—vérden som forekommer i D utgor ett intervall [a,b] och f(x,y, z) &r kontinuerlig pa

D(z) ={(y,2) : (z,y,2) € D}, for a < x < b, sa har vi formeln

///D f(z,y, 2) dedydz = /ab [//D(x) f(z,vy, z)dydz} dz, (38)

dvs. vi integrerar forst med fixt x—vérde 6ver snittet D(x).
Viérdet av denna dubbel integral integreras sedan med av-
seende pa .

Ocksa i fallet 2° kan z,y och z byta roller.

Exempel 109. Berikna I = [[[, z dedydz dver kroppen D = {(z,y,2) : /a2 +y* <z, 0< 2 <
1}.
Formel ger da:

- [,

1

1 4
= / t3dz =7 {Z—} =
0 410

3°| Variabelsubstitution: Antag att f &r integrerbar, begrénsad och att D #r en begrinsad och

/Olz[//D(Z)dxdy] z

=m(D(z))=mz2

[l=~1=

miitbar mingd i R3. Om avbildningen
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r = z(u,v,w)
y=y(u,v,w)
z = z(u,v,w)

ar en omviandbar avbildning av D' pa D, diar D’ ir begrinsad och métbar, och ;”fjjj) #01D

har vi formeln:

// f(z,y,2) dedydz = // le w, v, w), y(u,v,w), z(u, v, w)] ‘(?((Z 37w>) dudvdw,  (39)

for variabelsubstitution i trippelintegraler.

Exempel 110. En viktig variabelsubstitution i R3 dr dvergdngen till sfiriska (rymdpolira) koor-

dinater:

( .

x =rsinfcosy
y =rsinfsinp
(2 =T7cost
(1 >0, rSiud e
{0<b<m
\O < <27

ger omuvindbar avbildning pa R3\z— azeln.

jﬁf}’g”g =1r2sinf, se Exempel 56 b).

Vi beriknar [[[g2* dedydz, dir S dr enhetsklotet a® + y* + 2* < 1.

Losning: Om D = S\z—azxeln sa dr integralerna éver S och D lika. (z—axeln nollmdngd).

D' ={(r,0,0):0<r<1,0<0<m,0<p<2r} avbildas omvindbart pa D.
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/// 2? dedydz = // 2% dzdydz /// r? cos® Or? sin  drdfdyp
S D '
1 T 27
= / (/ (/ r* cos? O sin 0 d(p) d@) dr
0 0 0
1 s ™
=27 (/ r4dr) (/ cos’fsiné d@) = 2% [—% cos® 0}
0 0 0

(S

I
W=

|
—

|
W=
~—

(=1

Exempel 111. Overgang till cylindriska koordinater: (Exempelvis vid rotationssymmetri kring

z—azxeln)

(2 = rcosv
Yy =Trsinv
[z =u
(r >0
0<v<2r

\—OO<Z<OO

ger omuvindbar avbildning pa R3\z— azeln.

(31%:35)) =r, se exempel 6, demo 5, ar 2016.

Ezemplet 109, I = [[[, z dedydz dver D = {(z,y,2) : y/22 +y? < 2,0 < 2 < 1}

Kan lésas med cylindriska koordinater:

T = T CoSv 0<u<l
= rsinv 0<wv<2rm
2= O<r<u

Da ger formel :
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///Dzdxdydz: ///ur drdvdu:/;w /oluwd“ b

0<u<l w2
0<v<2rm ’

O<r<u
~u—du>dv
2
:27T-[u—4]122
8]y 4

2.5.1 Tabellerade tillimpningar av dubbel- och trippelintegraler

c\
¥
N
h

N

o

Il
VR
c\

¥

—_

o,

S
N———
VR
O\H
| S,

oL

Iy
N————

Area och Volym:

Arean av en begrinsad och métbar méngd D C R? kan beriknas med dubbelintegralen:

A(D) = / /D - dedy. (40)

Volymen av en begrinsad och mitbar mingd K C R3 kan beriiknas med trippelintegralen:

V(K) = / / /K - dedydz. (41)

Massa och tyngdpunkt

Massan av en begrinsad och métbar mingd D C R3 med ytdensitet p(x,y), (kg/m?), ges av:

(D) = [[ ploypasdy (43)

och tyngdpunkten T' = (z7,yr) av
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M(lD JIpzp(z.y) dedy, (44)
Yyr = M(lD fnyp x,y )dl’d’y

Massan av en begrinsad och mitbar méingd K C R3 med volymdensitet p(z,y, z), (kg/m?), ges av

_ / / /K o,y 2) dadydz, (45)

och tyngdpunkten 7' = (z7, yr, 21r) av

I = ﬁk) fffk pr(l', Y, Z) dxdydz,
yr = wig JS S yela,y, 2) dedydz, (46)
2p = m [[], zp(z,y, z) dedydz.

Exempel 112. Bestim massan av kroppen K, K = {(z,y,2) : 0 < 2 < 1—(2®> +y?),z > 0}, med

densiteten p(x,y,z) = 2 — .

D halvcirkelskivan 22 + ¢ < 1,z > 0.

M(k) ©

—(z%+y?)
///2—3: dxdydz—// — ) / 1-dz | dedy
//2—:10 l(x“" dxdy—//Q—x — (2® + ?))dady
polara koord /2 ! 3 2 4
(2 —7rcosf)(1 —r?)r drdf = 2r — 2r° — (r* —r%) cosf dr ) dd
D’ —7/2

/2 1 1 1 ! ”/2 1 2
= / {7’2 — —rt = <— - —7“5) cos@} df = / (— - — cos@) de

i 2 3 5 0 a2 \2 15

0 2 /2 ™ 4
= {———sin@] —— —
2 2

<

15
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2.6 Integralkalkyl for vetorfilt, kurvintegraler

En funktion F' : R*>R? kan tolkas som ett plant kraftfilt, (gravitationsfilt, elektriskt filt),

F(r) = (P(z,y), Qz,y)),

som i varje punkt 7 anger den kraft en enhetspartikel (en-
hetsmassa, enhetsladdning) paverkas av.

Om partikeln forflyttas lingd kurvan I', fran A till B,
utfors ett arbete som kan beréknas med en kurvintegral.

Om forflyttningen sker raka vigen fran p och ¢
under en konstant kraft F' fas arbetet som produkten av
vagen |G—p| och projektionen | F'| cos « pa rorelseriktningen.

Arbetet blir da

A =|q—pllp|cosa = F-(q—p)

Om partikeln ror sig ldngs kurvan I' med parameter-
framstéllning 7 = 7(t),a < t < 3, t : a« — f och
paverkas av den variabla kraften F' = F(7), sa kan en “li-
ten” forflyttning fran 7(¢) till 7(¢ + d¢) approximeras med
den ratlinjiga forflyttningen dr = 7/(¢)dt i tangentriktning-
en. Det av kraftfiltet utrdttade arbetet blir approximativt:

F-dr = F(#(t)) - ¥ (t)dt,

och hela arbetet langs I" ges av:
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Definition 38. En kurva T i R? (eller R3) dr regulir om den har en parameterframstillning

r(t),a <t < B, t:a — B, sadan att 7 (t) #0 och 7'(t) dr kontinuerlig pa [o, f]. Kurvan dr

styckevis reguldr om den dr regquldr forutom i ett dndligt antal punkter ty,...,t, € |, 5].
n v m v
i Y(p) 0 A Y ()
V(o) o v o "
Y — %) g_ﬁﬂadvv(s Wﬂv PRV N
P = r,q *’P *‘{73 '("r?

Kurvan T dr sluten om 7(a) = 7(8) och enkel om det inte finns t1,ty €|a, B[: t1 # ty och 7(t;) =
7 (t2).

- - Nty =)
V=% () CD e ‘“‘@@

S bon o St | oy sl

Definition 39. Antag att F dr en kontinuerlig funktion fran R™ till R*, n = 2 eller 3, och att
I' C Dg dr en regulir kurva med parameterframstillning ¥ = 7(t),a < t < b, t : a — b. Da

existerar kurvintegralen av F lings kurvan T':

— b —
/F F(F) - dF = / (F(F(t)) - 7(t)) dt (47)

Om T dr styckevis requlir, ' =11 + ...+ T, gdller:

/F(f)~df:2/ F(7) - dr.
r j=1 7T
Anmirkning. Kurvintegraler kallas dven linjeintegraler. Om komponenterna for F dd n = 2 dr

P(z,y) och Q(z,y) och fir #(t) : {x = x(t)

0 har vi F -7 = Px' + Qy', och formel kan da
y=y
omskrivas 1 differentialform:
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/FP dz +Q dy = / (P(x(t),y(t)2'(t) + Q(x (), y(1)y/ (1)) dt (47)

Din=3med F=(P,Q,R), 7= (x,y,2) har vi

b
[ P syt = [ P00,/ 0+ Qolt) (0) 500 O+ REx(0).y(0). (1) (0
a (a7)
Exempel 113. Berdkna kurvintegralen [, xy dy dir T' dr bagen fran (0,0) till (1,1) av parabeln
2

Yy =x°.

x(t) =1t

0<t<1,40—1.
y(t) =t

Losning: ' kan exempelvis parameterframstdillas genom {

11

(v,0)

Formel (AT’ ger:

' ! #L1t 2
/xydyZ/t-t2-2t-dt:2/t4dt:2{_] -
r 0 0 5 0 5

z(t) =+t 0<t<1,

Med parameterframstdllningen T" :
P f g {y(t):t, t:0—=1

1 1 9 5
Jr 5

0 0

Forsta framstillningen reguldr den andra inte, ty x'(0) existerar inte.

Kurvintegralen beror pa genomloppsriktningen (orienteringen) av kurvan T .

Antag att T : 7

r(t),a <t < bt:a—b Med —T avses samma kurva genomlopt i motsatt

riktning, t - b — a. Da gdller:
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dvs. kurvintegralen byter tecken.

Ddremot dr kurvintegralen oberoende av parameterframstillningen,sa ldnge genomloppsriktningen

bibehalls.

Exempel 114. Berikna [,y*de — 2*dy dir T dr omkretsen av triangeln med horn (0,0), (1,0)

och (0,1), genomlipta i denna ordning.

Losning: fT = frl + fr2 + frg'

%' .
(o)
Pa &
(g‘,) P,‘ b[u)>x
T=T’,\«-\"L+T'3
[2(t) =t
/ygdx—x3dy: yt):O 0 1—t*-0)dt=0
I t:0—1
[ a(t) =t 0 ]
/ y*dr — 23dy = |y(t) =1—1t :/ [(1—t)? 1 (=1)]dt = —=
Iz | t:1 =0 1 2
-J,‘(t) =0 0
/y3dw—x3dy: y(t) =t :/[t3-0—0-1]dt:0
s t:1—=0 1

Svar: fT y3dr — 23dy = —%
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2.6.1 Greens formel med Tillimpningar

Om en kurvintegral ldngs en sluten och enkel kurva I' som genomléps i positiv led,

(omradet D innanfor I till vanster om kurvans genomlopps-
riktning), &r for svar att berdkna kan man ibland skriva om
problemet med Greens formel och berdikna en dubbelinte-
gral 6ver D.

N

Exempel 115. Berdkna §F yr dr + edey ddar I' dr den positivt orienterade randkurvan till det

slutna omradet D = {(x,y) : 0 <2 < 1,0 <y < 2%},

q
k|
2
> X
o T 1

[2(t) =t ] 1
/ywdx+ey2dy: y(t) =0 :/(O-t-1+1-0)dt:0
I [t:0—1 0

2 —x(t>:1_ 1 2 1 2

/ymdx+eydy: y(t) =t :/(t-1-0~|—et)dt:/ el dt
Ty [t:0—1 0 0

[2(t) =1t 1
/yxdx—l—eyzdy: y(t) = 12 :—/(t2-t-1+et4-2t)dt
Is [t:1—=0 0

Alltsa gdller:

1
j{yas dz + eV dy = / (e — 2te” — ¥)dt =7
r 0

Sats 66. (Greens formel). Antag att D dr ett begrinsad omrade med en positivt orienterad rand-

kurva I’ som dr sluten, enkel, av dndlig ldngd och sammansatt av ett dndligt antal requldra delkurvor.

Antag att P,Q, P, Q;, dr kontinuerliga pd D = DUT. Da giller Greens formel:
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# Pla)ds + Qs = [[ (@ule) = Pifa, )y, (48)

Innan vi bevisar Greens formel slutfér vi Ex. 115 med hjilp av formel .

Bewis. Vi bevisar satsen for omraden D som &r enkla i z—led och y—led. Antag forst att omradet

D &r enkelt i y—led:

RS

P APT

% (0

I bada fallen ovan géller det att ¢, P dz = j?% Pdxr+ 55%) P dz, ty i en parametrisering av v; och v,
i hogra figuren &r x(t) = b respektive z(t) = a,sa dv = 2'(t)dt = 0 dt och [ Pdr = [ P dz=0.

Med parametriseringarna: [z(t) = t, y(t) = fi(t), t : @ — b] och [z(t) = t,y(t) = fo(t), t : b — d]

av 7y, respektive 9 erhalls:
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j[ z/thﬁ 1dt+/baP(t,f2(t)).1dt
_/th h(t) dt—/abp(t,fz(t)) dt

A andra sidan giller:

b Ja(z) b
// Py(z.y) dxdy—/ (/() P(z.y) dy) dx—/ [P(z,y)] () da
D a fi(z a

-/ ' e, fo(a)) do — / " Ple, () dr

Da géller det for omraden enkla i y—led att:

jI{P dz = —// P)(z,y) drdy.
r D

Antag nu att D &ar enkelt i x—led:

e Ve
ho
2
/ D I ’ jL
Y, Y, ! >
1,

Nu giiller det alltid att §.Q dy = f% Q dy + fw Q dy, ty i en parametrisering av h; och hy i den
hégra figuren &r y(t) = c respektive y(t) = d, sa [, Q dy = [, Qdy = 0.
Analogt med det foregaende fallet, (enkelt i y—led), visas:

]gQ dy = //D Q(z,y) dzdy.

Sammanfattningsvis géller for omraden som &r enkla bade i y—led och x—led att
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# Play) do+ Q) dy = [ [ (@l = Pita.) dady,

vilket ger formel . O]

Anmairkning. Om ett omrade kan indelas i ett dndligt antal omraden som dr enkla i y—led och
1 ett andligt antal omraden som dr enkla i x—led sa kan Greens formel bevisas och tillimpas med
hjilp av ovanstaende resonemang. Vi kan alltsa i Sats 66 tillata att D:s rand utgors av flera slutna,

enkla och positivt orienterade delkurvor.

Exempelvis kan nedanstaende omrade D med ”ett hal” indelas i fem omraden enkla i y—led och

T / 7

r />// \\ 1
//92 (—‘A—”// @3

4 omraden enkla 1 z—led:

Dessa uppdelningar ger:

jgpdm _ ;é Pz — —i//D P!, y)dady = —//D P! y)dady
75 Qdy :ki: ) Q- kZ / /D Qasaaty = / /D Q, (z,y)dedy

Alltsa: §. Pdz + Qdy = [[5(Q(w,y) — Fy(w, y))dxdy

Tillampning 2: Arean av omradet D innanfor en parameterframstélld kurva I' kan under ldmpliga

forutsédttningar berdknas som en kurvintegral:
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1
A://dazdy:—%ydx:%xdy:—/—ydx—i—a:dy. (49)
D r r 2 Jr

Exempel 116. Berikna arean innanfér kurvan T' med parameterframstillning 7(t) = (cost,sin®t),0 <

t<2m.

Losning: Formel ger:

2
A:// dxdyz%xdy:/ cost - 3sin’t - cost dt
- D r 0
3
4 Jo

2T
/ sin?(2t)dt =

[ENE

Tillampning 3: En besvérlig kurvintegral éver en 6ppen, enkel och styckevis regular kurva I' kan

ibland beréknas med Greens formel genom att ligga till en kurva v sa att I' + v blir en sluten

enkel kurva:

7%
¥

/F Pdz+Qdy = / /D (Q, — P))dzdy — /7 Pdx+Qdy (50) Wﬁ_\»(
r

Exempel 117. Berdikna [, y*de — 2*dy, dir T dr den évre delen av enhetscirkeln fran (1,0) till
<_17 O)

Losning: P =93, Q = —a3

x(t) =t 1
/de+Qdy: y(t)=0 :/(0-1—t3-0)dt:Q
v t:—1—1 -

Formel :
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/ Pdz + Qdy = / / y*)dady — 0
Poldra koordi " '
oldra koo inater _3. / (/ 7,,2 o dT) d6
0 0

At 3r
- Ho T

2.6.2 Konservativa falt

Om F : R*™R? F(x,y) = (P(z,y), Q(:L‘ y)), dr ett kraftfilt och T' en regulir kurva, I' : 7 =
7(t),t : a — b, kan kurvintegralen fr -dr tolkas som arbetet att flytta en enhetspartikel léings
I" fran 7(a) till 7(b). I manga tlllémpnmgar (gravitationsfélt, elektrostatiska filt, ...) beror arbetet

enbart pa start- och slutpunkt och inte pa véigen I'. Vi har i ett sadant fall ett konservativt filt,

eller ett potentialfilt.

Definition 40. Lat F : R>**R? vara ett plant vektorfilt definierat i ett sammanhdingande och

oppet omrade D. Om vdrdet av kurvintegralen

/FF(f) -dr

ar lika for alla regulira, (styckevis regulira), kurvor I' i D med samma start- och slutpunkter, sa

sdager man att faltet dar konservativt i omradet.

For ett konservativt kraftfalt F kan man fastsla en punkt p i filtet som referenspunkt och definiera

en enhetspartikels potentiella energi U(z) i punkten z = (x,y) € Dz som det arbete som utfors

da partikeln flyttas fran p till z:

U(z) = /m F(7) - dr, (51)

dér 7(t) parameterframstéller en reguldr kurva fran p till z.

Om potentialfunktionen U(z) dr kiind kan kurvintegralerna mellan punkterna A och B i filtet
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berdknas som

/ " B - dr = U(B) - U(A). (52)

eftersom det géller att

A

/BF(T)‘drz/PF(r)'dTJr/BF(T)'dTZ—U(A)+U(B)_

A p

Foljande viktiga sats ges utan bevis, se kursboken[1] Sats 10.3

Sats 67. (Karakterisering av konservativa filt.) Ldit F : R*>R? vara ett vektorfilt i ett éppet och

sammanhdngande omrade D. Da dr foljande tre villkor ekvivalenta:

a) Filtet ar konservativt,

b) §. F(r)-dr =0 for varje sluten regulir kurva i D,

c¢) Det finns en funktion U(x,y), U : R**R, definierad i D, sidan att

grad U(z,y) = F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)). (53)

Funktionen U dr en potentialfunktion till fdltet.

Anmirkning. Att (a) <= (b) inses ur foljande:

(a) <= fl‘1 F.dr = fm F - dr oberoende av valet av I'y, I’y R NN
i D fran A'till B, A, B'e D godtyckligt valda. r RO

<:>/F-dr:/ F-dr+/ F-dr:/ —/ =0 A - ‘P=l',’,+(-f'z)
T I —I's I T2 -

for varje sluten (styckevis) requlir kurva T i D.
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Exempel 118. Vektorfiltet F = (P,Q) = (ﬁ,ﬁ) dr konservativt i R*\{(0,0)}, ty for
Ulx,y) = %ln(x2 + y?) gdiller i R*2\{(0,0)} att VU(x,y) = (P,Q), duvs. i Sats 67 c) dr
uppfyllt.

Om vi vill berdkna fr Pdx + Qdy kan vi utnyttja formel

(52)-

/de +Qdy = U(0,4) — U(2,0)
I

:11n16—11n4:1 2.
2 2

p‘l‘r“\ (240) WU (aﬁ).

(Filtet (P, Q) svarar mot ett elektrostatiskt kraftfalt runt en positivt laddad rak ledare genom origo,

ortogonal mot xy-planet.)

Sats 68. Om filtet ' = (P, Q) dr konservativt i omrddet D, och P,Q har kontinuerliga partiella

derivator 1 D sa gdller

oQ 0P
v 27 4
or Oy (54)
1 hela omradet D.
Beuis.
0 _ o (U _ U _#U_ 0 (U _op
or  Ox \dy) 0xdy Oydxr Oy \ox) Oy’
]

Exempel 119. Avgir om vektorfilten:

a) (P,Q) = (asy, &+ wy);
b) (P,Q) = (2zy +y,a* + x + 3y?) dr konservativa i R%.

a) g—? =rx+yFar= %—I;, ej konservativt, Sats 68.
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b) % =2r+1= %—I;, eventuellt konservativt!

Soker potentialfunktion U : grad U = (P, Q)

5 = U(x,y) = /(Qxy +y)dr =2y +xy + g(y) g:ROR, deriverbar.

%:2xy+y
oy =1t +x+ 3y

krav:

oU
x2+x+3y2:a—y:x2+x—|—g’(y):>g’(y):3y2:>g(y):y3+C,CeR

S U(x,y) = 2%y + zy + 32 + C potentialfunktion for alla ¢ € R.
. Sats 67: (P, Q) konservativt vektorfilt.

Definition 41. Ett éppet och sammanhingande omrdide D C R? dr enkelt sammanhdingande om

omradet innanfor varje enkel och sluten kurva I i D dr en delmdngd av D.

o~

L
R o
O owlult smmbiuvwb O oy evbulh Sevmmman gl

Sats 69. Lt filtet F' = (P,Q) vara kontinuerligt och antag att P, och Q. dr kontinuerliga i ett
enkelt sammanhdngande omrade D. Om P och Q uppfyller villkoret ,

99 _op
or Oy’

i omradet D, sa dr filtet (P, Q) konservativt.

Anmérkning. [ Exempel 119 b) ir D = R? ett enkelt sammanhdingande omrade, si Q', = 2x+1 =
P i R? garanterar att (P,Q) dr konservativt i R?.
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Bevisskiss. Enligt Sats 67 b) bor vi visa att [, Pdz 4+ Qdy = 0 langs alla slutna kurvor I'i D. Om

I' &r enkel omsluter den ett omrade 2 i D pa vilket vi kan tillimpa Greens formel:

/de+Qdy— // — P))dzdy = //dedy = 0.
0

Detta medfor att kurvintegralen lings en godtycklig sluten kurva I" &r noll (visas ej). Exempelvis

kan vissa slutna kurvor delas upp i enkla slutna kurvor:

Exempel 120. Berikna [, (ln(:p +y)+ —) do +
T

P Q
4y? =4 fran (0,1) till (2,0).

4 (9)7)
! l
‘ (4

Y‘@‘azo

%)

Losning: Vilj D = {(x,y) : x +y > 0}.
=P iD.

D enkelt sammanhingande dppet omrdade, P,Q, P, Q.. kontinuerliga i D. Q) = x+y)2 .

Sats 69: (P, Q) konservativt i D. Viljes ny vdg:

0

2
lt 1 -1 -dt — 1.
// /<n+ 1) +/12+t at

= [tIn(t + 1)]2 + [2In(2 + #)]) = 2In 2.

II_J\
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2.7 Parameterframstillning och areor av ytor i R’

For att parameterframstélla en rymdkurva riacker det med en paramter ¢ och en avbildning
7 ROR3 7(t) = (z(t),y(t),2(t)),t € [a,b]. Paramterframstéllning av en yta i R kriver tva
paramterar u och v och en avbildning 7 : R**R3, 7(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D dir

D ar ett "omrade” i R2.

Definition 42. Ett dppet omrdde D i R? dr en dppen och sammanhdingande punktmdngd. Om

A dr ett oppet omrade kallas en mdingd D = AU B, B C 0A, ett omrade och D = AU 0A ett

slutet omrade.

g Ay
Vel \
" B
< (

~f ‘l
éwwﬁ;ﬁxi&‘ cl bk ow\ be

x(u,v) = sinu cosv

Exempel 121. Avbildningen < y(u,v) =sinusinv  avbildar rektangeln D = {(u,v) : 0 < u <
z(u,v) = cosu

7,0 <wv < 2w}, pa sfiren x* +y* + 22 = 1.

Rektangelsidorna v = 0 och uw = 7 avbildas pa polerna “‘
(0,0,1) resp. (0,0,—1). 5
I dvrigt dar avbildningen omuvdindbar.
Antag att avbildningen 7 = 7(u,v), (u,v) € D, med komponenterna
x = x(u,v),
Yy = y(“? U)> (U, U) €D, (55)
z = z(u,v),

ar kontinuerligt deriverbar, dvs. partiella derivatorna av z,y och z med avseende pa u och v ar

kontinuerliga i D.
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Om v = vy = konst. och u varierar, beskriver 7(u,vy) = (z(u,vy), y(u,vo), z(u, vo)) en kurva pa S

med tangentvektorn 7, = (2., ., z,).

Om u = uy = konst. och v varierar, beskriver 7(ug,v) = (z(ug, v), y(uo, v), z(ug,v)) en kurva pa S

med tangentvektorn 7, = (x), v, z!).

Antag att 7, # 0 och 7, # 0. Om (u,v) = (u(7),v(7)) &r en regulér kurva i D med (u(7),v(n)) =

(uo, v9), sa avbildas den pa kurvan 7(7) = 7(u(7),v(7)) pa S, med tangentvektorn, (for 7 = 79),

f/(To) = f;(UQ, UO) . Ul<7'0) + f;(UQ, Uo) . 1/(7'0), (56)

som &r en linjarkomination av 77, och 77,.

Om 7, och 7, &r linjart oberoende spénner de upp ett plan i vilket alla tangentvektorer ligger,

tangentplanet till S i punkten 7(ug, vp).

Da har vi att 7, x 7, # 0 och 7(ug, vy) &r en reguldr punkt. Tangentplanets ekvation:

((l‘, Y, z) - f(u()?vo)) : (f/u(uo’vo) X flv(u()?UU)) =0,

dér normalvektorn 7, x 7 i punkten 7(ug, vg) ar:

e1 T x
u v d d d
X = les yh | (d@"z), d“’x),dw)) | (57)
63 Z; Z/ (u7 U) (U’7 /U) (u7 /U) |(u0,v0)

Dérmed blir tangentplanets ekvation:
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(0= G+ - G + - 20§

Planet tangerar ytan S i (o, Yo, 20) = ((uo, vo), y(uo, Vo), 2(to, vo))-

~—

=0 (58)

Om 7/, och 7 &r linjért beroende &r 7(ug, vo) en singulir punkt och 7, x 7/, = 0. Vi har att 7(ug, vo)

ar en singuldr punkt om och endast om

<

Ett ldmpligt regularitetsantagande &r da att 7, x 7 # 0.

Vi skall nu resonera oss fram till en formel fér berdkning av arean hos en buktig yta.
Lat 7 = 7(u,v), (u,v) € D, vara en parameterframstéllning av ytan S i R3.

Hlw eiV)

YybV =
Tangentplanet till S 1 punkten 7(u,v) spénns ¢
upp av 7, och 7,. Vi approximerar ytavsnittet
som begrénsas av parameterkurvorna mellan
7(u,v), 7(u,v + Av), 7(u+ Au,v + Av) och 7(u + Au,v) S
med parallellogrammen som spanns upp av 7,Au och 7, Awv. Wurau)

¥ (vsae, veav)

Den geometriska tolkningen av vektorprodukt, ger att parallellogrammens area &ar

|(7 Au) x (T)Av)| = |7, x 7| AuAw.

Vi kan da betrakta dS = |7, x 7, |dudv som ett area element pa S och definierar:

Definition 43. Om ytan S har en kontinuerligt deriverbar parameterframstdillning 7 = 7(u,v), (u,v) €

D, sa definieras arean av S genom:

A= // |70 x 7 |[dudv (60)
D

Ofta anviinds symbolen [, dS som beteckning for (60). (Jamfor med skrivsittet [ ds = [ f |7 (¢)|dt
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for bagldngd hos I').
Exempel 122. Vi berdknar arean av sfiren x? + y* + 22 = 1 med parameterframstillningen:
x(u,v) = sinu cos v,

y(u,v) = sinucosv, D ={(u,v):0<u<m0<wv<2r} Jamfor Ezx. 121.

z(u,v) = cosu,

Vi utfor kalkylerna:

{f’ = (cosu cos v, cos usinv, — sin u)

7 = (—sinwusinv,sinu cosv, 0)

7 x| D . (kolla!)

< (y,2) d(z2) d(%ﬂ))
d(u v) d(u, v)’ d(u,v)

= |(sin® ucos v, sin®usinv, sinwucosu)| = sin .

T 27
/ |7 X T |dudv—// Slnududv:/ (/ sinudv) du = 4.
0 0

Ett viktigt specialfall &r nédr ytan S dr en funktionsyta z = f(x,y) dver D. Den kan da parame-

terframstéllas: x = z,y = y,2z = f(x,y), med x och y som parametrar och 7, = (1,0, f.), samt

r, = (0,1, f,), 7, x 7, = (=fi,—f;,1).

x’ y’

Dérmed reduceras formel till

= [[ i+ ey 5 e dody (61)

(Jamfor med baglangdsformeln for y = f(z)).

Exempel 123. Berikna arean av ytan z = x* + 2xy — y> + 4 dver enhetscirkelskivan x* +y* < 1.
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Ldsnmg' fr=2x+2y, f, = 2x —2y. Formel

o T
— [[ VIS dndy
D
Polc’ir&koord // m - drdd

1 2
=/ (/ m-rd8>dr
0 0

1

1
1

= 27r/ (14822 rdr =27 [—(1 + 87"2)3/2]

0 24 .

=—m (~6,8)

Betrakta en kurva K med parameterframstillning:
r=x(
®) , t :tg — t1, 1 zy—planet. (Kan anta att
y =y(t)

y(t) = 0).
Rotationsytan da kurvan roterar kring xr—axeln ges da av

{( 0) = (x(t), y(t) cos b, y(t) sin 6),
D={(t,0) :to <t <t;,0<6<2r}

€1 l',(t) 0

\(“(l")\?\

Ty X Ty = |&a y'(t)cosO —y(t)sinb| = (y' (t)y(t), —2'(t)y(t) cos O, —z'(t)y(t) sin H)

)
és y'(t)sinf y(t)cosh

7 % 7l = v/ (' (Dy())? + (2 ()y(1))* = y() V' () + ' (t)?

Da ger formel arean for rotationsytan:

= /D |7 x 7| dtdf = /0% </tt y(t)\/Wdt) d0 = 27 /: y(1) /Y (8)2 + 2/(t)? dt.
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y =y(r)

T =,

Speciellt om K &ar en funktionskurva { x € |a, b], erhalls formeln:

Azzﬁ/ y(2) - /T + g/ (@)2da. (62)

Exempel 124. Ldt parabelbigen y = 22,0 < x < /2, rotera kring y—axeln. Berdkna arean av
rotationsytan.
Lisning: y = 22,0 <z < V2, <=z = VY, 0 <y < 2. Dirmed ger formel (62)) att den eftersokta

rotationsarean ar

2 2
1
éZ%/ ﬂf(y)\/1+x’(y)zdy=2ﬂ/ \/5-\/1+@dy
0 0
2 1
:W‘/ \/4y+1dy:7r[6(4y+1)3/2]
0

™

6

2

0
13

(92 - 1) = 5 (~13,6)

2.7.1 Ytintegraler

Lat S vara en parameterframstalld yta, med vétskegenomstrommning. Vétskans hastighet o(7(u, v))

varierar till storlek och riktning med punkten 7(u,v) pa ytan. Vi vill berdkna den vitskeméangd
som per tidsenhet paserar genom ytan.

Ytan S uppdelas i N sma delar som vi approximerar med prallellogrammer R;, j = 1 N

g ey 5

med areor AS; och vitskans hastighet genom R; &r approximativt konstant v; = o(7(u;, v;)), dér

7(uj,v;) ar en punkt i R;.
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Vitskeméngden per tidsenhet som strommar genom R; bil-
dar en parallellepiped med basytan AS; och kantliangd |v;|.
Hojden &r da |v;] - cos a;.

Volymen = |v;| cos a; - AS;.

Totala viatskeméangden fas som

N
Z 10| cos a; AS;.
j=1

n

Enligt sida 210 dr AS; = |F, x 7| m(D;), dir D; &r motsvarande omrade i uv—planet.

Dérmed kan den totala vitskeméngden per tidsenhet (approximativt) uttryckas som

=z

N
> Jvj] cos a7, x Folm(D;) =Y vy (7, x T, )m(D;)

j=1 j=1

= Z[T)(f(uﬁvj)) (T (g, v5) X 7, (g, v5))m(Dy),

Vilket ar en Riemannsumma till dubbelintegralen:

= / /D B, ) - (7 (1w, 0) x 7. (u, v))]dudo,

Definition 44. Antag att F : R**R? dr kontinuerlig och att en yta S i F:s definitionsmdingd dr

given genom parameterframstillningen ¥ = 7(u,v), (u,v) € D, med 7, och T, kontinuerliga, (utom

eventuellt pa en nollmdangd D' C D).

Dubbelintegralen

/ /D (F(F(u,0)) - [7 (0, 0) x 7. (u, v)]}dudo (63)

kallas ytintegralen av vektorfiltet F 6ver S i normalriktningen 7, X 7!, och betecknas I] s F.ds.
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Om vi betecknar F(z,y,2) = (P(z,9,2), Q(x,y, 2), R(x,y, 2)) och #(u, v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v))

kan integranden i (63)), med stod av sida 9, (formeln for @ - (z x g)), skrivas som

P
QO oy _ pd(y2) +Qd(z,:c)+Rd(:v,y),
R Z/ Z/ d(u7 U) d<u7 /U) d(u7 U)

varfor kan skrivas:

/ /D {P(r(u, v) jéz’ j; QU ) 3 4 R(r(u, ) S } dudv, (63)

och betecknas kortare:

// Pdydz + Qdzdz + Rdzdy. (637)
s

Exempel 125. Berdkna I = ffs x dydz +y dzdz + 2 dady, ddr S dr mantelytan av en cylinder

med normalriktning utat, da D = {(u,v) : 0 <u < 27,0 <wv < 1}.

Lésning:
( d(y,2) cosu 0 2
o) = 0 = Ccosu
T = Cosu
Yy =sinu g(z@) = 0 ! =sinu
(u.) —sinu 0
z =, }
d(zy) | sinu 0 —0
\ d(uw) cosu 0 '

S // {cosu(cosu) + sinu(sinwu) + v - 0}dudv = // 1-dudv = 27.
L 5 5 £
e; —sinu 0
Fox T =lea cosu 0| = (cosu,sinu,0)
€3 0 1

r(0,0) = (1,0,0)

(7, x 7,)(0,0) = (1,0,0)  Normalriktning utat!
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Observera att ordningsfoljden pa differentialerna i en ytintegral inte ar godtycklig, exempelvis:

d(y, z) d(z,y)
dydz = dudv = — dudv = —dzdy.
yes d(u,v) uew d(u,v) uew =

Om vi med —S betecknar ytstycket S med normalriktningen 7, x 7, = —7,, x 7,, géller:

//FdS // (7 x 7, )dudv = — // (7 x 7, dudv:—//SF-dS. (64)

Fysikalisk tolkning: Om vétskan i inledande exemplet strommar genom ytan at ena hallet,

riknas “flodet” at andra hallet som negativt.

Anmirkning. Vi betraktar enbart orienterbara (tvasidiga) ytor, for vilka man kan skilja mellan

ytans bada sidor och motsvarande normalriktningar.

Mobins’ band: Fas genom att ta en lang smal rektangulér pappersremsa och klistra ihop dess

bada éndar efter vridning ett halvt varv. Da 6vergar ursprungliga remsans 6ver- och undersida

kontinuerligt i varandra och bandet har bara en sida. Detta &r en icke-orienterbar yta.

Ytintegralen dr oberoende av ytans parameterframstéllning, bara man ser till att ordningsfoljden
pa parametrarna ar sadan att ytans orientering inte byts.

Antag att vi gar 6ver till nya parametrar u’, v’ genom avbildningen

u=u(u,v),
v=uo(u,v).
och antag att avbildningen har kontinuerliga partiella derivator av forsta ordning, samt att D’

avbildas bijektivt pa D. Da ger variabelsubstitution i dubbelintegral och Sats 27 for funktionalde-

terminanten av en sammansattning att:
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S0 = ] om0 )
I A ézf%w-zizzziwzﬁz:zi
—a [ [P Mun) g den) g e

dér tecknet i sista ledet beror pa om normalriktningarna 7, x 7, och 7, X 7., 6verensstdmmer eller

inte. Om

bibehalls ytans orientering vid parameterbyte.

Om ytan S delas i tva delar S; och S5 genom att omradet D delas i tva delomraden D; och D,
sa att 7 = r(u,v), (u,v) € Dy och 7 = 7(u,v), (u,v) € Dy, blir paramterframstillningar av 5

respektive Sy sa giller:

F.dS = F-dS+ F-ds, (65)
[ 7eas= ][ Feas ]

eftersom [ [ {F(7(u,v)) - (7, (u,v) x 7, (u, v)) }dudv kan delas upp i summan av dubbelintegralerna
over Dy och D,. Formel géller for uppdelning av D i ett dndligt antal omraden.

Exempel 126. Berdkna flodet ut ur omradet K : 2® + y* < z < 4 for filtet F = (z,vy,3).

Losning:
T = 7rcosf ( d(y,2) sinf rcos6 w 2 S,.
o d(re) 0 0 =
S1:qy=rsinb, . (?
0 —rsind V)
< d(zy) _ [CO8 _
D, - {O <r<2, a(r,0) s 1eosd r 32
0<0 <27 \
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e; cos —rsinf
Tl X Tp=|eg sinf rcosf | =(0,0,7) riktad utat.
€3 0 0

Flodet genom Sy ges av:

L = // rdydz + ydzdx + 3dxdy = 3 // dzdy
= S S1
q 2 2 2712
=3 / (x’y)drd0:3/ (/ rdr) dd =327 - {7’_] = 127,
b, d(r.0) 0o \Jo .

0

4 .
—— 3((37;)) _ sinf rcosf 92 e0sf

Sy y=rsinb, 2r 0

2° .2 2 0
) z=r ?1((273)) — " _ = —2r2ginf
0 <o T cos@ —rsind

. T _— b d(‘r7y) p—

DQ'{0§9<27r e — "

7 X 7y = (—2r?cosf, —2r%sin 0, r) riktad indt!

Da kan flodet Iy genom Sy berdknas med .'

I, = // = —// = —// {rcos - (—2r*cos) + rsin(—2r*sinf) + 3 - r}drdd
= S —Ss Do

2 7,,4 3 2
= // (2r® — 3r)drdf = 27r/ (2r® — 3r)dr = 27 {— — —7“2}
Do 0 2 2

0
:4:71-_

Totala flodet ut ur K genom S = Sy U Sy ges da med stid av formel av:

//F-dS:// F-dS+// F.dS =121 + 47 = 167.
s S1 So -
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2.7.2 Stokes Sats

Stokes sats anger ett samband mellan kurvintegralen 6ver en sluten rymdkurva I och

ytintegralen 6ver en yta S med I' som positivt orienterad rand.

Att T ar en positivt orienterad rymdkurva till S betyder
att fran spetsen av normalvektorn n betraktat genomlops
I sa att S ligger till vanster om I'. (Om S ligger till hoger
om I' &r randen negativt orienterad.)

Definition 45. Fir ett vektorfilt F = (P, Q, R) definieras rotationen rot F' som vektorfiltet:

0
€1 oz P
pfo & ol (2r 0@ o om oq or
rotl = (e % Q| = <8y 0z 0z Oz’ 0z Oy ) o
€3 9z R

Rotationen kan uppfattas som en vektorprodukt av operatorn V och F:

V x F =rot F.

Antag att ytan S har parameterframstéllning 7 = 7(u,v), (u,v) € D, att 9D kan paramter-
framstéllas (u,v) = (u(t),v(t)),t € [a, b]
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2.7.2 STOKES SATS KAPITEL 2. DEL 2

Lat I" har parameterframstéllning z(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t : a — b. (F(u(t),v(t)) = z(t)).

Sats 70. Antag att F = (P, Q, R) dr kontinuerligt deriverbar, att #(u,v) har kontinuerliga partiella

derivator av andra ordningen och att Greens formel kan anvdindas pa D och 0D.

Da giller: (Stokes sats)

AF(%)-diz/érotF-dS:/é(V><F)~dS. (67)

I komponentform:

/ Pdz + Qdy + Rdz — / / (R — Q)dydz + (P, — R)dede + (@ — P)dady. (67
T S

I tva dimensioner (R = 0,dz = 0) reduceras till Greens formel.

Exempel 127. Anvind Stokes sats for att berdkna kurvintegralen [, —y*dx + 2*dy — 2°dz dir T
dr snittet av cylindern 2% +y* = 1 och planet x +y + 2z =1 och T’ l6ps moturs.

2

s

Lésning: Ytan S definieras genom z = 1 —x —y for 2® +y? < 1.
Parametrisering:

z(u,v) =u
y(u,v) =v (u,v) € D = {(u,v) : u* +v* < 1}

z(u,v) =1—u—w,

€1 1 0
moxXTo=lea 0 1|=(1,1,1), T positivt orienterad.
€3 -1 -1

R, —Q.=0
F=(-y*2*-2%=(P,Q,R),{ P.—R. =0
Q, — P, = 32" + 3y*
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2.7.3 GAUSS’ SATS KAPITEL 2. DEL 2

Da ger formel (67°) att:
/ —Pda + 2°dy — 2°dz = //(33:2 + 3y?)dxdy
r S
_ d(z,y) _ 110l _ _ 2 2
1 1

Poldira 27 4
0 0 4 0 é

2.7.3 Gauss’ Sats

Greens formel i planet har ytterligare en motsvarighet i R3. Lat D vara en kropp i R® med en

sluten begrinsningsyta 0D. Ytintegralen av F' = (P,Q, R) 6ver D kan beriknas med en trip-

pelintegral.

Definition 46. Divergensen for F' = (P,Q, R) definieras genom

div F = P, + Q, + R.. (68)

Sats 71. (Gauss’ Sats). Lat F' = (P,Q, R) ha kontinuerliga derivator i kroppen D C R3.

Lat 0D wvara en sluten och styckevis reguldr randyta till D. Da gdller:

//BDF-dS:///deFdxdydz. (69)

I komponentform:

// Pdydz + Qdzdz + Rdzdy = /// (P, + @, + R.)dzdydz. (69")
oD D

Exempel 128. Berikna [ (4x +y)dydz + (2z + 5z)dxdy, dir S dr enhetssfiren med utdtriktad

normal.
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2.7.3 GAUSS’ SATS KAPITEL 2. DEL 2

Lésning:
D={(z,y,2): 2>+ + 22 <1}
0D = {(x,y,2) 1 a® +y* + 2* = 1}
F=(P,Q,R)= (4 +y,0,2x + 52)
Pl=4,Q,=0, B.=5

Da ger (69):

//(495 +y)dydz + (2x + 5z)dzdy = /// (4+ 0+ 5)dzdydz
S D
4dm
:9-/// 1-dxdydz:9~V(D):9~?:127r.
D
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