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!� ����� �Xb#$�
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!��� #
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6&�� � �0& �����`b#$ � �
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s � ����� ��	 #

Z =
� � 
 ��� � 	�
^& �

= L2([0, 1];R) = L2(0, 1)

����� ��	 �0 
!���[ 

Az =
d2z

dx2

��� ���
�j"�� �����0" ���[ 
!���
z ∈ Z

� �
����� ���[ � �[,��
z ∈ D(A)

# �����},������`,�
!�/ �Xbd$��- � s
, � ��� �
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D(A)
��� ����
 ���

z ∈ Z


��"
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	 ��� # �!#��

d2z

dx2
∈ L2(0, 1),
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z
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� ��� ��� �����
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s � � � � �N	�#

� :��N��<>�R<P����8 �`8��`8 W1,2(0, 1)
��� � ��� � ��� �
� �>$���&����������

z : [0, 1] 7→ R
7 ���`& � 
6 �

�
� ���������6 H,
z(t) = z0 +

∫ t

0

w(s) ds

���[ �� �[, �
z0 ∈ R
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w ∈ L2(0, 1)

#
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w = z′
#

���d$��������[ 
z ∈ W1,2(0, 1)

�37 � ��
Ro��
z(t) = z0 +

∫ t

0
z′(s) ds

�37 ���0 �
z′ ∈ L2

#

� :��N��<>�R<P����8 �`8�� � W2,2(0, 1) =
��� � � ��� �
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z ∈ C1[0, 1]
7 � ��� � "��X �`o 
@s

���po��
z′

��
 ��������� �
z′ ∈ W1,2(0, 1)
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t ≥ 0 �
� ��� �>$���&��������
x 7→ z(x, t)� ���������
� ��� W2,2(0, 1)
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� ���0 �& �
�%"���� ����� ���� ��� 
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x 7→ z(x, t) ∈ W2,2(0, 1)
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z′
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x
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z′(0, t)
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z′(1, t)
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D(A) = {z ∈ W2,2(0, 1) | z′(0) = 0 = z′(1)} #

� �?�R:�� r �0 � 7 � ��
6" � W �0$%,�

��� � �6$��%"�
6 � &����%"�� ��������	 # � �P7 � ����� ��� 
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D(A)
7 �[$ �-" ��
Ro���� ��� �

W2,2
0 (0, 1) = {z ∈ W2,2(0, 1) | z(0) = 0 = z(1)}.
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��� �!�����X 	 ��� � ���������+&��������[$� �
!� ��������# r �X � 7 � ��
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Az =
d2z

dx2
,

D(A) =


� 

� �Ro��
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B = 1 =
�`"�� ������� � ��	 �0 
!���6 ⇒ � 
!� ��� 

� �����[ �, 
!��� � %

{
z′(t) = Az(t) +B u(t), t ≥ 0
z(0) = z0 ∈ D(A) since z(t) ∈ D(A)

���6 
!���
t ≥ 0.

� =:,B\�KD06*(, < =:C�� � ��
!� ���[7 � ��� � ��� 
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6 �l&������H ���M^

z(1, t) = w(t) =
������&������H ���

.
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 � ���[ H&��
z(t)

��� ��� 
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D(A)
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�����X,�� � � � �X"
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#
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z(x, t) = eλtv(x)..�$ ��� ��� �!$ � � ������� �0bd$�
!� ����� ��� �����

λeλtv(x) = eλtv′′(x)
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+ · · ·
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������� �xo ��%

v′′(x)− λv(x) = 0; v′(0) = 0 = v′(1).

����� ������� 	 ��� � ��������� ���`$ ����������
6 �

v(x) = constant · cos(
√
−λx),

7 ���X �
√
−λ = nπ,

� # �
# �
λ = −n2π2, n = 0, 1, 2, . . .
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� � ����
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‖v‖2 =

∫ 1

0

|v(x)|2 dx = 1.
������� ��� 
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vn(x) =

{
1 , n = 0,√
2 cos(πnx) , n = 1, 2, 3, . . .
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z(x, t)
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z(x, t) =
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n=0

zn(t)vn(x),

7 ���X �
zn(t) = 〈z, vn〉 =

∫ 1

0

z(x, t)vn(x) dx.
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〈zt, vn〉 = 〈zxx, vn〉+ 〈u, vn〉.
������� ���po�� �����[ 

n = 0

∫ 1

0

zt dx =

∫ 1

0

zxx dx+

∫ 1

0

u(x, t) dt

?⇐⇒ d

dt

∫ 1

0

z(t, x) dx

︸ ︷︷ ︸

=z0(t)

= zx(1, t)− zx(0, 1)
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ 1

0

u(x, t) dx

⇐⇒ ż0 =

∫ 1

0

u(x, t) dx.
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u(x, t) =
∞∑

n=0

un(t)vn(x);
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un(t) = 〈u, vn〉 =

∫ 1

0

u(x, t)vn(x) dx.
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� �Ro�� �Xbd$�
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ż0(t) = u0(t), t ≥ 0.
. ���%& �

z0(0) =
∫ 1

0
z(x, 0) dx =

∫ 1

0
ξ(x) dx

�����0 ��7 ��$ � �0" � � 4�% %	� 7 ��& 
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z0(t) = z0(0) +

∫ t

0

u0(s) ds,

7 ���X �
z0(0) =

∫ 1

0

ξ(x) dx
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u0(s) =

∫ 1

0

u(x, s) dx.
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 � �`,�����
^  ���H$�� � �P �0, �0, � �0 � � ���������[ 
!������� 	�
6 ��� %L^

żn(t) = −(nπ)2zn(t) + un(t),
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zn(0) =

∫ 1

0

z(x, 0)vn(x) dx
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un(t) =

∫ 1

0

u(x, t)vn(x) dx,
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zn(t) = e−(nπ)2tzn(0) +

∫ t

0

e−(nπ)2(t−s)un(s) ds.
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n = 0

��� 
 � 	 �X& � 
!� & 

� � �
� ��������� %�] "%"������ ����� ���0 �,��%7 � ��� �

� 1



� 
 � ��� 
!� �����[ H,�

����� %	�

z(x, t) =
∞∑

n=0

zn(t)vn(x)

?
=

∞∑

n=0

e−(nπ)2tvn(x)zn(0) +

∫ t

0

∞∑

n=0

e−(nπ)2(t−s)vn(x)un(s) ds

=
∞∑

n=0

e−(nπ)2tvn(x)

∫ 1

0

vn(y)ξ(y) dy

+

∫ t

0

∞∑

n=0

e−(nπ)2(t−s)

∫ 1

0

vn(y)v(s, y) dy ds

?
=

∫ 1

0

[
∞∑

n=0

e−(nπ)2tvn(x)vn(y)

]

ξ(y) dy

+

∫ t

0

[
∫ 1

0

∞∑

n=0

e−(nπ)2(t−s)vn(x)vn(y)

]

u(s, y) dy ds

=

∫ 1

0

g(t, x, y)ξ(y) dy +

∫ t

0

∫ 1

0

g(t− s, x, y)u(s, y) dy ds,

7 ���X �

g(t, x, y) =
∞∑

n=0

e−(nπ)2tvn(x)vn(y) = 1 + 2
∞∑

n=0

e−(nπ)2t cos(nπx) cos(nπy)
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z(x, t) =

∫ 1

0

g(t, x, y)ξ(y) dy +

∫ t

0

∫ 1

0

g(t− s, x, y)u(s, y) dy ds.
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z(t) = eAtz(0) +

∫ t

0

eA(t−s)u(s) ds.
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(T tξ)(x) :=

∫ 1

0

g(t, x, y)ξ(y) dy.
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z(t) = T tξ +

∫ t

0

T (t−s)u(s) ds.
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� � ���po�� ��' # � %
��� ��� �

x(t)
� � ��
6 � 

��

��� �> �[, ����� 	 �
�����

x(t)

!�%" ����� �v' # � % �Xo����po�� ���[ 

s,��[ � ���`,��+$ ����� � # � � �
� 
!� � �-, � �
t+ s

# %

0z (  )z   t z   s+t(       )

time time ts

�kQ38HC�D¤=
�\=@8?D]Z 7�= �&�F���	�+�F��
 �
�%�N��
 �N�%�&� 8HC�DGA�7/8
KSO\DG=�A�O<8�Z�9<8H8?D];f7/Q _�D¤=@8?9�;@89<838H7�ZUD
t
9<A�K�4-OT8?O 8H7�ZUD

t+ s
O-;L7/Q�_3D�=@8?9�;@8�9<8L8?7�ZUD9�GD];HO�9�A�K�4-OT8?OT8?7�ZUD

s � 9�=WJ/O-A�4¤9�=>_�D�6�=HD�8HC�D�=?9�ZUD
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� ��� ��� �
����
!� �v' # � % ,�

"
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ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ≥ 0,
y(t) = Cz(t) +Du(t), t ≥ 0,
z(0) = z0.
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ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ≥ 0,
z(0) = 0.

�>h�#i1�%

� :��N��<>�R<P��� � �`8��P� ����� �[���O�R����I�IK�%�D<PI><K� Q �?� ��:d���@G����D<PI�<K�tQ�;T��A Bτ
��o��X � ���

���`, � ����� �0 �o!

�
[0, τ ]

����� ��� ��	 �0 
!���6 

Bτu =

∫ τ

0

T τ−sBu(s) ds.

W �
��� � ��
!� Bτ
��� �����+,�

	�	������

u
���

z(τ)
�Q7 ���X �

z
��� ����� � ���`$ ������� �
���>h�#21�% # � �����


 � �6$��%"��X" ����� � 
6 ��	 �X �
!� �[ �> �[,
L2([0, τ ];U)

� �
Z

# ��� ��� ��� ��� � &������H ����� 
!����� � � �
,�

	F$�� �0" ���% �[$��
���[$ � ����
i4���e g�
 #
� 
!� �0 X7 � � ��

��� 
!����� 7 �������i����

� ���`,����

τ
���To!
6 � � 
!�%" ����� ���[ H,�$���

��� �X& �[, �

� �����
����� � � �-, 	����X ��� 7 � � ��� ��� � ��� � � 
6 ����� � � �-, � � � −τ � 

�%"��������i����

� � �-, � ����� � �
���0 ��%(^

{
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!	���� ��� �[ �0,

(B∗τ )−1
���M& �
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=
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=
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range (B) 
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���������� � C%�:-/> < -/C 460 � � � �
z ∈ R # ����� �

z = Bτu =
∫ 0

−τ
T−sBu(s) ds

���6 � �[, �
τ > 0



��" � �[, �
u

#

T tz = T t

∫ 0

−τ

T−sBu(s) ds =

∫ 0

−τ

T t−sBu(s) ds

=

∫ −t

−τ−t

T−rBu(r + t) ds = Bt+τv ⊂ R,

7 ���X �
v(s) = u(s + t)

���[ 
s ∈ [−t− τ,−t] 

�%"

v(s) = 0
���[ 

s > −t # ���#$�� � R��� ���do 
6 ��

��� $��%"��X 
T
����� ��& � � � ��� R #

range (B) ⊂ R � � �5$�� � 

�¦� 

	 	% � � �`, 
 �����`"�� ������� �Y	�� � � ��
!� � ��� ����	%$ � � �0&��[, � �
��� ���

δ
s �>$ �%&�� ������	�# � ���

z ∈ range(B) # ����� �
z = Bu0

���6 �� �[, �
u0 ∈ U

# * �X�����

un(s) =

{
nu0, −1/n ≤ s ≤ 0.
0,

�
��� �0 W7���� �
.

�������

zn = B1/nun

=

∫ 0

−1/n

T−sBun(s) ds (∈ R)

= n

∫ 0

−1/n

T−sBu0 ds (s→ −s)

= n

∫ 1/n

0

T sBu0 ds→ Bu0



�
n→∞.

. ���%& ��� 
6& �
zn ∈ R

��

�%"
zn → z

� 7 � ��
xo��
z ∈ R #

� T -/Z Z 06*(, � � �
V ⊃ range (B) ��� & ����� �0" 

�%"

T
s ���zo!
6 � 
!��� � ��� � �

T−sBu(s) ⊂ V
���[ 

���

u, s,

� ��� � � ���6$ ������� �6 �
!� � 
 �>$��%& ��������7 ����� � o!
!�-$���� � � ��������� � 
 & ���
� �0" �H$���� 	�
6&�� � � ��� �
��� � ����� � �6 �

� � � ��������� ��� ����� ��
^,����H$�� � 	�
6&�� %

∫ 0

−τ

T−sBu(s) ds ⊂ V.

���d$����
rangeBτ ⊂ V

���[ 

���
τ > 0

��� � R ⊂ V
#c] � R ��� &������ �0" �$

��� � R ⊂ V

#
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. � � 
6 )7 � ��
Ro�� ���� �[$��
���[$ � � �!$%"����0" &������H ����� 
!����� � � � 

�%" �
��� �X �o!
!��������� � �Ro��0 

��� ����� �������X �o!

� �
�M� � �0" �������
���

τ
� � �X&�� ��������h�# � s h�#ih�% �[ +o!
^ � ����� �������
��� � � �0& �����
�

h�# g % # � ��
!� ��

	 	 � ��� 7 ����� ������& �����! ������

��� ��� � � 
!�%" ����� �X �o!
!��������� � , 

	 � 

�
τ →

∞ �
m �0& 

���M^

Bτu =

∫ 0

−τ

T−sBu(s) ds

(Cτz)(s) = CT sz, 0 ≤ s ≤ τ.
� � � � �����$7 � ��� Cτ #Mr �0 � � ��� �	� ������� ����� ��� �
�do ���6$���^

(C∞z)(s) = CT sz, 0 ≤ s <∞.

�����X � �����
��� ���zo ���[$ � 	� �������0, � � ��7 ���-& � � 	�
6& ��"���7 �� �0bd$��- � C∞z ��� � � �������$�
� < >N*(, *@=:ZRKQ, < =:C�� � �����X 	% ��� C∞ 

� 
 ,�

	�	 ����� �> �[,

Z
� �

L∞loc(R+;Y )
# ������� ��� 


)� �X& ����� � 	�
6&��
#
� 0646=:C�H *@=:ZRKQ, < =:C�� � �����X 	% ��� C∞ 

��
 ,�

	 	������ �> �[,

Z
��� 

� � �	� 	 ��������� � 

�����

7 �����������X"
L2
s � 	�
^& �

L2
ω(R+;Y ) = y ∈ L2

loc(R+;Y ) |
∫ ∞

0

|e−ωty(x) dt <∞}.
������� ��� 
�r ����� �0 ��� 	�
^& �
#
� ;5< >WH *@=:ZRK5, < =:C�� m �Xbd$��- � ����
 � � ���M& ��

� � �
��� � � ���X,���$��%" �0 �& ����� �-"��X �
!� ����� ��
!� ������� �
C∞z ∈ L2(R+;Y )

���[ 

���
z ∈ Z

# ������� �����! H$ ����� � ���6 �	� 
6, 	���� ����� � � � � �0, ���
� � 	 �
��� ����� 
!��� � � � 

� ���!# � � � ��� 

��� � �! H$ � � �

C = 0


��" ����� � � � ���0, ��� $�� � � 
!�����!#&%

r �0 � 7 �+& ��� ��� � � ���P, ;5< >WHV*@=:ZRKQ, < =:C � 

�%"X7 �+ �0bd$��` � ����� � � � � �0, � � � � � � 	 ����� �#s
����

��� ��� ��

�����!# �v. ��� 
i. � 
 w[g�
 ���[ ��� � �!�����X � # %
� � ����� � 
6, � 7 
 � ������� ����& �����! ������

����� � � � , 
!	 Bτ

�����	� �����%"��X" � �

B∞u =
∫ 0

−∞

T−sBu(s) ds.

����� �������0 	% � � 
!� ����� ��� ����
!� ����� ����	%$ � ��� 
6& ���`o�� �> �6, ���`,�� −∞ �
� � 

�%"97 � ��� ��"

!����� � � � 
 ��� 
!�����`,�� ���0 � # � � ��
xo�� � ����� � 
6,���	 ���% � � 

��� �0 ��
!���po�� � 
!� � �����[ �
#
� < >N*(,8-/ZR,G0(>LC�-/, < �/0 �}] �����@7 �
����� ����	%$ � �>$��%&�� ����� � ����
!�jo!

����� � �[$ ��� �`"�� �
� 
 ����� ���
�������X �o!
!� #
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� 0646=:C�HA-/ZR,G0(>LC�-/, < �/0 � ] ����� 7 ��� 	%$ � �>$��%& �����
��� ���
L2

ω(R−;Y )
7 ���X �

ω
��� ���������X 

����

� ��� � �[ �@7����� 
!�����
� � ��� � � � � �0, #
� ;5< >WH)-/ZR,G0(>LC�-/, < �/0 � .�$�	�	 �
� � ����
!� ����� � � � ���X, ��� � � 	 ����� ������

��� � � ��

����� ��
!�%" 

�����@7
����	%$ ���>$��%& �������������

L2(R−;U)
#

] ��

���S7 ��& ��� �
� � � ���������` H" 

� ���X ��
!� �`o�� � � � � 
i. ��
 wzg�
 ���[ � ��� �
��� �0 ��% #
� �%�@��<��B� # 
24���e g�
 $�� ��� B∞u = ∫∞

0
T sBu(s) ds

����� ��� 
^" �

� :��N��<>�R<P��� � �����P� �Ph�# � #2' w % � ���
Σ(A,B,C,−) � � �	� 	 ������������

����� � � 

� ���!# �������

7 ��"��X�����

EH< U ����� <P� �D��<K�R: ����<P;�: �[���O�R����I�I>���D<PI><K� Q ���[ �@:d���@GB�%��<�IP<>�tQ %?,�

	 B∞ : L2(R−;U) 7→
Z

���

B∞u =
∫ 0

−∞

T−sBu(s) ds.

EH<P< U ��� � <�� �N��<K�R: �H��<>;T:F����C0:d�RJ%���D<PI�<K�tQ ;��%A C∞ : Z 7→ L2(R+;Y )
���

(C∞z)(s) = CT sz, 0 ≤ s <∞
EH<P<P< U ����� <P� �N��<>�R: ����<P;�:��[���O�x�@��IPI>�%��<�I><��tQ � ����;=<>���

LB ∈ L(Z)
���

LB = B∞B∗∞
EH<KJDU ����� <P� �D��<K�R: ����<P;�:��?�DCX:#�RJ��%��<�IP<>�tQ � ����;T<P���

LC ∈ L(Z)
���

LC = (C∞)∗C∞.

� :#;=;T� � � ���`8�� � 
�� 
 � ��� � ; 0 -Y�(=V�/0$T -(2D* -/>60^�(=:K5C�H50]H Z < C 0]-/> T -(2D*^�(0(, � 060(C, ; 0 < C�H < 4]-/,G0]H�*123-54606* 


���������� a 

� �
# . ��� 
i4���e g�


¤

� :#;=;T� � � ���`{
LCz =

∫ ∞

0

T ∗sC∗CT sz ds

-/C�H
LBz =

∫ ∞

0

T sBB∗T ∗sz ds

I =:> -/Z Z
z ∈ Z


 � ; 06*@0 < CD,G0 �/>W-/Z * 46=:C%�/0(> �50 -Y�(*@=:ZRK5,G0(ZR? � 0N�/0(C 0 
 2D=:C 0(CD, < -/Z ZR? � I =:> -/Z Z
z ∈ Z
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���������� � � ��
Ro��
(C∞z)(s) = CT sz

�
0 ≤ s <∞ ��� � ���[ 
!���

y ∈ L2(R+;Y )
�

〈y, C∞z〉L2 =

∫ ∞

0

〈y(s), CT sz〉Y ds =

∫ ∞

0

〈T ∗sC∗y(s), z〉Z ds

=

〈∫ ∞

0

T ∗sC∗y(s) ds, z

〉

Z

= 〈(C∞)∗y, z〉Z .
�����X � ���[ �

(C∞)∗ ��� ������,�

	

y 7→
∫ ∞

0

T ∗sC∗y(s) ds, y ∈ L2(R+;Y ).

�����������
����� ���0 7 � ��� ������"�� ����� �����
� �
� C∞ ���po�� �

LCz = (C∞)∗C∞z =
∫ ∞

0

T ∗sC∗CT sz ds.

] � �-, ����
6 &��[,�	�$ � 
!� ���
� � ��� 7�� � ��
!�

LBz = B∞B∗∞z =
∫ 0

−∞

T−sBB∗(T−s)∗z ds
(s→−s)
=

∫ ∞

0

T sBB∗T ∗sz ds.

¤

|nG�:d�?�@:#; � �����p� � � 
�� 
 � � � 	 0(,
Σ(A,B,C,−) �(0 0 
 2D=:C 0(CD, < -/Z ZR? *(,F-Y��Z 0 
 � ; 0(C

, ; 0 �/>]-/T < -/C3*
LC

-/C�H
LB

- >N0�, ; 0)K5C < \�K 0 � *@0(Z I��W- H�� = < CD, � *@=:ZRK5, < =:C3*�=GI�, ; 0 0]\�K -��
, < =:C3*

{
ALB + LBA

∗ = −BB∗ � 46=:CD,M>N=:Z Z -Y� < Z < , ? 	 ?/-(2�KQC =V�90]\�K -/, < =:C �
A∗LC + LCA = −C∗C

� =��(*@0(>��:-Y� < Z < ,M? 	 ?/-(2�KQC =V�90]\�K -/, < =:C � �>h�# k %

� =:>60P2�>N064 < *@0(ZR? ��, ; 06*@0 0]\�K3-/, < =:C3*X* ; =:K5Z H��(0 < CD,10(>.2�>60(,10]H < C�, ; 0 I =:Z Z = � < C�� �
-/? �

LB ∈ L(Z)
T -(2D*

Z 7→ Z
-/C�H

D(A∗) 7→ D(A)
�
LC ∈ L(Z)

T -(2D*
Z 7→ Z

-/C�H
D(A) 7→ D(A∗)

�O-/C�H
{

ALBz + LBA
∗z = −BB∗z, z ∈ D(A∗),

A∗LCx+ LCAx = −C∗Cx, x ∈ D(A).

] ���
��� �0 , �[ ��� �#, , ���H �-&O7 
 � ��� 7  ��� � ������� ��� ��� � 

"
� ����������� �0 	% �#"%$%& � �
� � ���
�� � � �0bd$�
 �����
�$7 � ���

x ∈ D(A∗)


��" ����� �������0 �	% �#"%$%&�� �
� ����� � �0&����%" �0bd$�
!� �����

7 � ���
z ∈ D(A)



�%"$7  �����
{
〈A∗x, LBz〉+ 〈LBx,A

∗z〉 = −〈B∗x,B∗z〉, x, z ∈ D(A∗)
〈Az, LCx〉+ 〈LCz, Ax〉 = −〈Cz,Cx〉, x, z ∈ D(A).

�>h�#27�%
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r �0 �V7 � & 

� 
6&��H$�

����� �Xo���� 7 ��� ���[$ � ���
� � �
� �
� ���X �

����� � ��

"
�
x = z

� � �0& 
^$�� � � �
��� � � � �-"�������� ����� � 
6 � �H H$��87 �����

x = z
����������� ����� 
6 � 
!��� ���! H$ �87 ��� �

x 6= z
�P$�� �

��� ��� 	 ����
6 ��� 
!��� ��� �-"������ ��� � 	 % #
����� �17 � � ��

	�$����Ro �0bd$�
!� ������� & 
!� � �n �X"%$%&��0" ����� 
6& � �
� ���0 ����, � 

� � �
� � ���
���������@7 ����� ���X, , 
 #

� :#;=;T� � � ����� 	 0(,
A
�(0 , ; 0 �50(C 0(>W-/,1=:>V=GI�-/C 0 
 2D=:C 0(CD, < -/Z ZR?V*(,F-Y��Z 0 *@0(T < �/>N=:K 2 


� ; 0(C , ; 0 < C � C < ,10N�1, < TX0X=��(*@0(>��:-Y� < Z < ,M? T -(2 C∞ =GI
Σ(A,−, C) < * >N0(Z -/,10]H ,G=$, ; 046=:CD, >6=:Z Z -Y� < Z < , ? T -(2 B∞ =GI

Σ(A∗, C∗,−) -:*JI =:Z Z = � * �

(C∞)∗ = B∞Υ

� ; 0(>N0 Υ < * , ; 0�>N0��8064(, < =:C+=62D0(>W-/,G=:>

(Υu)(s) = u(−s), s ∈ R.


���������� a 

� �
#
� � 	�
6 � �-&X$�� 
6 � ��� � ��� � �0 �o!

� ����� � � �6 �
6, � 
!�

LC = (C∞)∗C∞
�
�
Σ(A,−, C) ��� �Xb#$�

�

��� ��� ��& �����! �
����

����� � � ���[ �
6, ��

�
LB = B∞B∗∞ = B∞RRB∗∞

�
�
Σ(A∗, C∗,−) #


�������� �!� ����� �6 �X, h # k # h�#�Y �0& 
6$�� � �
� � �0, ,�
 h�# k # g � ��� ��$ � & ��� � � 	% �Ro�� �!# � #
��� � & � 
!�-, 
!� �[$ � � ��� ����� �X �o 

��������� � �[ 
6,���
!�

LC

# � � � � ����� ��� � ��� 7 ����� � ��
!�
�Ph # k % 
!�%" �Ph�#27�% 
6 � �0bd$��`o 

������� # � � �>h�# k % �����`"���� � ��� � 7 � ��� � �Ph�#27�% � �`,�	 ��� ���
� 
!"������ � ��� ����� �0 	% �#"�$%&�� 

� � � 	�� 

�����0" ��� 	 # g[g #Z.�$�	�	 ��� � ����
!� �Ph #(7�% � ���-" � #
� ���

x ∈ D(A)
# ��� � �

z 7→ −〈Cz,Cx〉 − 〈LCz, Ax〉, (z ∈ D(A))

��
!� 

� �
�do ���6$�� �	� ������� ����� ��� 
�� �[$��%" �0" ����� � 
6 �
	 �X �
 ���[ 
z 7→ C

� � ���%&��
C



�%"
LC


6 � � �[$��%"��X"$% # �����X �����6 � 

��� �
z 7→ 〈Az, LCx〉

��

� � ��� ��
6, � �	� ������� ����� � � �
LCx ∈ D(A∗)

��

�%" 〈Az, LCx〉 = 〈z, A∗LCx〉
# � � ����� ������� ��� �Ph�#27�%%7 � ��� �

〈z, A∗LCx+ LCAx+ C∗Cx〉 = 0, z ∈ D(A).

. ���%& �
D(A)

��� "�� � � � ���
Z
� ���������-, 	������ � � ��
!�

A∗LCx+ LCAx+ C∗Cx = 0, x ∈ D(A),

� # �!#�� �Ph # k % �����-" # � ��� � 	% � �!� �
���� � � ��

� � �
� �Ph�# k % ��� 
!��

�������[$���#&%
� � ����� � �0bd$����'7 �� � 	 � 
6&����Ph # k % ��� �Ph�#27�% #
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LC

*�-/, < * �B06* � � 
�� � �n)��[ 
x, z ∈ D(A)

7 � ��
Ro�� �P$�� � �����} �$���� ���6 � ���}"��X �`o 
!���po��
�
� ����� 	� �#"%$%& � %

d

dt
〈CT tz, CT tx〉Y = 〈CT tAz,CT tx〉Y + 〈CT tz, CT tAx〉Y ,

�����%& �
∫ ∞

0

〈CT tAz,CT tx〉Y
︸ ︷︷ ︸

→0

�� � � �

���� � � ��� � ���

t→∞

dt+

∫ ∞

0

〈CT tz, CT tAx〉Y dt

=
[
〈CT tz, CT tx〉

]∞

0
= −〈Cz,Cx〉.

����� �� � � �17 � ����� � �[ 

����
6 � �Xb#$�

� � �

=

∫ ∞

0

〈Az, T ∗tC∗CT tx〉 dt+
∫ ∞

0

〈z, T ∗tC∗CT ∗Ax〉 dt

= 〈Az, LCx〉+ 〈z, LCAx〉
= 〈Az, LCx〉+ 〈LCz, Ax〉.

���d$�� �Ph�#27�% ���
�-"���#
� C < \�K 0(C 06*6* � � � �

L
� � 

���!�����X � ����� # 
6"�� ��������� ���-$ �����
� #cfc$ �

∆ = LC − L
# �������

〈Az,∆x〉+ 〈∆z, Ax〉 = 0.
r �0 � 7 ��� 

"
�

x = T tx0



�%"
z = T tz0

�$
!�%" �����

d

dt
〈T tz0,∆T

tx0〉 = 〈AT tz0,∆T
tx0〉+ 〈T tz0,∆AT

tx0〉
= 〈Az,∆x〉+ 〈∆z, Ax〉
= 0

� � 〈T tz0,∆T
tx0〉 = constant = 〈z0,∆x0〉
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ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ≥ 0,
y(t) = Cz(t) +Du(t), t ≥ 0,
z(0) = z0.

� g # � %

� :��N��<>�R<P��� � �P���P� ����� <P��A��B� �!���/�RAD�/� ;T�%A �
� ����� � � � ���X,
Σ(A,B,C,D)

���
��� � , 
!	�	��������> �6, ����� ����	%$ � �>$��%& �����
�

u
��� � g # � % ��� ����� �6$ ��	%$ �

y
��� � g # � %�7 � � �

z0 = 0
#

� �%�@��<��B� ���P���`8 ] � ��o�� 7 � �������X 	% ���
z



� 
F, ���`" � �
�-$ � ����� �
��� g # � % � � �
� 

� 

&�� 

� � �-& 

� � ���-$ � ����� ��

��"V7 ��	 �X H, ���

u ∈ L2
loc(R+;U)

# ��� ���[$ � 	%$ �
y

������� � � �������
�
���

L2
loc(R+;Y )

#

� :#;=;T� �������`{ � ; 0 < C/2�KQ,&�]=:K5, 2�K5,OT -(2 < * � < �/0(C���?

u 7→
∫ t

0

CT t−sBu(s) ds+Du(t), t ≥ 0.


�������� # ������,����`" � �
�-$ � ����� �������`o���� ��� �����
z0 = 0

%

z(t) =

∫ t

0

T t−sBu(s) ds, t ≥ 0,


��"

Cz(t) +Du(t) =
� �������[ H,�$ � 
 ���`o���� 

� �Ro��
#

¤

g \



� :��N��<>�R<P��� � �P��� � ����� <P;TAD��IPC0:Z�@:#C0Ac����CX: �!�
Σ(A,B,C,D)

��� � ���n"���� �! ���%$�s
�������

Dδ0 + CT tB,7 ���X �
δ0

��� � ���
δ
s �>$���&�������� 
!� ���0 � 
!�%"

CT tB
��� 
 &������ ���d$��[$�� �>$��%& ������� # � �

	�
^ ���`&0$���
6 �� ���
D = 0

� ������� � ��� �-, 	%$���� �+ ��� 	 ��� � � ��� �������>$���&��������
t 7→ CT tB

#

� �����0 	% � � 
!� ����� ^ � ��7 � $ � �
u0δ0



� 

� ����	%$ ��� 7 ���X �
u0

��� 
+� � �X" o��X&�� �[ ���
U


!�%"
δ0

��� � ���
δ
s �>$��%& �����
� 
!� � �X � � ������� � ��� �[$ ��	�$ � �
� ����� � � � ���0, ��� � ���j"���� �! ���%$ � �����

Duδ0 + CT tBu.

� :#;=;T� ��������� 	 0(,
Σ(A,B,C,D)

�(0 -�*(? *(,10(T -/C�H Z 0(,
ω
�(0 , ; 0 �/>6=

�
, ; �(=:K5C�H

=GI , ; 0 * 0(T < �/>N=:K@2
T

�50(C 0(>]-/,10]H ��?
A


 � I
u ∈ L2

loc(R+;U)
-/C�H

∫ ∞

0

‖e−ωtu(t)‖U dt <∞,

, ; 0(C , ; 0 	 -(2�Z -5460 ,M>W-/C3* I =:>LTP*V=GI
u, z

-/C�H
y
< C � � 
���� 4L=:C%�/0(> �50�-Y�(*@=:ZRK5,G0(ZR? < C , ; 0

; -/Z I�� 2�Z -/C 0 <(s) ≥ ω
�O-/C�H
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