Approximationsteori. Hemuppgifter 3

1. Lat X vara en linjar operator fran R” till R™. Da finns det en (n x n)
matris X = (7;;), sadan att for f € R" giller att X(f) = X f, dar f ar
en kolonnvektor.

a) Bestdm operatornormen ||.X ||oo.
b) Bestdm operatornormen || X ||;. (Powell 6vning 3.1)
(ledning: Borja med att undersoka fallet n = 2)

2. Betrakta C[0,1] med Lo-normen. For ¢ € R och for ett fixt reellt n > 0
definieras operatorn X,,(f) for f € C|0, 1] genom

(Xof)(x) = / ' fy)dy . 0<a<l.

Lat A, = {\z" ;A € R}.

a) Visa att X, dr en linjir approximationsoperator fran C10, 1] till A,,.
b) Bestdm konstanten ¢ sa att X, dr en linjéar projektion, och bestdm
operatornormen || X, ||o, for den linjéira projektionen.

c) Lat f(z) =e” — 1 och lat X,, vara den linjira projektionen. Bestdm
numeriskt ett optimalt n = n* > 0 sadant att || f — X, f|| minimeras.
Ge en undre gréns for felet d* av den bésta ténkbara approximationen
an. € Aps.

3. Vi definierar funktionen X f for varje f € C[0, 1] genom

(X[)(x) =2 / CR@de @ - D) - f0), 0<z<1
Visa att olikheten

1f = X flloo < 51 = Dlloc
ar uppfylld for alla polynom p € C|0, 1] av gradtal < 1.(Pow. évn. 3.4)
4. Visa att estimatet f(3) ~ —1f(0) + f(1) + 3/(4) &r exakt om f &r

ett andragradspolynom. For en funktion f € C[0, 4] &r felet i estimatet
0.15. Visa att olikheten

i — > 0.
min max |f(z) — p(z)| = 0.05

géller. (Powell 6vning 3.6)



5. Lat A vara méngden av kvadratiska rifunktioner i C|—1, 1] med hogst
tva knutpunkter i det 6ppna intervallet —1 < = < 1, och lat f(z) = |z|.
Visa att det finns rifunktioner s € A som gor felet || f — s||o mindre dn
e > 0. (Powell 6vning 3.8)



