
Approximationsteori. Hemuppgifter 10

1. L̊at polynomen φ0, φ1, . . . , vara ortonormala polynom p̊a intervallet
[a, b] med avseende p̊a viktfunktionen w(x). Visa att för ett godtyckligt
polynom p(x) av gradtal ≤ n gäller att

p(x) =

∫ b

a

p(t)Kn(t, x)w(t)dt,

där

Kn(t, x) =
n∑
i=0

φi(t)φi(x)

är kärnan för det ortonormala systemet.

2. L̊at an och bn vara Fourier koefficienterna för f ∈ C2π och l̊at Gn vara
Fejérs operator. Visa att

a) (Gnf)(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(1− k

n
)(ak cos(kx) + bk sin(kx)),

och att

b)
1

π

∫ π

−π
((Gnf)(x))2dx =

a2
0

2
+

n∑
k=1

(1− k

n
)2(a2

k + b2k).

3. Visa att om f ∈ C2π och har Fourier koefficienterna an och bn, s̊a gäller

1

π

∫ π

−π
(f(x))2dx =

a2
0

2
+
∞∑
n=1

(a2
n + b2n)

(ledning: undersök 1
π

∫ π

−π(f(x)− (Snf)(x))2dx och använd Weierstrass
sats för trigonometriska polynom.)

4. Bestäm den formella ortogonalutvecklingen av f(x) = |x| i Tjebysjev-
serie p̊a [−1, 1]. Visa att partialsummorna Rnf konvergerar likformigt
mot f(x) och bestäm ‖f −Rnf‖∞ för n = 0, 2, . . . , 10.

5. L̊at f ∈ C2π och l̊at f ges av f(x) = |x| p̊a intervallet [−π, π]. Ut-
veckla f i Fourier serie och visa att partialsummorna Snf konvergerar
likformigt mot f . Bilda Gnf , där Gn är Fejérs operator och illustrera
grafiskt f och Snf samt f och Gnf p̊a intervallet [−3π, 3π].
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