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Sinus- och cosinusfunktionen

For reellt y giller cosy = (¢ +e7%)/2 och siny = (e —e~%)/(24). Vi infér
foljande definition.

Definition 3.8. Lat z € C. Funktionerna sinz och cos z definieras genom
formlerna

; . 1, . :
cos z = % (e* +e7*) och sinz= -z—i(e“’ —e7), (3.29)
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Sinus- och cosinusfunktionen

D4 ¢* och ¢=*# ér hela funktioner blir sin z och cos z analytiska i hela
C. Vi erhéller derivatorna

d (;l(:z — % (ie* —ie ™) = —Zl( e7) = —sinz, (3.30)
dsinz 1 . 0 iz _1 6% 0717 =
= = (o = (=) eT) = 5 (e 4 ¢7) = cosz. (3.31)
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Sinus- och cosinusfunktion

1 cos z och sin z giller precis samma trigonometriska formler som for de
reella funktionerna sin 2 och cosz, Bland annat giller foljande formler:

sin(z + 2m) =sinz, cos(z +2m) = cosz, (3.32)
sin(—z) = —sinz, cos(—z) =cosz, (3.33)
sinz +cos?z =1, (3.34)
sin(z; =& 2zy) = sinz; cos zy £ sinz, cos 21, (3.35)
cos(z) & 23) = coS 21 €OS zy TF sin 2y sin zy (3.36)
sin2z = 2sinz cosz, cos2z = cos’ z — sin® z. (3.37)

Ovanstéende formler kan bevisas med hjalp av (3.29) och exponentialfunk-
tionens egenskaper. Bevisen ldmnas som Gvningsuppgifter.
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Sinus- och cosinusfunktionen

Sats 3.8. Funktionerna sin z och cos z_har sina nollstillen pa reella azeln,

kw, k=0,%1,+£2 ..,
g +kw, k=0,+1,+£2, ..,

i

a) sinz=0%z

Il

b) cosz=0%& 2
Bevis: 1. (¢«=). Klart att sinz = 0 d& z = k, ty sin z antar samma virden

som den reella sinusfunktionen pa reella axeln.

2. (=) sinz = 0 = (¢¥ —e#)/(2) = 0 = &% = ¢ = iz =
—iz 4+ Omki= 2z =km, k=0, 41,£2,.... Dirmed har vi bevisat fallet a).
Analogt bevis av b). O
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Sinus- och cosinusfunktionen

Formel (3.32) ger att sin z och cos z dr periodiska med perioderna 2mn, n =
+1, 42, .... Finns det andra perioder? Antag att w ér en period [6r cos z. Vi
har da att cos(z+w) = cos z for alla z € C. Speciellt for z = 0 och z = —m/2
erhdlls cosw = 1 respektive sinw = 0, Den senare likheten fas med stod av
formeln cos(w —7/2) = sinw, som visas med hjalp av (3.36). Allts giller det
att e = cosw + % sinw = 1, vilket innebér att w = 27n, n = 1,42, ...
Analogt visas att w = 2mn ar de enda perioderna for sin z;
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Sinus- och cosinusfunktionen

Sats 3.9. Funktionerna sin z och cos z dr enkell periodiske med den primitiva
perioden 21,

Som periodzoner fér sin z och cos z kan man vilja parallellstrimlorna

T,={2€C:2mm<Rez<2m(n+1)}, n=0:=%l,+2 .. (3.38)
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Sinus- och cosinusfunktionen

Fasportratt av sin z till vanster och cos z till hoger i periodzonerna T_1, Ty
och T;.

(i Iddd
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Sinus- och cosinusfunktionen

Om vi i (3.29) sétter in z =iy, ¥ € R, erhdlls formlerna

1

cos(iy) = 5(0“” +¢¥) = coshy,) (3.39)
1 1

sin(iy) = Q—i(e“l‘ —e¥) =1 i(e” —e¥)=1sinhy. (3.40)

Vi har saledes etablerat ett samband mellan de trigonometriska och hyper-
boliska funktionerna., Vidare ses ur (3.39) och (3.40) att sin z och cos z ér
inte begrinsade i komplexa talplanet. Med stéd av formlerna (3.35),
(3.36), (3.39) och (3.40) visas fér z = z + iy formlerna

cosz = cosz coshy — i sinx sinhy, (3.41)
sin z = sinx coshy + 4 cose sinhy, (3.42)

varvid reella och imaginéra delarna av sin z och cos z dr ddagalagda.
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Tangens- och cotangensfunktionen

Definition 3.9. Fér z € C definieras tan z och cot z genom formlerna
g

cos? (3.43)

sin 2
tanz = —— och cotz=——,
208 sin z

i de punkter dir cos z # 0 respektive sin z # 0.
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D& #ar tan z odefinierad i punkterna z = % +nm, n=0+1,42 .., och

cot z i punkterna z = nm, n = 0,%1,%2, ... Dessa punkter utgor poler
av ordning 1 for funktionerna, (detta skall visas senare). Om vi tillordnar
funktionerna virdet co i polerna, sa blir de definierade i hela C.

Med hjilp av deriveringsreglerna for sin z och cos z erhalls

d tan z 1 d cot 2z 1
= —_—= : 3.44
dz cos? z och dz sin® 2 ( )

Sats 3.10. Funktionerna tanz och cot z dr analytiske dverallt i C, med un-
dantag av sina poler.

For tan z och cot z giller samma trigonometriska formler som ér kinda
for tana och cot z i den reella analysen,
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Vi dvergdr till att studera periodiciteten for tan z. (Analog utredning [6r

cot z). Antag att w &r en period for tan z. DA géller tan(z + w) = tan z for
alla z € C. Speciellt for z = 0 erhélls tanw = tan0 = 0 & w = nw, n =
41,42, .... Den enda mojliga primitiva perioden &r alltsd w = . Ar detta
en period? Svaret ar ja, ty

sin(z+m)  —sinz
cos(z+m) —cosz

tan(z + ) = =tanz.

Sats 3.11. Funklionerna tanz och cot z dr enkelt periodiska med den prim-
itiva perioden ,

Som periodzoner for tan z och cot z kan man viilja

T, ={zeC: "% +nr <Rez < g +nm}. (3.45)
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Tangens- och cotangensfunktionen

Fasportratt av tan z till vanster och cot z till hoger i periodzonerna
T_l, To och Tl.

0 Komplex analys I, v.40 13 / 40



Tangens- och cotangensfunktionen

Med stod av formel (3.29) kan tan z och cot z uttryckas med hjélp av expo-
nentialfunktionen, vi far

1e¥ — 1 et
- och cotz =1 ———.
1 e%? 4 1 e —1

(3.46)

tanz =
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Arcusfunktionerna definieras genom:

W = arccos z < z = Cosw , (3.47)
w = arcsin z & z = sinw, (3.48)
w = arctanz < 7z = tanw, (3.49)
w = arccot z «» z = cotw. (3.50)

D4 de trigonometriska funktionerna ar periodiska blir arcusfunktionerna
méangtydiga, och &r inga egentliga funktioner. Lampliga grenval blir en-
tydigt bestiimda inverser till limpligt valda restriktioner av motsvarande
trigonometriska funktioner.
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Arcusfunktionerna

Fasportratt av arcsin z, arccos z, arctan z och arccot z over [-2,2] x [-2,2].

0 Komplex analys I, v.40 16 / 40




Vasentliga singulariteter

Definition 8.2. Om funktionen f(z) ér analytisk i en punkterad omgivning
av punkten z = 7y # 0o, men inte i 29, s& dr z = 2o solerad singularitet for

f(2).

Om f(z) har en isolerad singularitet i z = 2 sa kan f(z) utvecklas i en
Laurentserie av formen
o0

@)=Y enlz—2)", (8.18)

n=—oo

dér serien (8.18) konvergerar i en cirkelring 0 < |z — 2| < R. Tre olika fall
kan nu sarskiljas:

(A) Om ¢, = 0 for allan < 0, s& &r 2 en hdvbar singularitet.

(B) Om c_,, # 0 for ett heltal n > 0 och c_; = 0 for j > n, s& &r z en
n-faldig pol for f(z).

(C) Om det finns odndligt ménga c_, # 0 for n > 0, s& &r 2, en vésentlig
singularitet for f(z).
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Vasentliga singulariteter

Sats 8.4. Picards sats. En analytisk funktion f(z), som har en vdsentlig
singularitet i punkten z = 2o, antar i varje punkterad omgivning av zy alla
kompleza tal som funktionsvirden, eventuellt med undantag av ett vdrde.

Exempel 8.3. Vi verifierar Picards sats for ¢!/# i en punkterad omgivning
av 2p = 0. Det ar klart att e¥* # 0 i varje punkterad omgivning av 2, = 0.
L&t ¢ # 0 vara ett godtyckligt valt komplext tal. Valj € > 0. Det géller d&
att

Inc=Inlec|+iargc+2nmi, n=0+1,+£2, ...

Genom att vilja n tillréckligt stort fs ett viirde w = In ¢ sédant att Jw| > L.
Sitt 2 = 1. DA gller att |2| < & och /% = e¥ = ¢ = c. Alltsé géller
Picards sats for e/%.
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Vasentliga singulariteter

Fasportratt av ez och sm% med vasentliga singulariteter i z = 0.
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Elementara transformationer

Vi inleder behandlingen med att studera fem elementéra avbildningar. Varje
Mbbiustransformation kan sammansittas av dessa, Forst definieras vad som
avses med “cirklar” i z-planet.

Definition 4.1, Lat C(z) beteckna méngden av alla, cirklar och linjer i det
utvidgade komplexa, talplanet, (det utvidgade z-planet). Med “cirkel’ avses
da ett element i C(z), dvs. antingen en cirkel eller en linje.
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ntara transformationer

En “cirkel” delar upp z-planet i tvd omrdden, antingen i tva halvplan
eller i omradet innanfor och omradet utanfor en cirkel. Om vi véljer tre
punkter 2, 2y, 23 pa en “cirkel” C, € C(z) sd att 2 ligger mellan z; och z3,
&(i_eﬁpﬂal delkurvan av _C, som borjar i z; och slutar i 23 och genomléper

23, en genomloppsriktning, eller orientering, av C,. Vi kan, da definiera,

omradet till vinster om C.
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Elementara transformationer

I. Translation. En avbildning
w=.95(z)=z+c¢, c€C, (4.1)

kallas en translation. Varje punkt i z-planet forskjuts med en vektor c.
Avbildningen &r bijektiv, och varje geometrisk figur i z-planet avbildas pa en
kongruent geometrisk figur i w-planet. Speciellt géller: “cirklar” i z-planet
avbildas pa “cirklar” i w-planet,
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Elementara transformationer

1I. Rotation. En avbildning

w=_5(z)=¢e’z 0<0<2m, (4.2)

roterar varje punkt i z-planet vinkeln @ runt origo. Avbildningen &r bijektiv.

Varje geometrisk figur i z-planet avbildas pé en kongruent geometrisk figur
i w-planet. Speciellt géller: “cirklar” i z-planet avbildas pa “cirklar” i

w-planet.
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Elementara transformationer

II1. Dilatation. En avbildning

w=_S(z))=rz, reR,r>0, (4.3)

kallas en dilatation. Avbildningen &r bijektiv. Varje geometrisk figur i z-
planet avbildas p& en kongruent férstorad (r > 1) eller férminskad (r < 1)
geometrisk figur i w-planet. Speciellt géller: “cirklar” i z-planet avbildas
pa “cirklar” i w-planet,

Vidare galler: |w; — wy| = [S(21) — S(22)| = |rzn — 7 22| = 7|21 — 2.
Varje avstand forstoras (Torininskas) med faktorn 7.
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Elementara transformationer

IV. Linjir transformation. En avbildning

w=_8(2)=az+b, a#0,abecC, (4.4)

ar en linjir transformation. Observera att om b # 0 s8 géller S(21+ 25) #
S(z1) + S(z,). (Begreppet linjér transformation avviker hér frn det man i
andra sammanhang brukar avse med begreppet). En linjir transforma-
tion &r uppbyggd av en rotation, en dilatation och en translation.
Om a — re® har vii w; = €%z, och wy = rw; = re? 2z, samt slutligen
w = wy +b = az-+b P& basen av de tidigare utredningarna LII och III
fas da att avbildningen S(2) = a z+ b &r bijektiv och att geometriska figurer
i z-planet avbildas p& kongruenta geometriska figurer i w-planet. Speciellt:
“cirklar” i z-planet avbildas p& “cirklar” i w-planet,

Wawg ++d) = 3 L% +@4L)

Cw

Wy ~planct e w,oplanet W-P\QN'\'
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Elementara transformationer

Exempel 4.1, S6k en linjir transformation som avbildar C, : |z —1| = 1 pé
C : Jw— 3i/2] = 2. =

Losning: (Rita figur!) Steg 1: Flytta C, till origo i w;-planet genom
translationen w; = #z—1. Vierhéller cirkeln Cy, : |w;| = 1. Steg 2: Forstora
Cy, med dilatationen wy = 2wy = 2(z — 1). D4 fas cirkeln Cy, : Jwa| = 2,
i wo-planet. Steg 3: Flytta Cy, med translationen w = wy + 31/2 = 2z —
2+ 3i/2, varvid vi erhaller cirkeln C, : [w — 3i/2| = 2 i w-planet. Den sokta
linjara transformationen &r w = S(2) = 2z — 2 + 31/2.
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Elementara transformationer

V. Inversion. Avbildningen

w=28(z) =~ (4.5)

4r en inversion. Inversionen &r en bijektiv avbildning fran det utvidgade
z-planet till det utvidgade w-planet. Punkten 2z = 0 avbildas p&d w = oo och

z =00 pd w = 0, Vi skall undersoka hur “cirklar” i det utvidgade z-planet
avbildas av S(z). Punkten z = co betraktas tillhérande varje linje i C(2),
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Elementara transformationer

a) Linjer genom origo. Lat z = ¢! vara skarningspunkten mellan linjen L
genom origo och enhetscirkeln i z-planet. Linjen L kan parameterframstéllas
genom z(t) = te?, —co <t < co. D4 giller:

S0 = 35 = 1

Linjen L avbildas pd linjen L' i w-planet med parameterframstéllningen
w(t) = e ®/t, —0o <t < oco. Viser att z = 0 p& L avbildas p& w = oo
pa L', och z = oo pé& L avbildas pd w = 0 pd L. Linjer genom origo i
z-planet avbildas pé linjer genom origo i w-planet,

A R A
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Elementara transformationer

b) Linjer som inte genomlper origo, Lat L vara en linje som inte gér
igenom origo i z-planet. Ekvationen for L ges d& av:

Az+By=C, C#0, (4.6)
dar A, B, C #r reella. Beteckna w=1u+iv och 2= +1y.
m+iy=z:~:i—u~w (4.7)

Alltsa galler:

, WP
Insittning av (4.8) i (4.6) ger:

A<uzivz>+B<u2:U1ﬁ) =C&CW +v’) -~ AutBv=0

o o A B
< u’twv —5u+5v:0.
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Elementara transformationer

Bilden av L blir en cirkel som gir igenom origo i w-planet. Punkten

2= o0 avbildas pd w =20,
)

<
2
SCIEN
1
\ A= gusd)
w - plavat

Punkten £ som ligger nirmast origo av punkterna pé L avbildas pd punk-
ten 1/¢ som ligger langst fran origo av punkterna pa C., i w-planet.
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Elementara transformationer

¢) Cirklar som genomléper origo. Eftersom inversen av w = 1/z ges av
2 = 1/w, som ocks &r en inversion, s fis med stod av b)-fallet att cirkeln

z? + ¢ —éx-f- 0, (4.9)

° Y=
genom origo i z-planet avbildas p4 linjen Au+ Bv = C i w-planet. D& nu
varje cirkel genom origo i z-planet kan skrivas i formen (4.9) for lampligt
valda A, B,C dér C # 0, s& giller: Cirklar som genomléper origo i
z-planet avbildas pa linjer i w-planet,
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Elementara transformationer

d) Cirklar som inte genomldper origo. Om C, &r en cirkel i z-planet
som inte genomldper origo kan den uttryckas med en ekvation

e+ +Az+By=C, C#0. (4.10)

Om vi utnyttjar (4.8) erhalls ekvationen
u? - v? N Au Bv
W+02)? " (W2+02)? w42 w4l

som forenklas till 1 + Au — Bv = C (u? +0v?). D& C # 0 erhalls att u? +
v?— 4u+ By =L Alltsd avbildas cirkeln C, pa en cirkel Cy i w-planet.
Cirklar som inte genomldper origo i z-planet avbildas pa cirklar
som inte genomloper origo i w-planet. Vi sammanfattar utredningarna
i detta avsnitt:
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Elementara transformationer

Sats 4.1, Avbildningarna I. — V. dr bijektiva och avbildar “cirklar” C, €
C(z) i z-planet pd “cirklar” Cy € C(w) i w-planet.
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Mobiustransformationer

Definition 4.2. En Mébiustransformation ar en avbildning av formen

_az-}—b

= — 4.11
cz+d’ (1)

w = 5(2)

dér a,b, ¢ och d ar komplexa konstanter och ad # be,

Anmiérkning: Med restriktionen ad # bc garanteras att namnaren i (4.11)
aldrig &r identiskt lika med noll och att S(z) aldrig reduceras till en konstant,
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Mobiustransformationer

_az-l—b

= en i LI

i det utvidgade komplexa talplanet C varje vérde (inklusive oo )
precis en gang (Sats 3.4). Funktionen § : C — C &r dirmed bijektiv.
Om ¢ # 0 antas w = 00 i punkten 2z = —d/c, som &r en pol av_multi-
pliciteten 1, och virdet w = a/c antas i z = o,
Om ¢ = 0, varvid a # 0 och d # 0, sétter vi —d/c = og och a/c = o9 i
enlighet med raknereglerna (1.48). D4 erhdlls S(co0) = co och S(z) har en
pol av multipliciteten 1 i # = co. Inversen S™*(w) ges av

S(z) ar en rationell funktion med ordningstalet p = 1. D& antar S(z)

R T ek (4.12)

cCw—a
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iustransformationer

—dw+b
=S w)= —. 4.12
2= 57 w) = 20t (1.12)
For inversen (som ocksd r en Mobiustransformation) géller S ~1(c0) = —d/c
och S~1(a/c) = oo, som i fallet ¢ = 0 reduceras till S~'(00) = oo Derivering
av (4.11) ger:

i ad — be
= 4.1
5) = e v ap (4.13)
Vi ser att $(z) # 0 d& 2z # —d/c, 0o. Med std av ovanstdende utredningar
och Sats 2.16 formuleras foljande resultat:

Sats 4.2. Mébiustransformationen S(z) dr analytisk i omrddet C\ {—d/c}
och avbildar detta omrdde konformt pd omrddet C \ {a/c}. Om ¢ = 0 dr
avbildningen analytisk och konform i hela C.
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obiustransformationer

Med stéd av utredningarna i avsnitt 4.1 kan vi nu bevisa ”cirkel” invari-
ansen hos Mobiustransformationen:

Sats 4.3. Vid en Mébiustransformation avbildas “cirklar” i z-planet pd “cirk-
lar” 1 w-planet.

Bevis: 1. ¢=0. D& &r

b b
L PR

w=9(z) = Fi y pi

S(z) ar en linjar transformation och avbildar dédrmed “cirklar” i z-planet pa

“cirklar” i w-planet,
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Mobiustransformationer

2. ¢ #0. Nu kan vi skriva S(#) i formen

a dy —ed b—ﬂi
a,z+b:c(cz+ ) c+ =g+ €., (4.14)
P cr 4 d ¢ cz+d

Vi ser att S(z) &r sammansatt av en linjér transformation (= rotation +
dilatation + translation),

wy =cz+d, (4.15)
efterfoljd av en inversion
1
=— 4.1
Wa wy ) ( 6)

och slutligen en till linjér transformation

w=(b~%d)w2+%. (4.17)

Med stod av Sats 4.1 fas d& att en Mobiustransformation avbildar “cirklar”
i z-planet pa “cirklar” i w-planet. 0O
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