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Potensfunktioner

Vi behandlar forst potensfunktionen w = f(2) = 2", n = 2,3,.... Tidigare
har visats att f dr analytisk i hela C och att f'(z) = nz"!. Vi undersoker
nu hur avbildningen w = f(z) avbildar z-planet pd w-planet. Det giller att
|w| ™= Tz[* och att argw = n-arg z. Dirmed avbildas cirkeln |z| = 7 i z-planet
pa cirkeln |w| = 7™ 1 w-planet. Den fran origo utgdende strlen argz = 0
avbildas pa stralen argw = n 6 i w-planet. Dérmed &r avbildningen inte
konform i origo. T punkten 2o # 0 géller f'(#z0) # 0, och avbildningen &ar
dirmed konform i C\ {0}. Om Vi sitter w = p(cos® + i sin0) vet vi fran
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Potensfunktioner

dérmed konform i C\ jOt Om vi séitter w = p(cost + i sint) vet vi fran

tidigare att losningarna till ekvationen 2" = w ges ay

zk={/ﬁ(cos<%+2ﬂ°)+ sm(g—l—z%k)), k=01..,n-1.

Av dessa n virden ligger precis ett i var och en av sektorerna

(k+1

P};={26C:g7~rﬁ§argz< ———3}uU{0}, k=0,1,.,n—1. (3.1)
n

Varje sektor Fy avbildas dd bijektivt av w = 2" pé hela w-planct. Varje
sektor innchaller z = 0, s& ingen sektor avbildas konformt pd w-planet. Om

b=
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Potensfunktioner

vi betraktar de 6ppna scktorerna

o (k
<iﬁﬁiﬂk k=01,..n-1, (32)

Gk={zG(C:2—:;—]E<mfz

som dr omraden, sé formedlar w = 2" en konform avbildning av varje sektor
)

G pé w-planet minus den positiva reella axeln. Vi siger d& att w-planet &r

uppskuret ldngs den positiva reella axeln fran 0 till oo
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Potensfunktioner

Sats 3.1. Potensfunktionen w = z" (n > 2) dr en i_hela planet analytisk
funktion, som formedlar en konform avbildning dverallt utom i origo. Vinklar,
med spetsen i origo n-faldigas. Funktionen avbildar varje oppen sektor Gy, 1
(8.2) konformt pd hela w-planet, uppskuret lings positiva reella_azeln fran Q
till co.
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Potensfunktioner

Fasportratt av f(z) = z" for n=1,2,3:

Fasportratt av f(z) = 1/z" for n=1,2,3:
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Potensfunktioner

(I en parentes skall vi kort beskriva vad som avses med en Riemann

yta R, for avbildningen w = z". For att fd en omvindbar avbildning kan

vi ténka oss att vi staplar upp n stycken w-plan, som alla & uppskurna
lings positiva reella_axeln, ovanpd varandra. Det Gversta bladet far svara

mot avbildningen av sektorn Iy, det foljande mot Fy osv. Det understa
bladet svarar mot avbildningen av sektorn ;. Nu forenar vi bladen till
en sammanhingande yta v genom att lata en fran origo utgacnde strile rotera
ett varv moturs i z-planet, varvid den nedre uppskurna kanten av_Fy fogas
till den dvre uppskurna kanten av Fy osv. Slutligen féster vi det understa

bladets nedre kant till det oversta bladets évre uppskurna kant. Héarvidlag
har vi fatt en sammanhingande yta, den n-bladiga Riemann ytan Ry, Varje
punkt w % 0 upptrader en géng pa varje blad, w =0 upptrider en géng i en
gemensam _punkt for alla ihoplimmade blad, Darmed formdelar w = 2" en
omvéndbar avbildning av z-planet pd Riemann ytan R, se figuren nedan.)
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Potensfunktioner

Exempel 3.1. Avbilda omrddet {z: 0 < argz < w/4} konformt pd omrédet
{w: Imw > 0}.

Losning: Eftersom w = 2" med stod av Sats 3.1 n-faldigar vinklar med
spetsen i origo, s& bor vi vilja n = 4. Alltsd ger w = z* den eftersokta
konforma avbildningen.
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Funktionen
pn(2) = ap2" + Qno12" VL a2z +ag,

dir a, # 0 och dir ax, k = 0,..,n, & komplexa tal, &r ett polynom
av n :te graden. Vi har tidigare visat att p,(z) & analytisk i hela C.
Senare skall vi bevisa att yarje icke-konstant pT)lynom har minst ett nollstalle
i C (algebrans fundamentalsats). Lat 2 vara ctt nollstille for Pu(2). Om vi
utfor divisionen p,,(2)/(z — 2) s& langt att resten R blir oberoende av z far vi
Pn(2) = (z—21)pn_1(2) + R Om visitter in z = 2 erhdlls 0 = 0-p, 1 (21)+R,
alltsd R = 0. Da giller:

Sats 3.2. (Faktorteoremet). Om polynomet py(z) har ett nollstille z, sd
kan polynomet skrivas i formen

m(2) = (2 = 21) pa-1(2),

dar py—1(2) dr ett polynom av gradtal n — 1.
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Om n — 1 > 1 har p,—1(2) enligt algebrans fundamentalsats minst ett
nollstille z,. Genom vixelvis anvandning av algebrans fundamentalsats och
faktorteoremet kan vi skriva:

pa(2) = an(z—21)(z—22) - .. (2= ). (3.3)
pa(2z) har alltsd precis n stycken nollstéillen i C, av vilka endel kan
sammanfalla. Om vy stycken ar zj, vy stycken &r 2y, .... v stycken &r 2z, dédr
Ay + ..t =mn, 1 <k<n,sdkan p,(z) i (3.3) skrivas i formen

Pa(2) = n2 = 20) (2 — 7)o+ (2 — ) (3.4)

Talet z, € C siges vara ctt v,-faldigt nollstélle, eller ett nollstalle av multi-

pliciteten v,,.
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Analytiska funktioner

Definition 3.1. Den analytiska funktionen [ siges ha ett v-faldigt nollstélle,
ett nollstille av multipliciteten (ordningen) v, i punkten z = a, om f kan
skrivas i formen

f(z) = (z—a)g(2), (3.5)
diir g(a) # 0 och g dr analytisk i en omgivning av z = a. Vidare siges
oo-punkten vara ett v-faldigt nollstalle for funktionen om,

lim f(z) =0 och lim 2" f(z) # 0,00. (3.6)
2Z—00 Z—00

Definition 3.2. Om funktionen [(2) — ¢, c € C, har ett v-faldigt nollstélle

i punkten a € C(= CUo0), s har f ett v-faldigt c-stalle i punkten a. Man

sager att virdet ¢ antas v ganger av_f i punkten a.
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Betrakta igen polynomet p,(2). Fér varje ¢ € C &r pn(z) — c ett polynom
av gradtal n som har exakt n stycken nollstéllen i C. Polynomet p,(z) har
alltsa exakt n stycken ¢ -stillen, dd multipliciteten beaktas.
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Vi undersoker nu vad som intraffar néar z — oo i polynomet p,(z). Om-
skrivning av p,(z) i formen

- a
Pn(2) = z"(an > Lt ;%) , (3.7)
samt beaktande av (1.33) ger att
ap--1 a «2
Pal#)] 2 |27l = |75 + 2252 2 (38)

For |z] stort galler Jap—1/z + ... + ao/z"| < |an|/2. Dérmed géller det att
Ipn(Z)] = J2|" |anl/2 Tor T2 6 hackhgt stort, och da maste det gilla att
Pn(2)] — 00, da |z] — 00, vilket Innebar att lim, oo Pa(2) = 00. Ur (3.7)
oljer a andra sidan att

lim M: lim (an—ka" iLnd SR ):a,,;é(),oo‘

z—o0 2N z—00

Vi siiger da att p,(z) har en pol av multipliciteten n i co-punkten, cller
att p,(2z) har en n-faldig pol i co-punkten.
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Analytiska funktioner

Definition 3.3. Antag att f &r analytisk i en punkterad omgivning av z =
a € C. Da siges f ha en v-faldig pol eller en pol av multipliciteten v i punkten

a.om
lim(z — a)"f(z) # 0,00 och lim f(z) = co. (3.9)
zZ—a Z—Q
Likas& siiges co-punkten vara en v-faldig pol till f, om
lim f(z) =oco och lim z) #0,00. (3.10)
Z—100 z—00 2V
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Fér polynom giller da

Sats 3.3. Ett polynom py(z) av gradtal n : antar varje virde (inklusive o)
exakt n_gdnger i det wtvidgade kompleza talplanet C.
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Rationella funktioner

En rationell funktion R ar av formen

_ Pm,(Z) . am2™ + a‘m—»lzm_1 + ...+ ao

- - L am #£0, by £0, (3.1
qn(z) an" ki bﬂ—lzn_1 + ...+ bO . 7L 7& ( 1)

R(z)

dér vi antar att p,,(z) och g,(2) saknar gemensamma nollstéllen, dvs. é&r
oforkortbara, Genom att uppldsa p,, och ¢, i faktorer i enlighet med (3.4)
far vi med stéd av definitionerna 3.1 och 3.3 att R(z) i komplexa talplanet C
har nollstéllen precis i de punkter, dér p,,(2) har nollstéllen och poler
i de punkter dir ¢,(z) har nollstillen. R(z) har alltsd m nollstéllen
och n poler i C d& multipliciteten beaktas, Vi skall underséka I :s varden
dd 2z — oo, och skriver darfér 2 i formen

O £ B 3.12
e o (3.12)
by + 222l 4+ L+

P

R(Z) o zm~n
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Rationella funktioner

och n poler i C d& multipliciteten beaktas, Vi skall undersdka R :s vérden
d& z — oo, och skriver darfor 1 i formen

am-1 a
m + """z— + ...+ 7??

bttt + B

Zn

R(z) = 2"" , (3.12)

och beaktar tre olika fall;
(1) m > n: Da géller

' o R(z) _ am
21111.10 R(z) =00 och ,llr,].}oznTF = # 0,00

R(z) har en (m — n)-faldig pol i co-punkten.
(2) m = n: Da géller

lim R(z) = ‘l‘)—’" #0,00.

200

R har varken pol eller nollstélle i co-punkten.
(8) m < n: Da galler

lim R(z) =0 och zlim 2" R(z) = % #0,00.

z—00

R har ett (n — m)-faldigt nollstélle i co-punkten,
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Rationella funktioner

Resultaten av undersokningarna kan sammanfattas i en tabell.

U T T Ambal nolisbev | Aatalpolev|

) ' L: L L ©o o'f::«”: ¢ c L o0 '\‘:q‘*:'ql‘\'

losihlm]| = | = | n| man] m |
Mm=nNn|m [ - m =n| - ™ =N
Ewi e S I e B e

Vi konstaterar att totala antalet nollstallen = totala antalet poler = max(m, n)
i alla tre fallen.

Definition 3.4. Talet p = max(m,n) kallas ordningstalet for funktionen

R(z) = pm(z)/QV:(Z)‘
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Rationella funktioner

En rationell funktion har alltsa i det utvidgade komplexa talplanct C
exakt s& manga nollstillen och s méanga poler som ordningstalet
anger.

Vi skall undersdka J2:s e-stillen. Vi bildar funktionen

_ ])m(Z) = C(],;(Z) , (313)

e a(®)

déir ¢ # 0,00. Nu antogs pm och g, oférkortbara. Dérmed har taljaren och
namnaren i (3.13) inga gemensamma faktorer, ty en sddan faktor skulle da
vara gemensam for p, och q,. D& braket (3.13) inte kan férkortas &r dess
ordningstal = max(m,n), vilket sammanfaller med R :s ordningstal p. D&
har R(z) — ¢ exakt p nollstillen, vilket betyder att R(z) har exakt p stycken
c-stillen. Sammanfattningsvis:

Sats 3.4. En rationell funktion antar i det utvidgade komplexa talplanet T
varje virde (inklusive 0o) ezakt s mdnga ganger som funktionens ordningstal

anger.

0 Komplex analys I, v.39 19 / 35



Exponentialfunktionen

Lat z = x + iy och betrakta funktionen
f(z) = &"(cosy +isiny).
Vi har i Exempel 2.8 visat att f &r en hel funktion och att f'(z) = f(z) i

hela C. Vidare ser vi att f/(2) # 01 C och darmed férmedlar w = f(z) en
konform avbildning av z-planet. Lat z),z, € C. Da galler:

F(z + z) = "% (cos(yr + y2) + @ sin(y1 + 42))
= ¢ e®2(cosy; + 1 sinyy)(cosys -+ i sinyy)
:f(zl)f(ZZ)) (Zj=$j+7i?/j, J=1)2)

Dirmed &r foljande definition motiverad.

Definition 3.5. Ezponentialfunktionen, betecknad e?, definieras genom formeln

¢* = c®(cosy +1 siny), z=z+1y. (3.14)
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Exponentialfunktionen

De egenskaper som vi utrett for ¢? sammanfattas i fljande sats.

Sats 3.5. Fér exponentialfunktionen ¢® gdller:
a) e* dr analytisk i hela C och ‘—fg =¢*#£01¢C.
b) Avbildningen w = e* ar konform 1 hela z-planet.
¢) For alla 2,z € C giller: e2+%2 = ¢ ¢, =
d) For alla z =« +iy € C giller: |¢*| = ¥ och arge® =y.

L&t nu z =4y, y € R. Da erhélls Eulers formler:

eV = cosy +1 siny, (3.15)
¢ = cos(—y) + 4 sin(—y) = cosy — i siny. (3.16
Addition och subtraktion av (3.15) och (3.16) ger formlerna

cosy = bl N och siny = Cly—;;}_—z (3.17)

Om vi i (3.15) inséitter y = 7 erhdlls sambandet -
¢ = 1. Ce"+1=20) @318
Vi har tidigare framstillt komplexa tal i polér form, z = r(cosf + i sind),
dir 7 = |z| och § = argz. Med stod av formel (3.15) erhalls standard=

framstillningen av ett komplext tal z:

z=re". (3.19)
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Exponentialfunktionen

Definition 3.6. En funktion f : C — C ar periodisk med perioden w, om
f(z+w) = f(2) for alla z € C. (w period = nw, n = *£1, £2, ..., dven &r en
period). Om Tunktionen { infe har andra perioder &n nw, n = +1, £2,..,
$& &r f enkelt periodisk med den primitiva perioden w.

Vi skall nu utreda periodiciteten hos exponentialfunktionen, och fragar
oss: Har ekvationen e*t% = ¢* 16sningar w som giller for alla z € C?7 Sitt
w =z +iy. DA erhalls

et =g & eV =0 & e¥ =1, (ty f #0)
& e®(cosy + 1 siny) = cos(2mn) + i sin(2rn), n==£1, £2,..
< x=0 och y=2mn, n==1, +2,...

Alltsd har vi w = 2rni, n=+1, £2,....

Sats 3.6, Faponentialfunktionen ar enkelt periodisk med den primitiva peri-
oden w = 27 4.

0 Komplex analys I, v.39 22 /35



Exponentialfunktionen

Vi drar i z-planet, genom punkterna 24, kdni, £6mi, ..., paralleller

-planet blir indelat i parallellstrimlor 75,

till reella axeln, varvid z

T,={z€C:2m < Imz<2r(n+1)}, n=0%1,42 .. (3.20)

I varje parallellstrimla antar ¢® alla sina vérden, Vid overgéng fran
en parallellstrimla till en annan upprepar sig funktionsvirdena periodiskt

Parallellstrimlorna kallas Eeriodzoner for e*.

TiT&lT]]
\; ’_'J" ! i e+ '.QTL
———idy S
T T T‘"‘
__‘:T_o.._ S S l’ B —
_-__-..O..-..M..‘.. ‘ })(_
— Tagf SR L LD
o o B

Komplex analys I, v.39 23 /35



Exponentialfunktionen

Fasportratt av exponentialfunktionen over tre periodzoner T_q1, Tg och T3
med realdelen i intervallet [—4, 47|, samt beloppet 6ver [-1,1] x [-1,1]
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Exponentialfunktionen

P& grund av periodiciteten récker det att studera avbildningen w = ¢” i
en parallellstrimla. Vi véljer

To={z€C:0< Imz < 2r}.

Lét z = ¢+ iy. Vi har dé lw| = e* och argw = y. Réta linjen = = % i
z-planet avbildas pa cirkeln |w| = ¢ i w-planet och péta linjen y = yo
avbildas pa stralen argw = yo. Speciellt: Imaginiira axeln avbildas pa
enhetscirkeln |w] = 1 och reella axeln avbildas pd den positiva reella axeln,
rita linjen y = 7 avbildas pd den negativa reella axeln.

¢ axgm e, X
SO CUN-IN s 3
Tc wl=8 ©
R e SR L
| " > S>UL
X=X
C&_:P\A\neft °
UU-\AWL,{“'
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Exponentialfunktionen

Y
& . a\*a(ua)r\ta'.o ‘A

-
e - \

_:T:;_-___.._ ¢
-___‘;_,._________.._.‘_.._'LA_-_\jo \

S L

7 ‘\
2 -planet’ \j

) = efs
S
—P\AWL,{‘ ‘

s .

Genom varje punkt i w-planet gar exakt en cirkel av typen |w| =
¢® och exakt en strale av typen argw = . Varje punkt i w-planet
(utom w = 0) svarar mot exakt en punkt (g, 1g) i varje periodzon,

Sats 3.7. Ezponentialfunktionen avbildar varje periodzon T, n = 0,41, £2, ...,
konformt och bijektivt pd hela w-planel, utom punkten w = 0.
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Exponentialfunktionen

Exempel 3.2. a) Parallellstrimlan {z € C: 0 <Imz < 27} avbildas pa det
lings positiva reella axeln uppskurna w-planet.

b) Parallellstrimlan {z € C : 0 < Imz < 7} avbildas pd vre halvplanet
Imw > 0.

¢) Halvstrimlan z € C : 0 < Imz < m, Rez < 0} avbildas pa halvcirkeln
|lw] < 1, Imw > 0.
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Exponentialfunktionen

Exempel 3.3. ‘Sik' en a.nalyt.isk funktion w = f(z) som avbildar parallell-
strimlan 0 < Rez < 27 p& ovre halvplanet Imw > 0.

Losning: Steg 1. Vi onskar forst vrida pdrallellstumhn vinkeln 7/2 (rita
figur!). Detta & stadkoms med transformationen z, = ¢’ % 2 =iz DA&bverfors
parallellstrimlan pa {z : 0 < Imz < 27},

Steg 2. Denna parallellstrimla bér komprimeras till halva sin bredd, vilket
gors med zp = & 57 = %z D& overfors parallellstrimlan pa {z: 0 < Imz, <
m}.

Steg 3. Med stéd av Exempel 3.2 b) ges dé den eftersdkta avbildningen av
w=e? =ei? = f(z).
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Exponentialfunktionen &r inte en injektiv avbildning frén z-planet till w-
planet\{0}. Vi kan alltsd inte definiera en invers till e*. Trots detta infSr vi
logaritmen In 2z genom:

w=Inz& z2=¢e", z#0. (3.21)

Logaritmen Inz &r da ingen funktion, eftersom for ett givet virde z # 0
erhalls oéindligt ménga viirden w = In z som skiljer sig frén varandra med en
heltalig multipel av 273, (Ett virde w ur varje periodzon for ¢ i w-planet).
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Satt nu z = e, dér r > 0, och w = u +iv. D4 giller

z=¢" &rel =" = e"(cosv + 14 sinv)
su=Inr och 0=v+2rn n=0+1,%£2, ...,

dir Inr betecknar den entydigt bestimda reella logaritmen foér » > 0. Vi
erhéller darmed en formel f6r berikning av alla varden pé In z, nimligen

Inz=u+iv=Inlz|+i(argz+2rn), n=0=x1=£2 .. (3.22)

Om vi i formel (3.22) véiljer argumentet av z sd att 0 < argz < 2mochn =0,
sé erhalls logaritmens principalgren:

Inz=In|z|+iargz, 0<argz<2m, (3.23)

Principalgrenen r invers till exponentialfunktionens restriktion till

periodzonen Ty,
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Fasportratt av logaritmens principalgren éver [-2,2] x [-2,2]. Observera: |
Matlab argumentet i [—m, 7], periodzon To mellan +im, C uppskuret i
intervallet (—o0,0]. Var teori: Argumentet i [0,27], To mellan 0 och 2,
C uppskuret i intervallet [0, 00).
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Varje enskild gren av logaritmen ar invers till restriktionen av exponentxal—
funktionen till nagon periodzon. D& kan den allménna formeln, 42 = &, for

derivering av en invers tillimpas pé varje gren av logaritmen. Med w = In 2
och z = e¥ erhalls d&
228,

dw 1 1 1
E = (‘iiz —_ 5; = ;, z 7& 0
w
Alltsa far vi formeln dl 1
~E =2, 2D, (3.24)
dz z

Observera att varje enskild gren av logaritmen dr analytisk i C\ [0, 00).
Siatt nu wy = Inz; och wy = Iz, varvid z; = ¥ och zp = ¢". Vidare
giller z) - 2z, = e¥ 2 = "7V "vilket med stod av (3.21) ar ekvivalent med
l‘l(zl 29) = W) +wp = Inz; +Inz. Vifar saledes formeln

In(z 22) =Inz +1Inz. (3.25)

Formel (3.25) giiller endast om grenvalet gors lampligt i vanster-
och hogerled.
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Exempel 3.4, Lt 2z, = —1, 2z = —% och vilj principalgrenen n_ = 0 i
hégerled av (3.25). Da erhdllsInz = In(—1) =miochInz =In (=) = 3.
Alltsa Inz, -+ Inzg = %ﬂ 4. Alla varden for vanstra ledet kan berdknas med
(3.22). '

. LT
In(z 22) =Ini=Mli|+1 (E +n 27r> :
Dérmed bor vi yélja n =1 i vénstra ledet for att f4 dverensstémmelse.
[6r 2y # 0 har vi med st6d av (3.25) att Inz = In (B ) =In(2)+Inz.
Dérmed erhalls formeln

In »? =Inzi—lnzm, =#0, (3.26)
2

som giller vid limpligt grenval av logaritmerna.
ik sl oLl SRk
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Allman po

Definition 3.7. Den allmdnna potensen z¢ definieras genom
ZF=eM 240, ceC. (3.27)
Med hjilp av deriveringsreglerna for e* och In z fas

dz¢ deelnz

1
e 0 =c”1"zc-z-=cz““', z#0. (3.28)

D4 In z ir méngtydig, blir dven 2¢ i regel méngtydig.
Exempel 3.5. Berikna alla vérden pa it. Losning:
- Oi(lnlil-o«i(%-ﬂmn)) — 3—3’3—2”11 n =0, -1 42
3 y =4y yoaen e

s ilnd
1T =¢e
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Allman potens

Fasportratt, anvandande logaritmens principalgren, éver [-1,1] x [-1,1] av
z2 och Z' till vanster respektive hoger.
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