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Delmangder av komplexa talplanet

I detta avsnitt inférs begreppen cirkelskiva, inre punkt, randpunkt, héljepunkt
och hopningspunkt som hjélpmedel fér klassificering av delméngder av C.
Viktiga delméngder dr bland annat dppna och slutna méngder, omraden och
konvexa mangder,

Definition 1.6. Méangden av punkter innanfér cirkeln |z— 2| = r > 0, kallas
en girkelskiva med radie 1 och medelpunt zy, z € C, och betecknas D(z, 7).

D(zg,r) = {2€C:|z— | <r}={z€ C:d(z,2) <r}. (1.47)

L&t M _vara en godtycklig mingd i G och antag att z € M. Om det finng
en cirkelskiva D(z, ) sadan att D(z,7) € M si ér z en inre punkt av M.
Mangden av alla inre punkter av M betecknas M°, Klart att M° C M.
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Delmangder av komplexa talplanet

Exempel 1.8. Visa att D°(z.7) = D(z,7). Bevis: Klart att D°(z9,7) C
D(zp.7). Tag godtyckligt z € D(zo.7). Sétt R := |2 — z|. D& giller R<r

—

(se figur).

Tag godtyckligt 2’ € D(z (r — R)/2), Da far vi

r—R

|2 = 20| = (2 = 2) + (2 — 20)] S |2 — 2| + |2 — 20| < +R<T.

Alltsé giller D(z, (r — R)/2) € D(20,7), $4 7 & en inre punkt i D(z,7). D&
giller D(z9,7) C D°(29,7) och darmed ér D°(z,7) = D(z0,7). 0O

Definition 1.7. En punkt z € C kallas randpunkt fér mingden M om fér

varje > 0 giller att D(z,7) innehaller minst en punkt ur M och minst en
punkt ur komplementet av M, (C\ M). Méangden av alla randpunkter for
‘M betecknas M.

Exempel 1.9. dD(z,r) ={2€ C:|z—2

=7}
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Delmangder av komplexa talplanet

Definition 1.8. En punkt z € C kallas héljepunkt for méngden M om varje
cirkelskiva D(z,7) innehdller ndgon punkt ur M. (z duger om z € M).
Mingden av M:s holjepunkter betecknas M, Klart att M C M. En punkt
z € C kallas hopningspunkl fér mingden M om varje cirkelskiva D(z 7}
inmehaller ndgon fran z skild punkt ur 14, Mangden av M:s hopningspunkter
botecknas M’. Klart att M’ C M.

Anmérkning: Om z ar en hopningspunkt fér mangden M sd innehdller
eilis Lo oY
varje cirkelskiva D(z,7) oandligt manga punkter ur M.

Exempel 1.10. Lit M = {z : |2 < 1} U {1} U{2}. Bestim oM, M°, M
och M'. Losning:

M°® = {z:|z| <1},
OM = {z:|z| = 1} U{2},
M= {z:]z] <1} U{2},
M'={z:]z] <1}.
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Delmangder av komplexa talplanet

Exempel 1.11. Om M #r en mangd i det komplexa talplanet, sé giller
foljande samband, dér vi med CM betecknar komplementet till M med

avseende pa C, CM := C\ M.

(1) oM N M° = §, vilket [6ljer ur definitionerna 1.6 och 1.7.

(2) MUOM =M, ty z € M UIM & (2 € M° cller z € OM) &
D(z,r)NM # @ forallar >0& z€ M.

(3) MUAM =M, ty M= MUM = MU(M°UOM) = (MUM°)UOM =
MUOM.

(4) M =MNCM, ty z€ OM & Vr > 0: (D(z,1)NM # B A(D(z,7)N
CM#D =26 MA2zeCM & 2z MNCM.
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Delmangder av komplexa talplanet

Definition 1.9. En méngd M ar en omgivning av punkten z € C om ocly
endast om det finns en cirkelskiva D(z,7) sddan att D(z,7) C M. Om
punkten z utesluts ur omgivningen M, kallas den en punkterad omgivning av
2z Om en mingd M utgdr omgivning till alla sina punkter sager vi att M ér
en oppen mangd.

KM Sppen M_ey Sppen

For en oppen méngd M giller M = M°, den bestdr alltsd av idel inre
punkter. Med stéd av Exempel 1.8 géller det att varje cirkelskiva D(z,7) ar

cn 6ppen mingd
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Delmangder av komplexa talplanet

Definition 1.10. En mangd M ir slulen om och endast om C'M (komple-
mentet av M) ar en Oppen méangd.

',"\ 'Q,e\\ &ku"\(’ )
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Delmangder av komplexa talplanet

Sats 1.2. For en godtycklig delmdangd M av C gdller

M =M < M érsluten & OM C M.

Bevis: 1) M &r sluten <> CM ar en 6ppen méngd ¢ Vz € CM 7 > 0
D(z,r) CCM & (z€CM = 2¢ M) MC M& M=M.

2) Med st6d av ovanstdende och Exempel 1.11 punkt (3), fér vi att M ar
slhiten @ M =M & M=MUIM &M CM. O

Anméarkning: Lat M = C. D& utgér M en omgivning till varje punkt
2 e C. Alltsd M° = M och C &r en 6ppen mangd, Eftersom 9M = () har vi
:/W = MUOM = M och C &r en sluten mangd, Det komplexa talplanct ér
bade en 6ppen och en sluten méngd,
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Delmangder av komplexa talplanet

Definition 1.11. En mangd M #r begrdnsad om och endast om det existerar
en reell konstant k& > 0 sidan att |z < k for alla 2 € M, Om M é&r
béde begransad och sluten sd &r M en kompakt méngd, En méngd M &r
sammanhéngande om tva godtyckliga punkter 2 och 2 i M alltid kan forenas
med en bruten linje som ligger helt i M, En mangd M kallas konvez om det
for varje val av punkter 21,z € M géller att striickan mellan 2 och 2, ligger
helt 1 M. Om alla punkter pd striickan mellan 2z och zp, dér 2 och z
undantas, ar inre punkter i M sd ir M strdngt konvez, Qm mingden M _&r
bade oppen och sammanhéngande, sé dr M ett_omrdde,

— ~
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Utvidgade komplexa talplanet

For att kunna hantera talféljder och funktioner som vixer obegrénsat skall vi
utvidga det komplexa talplanet C genom att inféra en “ideal” punkt beteck-
nad oo med egenskapen att punkten oo ligger utanfor varje civkel |z| = 1.,
oavsett hur stor radien r viljs. Den s& erhdllna méngden kallas det utvidgade
komplexa talplanet och betecknas C. Vi har alltsd C= CU{oo}. Vidcfinierar
foljande ritkneoperationer for oo och z € C.

z4+00=00+2=00,
zioo=o002=00, 2z#0,

= (1.48)
2= £0,
§= F
£ =0.
o0

Déremot &r 0o + oo och 0 - co odefinierade.

Definition 1.12. En méngd M C C utgor en omgivning till oo om M
innehaller ndgon delmingd av formen {z € C: [2[ > r}.
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Utvidgade komplexa talplanet

Punkterna i C kan tolkas som punkterna pd enhetssfiren S i R% S =
{ (21, g, ) : w+ad+al = 1}, se figuren nedan. Lat N = (0,0, 1) vara Inord:
polen” pa S. Komplexa talplanet C identifieras med {(x), %y,0) : 2,29 € R},
dvs. C skir S langs “ckvatorn”. For varje z € C betraktar vi den réta linjen
i R® genom z och N, Linjen skiir sfiren i exakt en punkt 7 # N. Om [z =1
sf gilller z = Z, om |z| > 1 sA ligger Z i “vre halvsfiren” och om |z] < 1 sa
ligger Z i “undre halvsfiren”. Denna projektion ger en bijcktiv avbildning
av C pa S \ N. Om vi foreskriver att oo avbildas pa N far vi en bijektiv
avbildning av C pa S. Man brukar kalla S fér Riemannsfiren,

L
o\

\ 2

.\\
N
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Utvidgade komplexa talplanet

Ex] N=(0,01) , Z=(a¢) 2ca+cg,
Liv\dew o wm 2 o N ges av

N+ £(BoN), -0k £4+<0,
L—‘Q’XM g,/b;:\, z—Pla\—q,‘{‘ (_‘ {DunLJ—e?\ Cd,f,{,o).‘

Cd,ﬂlo) = (o0,1) <+ ﬁ(("clﬂlc) - COIOI'))
=(ta,ts,1+2(c=0)

{ov h?.:]of t. Uw ?':uJa‘Sg Vlewpov.outvt ork3lls
Ds §4tlE=q) (%> te =2-1)
{27 é = 4'_’_75_ .
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Utvidgade komplexa talplanet

Alts?
d=ta = a/Ci-c)
p=tb = b/ Ct-c) .,

Nu 6;\“".“ a.2+hz-§c"=1 J"éz

Ze Lia) sLEul et fel =
<=> olep? + (t-n)? = 4%
<=5 Jzg? '+ #2=22 e = &
29 t = Qu%+i1)/2

2
A

Vi evWSller sow bom dA wallanw 2 °',‘L_i :

L

a=e/t = 2a/(12%1),
=B/t = 2B/(121°+1),
c=1-Ye = Uat=1)/Cr2ir¢).
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Talfoljder

En oiéndlig f6ljd av komplexa tal 21, z, 23, ... betecknas {zn} eller {z,}32,.

Definition 2.1. En talfoljd {z,} siges ha grdnsvdrdet 2o # oo, om for varje
e > 0 finns ett N, > 0 sddant att n > N, => |z — 20| < €. I detta fall
Fr talloljden konvergent och vi anvander beteckningen limy, .o 2 = 2p eller
Zn — 29 dd . — 0o, 2

1 g
'ﬁ
{ond €

>Re 2

Om for varje positivt tal k& finns ett heltal Ny, sd att n > Ny = |z,] > k skriver
Vi limy o 20 = 0o. I detta fall dr galfoliden inte konvergent. Talfoljden &r
begransad om det finns ett heltal k > 0 sidant att |z,] < k for alla a,
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Talfoljder

Sats 2.1. Varje konwergent talfoljd dr begransad.

Bevis: Ovningsuppgift. O

Anmirkning: En begriinsad talfoljd behdver inte vara konvergent, Exem-
pelvis ér talfoljden {z,}, dér z, = (—=1)" +1 /n, begriinsad, ty |2,| < 3/2 for
alla 7, men talféljden &r inte konvergent.

['or att underséka om en talfoljd {z,} konvergerar kan man underséka de
reella talfdljderna {Re z,} och {Im z,}.
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Talfoljder

Sats 2.2. Beteckna zo = %o + 1o 0ch 2y = Tp +iYn, 1 =1,2,.... Da gdaller

lim z, = 2y & ( lim @, = 2zo och lim y, = yo) .
n-—-00 N 100 n-—eo
Bevis: 1. (=) Antag att 2z, — 2 di n — co. Tag godtyckligt ¢ > 0. D&
finns det ott N, > 0:n > Ne = |2, — 20| < & Med stod av (1.27) giller
[€n — mo| < |20 — 20| < € 0ch Jyn = Yol < |2, = 20 < € ddn > N, Alltsd
galler , — @ och Y — Yo da n — 00.

2. (<) Antag att z, — @ och yn — %o dd n — oo. Tag godtyckligt
£ > 0. Da finns ctt heltal N/, sadant att [z, — @] < €/2 och |y, —yo| < €/2

da n > Nepo Med stoéd av (1.28) fas da for n > Nep abl |z, — 20| <
|2 — x| + |yn — vo] < €/2 + €/2=¢. Alltsd 2, = 20 di n — c0. O
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Talfoljder

Om iy 2 = 2o # 00 och lim, oo Wy, = wy # 00, dir {z,} och {w,}
ar talfoljder 1 C, sa giller [oljande rakneregler

lim (2, + wy) = 29 + Wo, (2.1)
n—oo

Tim (2 - wy) = 20 - Wo, (2.2)
n—oo

lim (c2,) =cz, c¢€C, (2.3)
n=—0o0

, 2n 20

lim (=) = = | #0, 24

A =y 7 e

Bevisen av riiknereglerna (2.1) — (2.4) {or grinsvirden dr analoga med motsvarande
bevis i reell analys, och limnas som Gvningsuppgifter.
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Talfoljder

Definition 2.2. En talf6ljd {z,} siges vara on Cauchy-foljd om
Ve> 03N, :n,m> N = |2, —2m| < €. (2.5)

Det ir bekant fran Analys T att en reell talféljd & konvergent om och
endast om den @r en Cauchy-folid. Vi utnyttjar detta faktum i beviset av
nésta sats.
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Talfoljder

Sats 2.3, lim,_,e 2n = 20 # 00 0m och endast om {z,} dr en Cauchy-foljd,

Bevis: 1. (=) Antag att z, — 2% # 0o d& n — oo. Tag € > 0. D4 finns det
ett Neo sbdant att [z, — 2] < €/2 for n > Nejp. Tag n,m > Ngjp. DA giiller

+l2m — 20| <€/2+€/2=¢.

lzn = zml = |(Z" - zO) =t (Z() v zm)l < Izu — 20

Dérmed ér .{ﬁ} en Cauchy-foljd,

2. (¢«=) Vibetecknar z, = &+, n=1,2,...; Tage > 0. Antag att det
finns ett N, > 0 s& att |2, —2,] < € shsnart n,m > N;. Da giiller med stod av
(1.27) att |2 —@m| < € och |yn—yn| < eddn.m > Ne. Dénu {z,} och {yn}
ir reella, Cauchy-foljder sa existerar reella @o,yo # co sddana att @, — %o
och ¥, — o dd n — oo. Sabs 2.2 ger att limy oo 20 = To + Wo = 20 # 00, O
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Talfoljder

Sats 2.4. En mingd M C C dr sluten om och endast om varje konvergent
[olid i M_konwergerar mot_nagon punkt i M

Bevis: 1. (=). Antag att M &r sluten, Lat {z,} vara en konvergent oljd
med z, € M for alla n, och 2, — 2 # 0 d& n — oo. Vi skall visa att
% € M. Tag € > 0. Bftersom {z,} konvergerar mot zy finns det en punkt
2, 1 foljden sddan att z, € D(zq,€). Eftersom € &r godtyckligt vald innebér
detta att 2o € M. Dé nu M &r sluten giller M = M, alltsd zy € M.

2. («<5). Vi anfor ett indirekt bevis. Antag att M inte &r sluten, Da
kan vi vilja ett zg € M sédant att zy & M, Nu giller 2, € M = D(z,1/n)
innehaller en punkt z, € M forn = 1,2,3,.... 'oljden {2, dr dé en foljd i M
och for givet € > 0 galler att n > 1/ = [z — 2| < €, alltsd 2, — 2o ¢ M di
n — oo. Darmed har vi visaf att om varje konvergent f6ljd i M konvergerar
mot en punkt i M, sd ar M sluten, O
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Talfoljder

Bolzano-Weicrstrass’ sats utsiger den viktiga egenskapen hos R att man
ur varje begriinsad oéindlig reell talfoljd kan utplocka en konvergent delfoljd,
Detta giller aven i C.

Sats 2.5. Ur varje odndlig och begrinsad talfoljd {zn} 1 C kan utplockas en
konvergent delfoljd.

Bevis: Ovningsuppgift. 0O
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Talfoljder

Definition 2.3. Lat M vara en icke-tom delméngd av_C. D4 definieras
diametern av M, beteckning diam M genom
Luaritecl i SV % Bl

diam M = sup{|z —y|:z,y € M}. (2.6)

4

Exempel 2.1, Lat M = {z: |z| < 1}. D& & diam M = 2.
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Talfoljder

Sats 2.6. (Cantors sats) Ldt My, My, Ms, ... vara en foljd {My}32, av icke:
tomma slutna mangder i C sddana att My 2 My 2 Mz 2 ... Antag vidare
alt diam M, — 0, da n — oo. Dad bestdr (,e., My av czakt en punkt.

Bevis: Lt satsens antaganden gilla. Vi bildar en foljd {z,} sidan att
for varje n giller att z, € M,. Tag e > 0. D& finns ett Ne > 0 sadant
att n > N, = diam M, < g, ty diam M, — 0. Vidare giller att n,m >
N S N, = 20 2zm € My = | — 2m| < diam My < e. Alltsd ér {2} en

e —

Cauchy-foljd och dérmed konvergent enligt Sats 2.3. Fér n > N giller att
z, € My som ar en sluten mangd. DA fis med stod av Sats 2.4 att foliden
{2} konvergerar mot zp € My, Punkten z € M, for alla n = 1,2,..., N,
eftersom M; 2 My D ... 2 My. Vilj godtyckligt heltal £ > N. Da maste
70 € My, ty delfoljden {z,}22, tillhor My och konvergerar mot z. Alltsa
7 € M, Ior alla n, vilket da medfor att zy € Ne2; My,. Antag att dven wo
tilThor snittet NS, M,. D4 géller att |zo — wo] < diam M, for alla n. Men
diam M,, — 0, vilket medfor att 2y = wo maste gilla. Alltsd innehéller snittet

exakt en punkt zg. O

0 Komplex analys I, v.37 23 /36



Definition 2.4. Lat M C C. En funktion f som tillordnar varje z € M
ett komplext tal w = f(z), kallas en komplezvdrd funktion av_en komplex
variabel 2, Mangden M kallas f :s definitionsmangd.

;@Ta.p

Lat z = o + 4y och w = u -+ v, diir @, y,u, v ér reclla. DA blir u och v reclla
funktioner, u(z,y) och v(w,y), av & och y. Vi kan dé skriva

f(z) = fo+iy) = u(z,y) +iv(z,y), (2.7)

dir v och v kallas f :s reella respektive imagindra del.
rocivl
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Exempel 2.2, Beskriv virdemingden fér funktionen flz) = a? + 2, z =
@ + iy, da definitionsmingden dr M = {z : |2| < 1}.
Losning: Vi har realdelen u(z,y) = 27 som varicrar mellan 0 och 1 for
2 € M. Imaginira delen ar konstant, v(x,y) = 2. Dirmed fis att M
avbildas pd {w:w=u-2i, 0 <u< 1}.

W—P(ah.bt

3-p\.avu.7t
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Gransvarden av funktioner

Definition 2.5. Antag att M &r definitionsmingd for funktionen f och att
20 € M. I‘Lkanonen [ har qmnsuardet a € Cnir 2 — 7, om [6r varje € > 0
finns ett § > 0, sidant att

(€ M och |z~ 2| <8) = |f(») —a| <e. (2.8)

Vi betecknar detta lim,_, ., f(2) = a eller f(2) = a dd z — %,

Anmirkning 1: Om zy € M sé giller @ = f(20).

Anméirkning 2: For att visa att f inte har ett grinsvirde i zg € M ricker
det att hitta tva foljder {z,} och {w,} i M sidana att lim, o2 = 2 =
lity, 0 Wn, MEN lMly—oo f (Zn) 7 iMpseo f (W),
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Gransvarden av funktioner

Exempel 2.3, Visa att funktionen f(z) = z/Z, z # 0, inte har nigot
grinsvirde i 2o = 0.

Losning: Ser att zy € M. For reellt z giller z =

= 7, alltsd f(z) = 1
pé reella axeln utom i z = 0. For rent imagindrt z = iy géiller_z?_:—”zj
och f(z) = —1 ph imagindra axeln, utom i z = 0. Dédrmed existerar inte
grinsvardet 1 2p = 0.
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Gransvarden av funktioner

Definition 2.6. Vi siiger att f har gransvirdet a i punkten oo, beteckning
lim,_e0 f(2) = a cller f(z) = a di z — 0o, om det for varje & > 0 finns ett,
positivt tal k sadant att

2| = k= |f(2) —a| <e. (2.9)

Med lim,_.,, f(z) = oo avser vi att for varje k > 0 finns ett § > 0 sidant att

> k. (2.10)

|z = 20| < 6= |f(2)
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Gransvarden av funktioner

Antag att lim,_,,, f(2z) = a # 0o och lim,_,, g(#) = b # co. D erhélls

foljande rakneregler

zl_igl;u(f(z) +g(2)) =a£b, (2.11)
Jim f(z) - g(z) =a-b, (2.12)

. flr) _a .
215130};@7%5. b#0. (2.13)

Bevisen &r analoga med de som anfors i reell analys.
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Gransvarden av funktioner

Sats 2.7. Lat f(z) = u(z,y)+iv(z,y), z = atiy. Ddgdller attlim,..,, f(2) =
@ = a+10 om och endast om

lim  wu(z,y) =« och lim  wv(z,y)=p0. (2.14)
(2,y)—(z0,¥0) (z,¥)—(zo,y0) ( .
2, = )(0'“"30)

Bevis: Ovningsuppgift. O
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Vi dvergdr nu till att behandla kontinuerliga funktioner och antar att
2 € M.

Definition 2.7. Funktionen f ir kontinuerlig i punkten zy € M om lim,_,,, f(2) =
f(z). Om f ér kontinuerlig i varje punkt av sin definitionsmangd M sa siiges

F vara kontinuerlig. Med andra ord &r f kontinuerlig i punkten zp € M om

och endast om det for varje € > 0 finns ett d > 0 sd att,

(z € M och |z~ z| < 8) = |f(2) = f(z)| <e. (2.15)

Med stdd av (2.11), (2.12) och (2.13) far vi d att om f och g ar kontin-
uerliga i zo € M; N M, sd dr [ 4 g och [ - g kontinuerliga i zq. Om g(z) # 0
sa ar aven kvoten f/g kontinuerlig i zg.

v n 1
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T6r att utrona om f &r kontinuerlig kan vi separat studera reella och
imaginira delen av [.
Sats 2.8. Ldt f(2) = u(z,y) +iv(w,y), 2= +iy. Dd dr f kontinuerlig 1
punklen zy = 2o -+ iYo 0m och endast om bdde u(z,y) och v(z,y) dr kontin-
uerliga 1 punkten (o, Yo). »

Bevis: Pastdendet foljer ur definitionen pa kontinuitet och Sats 2.7. O
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Kontinuitet

e

ga‘r&’ ‘p: M C 21‘\( lﬂovr 4\'%\3/ < ()uwlzuleu 2.6H
or odr ondoxd om Cov wva;-_ C—E(&A §2,j¢ M
ol ot 2,2, giller att K — Fed,

Rods: (=), L3t TaJj¢ Mo, 2,0 % Lyt €>o,
Vzl& S>0 ¢ (2eMm Al2-2I< ) => | f®» - L2 | < €,
DS 2,52, FNeW i l2-2 1< S Gen=zW,

0§ galer | @) - panl £ 8/\7’ n2 M,

e Ry £e25) .

©
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En komplexviird funktion f som dr definicrad pa méngden M ér begrinsad
om och endast om sup{|f(z)|: z € M} < oo.

Sats 2.9. Om den kompleavdrda funktionen f dr kontinuerlig pd en kompakt
mangd M _sa m den begransad pd méngden. Vidare antar | f] ett storsta och
ett minsta varde pd M.
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Bevis: Antag som antites att [ inte dr beprénsad pd M. Da existerar en
fljd {z,} i M sddan att |f(z,)] > 7n, n=12,.... D& M dr begréinsad &r dven
fjden {z,} begrinsad. D& ger Sats 2.5 att vi kan utplocka en konvergent
delfoljd {2, } som konvergerar mot zp. D& M é&r sluten sd giller enligt Sats 2.4

att 2 € M. D& f ér kontinuerlig i M giller det att f(z,) — f(20) dd
i — 0o, men detta strider mot konstruktionen av foljden {z,} och darmed ar
antitesen falsk. Alltsd ar f begrinsad pd M. Lét nu det reella talet I ges
av I¢ = sup{|f(#)| : z € M}. Da kan vi konstruera en f6ljd {y,} i M sidan
att ] (yn)] — I dd n — oo, vidare kan vi utplocka en konvergent delféljd
{yn,} som konvergerar mot yo € M, For z,2 € M giller ||£(2)] — |/(20)]] £
[(z) = J(z0)|, vilket medfor att dven |f(z)] &r en kontinuerlig funktion i M.
DR galler K = limjc0 | f(yn)| = [f(Wo)l, och |f| antar ett stérsta virde pa

M. (Att ett minsta viirde antas bevisas analogt). O
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