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Komplex analys I, 5 sp, 273040

Kurstider: v. 36 —v. 42 (2.9 - 17.10)

e Foreldsningar : M4, Ti 10 - 12 i Férelasningssal Lindelof.

e Demonstrationer: To 13 - 15 i Lindel6f, borjande vecka 37.
Frivillig ikryssning av raknade hemtal. Bonuspoang till kurstenten: 50%, 75%
och 90% losta hemtal ger 1, 2 respektive 3 bonuspodng till tenten

Kurslitteratur: Foreldsningsanteckningar och kurskompendiet Analytiska funktioner,
tillgéngligt pa kurshemsidorna:

web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/analytiska/

https://stack.abo.fi/moodle/

Kursmapp: Kopior av kursmaterial i datasalen, (bredvid sal Lindelsf).

Kurstent: M3 21.10 kl. 9-13 i Aud I.
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Kursinnehall

e Axiomatiskt inférda komplexa talkroppen

e Rékneoperationer med komplexa tal

s Potenser och n-te rétter

e Komplexa talplanet, delméngder av det och topologiska begrepp
e Utvidgade komplexa talplanet (Riemann-sfaren}

o Komplexa talfoljder, konvergens och Cauchy-foljder

e Komplexvarda funktioner av en komplex variabel, z=x+iy,
w=f(z) = flx +iy) = ulxy) +ivixy),
dir u och v ar reellvidrda funktioner av de reella variablerna x och y

e Visualisering av funktioner w =f{z) &ver méangder i komplexa talplanet med hjélp av
fasportritt. (Finns inte i kompendiet). Exempelvis f(z) = exp(sin(z)) 6ver rektangeln
-5<x<5 och -5<y<5 harfasportrattet:
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Kursinnehall

e Gransvirden, kontinuitet och deriverbarhet

e Funktionen f(z) &r analytisk i en 6ppen mangd G om f &r deriverbar i varje punkt
av G. D3 uppfylls Cauchy-Riemanns differentialekvationer av ufx,y) och v(x,y)

e Parameterframstéllda kurvor och konform avbildning

o Elementéra funktioner och deras avbildningar av omraden i komplexa taiplanet

e Polynom, rationella funktioner, exponentialfunktioner, logaritmfunktioner,
trigonometriska funktioner och hyperboliska funktioner

o Konform avbildning av ett givet omrade p3 ett annat givet omrade genom
sammansattningar av elementéra funktioner

e Maébiustransformationer avbildar “cirkelomraden” p& “cirkelomraden”
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Historiska notiser

® Tredje- och fjardegrads polynomekvationer (1500-talet): Behov av att kunna tolka
betydelsen av rétter av negativa tal. Cardanos formler. (Italienska matematiker,
Ferro, Tartaglia, Cardano).

® Euler inforde symbolen i for roten av talet -1 ar 1777, samt upptdckte sambandet
expl(ix)=cosx+isinx,ochatt logz=logr+i(a+2mnn), dirndr ett heltal och
darz=r{cosa+isina).

® Ungefar 1800 Komplexa talplanet, komplexa talens framstélining som ordnade
reella talpar. (Gauss, Argand, Wessel).

® 1800-talet:
- Cauchy: Integrationsteori
- Weierstrass: Potensserier
- Riemann: Analytiska funktioners avbildningar
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Komplexa tal

Den axiomatiskt inforda reella talkroppen R och rdkneoperationerna med
reella tal antas bekanta. (Se kursen i Analys I, Protter och Morrey: A first
course in real analysis).

Definition 1.1. De kompleza talen C definieras som méangden av ordnade
LOMPLETA LAIEN Ro2clIUIe

reella talg_&gd {(a,b), a,b € R}, med addition och multiplikation definicrade
genom formlerna

d) = (a+cb+d), (1.1)
(a, I) ) (ac — bd, ad + be) . (1.2)

Tvé komplexa tal (a,b) och (c,d) &r lika om och endast om a = c och b= d.
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Komplexa tal

Lit z = (a,b) och 2 = (a;, bi), % = 1,2, 3, beteckna godtyckliga komplexa
tal, Genom att verifiera att de komplexa talen satisfierar nedanstaende axiom
bevisar man att C bildar en talkropp.

(1) C &r sluten under addition och multiplikation:

21+ 2€C och z -zeC.

(2) Associationslagarna:

24 (atz)=(zn+m)+z och zi-(z-2z)=(n 2) 2.

(3) Kommutationslagarna:

.
n+m=z2+z och z-2m=zn zn.

(4) (0,0) dr det entydigt bestamda neutrala elementet vid addition:
VzeC:z+(0,0)=z2.

(1,0) ér det entydigt bestimda neutrala elementet vid multiplikation:

VzeC:z (1,0)=2.
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Komplexa tal

(5) For varje z € C finns en entydigt bestiamd additiv invers i C; betecknad

—z, sadan att
24 (—2) = (0,0).

For varje z # (0,0) i C finns en gntydigt bestdmd multiplikativ invers
_1_@ betecknad z~', sddan att

z 27 = (1,0).

(Notera att (z = (a,b) = —~z = (—a,~b) och z = (a,0) = 27! =
(0@ + ), ~b/(a® + 1))

(6) Distributionslagen:

n-(mt+u)=n 2nta z.
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Komplexa tal

Exempel 1.1. Att det neutrala elementet (0, 0) i (4) & entydigt bestamt fés
genom att visa att (0,0) &r ett neutralt element (latt), och darefter antar vi
att (a,b) € C ér ett neutralt element for addition, DA erhaller vi med hjalp
av (4) och (3) att

(v)

(3
(av b) = (L'L, b) + (01 0) = (0» 0) + ((]’l b) = (Or 0) .

Att den additiva inversen i (5) for z € C dr entydigt bestdmd fds genom att
antaga att z -+ 2 = (0,0) och z + 25 = (0,0), varvid (2), (3) och (4) ger att

Z) (=H)Z| -+ (0, 0) = ‘Z[ + (Z + Z-z)(i)(zl -+ Z) -+ Z2(=3)(Z + Z]) + zo

= (0,0) + 2 (:3)22 + (0, 0) = 2.

Vi skall nu inféra skillnad och kvot fér komplexa tal. For godtyckliga
tal (a,b) och (¢, d) har ekvationen

(¢,d) + (2,y) = (a,b)

en entydigt bestimd 16sning (z,y) i C, ty med stdd av (1.1) fas att ckvationen
ir ekvivalent med att ¢+« = a och d +y = b, vilket &r ekvivalent med att
2 =a—cochy=0b—d Viinfor dd skillnaden mellan (a,b) och (¢ d) som
den entydigt bestimda 19sningen till ekvationen, dvs

(a,b) — (¢,d) = (a —¢,b—d). (1.3)
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Komplexa tal

Om vi nu antar att (a, b) och (c, d) ar godtyckliga komplexa tal med (c, d) #
(0,0) sa har ekvationen

(C: d) ' ("Evy) = (CL, b)

en entydigt bestéamd l6sning i G ty med stod av (1.2) fds att ekvationen &r
ekvivalent med det linjira ekvationssystemet

cx—dy=a
de+cy=">

som pé grund av att ¢® + d* # 0 har den entydigt bestdmda l6sningen

ac + bd . be — ad
= - ocl = ———
c? + d? LA + d?

Vi infor kvoten mellan (a, ) och (¢, d), d& (¢, d) # (0,0), som den entydigt

bestdmda l6sningen till ovanstaende ekvation,

b +bd be—ady .,
%id% - (%%%%) da (c,d) # (0,0). (1.4)
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Komplexa tal

L&t nu Cg beteckna den delméngd av C som ges av
Cr = {(a,0) : a € R}.

D4 #ar Cyg sluten under addition, multiplikation, subtraktion och kvotbild-
ning, ty med stod av (1.1), (1.2), (1.3) och (1.4) galler det for godtyckliga

1a,0), (b,0) € Cr att
(@,0) + (5,0) = (. +b,0) (1.5)
(a, 0) ’ (b> 0) = (ab, 0) (16)
(@,0) — (b,0) = (@ - b,0) (1.7)
(a,0) _(a b o

D4 uppfyller Cg axiomen for en talkropp i (1)~(6) ovan, och &r dirmed en
delkropp av €. Om vi definierar en bijektiv avbildning f : R — Cg genom

VacR: f(a) = (a,0), (1.9)
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Komplexa tal

s foljer det av (1.5) och (1.6) att f &r en isomorfi mellan R och Cg. Vi
kan darfor identifiera Cg med R och skriver i fortsittningen a istéllet for
(a,0). Vi kan déirmed betrakta R som en delkropp av C, samt C som en
mgning av den reella talkroppen R. Nu infors beteckningen

i=(0,1), (1.10)
varvid (1.2) ger att 42 =i+ ¢ = (0,1) (0,1) = (=1,0) = —1. Vi far alltsd
sambandet

i*=-1, (1.11)

L&t z = (a,b) vara ctt godtyckligt komplext tal, DA erhalls

z=(a,0) = (a,0) + (0,0) =a+ (0,1) - (b,0) =a+i-b

1 fortséttningen anvinds beteckningssittet
z=ua+1ib (1.12)

for det komplexa talet z = (a, b), varvid i kallas imaginéra enheten, g kallas

reella delen av z, beteckning a = Rez, och b kallas imaginiira delen av
Z, beteckning b = Im 2, Nu kan formlerna (1.1), (1.2), (1.3) och (1.4) skrivas
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Komplexa tal

C1.6) - (1.5)
(a,0) +(k,0) = (a+l, 0+0) = (atk,0)
(a10) « (4,0) = (alb-00,a0+0.4) = Lab, o)
(26) - (£,8) = (a-L,06-0) = (a=l,0)

(e,0) _ [alb+b0 /O~b-—0.-o _/a o Lo
(o,0) — < o 0t ! W ron )‘(Jb.) ) !

;\ ol _ — —_— — —_— — -~

\;a,ue\e :{ﬂahﬂu) ‘@c«w)F,m-

fla) o (L) $lal) erks,
(Q-H(n g (#t«)+(’(u)) Cab = £7 (Fe . fla)) )

= \—-v—_
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Komplexa tal

2z beteckning b = Im 2, Nu kan formlerna (1.1), (1.2), (1.3) och (1.4) skrivas
i formen

(a+ib) + (c+id) =a+c+i(b+d), (1.13)

(a+1b) - (¢ +id) = ac — bd +i(ad + be) (1.14)

(a+1ib) — (¢ +id) = a—c-+i(b-d), (1.15)
a+ib  ac+bd . be—ad 5, 4

= R +d*#0. )

c+id Cz-i‘d2_iZ ara ¢ A0 (1)

Formlerna (1.13) — (1.16) erhalls genom att tillimpa de vanliga réknelagarna

for reclla tal och beakta att > = —1. Formel (1.16) fas enklast genom

forlangning med ndmnarens konjugattal:

a-+ib _ (a+ib)(c—1id) ac+bd+i(bc—ad) ac+bd . be—ad

ctid (¢t id)(c — id) c? 4 d? 2 Fe 2 4d?

Exempel 1.2. Om z € C och b € R sa géller
2% 402 = (2 +1ib)(z — ib) .

Darmed har ckvationen z2 + b? = 0 alltid tva rétter, z = &b, i C.
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Belopp och konjugat

Definition 1.2. Lat z = a 4 ib, a,b € R, vara ett godtyckligt komplext tal.
Talets absolutbelopp eller modul betecknas |z| och definieras genom

2] = VaZ + B2 (1.17)

Konjugattalet till z, betecknat Z, definicras genom

Z=a—ib. (1.18)

I t8ljande sats sammanstills ndgra rékneregler [6r konjugattal och abso-
lutbelopp.
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Sats 1.1. Ldt z, 7 och z vara godtyckliga komplexa tal. Dd gdller

Belopp och konjugat

2 2y =2+ 7,
2 — =71~ 2,
71 2 =21 %2,
(fl“):?y 2 #0,
2y Zy
Rez=1(z+2) och Imz= (z—7)
= = CN mz = — - y
ez=5(z+7) o 577
|z = |Z] och |2|*=z-%,
|21 - 22| = |21l
al _ &l
S = 0 # 0.
=l = lal 22 #

Bevis: Beviset lamnas som évningsuppgift. [0

(1.19)
(1.20)
(1.21)

(1.22)

1.23)

1.24)
1.25)

P

1.26)

Notera med stéd av (1.23) att z € C &r recllt om och endast om z = Z.
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Komplexa talplanet

Ur definitionen pa komplexa tal foljer att z € C kan representeras entydig
som en punkt (Re z, Im 2) i ett rétvinkligt, tvadimensionellt koordinatsystem,
Det komplexa. talet z = @ + iy, %,y € R, representeras d& av punkten (z,v)
i ctt koordinatsystem dar g-axeln och y-axeln kallas den reella respektive
imaginira axeln,

Im

AR F=0%%)

>Re &

KA ———— -~

Talet z kan fven tolkas som vektorn fran origo till punkten (z,y). Om
langden av denna vektor betecknas med 7 noterar vi med stod av (1.17) att
r = |z|. D&vi tolkar |z| och |y| som lingden av kateterna och |z| som langden
av hypotenusan i en ratvinklig triangel erhélls olikheterna

lz| = |Rez| < |2] och |y| = |Imz| < |, (1.27)
2] < 2|+ |yl = |Rez| + [Im 2] . (1.28)
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Komplexa talplanet

Den vinkel 6 som vektorn # # 0 bildar med den positiva z-axeln kallas z:s
argument, beteckning arg z. Argumentet ér bestdmt pd en additiv multipel
av 2 nar. Nu giller for z # 0 att

T &

cosf = \/——2_—_2: = i
T +y |
‘ (1.29)
sinf = A 1
2 +y? |7

Med beaktande av att » = |2| fis ur (1.29) den poléra framstallningen av
talet =2 +1y
z = |7| (cos@ + i sinf) =7 (cosf + i sin ). (1.30)

Vidare erhélls ur (1.29) formlerna

1
arg z = arctan 1‘ daz >0,
T
: 1.31
arg z = arctan = +7m, diz<O0. (1.82)
z
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Komplexa talplanet

Vi skall nu ge rékneoperationerna mellan komplexa tal en grafisk tolkning i
det komplexa talplanet.

\\vv\ =
. —-f%n*%z\
9, -7 /
// 2 —-%
%' ' 2
i > Re 2
> 2-2y

P& grund av (1.1) inses att additionen z, + 2z av tva komplexa tal kan
tolkas som vektoraddition i R?, Vidare har vi att z, + (21 — 22) = 2y, s& skill-
naden z; — zp representeras av den vektor som utgar fran zo:s &ndpunkt och
utstricker sig till 2z1:s dndpunkt. Vi kan alltsé tolka |21 — 2| som avstandet
mellan z; och zy. Det &r da naturligt att infora f6ljande definition.
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Komplexa talplanet

Definition 1.3. Awvstandet mellan de komplexa talen 2z = x; + iy, och
2y = Ty + 1Yy betecknas d(zy, 23) och definieras genom formeln

Az, 2) = |2 — zo| = /(1 — m2)* + (11 — 12)?. (1.32)

Exempel 1.3. Den prigocentrerade cirkeln med radien 7 utgérs av {z € C:
d(z,0) = |z| = r}. Cirkeln med medelpunkten z € C och radien 7 ges av
{z€C:d(z,20) = |z — 2| =1}

Ur ovanstéende figur kan vi grafiskt utlésa att |z + 25| < |21|+|2]. Detta
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Komplexa talplanet

bor verifieras analytiskt,

IZl -+ Zg|2 = (Z] + ZQ)(E{'F Zz) = (Z] + 22)(21 +22)

=221+ 21 %0+ 2071 + 207

=lalP+an+ (@) +lal  (EF=2)

= |21|* + 2 Re(2 %) + | 2|*

a4 20z 2]+ |al* = |2 + 2|l 2] + |2

= (lan] + |za])?.
Alltsa giiller |21 + 23] < |21] + |72]. Vidare inses, cftersom | — z| = |z|, att
To1 — 2] = |21 + (=22)] < [s1] + [ — 2| = |21] + |z|. Man kan ocksd visa att

71 — 72l < |21 = 2|, [Bvningsuppgift). "Vi sammanfattar utredningarna i

triangelolikheten

Va, 22 € Ct ||z1] = |2l < |21 £ 2] < 2] + |2o]. (1.33)

Med fullstindig induktion kan higra olikheten i (1.33) generaliseras i formen

|2 £ 2 ke k| <]+ fza] 0ok 2] (1.34)
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Komplexa talplanet

Definition 1.4. En jcke-tom mingd M forsedd med en avbildning dy :
M x M — R som uppfyller axiomen

() Va,y €M dyl(x,y) >0 och dy(z,y) =0 a =y,
(2)Va,ye M:dylz,y)=du(y,2),
(3)Va,y,2€ M :dy(z, 2) < dulz,y) + duly, 2),

kallas ctt metriskt rum, beteckning (M, dp), och dyy kallas en metrik.

Exempel 1.4. De komplexa talen € med d definierad enligh (1.32) &r ett,
metriskt rum, (C, d). Axiomen (1) och (2) &r litta att verifiera. Vidare giller
for zy, 2, 23 e C att

d(z1,73) = |21 — 23] = (21 — 22) + (22 — 23)]
<oy = 2l + |z — 2| = d(21, 22) + d(22, 23) -

Dirmed ar axiom (3) uppfyllt.
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Komplexa talplanet

Avslutningsvis skall vi grafiskt tolka multiplikation och division av kom-
plexa tal. Betrakta tvd komplexa tal z1, 2 # 0 givna i polar form, z; =
7j (cos0; + 1 sind;), j=1,2. Vi erhéller da

w =2y - 29 = 717y (cos Oy + i sin 0y) (cos Oy + i sin0y)
=717 [(cos 0y cos by — sinfy sinby) + i (sin by cos Oy + cosfy sinby)]
=117y (cos(0y + 0a) + 4 sin(0, + 02)),

eller med andra ord

[w| = |21 - 22| = 2] |2a], (1.35)
argw = arg(z; « z) = arg z; +arg za . (1.36)

Tvd tal i C multipliceras s, att modulerna multipliceras och argu-

menten adderas. Ca
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Komplexa talplanet

Tvd tal i C multipliceras s, att modulerna multipliceras och argu-
menten adderas.

fme
/]
ENY
o oo
wate 1%
3 :}":‘11
— 1 =) Qc 2
w -
Yy :2"/?:?_ e

Om vi betraktar kvoten w = z) /2, och skriver den som z) = w - 2, s ger
(1.35) och (1.36) att |z| = |w||22| och arg z; = argw + arg 2. Alltsd giller

2 2]
w| == =15, 1.37
ful 2 EA ( )
2
argw = arg (z—l> = argz — argzy. (1.38)
2

Tva tal i C divideras sa, att modulerna divideras och argumenten sub-
traheras.
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Moivres formel

Lt 2z = 7 (cos 0 +1i sin 0) # 0 vara ett godtyckligh tal i poldr form, Upprepad
anvindning av (1.35) och (1.36) ger oss

z =71 (cosf+1isind),
2% = 1% (cos 20 + i sin 20)
2% = r® (cos 30 + 4 sin 30) ,

Genom fullstandig induktion bevisas formeln
2" = [r (cos 0 + 4 sin0)]" = 1" (cosnf + i sinnf), n=12,... (1.39)
Speciellt for 7 = 1 kallas (1.39) Moivres formel,
(cos O+ sin@)" = cosnb +isinnd, n=12 .. (1.40)

For z # 0 och n ett positivt heltal definieras 27" = (27')™.
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Moivres formel

Exempel 1.5. Berdkna (V2-+i \/ﬁ)l Lésning: Vi noterar att |v/2+4 V2| =
2 och att cos § = sin § = %2: Vi far d& med stéd av (1.39) att

(V2+iVo)!= < < ))il: <2 (cos%-f-isin%))l

= 2% (cosm i sinm) = —16.

Exempel 1.6. Uttryck cos 30 och sin 3¢ med hjélp av potenser av cos och
sin§. Losning: Moivres formel med n = 3 ger

o8 30 44 sin 36 = (cos 0 + 4 sin 6)°
= cos® 0+ 3cos® 0 sin 0 — 3cos 0 sin? 0 — i sin® 0
= (cos® 0 — 3cos 0 sin®0) + 4 (3cos® 0 sinf — sin®0) .

Identifiering av reella och imagindra delen ger formlerna

0830 = cos® 0 — 3cosf sin? 0 = 4cos® 0 — 3cosh,
sin 30 = 3cos®# sin @ — sin® @ = 3sin0 — 4sin® 0.
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Potenser och rotter

Definition 1.5. Ett tal z € C ar en n.te rot av det komplexa talet w om

t=w, (1.41)

dir n > 0 &r ett heltal. w'/™ betecknar mingden av alla nute rétter av w.

Vi skall nu soka alla 16sningar till ekvationen (1.41) och ansétter dérfor
z =1 (cosf +1i sinf) och w = p(cosp + i sinp) # 0. Da giller

™ (cosnl + i sinnd) = p(cos g + @ sin @) = |w| (cosp + i sinp),

vilket ger 7™ = p > 0 och nf = @ + k- 27 for heltaligt k. Vi erhéller
o kor @ k2w .
= iy 0s| & A4 —— ) n e . ke K
z ﬁ(co&(n t > I~zam< + - € (1.42)

Man ser att (1.42) ger precis n stycken olika n:te rétter 2, svarande mot

L= k=01,..,n-1 ., ,n—1. Dessa z.:n bildar horn i en regelbunden n-hoérning inskriven

i cirkeln |z| {/p. Tallet n = 4 illustreras i nedanstaende figur.
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Potenser och rotter

Vi far da formeln

o 2 k2
2 = V|w| <COS<%+¥> +1 six1<%—&~~——7—r)>, k=0,.,n=1, (143)

n

for n:te rotterna av w. DBetrakta speciellt fallet w = 1. Da fis de nite

enhetsrotterna ey,
bl Lokl ondio, i

o 2 k2
Ek=cos</n7r)+isin<~;}1>, k=0,..,n—1, (1.44)
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Potenser och rotter

svarande mot en regelbunden n-hérning inskriven i enhetscirkeln |z] = 1 med
- s o 1 = onalZEY 43 sin(ZE). svar =11

€0 —.1. Om vi sétter Wy = cos( = ) 4@ sin Zn ), svarande mot k = 1 (1.44),

far vi med stéd av Moivres formel att

ep=wt, k=0,1..,n-1, (1.45)

och observerar att (1.43) kan skrivas i formen

zk=z05k=zow,";, k=0,1,...,n—1. (1.46)
Exempel 1.7. Berikna (v2+14+/2)"°. Losning: Vi omskriver V2+iV2i
den polira formen 2 (cos T+ sin 7). D4 har vi med stdd av (1.43) 16sningen
(lwl=2,¢=Ty ,n=3)
; . 2k 2k
(V2+ive) = {\Vi ((:o&:(ll2 + —37[) +i sin(% + %)) k=0, 1,2} .
(Ribevna B U elevabis e 23 = VR (V2 )
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Il L<o,

59 _Yl_'&:wmt, [nach el wnite vot
6) nuwdda. v vell vite vt gow dv negabiv
) )
Lkeckontny SIS

Q&kw.lo-odiz (d2 alls wite whr owslvar)
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