8 Residykalkyl

8.1 Laurentserier

Definition 8.1. Med en Laurentserie avses en serie av formen

Z cn (2 — 29)". (8.1)

n=—o0

Serien ar konvergent for z € C, om delserierna

Z Z—Z—% och (8.2)

n=1

> enlz—2)" (8.3)

bégge konvergerar. Serien (8.2) kallas Laurentseriens singuldra del och (8.3)
dess reguldra del.

Om man i delserien (8.2) substituerar w = ;—_lz—o, f&r man en potensserie i
w, som konvergerar i ndgon cirkelskiva |w| < % Déarmed konvergerar serien
(8.2) for |z — 2| > 7. Serien (8.3) konvergerar i ndgon cirkelskiva av formen
|z — 2| < R. Om r < R konvergerar Laurentserien (8.1) i cirkelringen 7 <
|z — 20| < R. En cirkelring &r alltsd det typiska konvergensomrédet
for en Laurentserie.

Sats 8.1. Ldt f(z) vara en analytisk funktion i den dppna cirkelringen
D={z:0<r<|2—2|<R<oco}.

Da kan f(z) 1 D utvecklas i en Laurentserie

o0

FE) = Y ealz— )", dir
=m0 (8.4)

_ 1 f(w)
= oni /p (w — zg)7t! dw,

och T' dr en styckevis requldr Jordankurva 1 D som omsluter punkten zp.
Laurentserien konvergerar likformigt © varje sluten cirkelring

Di={z:r<r <|z—2| <71y <R < o0}.
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Bevis: Det récker att pavisa likformig konvergens i Dy, ty ur detta foljer
(punktvis) konvergens i D. L&t C; vara den negativt orienterade cirkeln
Ci:|z—2 = R = T—*% och Cy den positivt orienterade cirkeln Cy :
|z — 20| = Ry = 42, (Se figur).

Vilj 2 € D,. DA ligger 2z i omrddet mellan cirklarna C; och Cy och f(2)
ar analytisk pd C; och Cy och i omradet mellan cirklarna. Vi férbinder
Cy och Oy med tva regulara kurvor 1 och -y, sd att z ligger innanfor den
styckevis regulira kurvan I' = C¥ + v + C} — 79, och I definieras genom
IV = CL + vy + Ct — 71, déir C} och C¥ &r de delar av Cy och Cy som ingér
i Jordankurvan som omsluter z. C! och C! #r de delar av C); och C; som
ingdr i den andra Jordankurvan. (Se figur).
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Da géller det att

f(z)=~2'71—r—z/7 w) dw och Oz—L Md

wW— 2 2me W=z

Om vi adderar vanster- och hogerled i ovanstaende uttryck erhalls

1
L A C) I A C) (8.5)
2ri Jo, w— 2 2Tl Jo, w — 2

fz) =
ty integralerna langs y; och . tar ut varandra. Vi betecknar:

1 f(w) dw och fo(z) = L f(w) d

2t Jo, w— 2 2T Jo, w— 2z

filz) = (8.6)

Lat My = MaXzec, |f(2)]. V&lj &€ > 0. Punkten z ligger innanfor cirkeln Cs.
Om vi utvecklar —> i en potensserie med rationen (=2 ) far vi som i (7.12)
och (7.13) i Sats 7.2 att

1 1 Xz — 29\ *
= , 8.7
w— Z w—-zoz(w—zo> (8.7)

k=0

Serien y oo O(fz—)k konvergerar, ty 0 < rg < Ry. Det finns da ett N sadant
att n > N medfor att Y po (5 ) < g. Dé géller

SER = e < () < 6o

och (8.8) géller for alla z € D; dan > N. Nu kan fy(z) uppskattas precis
som i (7.15) och (7.16). Alltsé fér n > N géller

,fg(z) - i{gii /c (w i(:;))kH-I dw} (z — ZO)’C) < Mze, (8.9)
k=0 2

for alla z € D;. Dirmed konvergerar > o cn (2 — 20)" likformigt mot

faz) iy < |z — 20| S, dii € = o fczvf‘;‘ngdw
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Nu behandlar vi integralen fi(z) = 5= [, o ww) dw. Punkten z ligger
utanfor C4, sa vi utvecklar —7;1_—; pa foljande vis:

o 1 1 1
w—z (w—z2)—(2—2) z2—2 1-%2
B 1 i(w“zo>k (8.10)
 z—2 —\z— 2 ’
ty —-——f:j;’l < 1. Beteckna M; = max,eq, |f(2z)| och vilj € > 0. Serien

Zzozo(f—ll)k konvergerar, ty 0 < R; < 7. Da finns det ett N sadant att
n > N medfor att Zz’;n(%’)k < . Da galler

lz<z:;°> < 211":52

Uppskattningen (8.11) galler fér alla z € D;. Da kan vi skriva fi(2) i
formen

f o —
fl(z)=271”. w(iU)zdw:_eri clz‘“ZO {z%(z—:) } v

i

Ny
v [ 2 )

- Z— 2y

<§Q <e. (8.11)

™

For n > N kan den sista termen uppskattas med
1 f(w) { 2w — 2 k}
o S W= % d}
2wl J_g, 2 — 20 ;(z—z() W
1
< — dw
— 2 J_ z—onZ<z~zO)'| |
1 M 1 M
< 15/ ldw| = — = ¢ 21 R,
—C

o R, or R,
:]\416.
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Déarmed galler for alla z € D; dd&n > N att

fi(z) = Zn:(z—zo)~k {5%.; /_C1 @-:%dw}' <M €.

k=1

o ) . o0 o \=n A 1 f(w)
D& konvergerar serien >, ¢_n(z —2) ", dir c_pn = 55 f~Cl R dw,

likformigt mot f1(z) i D;. Med stod av (8.5) fas d& att

f(2) = h(2) + falz Zc_nz—zO )4 enlz — 20)"
n=0

oo

= > ez —2)",

n=-0oo

(8.12)

och serien konvergerar likformigt mot f(z) i D;.

Eftersom funktionen (Zf (2) j = 0,%x1,%2, ..., ar analytisk i D kan in-
tegralen over Cy ersattas me& integralen over en styckevis regular kurva I' i
D. Likaledes kan integralen dver —C) erséittas med integralen dver samma
kurva I'. Da far vi att

cn:/———f(L)nrldw, n=0,%1,+2, ..,
,y(’LU--Z())

i (8.12). Déarmed &r satsen bevisad. 0O

Vi skall visa att Laurentserien for f(z) i cirkelringen D i Sats 8.2 &r enty-
digt bestamd. Vi behover foljande hjalpsats, som tillater termvis integrering
av en likformigt konvergerande funktionsserie.

Sats 8.2. Lt { f.(2)} vara en foljd av kontinuerliga funktioner som konverg-
erar likformigt mot f(z) pd en mangd M. Antag att T’ dr en styckevis reguldr
Jordankurva i M med baglingden L. Da konvergerar fojden {fr fa(2) dz}
mot [ f(z)dz.

Bevis: Tage > 0. Vélj Nsaatt n > N = |f(2) — fa(z)| < £ forallaz € T,
D4 galler det for n > N att

lLf(z)dz;Afn(z)dzjz}A(f( — fulz dz|</|f 2| ldz]
<%-/F\dz|=—i-L=5, O
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Sats 8.3. Identitetssatsen for Laurentserier. Antag att f(z) dr analytisk i
cirkelringen
D={2:0<r<|z— 2| <R < +oo}.

Antag vidare att f(2) i D representeras av tvd Laurentutvecklingar, f(z) =
S0 e (z—20)", dirc, ges av (8.4), och f(z) = 0" bn(2—20)". Dd

n=-—0co

gdller det att b, = c,, n=0,%£1,%2,....

Bevis: Vilj citkeln C @ |z — 2| = (R +r). Da ligger C' i D och bada
Laurentserierna konvergerar likformigt mot f(z) pa C. Partialsummorna for

serien
— b _ k: n—1
(z — ZO n+1 Z z Z

k=—o00
ar kontinuerliga pa C' och konvergerar likformigt mot funktionen i véanstra
ledet. D& kan serien integreras termvis, Sats 8.2, och vi far att

( / 7 — 7o)t dz) :

Nu ér [,(z — z)* ™ 'dz = 2mi om k = n och noll om k # n, enligt Exem-
pel 6.3. Alltsa far vi med stod av (8.4) och (8.13) att

(8.13)

lll M8 III M8

1 /(2) 1
Cp = o g /O (2= 2" dz = o3 (bp2mi) =0b,, n=0,£1,£2 ...
D34 &r den Laurentserie som framstéaller f(z) 1 D, och som ar utvecklad kring
punkten z = zg, entydigt bestdmd. 0O

Exempel 8.1. Utveckla funktionen Tz_—i-)l@:ﬁ i Laurentserie i omrédet a)
|2l <1,b) 1< |z] <2o0chc) |z > 2.
Losning: Partialbraksuppdelning ger:

1 1 1

—1)(z—2) z-2 z-1 (8.14)
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a) For |z| < 1 géller

1 1 1 1 o=/2\J ey
__* _ Y - N2 8.15
z— 2 2 1—1% 22(2) Zzﬁl’ (8.15)
j=0 Jj=
och o
S (8.16)

11 1 :i.i(%)]:i);% 2] > 1. (8.17)

1
z—1 z 1——z—

7=0 j=
Alltsa far vi att
1 o~ A L
(z-1)(z-2) ““;Qﬁl _;Zj—i-l
1 1 1 =z
= = == — = — = — o1 2.
S5 < |z| <

1

1 1 1 Su/2\F o= 2
z—2:;'1—3:;‘2<;> :sz“’ 2> 2.
z =0

Vi far darmed att

1 22-1 1 3 7
(z—1)(z - 2) 2 T2
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8.2 Isolerade singulariteter

Definition 8.2. Om funktionen f(z) &r analytisk i en punkterad omgivning
av punkten z = zy # 00, men inte i zq, s dr z = % 150lerad singularitet for

/(2).

Om f(z) har en isolerad singularitet i 2 = 2 s& kan f(z) utvecklas i en
Laurentserie av formen

o0

f2)= > enlz—2)", (8.18)

n=—oo

dér serien (8.18) konvergerar i en cirkelring 0 < |z — 2| < R. Tre olika fall
kan nu sarskiljas:

(A) Om ¢, = 0 for alla n < 0, s& & 2 en hévbar singularitet.

(B) Om c_,, # 0 for ett heltal n > 0 och c_; = 0 fér j > n, sd &r 2 en
n-faldig pol for f(z).

(C) Om det finns odndligt manga c_, # 0 fér n > 0, sd &r 2 en vésentlig
singularitet for f(z).

Fall A. Om 2, ar en hévbar singularitet forsvinner Laurentseriens sin-
guldra del och serien (8.18) &r en potensserie:

f@)=cote(z—2)+c(z—2)"+.., 0<|z—2z|<R.

Om vi definierar g(z) := f(2) 10 < |2 — 25| < R och g(z) = cg, sa blir g(z)
analytisk i |2 — 29| < R. D& &r g(z) begrénsad i en omgivning av 2z, och
diarmed ar dven f(z) begrédnsad i en punkterad omgivning av 2.
Exempel 8.2. Definiera f(z) = %—z— = % (z - 53—? g—? — ) =1- %?— ZS—T —
oy |2] > 0. Om vi sétter g(z) == f(2), |z| > 0, och g(0) = 1, s& &r g(z)
analytisk i hela C med

Alltsa ar 2y = 0 en havbar singularitet for f(z).

Fall B. Om 2z, ar en n-faldig pol antar Laurentserien formen:

. Cn Con+1
1(z) = (2 — zo)”+(z — zo)"’1+m+z — 2

C_1

+cote(z—20)+..., 0<]|z—z| < R.
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Nu ar (z—20)" f(2) = c_ptep1(2—20) +conta(2—20)°+..., 0 <|2—2]| <
R. Déarmed géller

lim (z — 20)" f(2) = c_p # 0,00.

z—20
Funktionen (z — zp)"f(2) har d& en hévbar singularitet i zp. Funktionen
f(z) ar obegrinsad i en punkterad omgivning av z, |f(z)| — oo, d&
Z — 20.

Fall C. Betrakta funktionen f(z) = e'/?. Den ar analytisk i |2| > 0, och
2o = 0 &r en singular punkt. Laurentserieutvecklingen i |2| > 0 ges med hjalp
av potensserien for e*:

1 1 1
1z _ SN S
e _1+Z+2!z2 +3!z3 +.., |z2/>0.
Alltsd 8r 2o = 0 en visentlig singularitet for f(z). Det galler inte att
|f(2)| — oo, d& 2 — 2, for en visentlig singularitet zp, utan funktionens
beteende i en punkterad omgivning av z, &r mycket komplicerat. Bland
annant galler fojande sats, som vi inte bevisar.

Sats 8.4. Picards sats. En analytisk funktion f(z), som har en vdsentlig
singularitet 1 punkten z = zp, antar 1 varje punkterad omgivning av 2y alla
kompleza tal som funktionsvdrden, eventuellt med undantag av ett varde.
Exempel 8.3. Vi verifierar Picards sats for e!/# i en punkterad omgivning
av 2 = 0. Det ar klart att e/# £ 0 i varje punkterad omgivning av zo = 0.
Lat ¢ # 0 vara ett godtyckligt valt komplext tal. Valj € > 0. Det galler da
att
Inc=Inlc|+iargc+2nmi, n=0%1,£2, ...

Genom att vélja n tillréickligt stort fas ett virde w = In ¢ sédant att Jw| > 2.
Satt z = L. D4 giller att |2| < e och el/? = e¥ = "¢ = ¢. Alltsd giller
Picards sats for e/%.

Exempel 8.4. Betrakta funktionen f(2) = tanz = :(‘)% De singuléra punk-
terna ges av cosz =0 & 2= 5 +nm, n=0,+£1,4£2, ... Eftersom tan z ar
periodisk med perioden n 7 récker det att undersoka en av de singuléra punk-
terna, de 6vriga ar av samma typ. Vi viljer 2o = 7. Eftersom |f(z)| — oo,
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dé z — 2o = %, s kan inte 2y vara en hivbar singularitet eller en vésentlig
singularitet. Alltsd &r zo = 5 en pol. Sétt t =2— 3, 20 =5 < to=0.

7r sin(t+ %) cost
tanz:tan<t+—>~ = — g
sin
cos(t + %)

2

Da géller:
. cost _ 1
Hmt - <~—————) = hm(—— cost = t) =—1.
t—0 sint t—0 5%1_
Alltsa
lim (2 — z) tanz = —1 # 0, 00.
Z-r20

Dérmed har tan z en enkel pol, (1-faldig pol), i zp = § och &ven i punkterna
z = L4nm, n € Z. Pé analogt sitt visas att cot z har enkla polerinm, n € Z.

Exempel 8.5. Undersok singulariteten i zg = 1 for sin z/(2% — 1)2.
Losning: Det galler att

sin 2 sin 2 _sin(z)/(z+ 1) g(2)

(212 (=-12(z+12 (=17  (2-1?2

Funktionen g(z) = sin z/(z + 1)? 4r analytisk i punkten 2, och g(z) # 0, co.
Da erhalls

lim (2 — 1)*f(2) = lim g(2) # 0, 00.

Da ar singulariteten zg = 1 en pol av multipliciteten 2.

8.3 Residysatsen

Antag att funktionen f(z) &r analytisk p& och innanfér den reguldra Jor-
dankurvan I', utom i punkten zg innanfor I'. Funktionen kan d& utvecklas i
en Laurentserie,

f(z)= Z cn (2 — 29)", dér e, = L /p(z—f(zzgn“ dz .

211
n=—oo

Serien konvergerar i en cirkelring av formen 0 < |2 — 2| < R. Om vi sétter
n = —1 i uttrycket for ¢, far vi
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Detta ger
/ F(2)dz = 2mi- oy, (8.19)
r

Definition 8.3. Koefficienten ¢_; i den Laurentutveckling av f, som kon-
vergerar i ndgon cirkelring av formen 0 < |z — 29| < R, kallas f : s residy,
(residyn av f), i punkten 2y och betecknas R(%), (eller ibland R¢(z)).

Resultat (8.19) kan dé formuleras till satsen:

Sats 8.5. Om den styckevis reguldra Jordankurvan I' omsluter endast en
singuldr punkt zo for den annars pa och innanfor I' analytiska funktionen
f(z), sa galler
f(2)dz=2mi-c_y =2mi R(z). (8.20)
r
Antag nu att den styckevis reguldra Jordankurvan I' omsluter ett andligt
antal singulara punkter 21, 2, ..., 2, for funktionen f(z), som for 6vrigt antas
vara analytisk pa och innanfor I'. Varje singulér punkt z; omslutes med en
cirkel C; sa att alla ciklarna hamnar innanfor I' men utanfér varandra. Vi
genomloper I' och cirklarna i positiv omloppsled:

Med stéd av Sats 6.9 géaller
/f(z) dr= | fydz+ | f2)det ..+ | fz)dz.
r G Cy Chn

Sats 8.5 ger att fcj f(2)dz =2mi-R(z;), j=1,..,n. Vihar ddrmed hérlett
residysatsen.

Sats 8.6. Residysatsen. Vi antar att den styckevis reguldra Jordankurvan
[ omsluter ett andligt antal singuldra punkter z, ..., zn, for funktionen f(z),
som for évrigt antas vara analytisk pa och innanfor I'. Da galler:

/f(z) dz =274 Zn:R(zj). (8.21)
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Om man vill tillampa residysatsen boér man kunna bestdmma f :s residyer
i de singulara punkterna. Detta kan goéras genom utveckling i Laurentserie
kring varje singuldr punkt. Ibland kan man anvénda enklare metoder:

Metod 1. Antag att f(z) har en enkel pol i z = z. Vi utvecklar f i
Laurentserie:

f(z):zc—lz +Co+C1(Z—zo)+c2(z~—zo)2+....
— 40

Alltsa galler
(z — 20) f(2) = c_1 + colz — 20) + c1(2 — 20)* + ...
D4 erhélls foljande formel for berdkning av R(zp),

R(z) = lim (z — z0) f(2). (8.22)

z2— 20

Exempel 8.6. Bestam residyn for f(z) = (z——ﬁg%m i punkterna z = +2i.
2

Losning: Vi har att f(z) = e Zi%)(zm%). Da ar z = +2i enkla poler.
Formel (8.22) ger:

| | | | 2 4+ 31
R(2i) = zh_)n%i(z —2i) f(2) = }E%i (z—1)%(z+2i) 25 °
»2 4 -3¢
%) = lim (z+2i) () = I R
R( 22) zl_l’lzlm(z + 7') f(Z) z_l)IPzz (z — 1)2(?«' - 2’5) 25

Vi behandlar nu ett viktigt specialfall: Antag att f(z) med en enkel pol i
2z = 2y kan skrivas i formen

dar g och h ar analytiska i z = 2 och g(z) # 0, h(2) = 0. Da géller med
stod av (8.22) att

‘ gz z
iz = lim (= 20) ) = Jim e = 8]
zZ—20

(8.23)
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Exempel 8.7. Bestim residyn for f(z) = = i punkten 2o = 1.

Losning: Viharatt 28 —1= (z—1)(2" 1+ 2" 2+ ...+ 2+1). Ddédr =1
en enkel pol for f(z). Nu ger formel (8.23) att

1 1 1 1

Zidz—(zn - 1).z=1 (nzn_l)lzzl nln—l n

Metod 2. Antag att f(z) har en pol av n :te ordningen i punkten z = 2.
Utveckling av f i Laurentserie ger:
Cn C—n+1 C-1

..
z2—2)"  (z—2)"! + Z— 20

+CO+Cl(z'—ZO>+....

fz) =
(
Multiplikation med (z — 29)" ger oss att
(2 — 20)" f(2) = cop 4 Conp1(z — 20) + . + e (2 — 20)" ' + oz — 20)" + ...
Nu deriverar vi ovanstaende uttryck (n — 1) génger och erhéller

dn—l

(=2 () = (0= DL e+ da(z = 20) + dalz = 20)* + .

dar dy,dy, ... ar komplexa konstanter. Vi far formeln

1 a1
T . N
R(zo) = lim | o —(E-2) ). (8.24)
Exempel 8.8. Bestidm residyn for f(z) = z—z—gl_—ﬁ-g i punkten z ~1
Losning: Punkten 2o ar en pol av ordning 3. Formel (8.24) ger:

- () ) -3 2) -2

Metod 3. Formell division av serieutvecklingar. Metoden belyses med ett
exempel.

Exempel 8.9. Bestam residyn for f(z) = 11_;(‘:2 i alla singuléra punkter.

Losning: De singuldra punkterna ér z = 2mn, n € Z, dar cosz = 1. Vi
skall nu bestamma residyn i alla punkter pd en gang. Satt: ¢ = z — 27n. Da
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svarar z = 27n mot ¢t = 0. Insdttning i uttrycket for f(z) och serieutveckling
ger:
1 — gtt2mn 1 — 2™, gt
f(2) = f(t+2mn) = 1 — cos(t + 2mn) T 1—cost
1 —e™ (1 +t+t2 Hi(t))
1—(1— £ +¢1 Hy(t))
1 — ean 27rnt + t2 Hg(t)

- )

" Hy(t)

dar funktionerna H,(t), 7 = 1,2,3, &r kontinuerliga och begrénsade i en
omgivning av £ = 0. Nu utfors divisionen:

- ezm- Py 1—-;7}-!,[*) 22 13- HalE)~

—le?n &) | Jal-e® |2t | L,

M, b 4 [ e s) | 7 #
el s ) L] ) .
SNy U /S E aw .J:"z;._l, m,ft—:; JHy, B
#’; BTV I um /L»Jn SRS

D4 &r Laurentutvecklingen av f(z) av formen

3 2(1 _ eQ‘nn) 2e2mn o ’
IO = G oy~ Gy 2

Alltsa har vi att
R(2mn) = —2¢*™, n=0,+1,42, ...

Vidare ser vi att z = 0 ar en enkel pol och att z = 2an, n # 0, ar poler av
ordning 2.

Exempel 8.10. Berikna [, =% z2+1) dz, dir C = {z: |z| = 2}.

Loésning: Vi upploser 22(2%2 + 1) = 2%(2 + 4)(# — 4). Integranden har en
dubbelpol i z = 0 och enkla poler i z = 4. Alla poler ligger innanfoér C'. Vi
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tillampar formlerna (8.22) och (8.24):

1 d/ e e*(2%2 — 22+ 1)
T el — —1
£(0) 2133%((2— 1)! dz(z2+1>> 0 (2 +1)2 ’

e? e
1) — 1' ot = ——,
R =l T ™ =5~

e? et

Da far vi med stod av residysatsen att

/C gy % = 2T (RO) + RG) + R(-3)

1 ) )
= 2mri (1 + §€(e_Z — ez))
= 2mi (1l —sinl).

Exempel 8.11. Antag att h(z) &r analytisk i ett omrade D forutom i ett
andligt antal poler. Antag att I' ar en styckevis regulér Jordankurva i D vars
inre ligger i D. Antag att I' omsluter polerna wy,...,w,, och nollstallena
21, ..., 2, for h(z), och att inga poler eller nollstéllen for h(z) ligger pa I'.

N e e e P

Antag att multipliciteten for nollstéllet z; ges av n;, j =1,...,n. D4 ar

h(z) = (2 = 2;)" G4(2),

dar Gj(z) dr analytisk i en omgivning av z; och G;(%;) # 0. D4 galler det
att
h’(z) n; G;(Z)

= + = R(Z7> =7y, for

W)
h(z) z—2z Gj(2) T

wz) T

R
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Antag att multipliciteten for pol w; ér my, j =1,...,m. D& ér
Hy(z
hz) = ____k_()_
(Z — wk)mk

dér Hy(z) ar analytisk i en omgivning av wy och Hy(wy) # 0. Da erhalls
W(z) _ —mw  Hi(2) . W(2)
_ = Rlwy) = —my for 2 k=1 . m.
WD) z—wr | Hy2) (wy) = —my, for 303 m

Tillampning av Residysatsen ger att
1 h'(2) u =
— dz = G — my, .
2mi Jp h(z) ; ! ;

Foljande exempel presenterar en ofta anvandbar sats for att bestdmma
antalet nollstallen fr en analytisk funktion i ett omrade D.

Exempel 8.12. Rouche’s sats: Antag att f(z) och g(z) ar analytiska i ett
omrade D och att I" ar en styckevis reguldr Jordankurva i D, vars inre ligger
i D. Antag vidare att f(z) och g(z) saknar nollstallen pa I'. Om

If(2) +g(2)| <|f(z)] forallazel,

sé har f(z) och g(z) lika ménga nollstillen innanfér I', d& multipliciteterna

beaktas.

Bevis: Satt h(z) = %((—’z%. Beteckna med N antalet nollstéllen for h(z) in-
nanfor I', vilket sammanfaller med antalet nollstallen for g(z) innanfor T
Beteckna med M antalet poler for A(z) innanfér I', som d& sammanfaller

med antalet poler for f(z) innanfér I'. Nu géller:

|/ (2) + 9(2)|

|£(2)]
Om nu I’ har parameterframstallningen I' : 2z = 2(¢), a <t < G, z2(a) =
2(B), s& betyder detta att bildkurvan IV = h(I") ligger innanfér cirkeln |z +
1| = 1. Funktionen Logz = In|z| 4+ argz, 0 < argz < 2m, &r analytisk i
|z + 1] < 1. Med stod av foregdende exempel géller da

R (z 1 AR (2(t)

. 1 )
N—]\l———%/r:h(z) dZ:% 5 WZ(t)dt

|h(z) + 1| = <1, forallazel.

B
:Q% a %(Log(h(z(t)))) dt

(Log(h(2(8))) — Log(h(2(e))) = 0.

~ 2w
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Darmed har f(z) och g(#) lika ménga nollstéllen, med beaktande av multi-
plicitet, innanfor I'. O

Vi tillampar Rouche’s sats pa ett exempel:

Exempel 8.13. Visa att alla nollstéllen till polynomet p(z) = 323 — 222 +
2iz — 8 ligger i cirkelringen 1 < |z| < 2.
Lsning: P4 |z| = 1 giller |p(z)| > 8 — [32° — 22% 4 2iz| > 8 — 7 = 1. Satt:
f(z) = 8. D& saknar p och f nollstéllen pa |z| = 1. For |z| = 1 giller
Ip(z) + f(2)| = [32% — 22 + 2iz] < 3+4+2+2 =7 < 8 = |f(2)]. Da ger
Rouche’s sats att p och f har lika manga nollstéllen, dvs. inga, i |2] < 1.
Sétt nu f(z) = —32°. D4 har f tre nollstéllen i |2| < 2. P& |z| = 2
giller |p(2)] > [32% — | — 222+ 22— 8| > 24— (2-44+2-2+8) =4, sa
p och f saknar nollstillen pa |z| = 2. For |z| = 2 géller |p(2) + f(2)] =
| — 22% 4+ 21z — 8| < 20 < 24 = |f(2)|. Da ger Rouche’s sats att p och f har
lika, ménga nollstéllen, dvs. tre stycken i |z| < 2. Dérmed har p(z) alla sina
nollstéllen i cirkelringen 1 < |z| < 2.

8.4 Beradkning av reella integraler med residykalkyl

Vi skall behandla olika typer av reella integraler som med fordel kan beréknas
med residykalkyl.

A. Trigonometriska integraler 6ver [0, 27]

Vi skall tillampa residysatsen pa integraler av formen
27
/ U(cosb,sin @) df, (8.25)
0

dar U &r en rationell funktion, med reella koefficienter, av cos@ och sinf.
Vidare antas integranden vara kontinuerlig pa intervallet [0, 2. Ett exempel
pa en saddan integral ar

2n 2
/ S0 o<b<a.
o a-+bcosd

Vi skall identifiera (8.25) med en integral [, F'(z) dz, dar F(z) &r en komplex
funktion och C' = {z : |2| = 1}. Parametrisera nu C genom z = z() =
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e 0 <0< 2r. DA giller att

lzl—:e"w och d@zﬁ
z

. 8.26
etd iz ( )

Eftersom cos @ = (e +¢7%)/2 och sin§ = (¢’ — e7*%)/(2¢) erhaller vi

cosf = %(Z + —i—) och sinf = %(z - %) : (8.27)

Dérmed kan (8.25) omskrivas i formen

2w
/ U(cos@,sin@)dﬁz/F(z) dz, (8.28)
0 c

dar

F(z)EU(l(z—l—l) l(z-—l>> L (8.29)

2 2/’ 2 z iz
Saledes har vi 6verfort (8.25) pa en komplex integration 6ver enhetscirkeln.

Exempel 8.14. Berdkna [ = 0% 5?21620‘98 5 a0 .

Lésning: Med stod av (8.26), (8.27) och (8.28) skriver vi

A GG I R e
_/c5+4<%<z+%>>7§*—?4_z' o 22(222 + 52+ 2)

dz

Integranden g¢(z) omskrivs i formen

R Gt ) A Gl V&
9(z) = 2222 +52+2)  22%(z+ %)(Z +2)

Da& har g(z) tva singulariteter innanfér C', punkten z = 0 som ar en dubbelpol

och punkten z = ———;— som &r en enkel pol. Vi berdknar residyn i punkten

_ 1
Z——"‘ﬁ,

1 Lo (-1 3
Rl=g) = Jim (4 g)9le) = lim oty

2
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och i punkten z = 0,

1 (22 —1)?
R(0) = £1—»0<1' dz > Odz 2z2—|—5z+2>
__1,n(22 + 5z 42)2(22 — 1) 22 — (22 — 1)%(4z + 5)
= 50 (2z2+5z+2)
=0
=—7

Med stod av residysatsen berdknar vi vérdet pa I,

I'= —(omi(R(0) + R(-1/2))) =~ 7. (-3 + D) = 1.

Vi noterar avslutningsvis att de singulariteter som integranden F(z) i
(8.29) har &r poler eller hdvbara singulariteter.

B. Generaliserade integraler 6ver (—oo, c0)
Om den reellvirda funktionen f(z) dr kontinuerlig pa intervallet [0, co),

s& definieras - b
/ f(z)da = lim/f(x)dx
0 b—oo Jg

om gransvirdet existerar. Om f(z) ar kontinuerlig pé intervallet (—oo,0]

definieras analogt
0 0
/ f(z)dz = lim f(z)dx

—y —
& o0 ¢

om gransvardet existerar. Om f(z) &r kontinuerlig p& (—oo, 0o) definieras

” f(z)dz = lim f(z)dz + hm f(z)dz
[ =, [ s [
=/_iof(ac)dm—l—/0 f(z)dx

om gransvardena i mellanledet existerar. Principalvardet for integralen
over (—o0, 00) definieras genom

.. /oo fx) d:nzrggr_loo/j f(z)dz
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da gransvardet existerar. Om integralen ffooo f(z) dx existerar sa galler:
po. [% f(z)dz = [* f(z)dz. Daremot kanp.v. [ f(z)dz existera fastén
den egentliga integralen [ f(z)dz inte existerar.

Exempel 8.15. Berdkna p.v. [* zdz.
Lésning: Integralen [z dx existerar ej, ty gransvéirdena lim,_, o fob zdz
och lim,_,_ fco z dz saknas. Déremot géller:

o0 T 2 2
p.v./ rdr = lim zdr = lim (T———T—>-:O.

oo r—too J_. r—+oo \ 2 2

Vi skall nu med exempel belysa en metod att berdkna p.v. ffooo flz)dz.

Exempel 8.16. Berdkna I = pv. [0 mfil.
Lo6sning: Vi definierar

T dx
L. = —_— .
” /r$4+4’ r>0

Da kan I, tolkas som kurvintegralen

dz
I, = —
T /FT 24 + 4)
dar I', ar linjestycket fran —r till r. Antag att r > v/2. Vi definierar den

styckevis regulira Jordankurvan I'(r) = I', + I', dar I, &r halvcirkelbagen
2(t)=ret, 0<t <.

Den komplexvirda funktionen f(z) ges av

I 1
A4 (z—2)(2 - 2)(z - 2)(z - 2)

flz) =
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dir 27 =144, 29=—1+1, 23 = —1—140och zg =1 — 4. Av dessa punkter
ligger z; och z innanfor T'(r) for alla r > v/2. Nu ér 2z och 2, enkla poler
med residyerna

R(e) = Jim (2~ 2 £(2) = 15—
Re) = lim (2 ~ ) £(2) = 75

Residysatsen ger d& att for alla r > /2 géller

—1 -1 1—2')

dz . :
/F(T) A= 2mi(R(z1) + R(2)) = 27rz< TRREET

=%, r>2.

(8.30)

A andra sidan galler for r > /2 att

T dx
x4+ 4

/F(T)f(Z)dZ: Frf(z)dz-|- P,rf(z)dz:/

-r

+ [ f(2)dz. (8.31)
I

Vi skall nu uppskatta |f(2)| pa I, d& 7 > v/2,

1 11

If(z)|:’z4+4’ STA—dT A4

Alltsa galler for r > +/2 uppskattningen

l . f(z)dzIS/F, lf(z)l}dzygr41_4 /P \dz|

mr
= — 0
rd —4 '

dar — +oo.

Men da galler
' lim f(z)dz=0. (8.32)

r—+00

Med stod av (8.30), (8.31) och (8.32) far vi att

" dx s 7r
[ atimin A 0=

, dar— +4oo.

1
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Alltsa har vi att
I — o /°° dz
Py L T4 4

Eftersom 7 < 2 for alla ¢ € (—o00,—1] U [1,00), samt dé& integralerna

-1 dg 0 dg 1 gz : ° : I & dx s
oozt J1 ot och f~1 S Cxisterar, sa existerar aven f_oo sirpy och da
galler

/°° dzx o
T4 4

Sats 8.7. Antag att f(z) = gg‘;;, dar P(z) och Q(z) dr polynom sddana

att gradtalet(Q(z)) > gradtalet(P(z)) + 2. Antag vidare att Q(z) saknar
nollstdllen pd reella azeln och att z1, 23, ..., 2, ar nollstdllena for Q(z) i halv-
planet Imz > 0. Da galler det att

" Plz) =271 ; Z;
/_oo o) dr = 2 ;R( i) s (8.33)

dar R(z;) dr residyn i punkten z;, j=1,...,n.

Bevis: Antag att gradtalen for P(z) och Q(z) &r ny respektive ng, och att
ny > ny + 2. I komplexa talplanet géller da att

P(2) = ap, 2™ + ... + ao, ap, # 0,
Q(Z) = bn2zn2 —+ ...+ bo, an 7é O,

samt att
P2 Q%)
lel;J -'zzl—’ = |am| >0 och 7,13130’7’171 = Ibnzy > 0.
For tillrackligt stort R > 0 galler for |2| > R att
1 P(z 1
Slomd < |22 < 2ol a2 < PO < 2l
1 Q(Z) 1 ny ng 3 )
5 lbna] < | S| < 20bi| € 5 bugl |20 < 1Q(2)] < 2 by |21

L&t I, vara halvcirkelbigen z = z(t) = re¥, 0 <t < 7. (Se Exempel 8.16).
For |z| = r > R erhélls uppskattningen

an,

r2= 2 (8.35)
b

72

2| < ol

N %]bm] T2
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For r > R uppskattas kurvintegralen 6ver IV, av

|dz |—C7TT=CT7T—>O ddr — 400,
/

.

Integralen f_RR % dz existerar. For |z| > R géller med stod av (8.35) att

i/}:ogggdwlg/ljfidx och ]/_;Rgggdmlg/jédx,

alltsa existerar f

©P(x), N
/_Oo 0(@) dx = 2711 ;R(zj),

dar 21, ..., 2, ar de nollstéllen for Q(z) som ligger i halvplanet Imz > 0. O

Integraler av formen

/_Z géi; sin(mz)dz och /_: ggz; cos(mz)dz, m >0,

dar P(z) och Q(z) &r reella polynom och ()(z) saknar nollstéllen pé reella
axeln, samt gradtalet for Q(z) > gradtalet f6r P(x) + 1, kan berdknas som i
foljande exempel.

oo cos(me)

Exempel 8.17. Berdkna [~ %5 2 dz, dér m > 0.
Losning: Har betraktar vi den komplexa integralen

ez’mz T eimm eimz
dz = d +/ —dz, 8.36
/I‘(r)1+’z2 /—rl_’"mz ’ I"r1+z2 ’ ( )

dar I'(r), T, och I". har samma betydelse som i Exempel 8.16. Vilater r > 1.

Funktionen f; > har en enkel pol, zy = %, innanfor I'(r) d& r > 1.
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Residyn i zy ges av

eimz e~ m
R(i) = 1;3(2 —1): (z—d)(z+1) 20
For r > 1 galler med stéd av Residysatsen att
eimz
/F T =R = e (8.37)

Vi skall uppskatta den andra integralen i hogra ledet av (8.36). Med 2z =
x + 1y fas for y > 0 uppskattningen

|eimz| — |eimm—my| — Ieimmi |e—my| = le ™ < 17 dam>0.

P& halvcirkeln I", géller
imz

]e 1 1
14 22

< =
-1 r2-1

r>1, m>0.

Déarmed erhalls uppskattningen

eimz Tr
dz|< — 0, dar — +00.
‘/F,Tlﬁ—zg —r2—1

Med stéd av (8.36) och (8.37) fas da att

o] eimw
/ 2dfl:zvre"”’”.
oo L+

Genom att skriva ® = cos(mz) + ¢ sin(mz) och uppdela integralen i

S [ gime ® cos(mz ® sin(maz
we_mz/ d:c:/ cos(mz) Q)d:v—m'/ ( >dm,
0o 1+ 22 o 14z oo 1+ 22

fas, d& vi identifierar real- och imaginardelar, att

(o0} o0 :
/ cos(ma) de =me ™ och / sin(ma) dx =0.
1+ z? oo 14 2?

—0o0
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D4 nu den forsta integranden ar en jamn funktion, &r svaret pé var uppgift

* cos(mz) T _
de=—e ", 0.
/o T2 =5 m >

Sats 8.8. Antag att f(z) = g(z f—(—“—”l, ddr P(z) och Q(z) dr reella polynom
Q(z)

med gradtalet(Q(z)) > gradtalet(P(z)) + 1 och Q(x) saknar nollstillen pd
reella azeln. Vidare dr g(z) = sin(mz) eller g(z) = cos(mz), ddr m > 0.
Ldt 2, ..., z, vara nollstdllena for Q(z) 1 halvplanet Imz > 0. Dd gdller det
att

/oo cos(mz) Pla) dxr = Re (27ri Z R(zj)>, (8.38)

QL)
/_Z sin(maz) ggg dz = Im (27ri zi: R(zj)>, (8.39)

dér R(z;) dr residyn i punkten z;, j =1,...,n, for funktionen e'm* %.

Bevis: Lat I'. vara samma halvbage som i tidigare exempel, z = 2(t) =
ret, 0 <t <. Precis som i Exempel 8.17 betraktar vi nu integralen

!
k

D4 nu gradtalen for P(z) och Q(z) skiljer sig med minst ett s& far vi i analogi
med (8.35) for tillrackligt stort R att |z| = r > R ger uppskattningen

. P(2) o o Pret)
eime dzl — ‘/ ezmr(cos t+1 sint) Ly ezt dt
’/r; Q(2) 0 Q(ret)

™ w
c _ ; . _ ;
< Zp le mrsmt+zmrcostl dt = ¢ e mrsmtdt
T Jo 0

lzr‘ v % 2
= 2¢c / e”MrsInt Jr < ¢ / e ™ w bt
0 0

:20[6 WQ]::ﬂ(l—e_mr)—»O, dar — 4+o0.
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Integralen f_RR g(z) SEZ) dz &r konvergent. Fér att underscka [ g(z) gg; dx

och f:£ g(x) gg; dz anvénder vi foljande integraltest:

Dirichlets test: Antag att g(z) ar kontinuerlig for x > R, att inte-
gralerna I, = | ];g(:c) dz, ¢ > R, ar begransade av konstanten K, och att
h(z) avtar monotont mot noll d& z — +oo. D4 existerar den generaliserade
integralen [ g(z) h(z) dz.

Funktionen g(z) i testet ar i vart fall sin(maz) eller cos(ma). I béada

fallen finns en av ¢ oberoende konstant K sidan att | 1; g(z) dm' < K for

alla ¢ > R. Definiera h(z) = 22, D3 kan vi valja R sa stort att h'(z
Q=)

inte byter tecken for z > R. Da galler antingen (1) h(z) avtar mono-
tont mot noll d& # — +oo, i vilket fall [ g(z) h(z)dx existerar, eller
(2) h(z) vixer monotont mot noll, i vilket fall —h(z) avtar monotont mot
noll d& z — +oo. Alltsé existerar [° g(z) (—h(z))dz och dérmed &ven
[ g9() h(z)dz = — [ g(z) (—h(z)) dz. Alltsé existerar [7° g() ggfg dz.

Analogt visas att f__:j g(z) gg:; dx existerar. [

Anmirkning: Satserna 8.7 och 8.8 kan inte tillimpas om ((x) har ett
nollstalle pa reella axeln! Dylika exempel behandlas under demonstrationerna.
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