7 Cauchys integralformel med tillampningar

7.1 Cauchys integralformel

I detta kapitel berdknas kurvintegralerna langs Jordankurvor. Om inget an-
nat namns sa sker integrationen alltid ett varv i positiv omloppsled. Den
positiva, omloppsleden for en Jordankurva I' definieras sa, att omrédet in-
nanfor T ligger till vanster, nér kurvan genomlops i positiv riktning.

Foljande viktiga sats visar att om f(z) &r analytisk p&d och innanfor
en Jordankurva I', s& bestams funktionens virden innanfor I' helt av funk-
tionsvardena pa I'.

Sats 7.1. Cauchys integralformel. Antag att f(z) dar analytisk pd och in-
nanfor den styckevis regulara Jordankurvan I'. Omrddet innanfor I' kallas
G. For godtyckligt a € G gdller det ati:

fla) = 5% i Z—(:%dz. (7.1)

Bevis: Tag en cirkel C' med ekvationen |z — a| = r, sddan att cirkelskivan
|z — a| < r tillhér G. (Detta &r mojligt d& G &r en dppen méngd). Enligt
Sats 6.8 galler det att

LI RGN

TR —a cR—Q

Z, (7.2)

ty funktionen f(ig ar analytisk pa I’ och p& C, samt i omradet mellan kur-

vorna. Betrakta identiteten

SO g, [0 [FOS@y gy
o —a

c?—a c < —a
Med stéd av formel (6.12) géller
f(a) -
—dz = 2mi. ,
r—a z= f(a)2mi (7.4)

D& f &r kontinuerlig i punkten z = a, s& hor till varje € > 0 ett § > 0, sddant
att |f(z) — f(a)] < € sésnart |z —a| <. Fér r < och z € C giller det att

f(z) = f(a)

£
<3
Z—a

” .
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Da géller

| ‘/%@dzxg/C\f(zi—:i(-a—)lldd<-:::/C|dz{=—§27rr=27rs.

(7.5)
D4, integralen i vinstra ledet av (7.5) &r oberoende av r, (Sats 6.8), och
oberoende av ¢, sa kan vi lata € ga mot noll och far att integralen &r noll.
Med stod av detta och (7.2), (7.3) och (7.4) far vi da att

(2) dz = 21 f(a),

T2—a

vilket &r Cauchys integralformel. O

Exempel 7.1. Berdkna fo jé‘jrzl dz, da C betecknar cirkeln |z — ¢ = 1.

Losning: Vi upploser integranden i partialbrak

sin z sin 2 1 ( 1 1

21 (z —1)(z +1) T 2% z—z’wz+z’) S

varav foljer att

/ SQinz dz:i, sinz' dz—}f/ Sinz. . (7.6)
c?+1 2t Jgz—1 2t Jogz+1

Med stod av Cauchys integralformel galler

sin z
/O po— dz = 2w sin(i), (7.7)
ty sin z ar analytisk pa och innanfér C och z = ¢ ligger innanfér C'. Eftersom
punkten z = —i ligger utanfor C' ar funktionen %1% analytisk pa och innanfér
C. Da ger Sats 6.7 att
| / ?ii dz=0. (7.8)
c

Med stod av (7.6), (7.7) och (7.8) erhalls da att

] 1
/c ;l:l_zl dz = % (274 sin(i)) = 7w sinh 1.
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Exempel 7.2, Berdkna integralen [, £t82 dz, dér I' ér cirkeln |z — 2| = 3
genomlopt ett varv i positiv omloppsled.

Losning: Sitt f(z) = e* +sinz. Da ér f analytisk pa och innanfér I', som
ar en Jordankurva. Vidare ligger z = 0 innanfér I'. Med stod av Cauchys
integralformel géller

f(0)~—1— —f-(—z-)—dz~ 1 /ez—ksinzdz‘
r

S omi Jpz—0 2w P

D4 f(0) = € +sin0 = 1, erhalls

P
/?—igs—l—n—zdz=27rz'f(0)=27rz’.
r

5 . : 2r _ do
Exempel 7.3. Berakng den reella integralen foir prery
Losning: Sitt z = €. D4 giller sinf = -él;(e“’ —e) = (2— 1) och
% =ie? = df = % . Integranden omskrivs i formen
o L 2z
2+sin0_2+%(z——i-)“4iz+z2—1 (7.9)
. 2dz
(2= i(V3=2)(z+i(V3+2))
Satt f(z) = ;11(—\3515)") D4 ger Cauchys integralformel att
f(2) Cpr 2112 o
— 2 de=2mifi(v3—-2)) = =—.
/|z|=1z—z'<\/'—2) i(V3—-2)+4i(vV3+2) V3

A andra sidan géller med stod av (7.9) att:

_fgf.)__ _ o f(ew) 0y 2”__4_9_-_
_/;;,;=1z~i(\/§—2)dz_/o (@ —i(V3—2) ‘w“/ﬂ 2t sing

Darmed galler

/2’r o o
o 2+4sinf /3
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7.2 Serieutveckling av analytiska funktioner

Sats 7.2. Antag att f(z) dr analytisk i ett omrdade D och antag att cirkel-
skivan |z — z| < 7 ligger + D. Lat C vara cirkeln |z — 2| = r. Da gdller for
|2 — 20| <7 att

f(2)=> calz—2)", (7.10)

dar koefficienterna ¢, ges av

1 f(w)

5—71‘—7; Owdw, TLZO,l,.... (711)

Cp —

Bevis: Vilj z € D sadant att |z — 29| = s < . For godtyckligt w € C, dvs.
lw — 29| = r, géller det att

(7.12)

z—20
wW—20

Da

= 2 <1, sd konvergerar den geometriska serien

SR = (- (222)) 713

k=0

Serien ) oo o( ) konvergerar, ty 0 < s < r. For godtyckligt givet ¢ > 0

finns d& ett N sddant att Zk:N(f) < ¢. For alla w med |w — 2| = r och
for alla n > N galler

IZ(Z:ZZ?,) J<Z]z:2; (;)k<a. (7.14)

k=n
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Vi utnyttjar Cauchys integralformel, (7.12) och (7.13) for att erhélla foljande
identitet som galler for alla n,

- 2mi
o L {2 (22 e

Om vi satter

N (z_zo)k{i/—de (7.15)

|

Be= iy [ 29 (S (222) Yo

och betecknar M = maxyec |f(2)], far vi for n > N uppskattningen

0= s [ {2 (522) oo
—2—%/1f-ZOHZ< 222) jaw (716)

—T—e/|dw| ——-527rr—M€

VAN

VAN

Men d& ger (7.15) och (7.16) att for n > N gller

lf(Z)—i{—}—./C@—f(—%dw}(z—zo)k\:[E(z,zo)ngg,

2mi — 2p)

D& konvergerar potensserien > cp (2—2)", dér ¢, ges av (7.11), mot f(z)
for varje z i cirkelskivan |z — zp| < 7. O

Anmairkning 1: Cirkeln C' i (7.10) kan med stod av Sats 6.19 bytas mot
en styckevis regular Jordankurva v som ar sddan att 2o ligger innanfoér v och
f(2) ar analytisk pa och innanfor .

Anmérkning 2: Om f(2) ar en hel funktion, (analytisk i hela C), s& géller
potensserieutvecklingen (7.10) i hela C.
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Definition 7.1. En punkt z &r en reguldr punkt for en funktion f(z) om
f(2) ar analytisk i punkten. Om f(z) inte &r analytisk i punkten z &r den
en singuldr punkt for f(z).

Anmarkning: Potensserien (7.10) konvergerar i |z — 2| < 7, dér 7 &r
avstandet fran zo till ndrmaste singuldra punkt for f(z).

Med hjélp av Sats 5.14 och Sats 7.2 kan vi etablera foljande sats, som
sager att om en funktion ar analytisk i en punkt zp, s& har den derivator av
alla ordningar i punkten.

Sats 7.3. Antag att f(z) dr analytisk i omradet D. Dd har f(z) derivator
av alla ordningar © punkten zy € D. Dessa ges av

|
f(p)(z0)22z;¢/c.(wi(:,))p+l dw, p=0,1,.., (7.17)

dir C dr cirkeln |z2—zo| = 7, och f(z) dr analytisk pd och innanfor C. Vidare
erhalls Taylorserien

<n;(!z0) (2 — 20)", (7.18)

=31

n=0

som konvergerar mot f(z) i |z — 2| <.
Bevis: Med stod av Sats 7.2 kan f(z) utvecklas i potensserien
f(2)=> enlz—2)", (7.19)
n=0

som konvergerar i |z — 2| < r, och dar

Lo w)

tp=— | —f-—t—duw.
"omi Jo (w— z)n !

Med stod av Sats 5.14 har potensserien (7.19) derivator av alla ordningar i
|z — 29| < r. Dessa fas genom termvis derivering,

fP)(z) = ch nn—1)-..-(n—p+1)(z—2)""". (7.20)
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Om vi sétter z = 2 i (7.20) erhalls f®)(z) = ¢, - p!, alltsd géller (7.17). Vi-
dare, eftersom ¢, = f—(%i"—), p=0,1,..., far vi med stod av (7.19) Taylorserien
(7.18). O

Anmérkning 1: For berdkning av f®)(z) kan cirkeln C i (7.17) ersiittas
med en styckevis reguldr Jordankurva v som omsluter punkten zp, och som
ar sddan att f ar analytisk p& och innanfor .

Anmirkning 2: Formel (7.17) kan betraktas som en generalisering av
Cauchys integralformel, som ju fas for p = 0.

Exempel 7.4. Lit Logz = In|z| -i—iargz dir —m < argz < 7. Satt

f(z) = Log(1l + z). Daar f'(z) = —1—;; och f(z) analytisk i |z| < 1 med
f(0) = 0. Vidare ges de hogre derivatorna av
1 2 (n—1)!
" — " _ - (n) 2) = (—1 n+1 .
Med zp = 0 ger da (7.18) Taylorserien
2 2B A = a1 2"
Log(l-l—z)—z——é—+—3——z+...—Z(——l) =, i<t

n=1

Exempel 7.5. Berékna fc 92——;%‘&- dz, dar C ar enhetscirkeln genomlopt ett
varv i positiv omloppsled.

Lésning: Satt f(z) = e* —cosz. D& ér f(z) analytisk i hela C, och speciellt
pa och innanfor C. Nu galler att f”(z) = e*+cos z, att zp = 0 ligger innanfor
C och att f"(z) = 2. A andra sidan fir vi med stéd av (7.17) att

wioy 2! f() __1_ e —cosz

e® —cosz )
/ ——é————dz:27rz‘
c z

Exempel 7.6. Cauchys estimat. Antag att f(z) ar analytisk p4 médngden
{z: 12— 2| <r}. Lét C vara cirkeln |z — 2| = r. D& galler

10l = |y [ 2 “> i<z [ EL 0y

2T

< n! max.ec |f(2)] /\d = _; max,ec | f(2)]

- 97 7'"+1 7«'n+1

Alltsa

ST,
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Déarmed galler |
(n) n,
1 z0)] < 2 mae | (2)]. (721)

Speciellt for n = 0 galler:
< f .
|f(20)| < rgleag() (2)]

7.3 Identitetssatsen for analytiska funktioner

Identitetssatsen for analytiska funktioner sidger att om en funktion ar ana-
lytisk i ett omrade D, och vi kénner vérdena for funktionen i en delméngd
M av D som har en hopningspunkt i D, sa ar funktionen entydigt bestamd
i D. Vi bevisar forst en hjalpsats, identitetssatsen for potensserier.

Sats 7.4. Antag att potensserierna S1(z) = Y oo gan (2 — 20)" och Sy(z) =
> obn (2 — 20)™ konwvergerar i D = {z : |z — 20| < R > 0}. Antag vidare att
S1(2) = So(2) for alla z € M, ddr M dr en delmdngd av D med 2o € D som
hopningspunkt. Dd gdller S1(z) = Sa(2) for alla z € D.

Bevis: Sitt S(z) = Y oo ycn (2 — 20)", dér ¢, = an — b, for alla n. Serien
ar konvergent i D och S(z) = 0 for alla z € M. Eftersom 2y € D &r
en hopningspunkt for mangden M kan vi konstruera en foljd {zj};?‘;l, déar
zj € M, z; # 2o for alla j och z; — 2 d& j — oo. Nu ér S(z;) =0 for j =
1,2, ..., vilket ger att lim; o, S(2;) = 0. A andra sidan géller lim;_,o, S(z;) =
S(z0) = co, ty S &ar kontinuerlig i punkten z. D4 &r ¢ = 0. Gor nu
induktionsantagandet att ¢y = ¢; = ... = ¢,—1 = 0. Vi skall visa att av detta
foljer att ¢, = 0. Vart antagande ger att

S(2) = calz — 20)" + Cppa(z = 20)™ 4+ . = (2 — 20)" g(2),

7.22
g(z) :cn+cn+1(z"‘20)+Cn+2(Z—Z0)2+... . ( )

Insdttning av z = 2; 1 (7.22) ger: 0= (2; — 20)" g(#;), j = 1,2,.... Eftersom
zj # 2z ger detta att g(z) = 0 for 2 = z;, j = 1,2,.... Didrmed géller:
0 = lim; 00 9(2;) = 9(20) = ¢y, eftersom g(z) ar kontinuerlig i 2. Genom
fullsténdig induktion far vi da att ¢; = 0, 7 = 1,2,.... Diarmed &r a, =
by, n=20,1,2,...,0ch §1(z) = Sy(z) for alla z € D. O

Sats 7.5. Identitetssatsen for analytiska funktioner. Om funktionerna f(z)
och g(z) dr analytiska © omradet D och om f(z) = g(2) 1 en delmdngd M av
D som har a € D som hopningspunkt, sa ar f(z) = g(z) i D.
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Bevis: Tag godtyckligt zo € D. D& kan a och 2, férbindas med en bruten
linje L i D. Vi kan bilda en kedja av éppna cirkelskivor Dy, Dy, ..., D, med
medelpunkterna a, a1, ..., a, pd L (se figur). : .

=T

Konstruktionen ar sadan att a; € Dg,ae € Dq,...,a, € Dy_1 och 25 € D,.
Nu kan f(z) och g(z) utvecklas i potensserierna Si(z) = > > an (2 — a)"
respektive Sp(2) = > ooy bn (2 — ), som konvergerar i Dy. Lé&t My vara
restriktionen av M till Dy. D& har My punkten ¢ som hopningspunkt, och
S1(2) = Sa(2) 1 Mp. Med stod av Sats 7.4 dr da S1(z) = Sa(2) 1 Dy, dvs.
f(z) = g(2) i Dy. D& nu a; € Dy kan vi konstruera en méangd M; C
Di N Dy sddan att a;, ar hopningspunkt for M. Vidare géller f(z) = g(2)
i M;. D& kan vi analogt med ovanbeskrivna forfarande utveckla f(z) och
g(z) i potensserier kring a; och far att f(z) = g(2) i Di. Upprepning av
resonemanget ger att f(z) = g(z) i Dy, D1, ..., Dy. Eftersom zy € D, géller
det att f(z0) = g(20). Valet av 2y € D var godtyckligt, sa f(z) = g(2) i hela
D. O

Exempel 7.7. Pastaende: Antag att f(z) &r analytisk i omradet D. Om
f(z) £01i D, sa ar nollstéllena for f(z) separerade.

Bevis: Lt 2, € D vara ett nollstélle for f(z). Antag att zp &r en hopn-
ingspunkt for en foljd 21, 2, ... av nollstéllen for f(z) i D. Da ger Sats 7.5
att f(z) =01 D. Alltsd: Om f(z) # 01 D sa ér inget nollstélle for f(z) i
D en hopningspunkt for nollstéllen till f(z) i D. Vi kan med andra ord for
varje nollstalle zy till f(2) hitta en cirkelskiva {z : |z — 25| < 7} som inte
innehaller andra nollstillen &n zy. Dérmed &ar nollstéllena for f(z) 01 D
separerade. [
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7.4 Gauss’ medelviardessats. Liouvilles sats. Alge-
brans fundamentalsats
Sats 7.6. Gauss’ medelviardessats. Om f(z) dr en analytisk funktion 1

cirkelskivan |z — a| < 1, sd dr funktionens virde i medelpunkten a lika med
medelvirdet av funktionsvdrdena pa periferin. Alltsd:

1 2w

f(a)=—2? i fla+re?)do. (7.23)

Bevis: Lt cirkeln C : |2 — a| = r ha parameterframstéllningen z = 2(§) =
a+re?, Daar 2/(0) = ir e och med hjilp av Cauchys integralformel far vi

1 1 2w 16 )
fla) = s— f( ) , f(a—l-.re ) ire® do
27 Cz—a, T o o a+re?—q

1 2w

=5 |, fla+re®)ds. O

En hel funktion dr som bekant en funktion som é&r analytisk i hela C.
Sadana funktioner dr bland annat e?, sin z, cosz och varje polynom.

Sats 7.7. Liouvilles sats. Om en hel funktion dr begrinsad, sa ar den en
konstant.

Bevis: Antag att f(2) ar en hel funktion och att |f(2)| < M for alla z € C.
Tag en godtycklig punkt a € C. Vi skall visa att f'(a) = 0. Betrakta cirkeln
C : |z —a| =r. Formel (7.17) ger oss att

F(a) = - L(f(z)2dz. (7.24)

271 z—a)

P4 cirkeln C géller uppskattningen

f(2) |~ !\f(z)l <M (7.25)

I(z—a)2 Cz—al2 T 27

Da ger oss (7.?4) och (7.25) att

lf’(a)|=]271ri/ 22 dz1s§1;r-/ct(f<z>

a)?
/]

Z__
1 ]\[
— <27 i
'27r /l T

Iz
(7.26)
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D4 nu r kan véljas godtyckligt stort far vi med stéd av (7.26) att f'(a) =0
maéste gilla. Punkten a var godtyckligt vald, sa f'(2) = 01 hela C. Da &r
f(2) en konstant. O

Sats 7.8. Algebrans fundamentalsats. Varje polynom, som inte dr en kon-
stant, har atminstone ett nollstdlle.

Bevis: Lat p(2) = ap2" + an-12""" + ... + ao, a, # 0, vara ett polynom
av gradtal n, n > 1. Antites: p(z) saknar nollstdllen. I kapitel 3 visade vi
‘att |p(z)| — oo, d& |z| — oco. DA finns det ett positivt reellt tal r sddant
att |p(z)] > 1 d& |z| > r. Definiera H(z) = p—(% i hela C. Eftersom p(z)
saknar nollstallen s& ar H(z) analytisk i hela C, dvs. H é&r en hel funktion.
Eftersom H(z) ar en kontinuerlig funktion pa den kompakta méngden |z| < r,
s& existerar med stod av Sats 2.9 ett tal M; sadant att |H(z)| < M; pa
|z| < r. A andra sidan giller for |z| > r att |H(2)| = 15(17)7 < 1. Satt
M = max{1, M;}. D& giller begransningen |H(z)| < M for alla z € C.
Med stéd av Liouvilles sats &r d& H(z) en konstant i hela C. Men detta
innebér att dven p(z) ar en konstant i hela C. Vi far en motségelse till vart
utgdngsantagande att p(z) ar ett polynom av gradtal n > 1. D& &r antitesen
falsk och p(z) har &tminstone ett nollstélle i C. 0O

Nar vi nu har bevisat algebrans fundamentalsats &r resonemanget i kapitel
3 om antalet nollstéllen for ett polynom av gradtal n vil underbyggt.

7.5 Maximumprincipen. Schwarz’ lemma

F6ljande sats sdger i grova drag att “beloppet av en icke-konstant analytisk
funktion har inga lokala maximipunkter i ett omrade”.

Sats 7.9. Maximumprincipen. Antag att f(z) dr en analytisk funktion pd
ett omrade D. Da gdller:

(1) Om for zy € D gdller att |f(20)| = M dr ett lokalt mazimum ¢ D for
|f(2)|, sd dar f(z) konstant ¢ hela D.

(2) Om den slutna médngden D = D U 8D dr begransad och f(z) dr kontin-
uerlig pdD, sd antas max,.p|f(2)| pd OD.

Bevis: 1. Antag att 29 € D och att |f(20)] = M &r ett lokalt maximum for
|f(2)] i D. D4 finns det en 6ppen cirkelskiva C : |2 — z| < R i D sidan att
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|z— 2| < R=|f(2)] < M. Fér 0 < r < R definieras cirkeln C; : |[z—20| =T.
Gauss’ medelvirdessats ger da att

2w 27
"M =|f(2)| = [;7? /o f(z0+rew)d«9, < % /o |f(z+7e?)|do. (7.27)

Nu &r ju M = 5 02” M df, s med stdd av (7.27) erhélls

1 2w )

— (|f(z +re?)|— M)do > 0. (7.28)
2m Jo
Fér den kontinuerliga reella integranden i (7.28) géller att | f(zo+re¥)|—M <
0 for alla 6 € [0, 27]. D& maste | f(zo + 7€) = M pa hela C, och integralen
i (7.28) &r noll. Detta galler for alla r : 0 < r < R. Vidare &r |f(z0)| = M.
Alltsd ar |f(2)| = M 1 C : |z — 2| < R. Med st6d av en hemuppgift &r da
f(2) konstant i C. Identitetssatsen for analytiska funktioner ger att f(z) dr
konstant i D.

2. D ir en kompakt méngd och |f(2)| &r en kontinuerlig funktion pé D.
D4 antar |f(z)| ett storsta virde i D. Detta maximum &r &ven ett lokalt
maximum, Om f(z) ar konstant pad D sa &r f(z) av kontinuitetsskdl dven
konstant pa D. Maximet av |f(2)| antas d& i varje punkt i D, alltsd dven pa
OD. Om f(z) inte &r konstant i D s& har | f(2)|, enligt del (1) av satsen, inget
lokalt maximum i D. D4 antas alla lokala maxima pa 0D och det globala
maximet av |f(z)| antas d& pd 0D. O

Exempel 7.8. Bestdm maximum av |22 + 3z — 1| pa |2| < 1.
Losning: Funktionen f(z) = 2? + 32 — 1 &r analytisk pd den kompakta
méngden |z| < 1. Del (2) av foregdende sats ger di att maximet av belop-
pet antas pd enhetscirkeln |z| = 1. For att tilldimpa maximumprincipen pa
enhetscirkeln gor vi utrakningarna
|22 432 -1 = (22 +32—-1)(z"+ 32— 1)
=(22)?+32Z(24+2)+ 922 - (*+7°) = 3(z+7) + 1.
Med beaktande av att 2Z =1 da |z| = 1, forenklas ovanstdende uttryck till
11— (2 +7%) =11-2Re(2?).
Detta uttryck antar sitt maximum 13 for z = +i. Alltsd har vi att

ﬁ%¥|z2+3z—1(=\/13, dd z = +i.
B2
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Sats 7.10. Schwarz’ lemma. Antag att f(z) dr analytisk i omrdadet D : |z| <
1, att f(0) =0 och att |f(2)| <14 D. Da gdller

|f(2)| < 12| forallazeD. (7.29)

Likhet 1 (7.29) for z # 0 intraffar endast om f(z) = Az, ddr A dr en konstant
med |A| = 1.

Bevis: Eftersom f(0) = 0 sa kan f(z) skrivas i formen f(z) = zh(z), dér
h(z) &r analytisk i D. D& ar g(z) = ﬁ;—) analytisk i D. For |z] =1—¢, 0<
e < 1, galler:

|9(2)| = el 1 (7.30)

1—e ™ 1—8

D4 ger maximumprincipen att |g(z)| < & i hela cirkelskivan |z] < 1 —e.
Eftersom ¢ kan viljas godtyckligt néra noll géller |g(2)| < 1 for |2] < L.
Alltsd galler |f(2)] = |g(2)| |#| < |2| for alla z € D.

Vidare om | f(20)| = |#0] for ndgot zg € D med 2y # 0, sa géller |g(z)| = 1,
vilket innebér att |g(z)| har ett lokalt maximum i D. D4 méste g(z) vara en
konstant A med |A| = 1, och dédrmed &r f(2) = Az. DO

Exempel 7.9. Lt D = {2z : |2|] < 1}. Om f: D — D &r analytisk och
bijektiv, med en i D analytisk invers f~1, sd &r f av formen
o £ "4

fz) =" Z—=, Ja| <1. (7.31)

Bevis: Vi har redan tidigare visat att om f &r av formen (7.31), s& avbildar
f omradet D bijektivt pd D, ér analytisk och har en analytisk invers, jamfor
Exempel 4.5. Vi skall visa att med antagandena i Exempel 7.9 maste f vara
av formen (7.31). Antag nu att f(0) = «, || < 1, och definiera

@)=

dir S(z) = Z7%. DA ir g en bijektiv analytisk avbildning av D pa D och
g(0) = S(a) = 0. D& ger Schwartz’ lemma att |g(2)| < |z| for alla z € D.
Nu galler S~ (w) = awl——S( w). Dagallerg()=f‘(“())=
f7Y(S(w)), som &r analytisk i D. Vidare ar ¢g71(0) = f~1(S(0)) = f~(«)

0, och [g7Hw)| = |f~(S(w))| < 1. Da ger Schwartz’ lemma att |g L w)|

<
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|w| for alla w i D. D& galler: |g(2)| < |z| = |g7(g(2))] < |g(2)| for alla
z € D. Darmed galler det att |g(z)| = |2| 1 hela D. D& &r g(z), med stod av
Schwartz’ lemma, av formen g(z) = A z. Da géller:

S(f(2) =g(z) =Xz & f(z) =87 (A2) &
Az — o z=da 52— f

?)Z/\z—lz 'a")\z—l—e Bﬁ’

flz) =57 (A2) =

dér ¢ = X och B = al, |B| < 1. Alltsd ir f(z) av formen (7.31). 0O



