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Kapitel 1

Introduktion

1.1 De reella talen
De reella talen karakteriseras av axiom (ridkneregler, postulat, grundantaganden).

A. Axiomen for addition
M. Axiomen fér multiplikation
0. Ordningsaxiomet

C. Kontinuitetsaxiomet

Manga andra strukturer uppfyller vissa av axiomen, men man kan visa att de reella talen

visentligen dr den enda struktur som uppfyller dem alla.

Lat M vara en méngd, vars element kallas tal.

(A) Axiomen fér addition

Det existerar en operation kallad addition, bet. 4+, i M, dvs. for varje a, b € M existerar ett

element a + b € M, summan av a och b.

Additionen uppfyller

A(i) Associationslagen

Va,b,ce M : (a+b)+c=a+ (b+c)

A(ii) Kommutationslagen
Va,be M :a+b=b+a



A(iii) Det existerar ett tal i M, kallat 0, sadant att

VaoeM:a+0=a

A(iv) Till varje a € M existerar ett tal, (a:s motsatta tal eller additiva invers), kallat —a sa
att
a+(—a)=0

Exempel
1) N uppfyller A(i), A(ii)
2) Np uppfyller A(i), A(ii), A(iii)
3) Z uppfyller A(i)—(iv)
4) Q uppfyller A(i)—(iv)

5) Np med operationen a & b = max(a, b) uppfyller (i)—(iii)

Anmirkning Motsatta talet #r entydigt bestdmt om M uppfyller A(i)-A(iv):

at+xi=a+29=0 = (—a)+ (a+z1)=(—a)+ (a+ x2) A:(ig

((=a) +a) + 21 = ((—a) + a) + 2 Aliy)

Al
04+x21 =042 g;) T = Ty

Exempel Eftersom bade —(—a) + (—a) = 0 och a + (—a) = 0 fas att —(—a) = a.

Sats 1.1 Antag att M forsedd med operationen + uppfyller axiomen A. Da har ekvationen
a+z=">
en entydig 16sning © = b + (—a), bet. b — a.
Bevis
a+ (b+(—a)) AL ((—a) +b) A0 (a+(—a))+b ="0+b

Alltsa har ekvationen den angivna l6sningen.

Antag att zo dr en annan losning &n . = b — a

a+x9=b,a+x=0>



Da fas

Al A(iv
—a+ (a+x2) = —a+ (a+ x) A0 (—a)+a) +z2=((—a)+a) =z Ay
O+z29=0+= g) To =1

Anmaérkning Observera att —(b+ (—a)) = (=b) + a, ty (b+ (—a)) + (=b) + a = 0, och
—(—a)=a, ty (—a) +a =0.

(M) Axiomen for multiplikation

Det existerar en operation kallad multiplikation, bet. -, som tillordnar varje par a,b € M ett

tal, produkten av a och b, bet. a - b eller ab. Multiplikationen uppfyller

M(i) associationslagen:
Va,b,c € M : (ab)c = a(bc)

M(ii) kommutationslagen
Ya,b € M : ab = ba

M(iii) det existerar ett tal, bet. 1, sadant att

VoeM:a-1=a

M(iv) for varje a # 0 existerar ett tal 2 (multiplikativ invers) sidant att

(alt.: for varje a # 0 kan ekvationen azx = 1 15sas.)
M(v) distributionslagen

Va,b,ce M :a-(b+c)=a-b+a-c

Exempel

1) Z med +, - uppfyller (i), (ii), (iii), (v) men ¢j (iv)

2) Mingden av 2 x 2-matriser med matrisaddition och matrismultiplikation uppfyller (i),

(iii) med (§9) som etta, (v) men ej (ii) och (iv)



Sats 1.2 Antag att M uppfyller axiomen for multiplikation. Da géller

(i) Vae M :a-0=0.
0 # 1 om M har fler &n ett element

(ii) Ya,be M :ab=0 <= a=0Vb=0

(i) YVa#0, be M Jx € M : ax = b. Losningen z dr entydig (x = %'b)
(iv) Ya,b € M : a(—b) = —ab
Bevis

(i) OmJdae M,a#0,saa-1=amena-0=a-(04+0) =" a-0+a-0"=" a-0=0

1 iv
(a.a)bzo“iﬁl.b:o iy

se ovan 1 i
(ii) ab=0, a #0 = a-asz Ma

1 1
(iil) arq1 = axa(=0) = —(ax1) = —(axs) = 121 =129 = x1 = X9
a a

* entydig 16sning

1 1
a-=b=(a-=)b=1-b=b
a a

1
* —b 16sning
a

v)

(iv) a(~b) +ab = Mg

a((-b) +0) "2 q. 020

—~

Anmirkning Associationslagarna kan utvidgas till 4,5,... termer resp. faktorer:

A:(i) Aéi)

(a+b)+(c+d) = a+ (b+(c+d) = a+ ((b+c)+d) etc.

Parenteserna spelar alltsa ingen roll och kan bortlimnas i “rena” additionsuttryck, liksom i

“rena” multiplikationsuttryck. Men: Operationen — #r inte associativ.

(O) Ordningsaxiomet

Lat mingden M, som uppfyller (A) och (M), besta av tre disjunkta delméngder M., {0}, M_

sadana att

O(i) For varje a € M giller exakt ett av foljande alternativ:

ae My, a=0, —ac M.



O(ii) For varje a,b € M,:
a+b€M+, a~b€M+.

M kallas de positiva talen och M_ de negativa talen.

Beteckningar
aeM, <= a>0
aceM_ < a<0
a+(=b)>0 <= a>0D
a+(=b)<0 <= a<bd
Anmirkning

eac€ My = —ae€ M_ (Om ¢ sa —a € My eller —a = 0 vilka bada leder till

motségelse.)

eVa #0:a>€ My Oma € M. = —a € My = (—a)(—a) € My och
(~a)(~a) = ~(~a)a = ~(~a?) = a2)
e Va,be M_ :abe My

Exempel

e 1) Betrakta de rationella talen Q = {p/q| ¢ € N,p € Z}. Nu har vi Q+ = {p/q| ¢ € N,
p € N} och Q- ={p/q| g € N,p <0}. Q uppfyller (A), (M) och (O).

e 2) De komplexa talen C uppfyller (A), (M) men ej (O). Motivering: Vad skulle C; i
sa fall vara? Enligt ovan #r a? > 0 for alla a # 0. Alltsa bor 1 = 12 tillhéra C, och
—1 € C_. Men 2 = —1. Motségelsen visar att C inte kan uppfylla (O).

(C) Kontinuitetsaxiomet

Detta behandlas senare i Kapitel 2, avsnitt 2.2.

1.2 Induktionsprincipen

Antag att mingden R, de reella talen, ar given.

Definition 1.1 En delmingd S av R séiges vara induktiv om



i) 1esS

(i) VieR:zeS = z+1€ S

Definition 1.2 Ett reellt tal x kallas ett naturligt tal om det hor till varje induktiv delmangd

av R. Méngden av de naturliga talen betecknas med N.

Anmirkning Vi kan ocksa konstruera N genom att séiga att N bestar av 1, 1 + 1 (som
betecknas 2), 2 4+ 1 (som betecknas 3) osv.

Exempel N, Ny, Q, Q4+, R &r induktiva. Ingen #ndlig méngd kan vara induktiv.

Sats 1.3 N ér en induktiv méngd.

Bevis Vi verifierar att N uppfyller (i) och (ii) i Definition 1.1:

(i) 1 € N ty 1 tillhor varje induktiv méangd.

(ii) Antag att k € N. Eftersom k tillh6r varje induktiv méngd fas att k + 1 ocksa tillhor
varje induktiv méngd, med andra ord £+ 1 € N.

Fran Sats 1.3 fas nu omedelbart:

Sats 1.4 (“Principen for matematisk induktion”) Om S &r en induktiv delméngd av
Rsadr NCS.

Vi ger tva exempel pa induktionsbevis.

Exempel Bevisa att for n € N giiller

1424 gpo D (1.1)

Bevis: Lat S = {n € N| (1.1) géller for n}

1-2
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(ii) Antag att n € S (induktionsantagandet). Visar att n +1 € S:

ind.:ant. TL(TL + 1)

14+243+--+n+n+1 +n+1l=
n n+ 2 n+1)((n+1)+1
(n+1)(§+1):(n—|—1) 5 :( )((2 ) )

Alltsa:ne S = n+1€S
*© S induktiv och alltsa S = N. (S C N fran bérjan)
© (1.1) géller for alla n € N.

Exempel Visa att n! > 2™ for alla n > 3.

Lat S ={n € N|n=1,2 eller 3 eller n! > 2"}
i) 1€ 8
(i) neS = n+1e87?

Implikationen i (ii) &r trivial fér n = 1, 2.
n=37 24=41>2"=16 s 4eS
Antag n e S,n >3
(n+1)-n! > 22" (tyn+1>2)
“(n+1)! > 2"hpt1es

1.3 Nagra grundliggande definitioner

definitionsméssigt lika med

(i) Lat R -2 R x R := {(z,y)| =,y € R}.

En delméingd M C R? kallas en relation fran R till R. Méngden Dy := {z | (z,y) € M}
kallas relationens definitionsméngd och Vi :={y| (z,y) € M} dess viirdeméngd.

(ii) Relationen f C R? #r en funktion om for varje z € Dy finns exakt ett y € Vy med

(z,y) € f. Méngden Dy kallas funktionens definitionsméngd (eng. domain) och V;

funktionens virdeméngd (eng. range).

Om (z,y) € f sdger vi att y dr f:s virde i punkten x, betecknas y = f(z). f: R = R

betyder att f &r en funktion med Dy C R och Vy C R.

(iii) Funktionen f &r injektiv om det for varje y € V finns exakt ett € Dy med (z,y) € f

dvs. y = f(z). I detta fall ger foreskriften

(y2) € f! <= (z,y)€f

upphov till en funktion f~! (inversen till f) med D¢ =Vyoch Vi1 = Dy.

11



(iv) Funktionen f:R — R kallas en talfoljd (eng. sequence) om Dy C N.

Om Dy = N betecknas talfoljden ofta {x,}n_1, {an}ne; eller dyl., dér z,, a, ar f(n).

Beteckningar

NE
&
|

T1+ T2+ Ty

3
Il
—_

s
&
|

XT1:-To: T

3
Il
—_

Anmirkning Parenteser behovs ju inte pga associativiteten.

(iv) f:RxR — Rmed Dy C NxN ér en dubbel talfsljd. Bet. {z, m }p,—1 om Dy = NxN.

Har t.ex.

N M
E Tm,n = ( E wn,m)

1<n<N n=1 m=1

1<m<M
M N
komm.

= E (E Tn,m)

m=1 n=1

Exempel N =2 M =3

T11+T12+ 213 +x21 +X22+ T3 =211+ %21 +T12+To2+ 213+ T23

1.4 Triangelolikheten

Absolutbeloppet |z| av = definieras enligt

o] r omx >0
Tl =
—xr omx < 0.

For absolutbeloppet géller den s.k. triangelolikheten

Vo,y €R: |z — |yl < lz £ y| < |z + Jy.

Bevis Betrakta forst pastaendet
Ve,y e R: |z +y| < x|+ |y

12

(1.2)



Vi har

—lel < @ <|af

—lyl < vy <y

Addition ger
—(lz[+1yl) <z +y < |2 + |y|

Hérav |z +y| < |z| + |y|, dvs. (1.2).
Sétt in —y for y i (1.2)

Vo,y € R: |z —y| < 2|+ [—y| = |z| + [y

Sétt in y — x for y i (1.2)

Ve,y e R ¢ y| < x| + |y — x|, varav
Ve, yeR ¢ fyl —|z| < |y — 2| (1.3)
Valj x —y for z 1 (1.2):
Vaz,y e R: x| — [yl < |z —yl. (1.4)
(1.3), (1.4) ger Vz,y € R :
£yl —lzl) < |z —y]
ol = lyl| < |z =yl

Slutligen: Satt in —y for y ovan; da fas

Vo,y e R: ||z — |yl| < |z +y|

1.5 Medelvarden

Definition 1.3 Lat aq,as,...,a, vara givna reella tal.

Talet

1 n
a:= — E ag
n

k=1

kallas det aritmetiska medelvirdet av ay,ao,...,a,.
Egenskaper
(i) a=aomap=a,k=1,2,....,n

13



(ii) a € o, B] om ay € [a, B,k =1,2,...,n

(iii) min(a,ag,...,an)

IA
l
IA
:
=
s
=
Q
3
“@
\:_/

Anmirkning (ii)) = (i),(iii)
Bevis av (ii): Enligt antagandet ay € [, 8],k = 1,2,...,n giller

a<a; <p
a<ay <f

a<ap < f

a <ap, < 6.
Addition av olikheterna och division med n ger

a<a<p.

Definition 1.4 Lat aj,as,...,a, € Roch tag t,ta,...,t, € [0,1] sd att t; +to+---+t, = 1.

Talet
n
V= Z trag
k=1
kallas det viigda aritmetiska medelvirdet av a1, a9, ..., a,. Talen tq,ts, ..., t, kallas vik-

ter. [Om vikterna &r lika, % var, sa blir v = a.]

Anmirkning v kallas ocksa en konvex kombination av aq,as, ..., a,. v uppfyller (i), (ii),
(iii) ovan.
Bevis av att v uppfyller (ii): Eftersom ti,to,...,t, ir ickenegativa fas

tia <tja; < t18

tra <tpap < tpf

tha <tpan, < tp0.

14



Addition ger a <7 < .

Definition 1.5 Lat aq,as,...,a, vara icke-negativa reella tal. Talet
n 1
gi= ([~
k=1
kallas det geometriska medelvirdet av a1, a9, ..., a,.

Anmirkning g har egenskaperna (i)—(iii) ovan.

Sats 1.5 Om a; > 0,a3 > 0,...,a, > 0, giller det att
g < a.

Likhet giller bara nir a1 = as = ... = ay.

15
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Kapitel 2

Kontinuitet och gransvirden

2.1 Introduktion till kontinuerliga funktioner

Kapitlet borjar med allménna definitioner. Dérefter utvidgar vi successivt familjen av kon-

tinuerliga funktioner, genom specifika exempel:

¢ kontinuerlig
x kontinuerlig
cx kontinuerlig

22 kontinuerlig

™ kontinuerlig, n € N

az"™ + bz" ' + .- 4 ¢ (polynom) kontinuerliga

rationella funktioner dr kontinuerliga

sammanséittningar av kontinuerliga funktioner &r kontinuerliga
(senare: potensserier, funktionsserier)

trigonometriska funktioner, exponentialfunktioner, integralfunktioner. . .
Allmén teori behovs i synnerhet da funktionen &r given implicit, som resultat av en algoritm.

+ — [Rigoim] — 10

Trigonometriska olikheter, en informell hirledning

Nedan hirleds olikheter som utnyttjas flitigt i fortsdttningen. Hérledningen dr informell efter-

som vi inte definierat de trigonometriska funktionerna exakt.

(1) tanx > >sinz, 0<z <3

17



1 ™
(2) >s=>1, 0<o <3

cosx sinz

(3) cosz <L 1 0<a<Z

enhetscirkeln

sin x tanx

Sin X,

X COSX X

Figuren visar att |sinz — sinxo| < |z — x| vilket medfér att sinus dr kontinuerlig i xo.

x— 01 (3) ger:

(4) lim,_ Si‘;m =1 p.g.a. att cosinus dr kontinuerlig i 0.

2.2 Definitioner; griansvirdets entydighet

Definition 2.1 Lat f vara en reell funktion, d.v.s. Dy C R, Vy C R. f &r kontinuerlig i
xo € Dy om

Ve>0 30>0: |z —xzg| <dAxz €Dy = |f(x)— f(xo)| <e.

f &r kontinuerlig pa méngden A om den &r kontinuerlig for varje z € A. “f &r kontinuerlig”
betyder att den &r kontinuerlig i varje g € Dy. Om f inte &r kontinuerlig i x séigs den vara

diskontinuerlig i xg.

f &r diskontinuerlig i zg <= Je >0 V6 >0 3z € Dy :|v — x| <IN |f(x) — f(z0)| > ¢

Definition 2.2 For varje § > 0 kallas intervallet (zg — 0,9 + ) := {z | |* — x| < d} en
omgivning (eller 6ppen omgivning) av xg € R, (g — J, 20 + J) \ {zo} &r en punkterad

omgivning av xg.

18



Definition 2.3 Lat f vara en reell funktion och zg € R sadan att varje omgivning av xg

innehaller nagon punkt ur Dy. (zg &r en s.k. holjepunkt till Dy)

f ségs ha gransviardet A da x — xg om

Ve>036>0 : 0<|z—xp|<d Nz eDr = |f(x)—A|<e (2.1)

Om ett dylikt A ej finns séger vi att f saknar grinsvirde da x — xo.

Att f har gransvirdet A da © — xg betecknas

lim f(x)= A.

Tr—T0

Vi kan ocksa uttrycka det salunda: f(z) — A da x — xo.

Sats 2.1 Antag att xg € Dy. Da ér f kontinuerlig i z9 om och endast om f(z) — f(xo) da

Tr — ZgQ.

Foljer omedelbart av definitionen pa kontinuitet och Definition 2.3.

Definition 2.4 Talf6ljden {z,}7°, sidgs ha grénsvirdet A, eller konvergera mot A, da
n — 0o om
Ve>0 IN:n>N = |z, — A| <e.
Beteckning
lim z, = A.
n—00

(C) Kontinuitetsaxiomet

Lat M vara en talméngd som uppfyller (A), (M) och (O) (se kap. 1). M uppfyller (C) konti-

nuitetsaxiomet om vi dessutom har: Lat {x,, }°°; vara en talfoljd med

(i) Tp1 > zp, n=1,2,... (ickeavtagande)

(i) 3K :z,, < K, n=1,2,... (begrénsad).

Da existerar ett tal L € M sa att lim,_,oc ,, = L och x, < L < K for alla n=1,2,. ..

Man kan visa att (A), (M), (O) och (C) visentligen karakteriserar de reella talen, d.v.s. om
vi har en mingd M som uppfyller (A)—(C) sa ar den entydigt bestimd (sanér som pa sakallad

isomorfi).

19



Sats 2.2 (Grinsvirdets entydighet) Griansvirdet &r entydigt (om det existerar), det
kan med andra ord inte finnas B # A for vilket (2.1) ocksa géller. (Samma slutsats for
Definition 2.4)

Bevis Antag att (2.1) géller for B # A. Sétt 0 < e < ‘AEB‘. Da finns 6 > 0 sa att

O0<|r—x0| <0 ANze€Df = |f(x)-Al<¢
och ett ¢ > 0 med
0<|z—wxo| <dANzeD;f = |f(x)—B|<e.
Tag nu ett x € D sadant att
0 < |z — z0| < min(4, &').

For detta = har vi
|A— B|

|[f(z) = Al |f(2) = Bl < —5—

Emellertid ger /A — olikheten
A= B|=|f(z) - A~ (f(x) - B)| < |f(2) — Al +|f(2) = B| < |A - B|.

Alltsa: |A — B| < |A— B|, vilket &r en motségelse. Detta bevisar att gransvirdet dr entydigt.
O

Sats 2.3 Lat f vara en reellvird funktion definierad i en (punkterad) omgivning av x.
Da géller att lim, .., f(z) = L om och endast om lim, . f(z,) = L for alla talfoljder

{zn}o2y, an € Dy, lim, ooy = 29 oCh 2, # 29, n € N.
Bevis (=) Tag ett € > 0. Da existerar ett 6 > 0 sa att

O<|r—z9| <d = |f(zx)—L|<e.
Lat nu {x,}5° , vara en talfoljd med

VneN:xz, € Dy, x, # x9 och lim z, = xo.
n—oo

Enligt definition pa gransvéirde for talfoljder existerar ett N sadant att n > N = 0 <

|z, — xo| < d. (Forutsatt att x,, # x¢) (/N beror av ¢ som i sin tur beror av €.) Hirav fas nu
n>N = |f(z,) — L| <e¢, alltsa

Ve > 0 dN sa att
n>N = |f(zn,)—L|<e

20



o lim f(z,) = L.

n—oo

(<= Vi antar nu att lim, . f(x,) = L for alla talfoljder {x,};2; med =, € Dy,

Ty, 7# o, limy oo Tn = 0. Antag ocksa att lim, ., f(z) inte existerar eller dr # L. I sa fall
Je>0V6>03x : 0<|z—x0| <0 A x€Ds A |f(x)—L|>e.

Speciellt kan vi vilja § = % och kalla punkten z,:

1
de > 0Vn dz,, - 0<\xn—x0]<ﬁ N xp, € Df A |f(zy) — L] > e

Av detta ser vi att lim,_oox, = o, Tn € Dy, z, # xo men lim, .o f(z,) # L, en

motséagelse. O

2.3 Satser om kontinuitet och grinsvirden

Sats 2.4

a) Lat ¢ vara konstant. Funktionen f definierad genom Vx € R: f(x) = ¢ &r kontinuerlig

pa R.
b) Den identiska funktionen ¢ definierad genom Vz € R: «(z) = = dr kontinuerlig pa R.
¢) Funktionen x ~ %, x # 0, &r kontinuerlig pa R\ {0}.

Bevis

a) Tag ett ¢ € R och ett godtyckligt e > 0. Sétt § = 1 (t.ex.). Det giller trivialt att
[z — x| <1 = |f(z) — flzo)| <&
ty |f(z) — f(zo)| &r ju |c — ¢| = 0. I sjdlva verket kan 6 > 0 viljas godtyckligt.
b) Tag ett xg € R och ett godtyckligt € > 0. Sétt § = . Om nu |z — xg| < 0 sa
|t(x) — t(x0)| < € eftersom [v(x) — t(xp)| = |z — x| < =e.
c) Lat f(x) = %, x # 0. Lat € > 0 vara godtyckligt. Studerar

1 xo—x, _ |zo— x|

7@~ o)l =15 — —] = 2| <

xo X0 zg
2

Den sista olikheten géller om |z — x| < |g—°| ty da ar |z| > |g—°| (A-olikheten).

Alltsa

[ol

o — 20| < 205, |z — o) < U — | f(2) — flao)| < e

zge |zl

Nu har vi att f &r kontinuerlig i g # 0; hér kan vi alltsa viilja 6 = min(=5-, ).
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O

Exempel Konkret kan vi fraga oss hur néra zg = % vi maste vilja x for att skillnaden mellan

f(@) = L och f(zg) = 2 skall bli mindre &n 0,001. Svaret &r att % - 0,001 riacker. Men om

Ty = % ar vart svar Wlo -0,001.

Sats 2.5 Antag att funktionerna f och g dr definierade i en punkterad omgivning av zg € R
och lat §* > 0 vara sadant att

{z|0< |z —xo| <0"}NDyNDy={x|0< |z —x0] <0}
Antag att lim,_.,, f(x) = A och lim,_,,, g(z) = B. Da giller

lim (f(z)+g(x)) =A+B

Tr—T0

Korollarium 2.1 Om f och g &r kontinuerliga i xg sa ar ocksa f + ¢ kontinuerlig i xg.

Bevis (av satsen). Lat € > 0 och §; > 0, d2 > 0 , bada mindre #n §* med egenskapen att

(i) 0<|z—x0| <61 = |f(z) — Al < § och

™

(i) 0 < |z —x0| <d2 = |g(z) — B| <

N[

Betrakta nu

A -olikhet
(iii) [(f(z) +g(z)) —(A+B) < |f(z)— Al +]g(z) — B

Om alltsa ¢ definieras som min(dy, d2) har vi
€

0<|o—ao| <0 = |f(x) +9(a) — (A+B)| < - +5

=E&.

Alltsa: limy ., (f(2) + g(x)) = A+ B O

Sats 2.6 Under antagandena i Sats 2.5 giller ocksa

lim f(z)g(z) = AB.

Tr—2T0

Bevis Betrakta forst
(i) |f(z)g(x) — AB| = [f(x)g(z) — Ag(z) + Ag(w) — AB| < |f(x) — Allg(z)| + |Al|g(z) — Bl
Lat € > 0 vara givet. VAilj 0 < §; < 0* sa att
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(i) 0 < |z — x| < d1 = |g(x) — B <mln<2\A| )

Vi antar hir att A # 0. Om A = 0 véljer vi till exempel ¢; sa att |g(z) — B| < 1, om
0 < |z — xo| < d1. Vi ser att for sadana x géller

l9(z)| < lg(x) — Bl + [B] <1+ |B]
ocksa om A = 0.

Nu véljs i sin tur 0 < §y < 0* sa att

(iii) 0 <|z -0 <02 = |f(2) — Al < 55757

(ocksa om A=0)

2(1+\B\)

Sammanstéller vi (i), (ii) och (iii) fas i fallet A # 0, med § = min(dq,d2) :
0<|z—z9| <6 = |f(z)g9(x) — AB|

€ e (i), (iii) € €

)
<l9@l sy A oA B o a2

=&
For A = 0 har vi:

F@)g@)| € lg@)If @) — Al < (1 +|B])

€
20+18]) =
Hérav
lim f(z)g(z) = AB.

T—x0
Korollarium 2.2 Om f och g dr kontinuerliga i xq, s& ar dven f - ¢ kontinuerlig i zg. Beviset

foljer omedelbart fran Sats 2.6 eftersom

A= f(xo) och B = g(xo).

Anmirkning Resultaten i Sats 2.5 och Sats 2.6 kan generaliseras till summan respektive

produkten av ett &dndligt antal funktioner.

Sats 2.7 Lat f och g vara funktioner med Dy = Dy, = R och definiera
Vo eR: h(z) = (fog)(x) = flg(x))

(sammansatta funktionen av f och g, sammanséttningen eller kompositionen av f

och g). Antag att lim,_.,, g(x) = L och att f &r kontinuerlig i L. Da fas:
lim h(z) = f(L) (= lim f(z))

T—x0 z—L
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Bevis Enligt antagandet géller:

(i) Ve>030: O<|z—a9|<d = |g(z)—L|<e
(i) Ve >030: |jz—L|<d = |f(z)—f(L)| <e
Lat € > 0 vara godtyckligt. Vilj 01 sa att (ii) géller. Vilj dérefter o sa att (i) géller for e = 07,

alltsa 0 < |z — x| < 02 = |g(x) — L| < 8. Nufas 0 < |z — 20| < 62 = |g(z) — L| <
5 = |f(g(@) - F(I)] <= 0

Sats 2.8 Om funktionerna f och g uppfyller antagandena i Sats 2.5 och om lim,_., f(z) =
A # 0 sa giller
glx) B

ooao f(z) A

Bevis % = h(f(z)) dér h(z) = 2,2 # 0. Frén Sats 2.7 (modifierad en aning d& D), =

R\ {0}) fis att lim,_,, h(f(z)) = h(A) = 4. Sats 2.6 kan tillimpas

Anmirkning I allménhet &r Do, = {z| v € Dy, g(x) € Ds}. I den modifierade versionen
av Sats 2.7 bor ocksa Dy, innehalla en punkterad omgivning av zg och Dy en omgivning av
L.

Sats 2.9 Lat f och g vara funktioner med Dy = D, = R. Antag att lim,_.,, g(z) = L och

att det existerar en punkterad omgivning av xq:
Ss» :={z| 0<|x—x9| <}
sadan att g(x) # L for x € Sg«. Om lim, 1, f(x) = A existerar giller att

lim (fog)(z) = A
T—x0
Bevis Genom att vilja § < §* kan vi skriva
Ve>0 30<6<d: O0<|z—mo|<d = 0<|g(z)—L|<e

och satsen kan nu bevisas pa samma sétt som Sats 2.7. ]
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Anmirkning Antagandet i Sats 2.9 géller speciellt da g véxer (eller avtar) monotont mot
L.

Sats 2.10 Lat f och ¢ vara funktioner saddana att det finns en punkterad omgivning av g
Sg« i={x| 0<|z—x9| <"}

som ér en delméngd av Dy och Dy och inom vilken f och g sammanfaller, det vill séga:
Vo € S« 1 f(z) = g(x). Antag att lim,_,,, f(x) = A. Da &r ocksa

lim g(z)=A

T—x0

Bevis Lat € > 0 vara givet och bestdm 47 sa att

O<|z—xo| <0 AN z€Df = |f(x)—A|l<e

Eftersom f(x) = g(z) for z € Ss« fas for 6 = min(dy, 5%)

0<l|r—z9| <d = |g(x) — A| = |f(z) — A| <&, med andra ord lim g(z) = A.

T—To

Sats 2.11 Lat Ss« vara som i Sats 2.10 utom att f(z) < g(x) da x € Ss+. Om limy_4, f(z) =
A och limy_., g(z) = B sa giller A < B.

Bevis Antag att A > B. Vi visar att detta leder till en motségelse. Sétt € = A_TB. Bestam

sedan 01 och d9 sa att

O<|z—xo| <01 AN z€Df = |f(x)—A|l<e

O0<|r—z9|<ds AN xz€D; = |f(z)—B|<e
Vélj nu § = min(dq, de,6*). For 0 < |z — x| < d har vi

B—¢e<g(z) < B+e, A—e< flx)<A+e
Men B+e=A—¢ (e érju £52) varfor

g(x) < f(x)

A—B
2

Detta motsiger antagandet att f(z) < g(z) pa Se=.

T A<LB.
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Anmirkning Aven om f(z) < g(z) pa S5 kan vi inte dra slutsatsen A < B. Till exempel

4

for funktionerna x* och x? giller det att 2* < 22 pa (0,1) men trots det har de samma

grinsvérden i &ndpunkterna.

Sats 2.12 Lat f, g och h vara funktioner for vilka géller

f(z) < g(x) < h(x)

i en punkterad omgivning Ss« av xg. Antag att Ss« C Dy N Dy N Dy. Om limg_,, f(x) =

lim, .., h(z) = A sa dr ocksa limy,_,, g(x) = A.
Bevis Lat ¢ > 0 vara godtyckligt och vilj 61 och do sa att
0<|z—x0| <01, z€Df = |f(x)—A|l<e

O0<|z—x9|<dy z€Dp = |h(z)—Al<e

Séatt 0 = min(6*, 41, d2). Da géller
O0<|z—z9|<d = A—e< f(z)<g(x)<h(x)<A+e

det vill sédga

l9(z) — Al <e.
o lim g(x) =A
T—T(

2.4 Hoger- och vinstergrinsvirden och -kontinuitet

Definition 2.5 Funktionen f ségs vara héger- (vénster-) kontinuerlig i g € Dy om
Ve>030>0:0<xz—x20<6, €D = |f(x)— f(zo)| <e.

(Ve>030>0:0<x0—2<6, v€Df = |f(x)— f(zo)| <e.)

Definition 2.6 Funktionen f sigs ha héger- (vinster-) grinsvirdet A da @ — z¢ om
Ve>030>0:0<z—20<6, v€Df = |f(z)—A|<e.
(Ve>030>0:0<zp—2<6,z€Df = |f(x)-Al<e)
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Beteckning:
lim f(z)=A (lim f(z)=A)

T—T T—T)

eller

Jfm f@) =4 (lim f)=4)

Sats 2.13 Antag att Vo > 0: (xg — 0,20) N Dy # 0 och (zo,z0 + 0) N Dy # 0.

Da giiller
lim f(z)=A < lim f(z)= lim+f(a:) =A

T—T0 T—xy T—x]

Korollarium 2.3 f kontinuerlig i xy <= f &r bade hoger- och vinsterkontinuerlig i xg.

Bevis ( = ) Tag ett ¢ > 0. Enligt antagandet giller att det finns ett § > 0 med
0<|z—x0| <0, z€ Dy = |f(x)—A|<e.

Av detta foljer dels
O<z—z0<0d,z€Dy = |f(zx)—A|l<e
och dels

O0<zg—2<d, xe€Df = |f(x)—-A|<e.

Hérav kan vi dra slutsatsen att bade limx_)xg f(z) = A och limx_)xa f(z)=A.

(<= ) Om limx_)xg f(z) = A och limx_)xg f(z) = A sa finns, for givet € > 0,01 > 0, och
09 > 0 sa att
O0<z—20<d, €Dy = |f(x)—A|l<e

O0<zg—x <0y, x€Df = |f(x)— Al <e.
Med ¢ = min(d1, d2) har vi da
0<|r—x9| <6, €Dy = |f(x)— Al <e.

o lim f(z)=A

T—xo

O

Vi kan bevisa varianter av de 6vriga virdessatserna i avsnitt 2.3 for hoger- och vénster-

gransvarden. Bevisa en sadan som 6vning!
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2.5 Gransvirden i odndligheten; oédndliga grinsvirden

Definition 2.7 Funktionen f séigs ha grinsvirdet A da x — oo (z gar mot oéndligheten),

betecknas lim, .~ f(z) = A, om
Ve >0 IN:|z| >N,z € Dy = |f(z) — Al <e.
f ségs ha griansvirdet A da z — 400 (respektive x — —o0) om
Ve >0 dN:ax >N,z Dy = |f(z)— Al <e.
(respektive Ve >0 IN:x < —N, 2 € Dy = |f(z) — A| <e.)

Satserna 2.5 — 2.12 (avsnitt 2.3) géller efter uppenbara modifikationer ocksa da = — oo.

Anmirkning (—oo, —N) U (N, +00) kallas ibland en omgivning av o#ndligheten.

Foljande sats &dr en motsvarighet till Sats 2.7:

Sats 2.14 Lat f och g vara tva funktioner med Dy = Dy, = R. Antag att lim, .o g(x) = L
och att f &r kontinuerlig i punkten L. Da

lim f(g(x)) = f(L)

T— 00

Definition 2.8 Funktionen f ségs ha griansvirdet oo, betecknas lim,_.,, f(x) = 0o, da z —
o, OIm
VK>030>0:0<|z—20| <9, x€Df = |f(x)] > K.

Funktionen f sigs ha gransvérdet +o0o (—o0) om
VK >0 30>0:0<|z—20 <6, z€Df = f(z)>K.

(VK >0 30>0:0<|z—x0| <0, z€ Dy = f(r)<—-K.)

Anmirkning Vi kan enkelt modifiera ovanstdende definitioner till att gilla hoger- och

vénstergrinsvirden da x — xo.

Anmirkning Man visar ldtt att om lim, .., f(z) = oo sa finns det ej nagot A sa att
lim, ., f(z) = A. (Jamfor beviset till Sats 2.2)
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Reglerna for addition, multiplikation av gransvarden, grinsvirdet av en sammansatt funktion

etc. maste modifieras. Exempelvis har vi for f o g:

Sats 2.15 Antag att lim, .. f(z) = A och lim;_, g(x) = oo och att Dy = D, = R. Da
géller

lim (f 0 g)(x) = lim f(g(z)) = A.

r—a
Bevis Tag ett ¢ > 0. Da finns ett K sa att |z| > K = |f(z) — A|] < e.

A andra sidan existerar for detta K ett 6 > 0 sa att [z —a| < § = |g(z)] > K. Av detta
foljer
|z —a|l <d = |f(g9(x)) —A| <e.

Sats 2.9 motsvaras av:

Sats 2.16 Antag att lim, ., f(x) = oo och lim,_._ g(x) = a och att Dy = Dy = R. Antag
vidare att det finns ett M sa att g(x) # a for varje x < —M. Da géller

lim _f(g()) = oo

r——00

Anmirkning Villkoret g(z) # a, x < —M ar viktigt. Utan detta behover ej grinsvirdet

existera 6verhuvudtaget.

Sats 2.8 motsvaras av

Sats 2.17 Antag att f och g uppfyller
(i) DyNDy D {x|0< |z — x| <0* } =S5 for nagot 6* > 0,
(ii) f(x) # 0 for varje z € Sg«. Antag vidare att lim,_.,, g(x) = B # 0 och lim,_,, f(z) = 0.

Da géller

Det giller ocksa att
lim (x)g(r) = Tim (f(x) + g(x)) = o0

T—x0

om limg_,,, g(x) = B # 0 och lim,_.,, f(z) = co. (B far ej heller vara co, 400 eller —o0)
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2.6 Gransvirdessatser for talfoljder

Jamfor definition 2.4 1 avsnitt 2.2.

Definition 2.9 {z,} sigs ha grinsvirdet oo (400 respektive —oo) da n — oo om

VM >03K :n>K = |z, >M

(VM >03K:n>K = z,>Mresp. VM >03K :n>K = z, < —M)

Genom att till tillampliga delar utnyttja bevisen for satserna géllande gransvarden for funk-

tioner kan vi bevisa foljande:

Sats 2.18 Lat {z,,} och {y,} vara tva talfoljder sa att A := lim,,_,o x,, och B := lim,, 00 Yn
existerar. Da géller

(i) det finns ett M sa att: Vn € N : |z,| < M d.v.s. {x,} dr begrénsad,
(ii) om z,, <y, for varje n, sa ir A < B,
(iii) om z,, = y,, for varje n sa &r A = B,
(iv) lim,—oo(axy, + by,) = aA + bB (dir a och b dr godtyckliga reella konstanter)
(v) limy,— o0 Tpyn = AB

(vi) Om A # 0 sd limy, oo 22 =

o

Bevis Hir endast (i) och (vi).
(i) Tag e = 1. Da existerar ett N sa att
n>N = |z, — Al <L
Villkoret i (i) uppfylls om M véljs =

max{|z1], |za|, ..., |xnl,|A+ 1|, |]A — 1]}

(vi) Vélj ett € > 0 godtyckligt. Undersoker

v _Bl_|;mw B B _B
xn Al |xn oz, xn Al T
|yn_B| 1 1‘ |yn_B| |$n_A|
~——— +|B||——=|="—F——+|B/——+ (2.2)
|A|

dN1:n > N = ]wn—A\<7
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For dessa x,, giller ocksa |z, | > % och, fran (2.2),

Un 2|B|

2
< —ly, — Bl + —5z, — A

Om vi nu véljer Ny och N3 sa att
A
n> Ny = \yn—Bl<%
och ,
e| A

Ny = —A
sa ger

yo B|_ 2 elAl | JAPe2B|

Ny, Ny, N3) —> B
n > max(N, Na, N3) r, A| Al 4 4B| |A]?

Sats 2.19 Lat {z,},{yn},{zn} vara talféljder som uppfyller

(i) zn < yp < 2z, for varje n

(il) limy—oo 2 = limy 00 2, =1 A

Da ar

lim y, = A.

n—oo

I Sats 2.3 bevisades bl.a. detta resultat:
Sats 2.20 Antag att funktionen f &r kontinuerlig i punkten a och att talfoljden {x,} kon-

vergerar mot a da n — oco. Da géller

lim f(z,) = f(a).

n—oo

Anmirkning “Flytta in limes”

lim f(zn) = f( lim )

n—oo n—oo

Terminologi Om {z,,} har grinsvirdet A € R da n — oo ségs talféljden {z,} vara kon-
vergent. En talfoljd som inte &ar konvergent ar divergent. OBS! Om A = oo, 400, —00 sa &r

foljden divergent!
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2.7 Tillagg till kapitel 2

Existensen av kvadratroten av tva

Vi borjar med att konstatera att inget rationellt tal har kvadraten 2. Detta visste redan
de gamla grekerna och det var i sjélva verket ytterst bekymmersamt for deras matematiska

tankande.

Pastéende For alla r € Q #r 2 # 2. (Hippasos 1)

Bevis Vi visar att antagandet r € Q, r? = 2, leder till en motsigelse.

Lat alltsa » = > € Q dér m, n &r positiva heltal. Vi villjer m och n sa att braket &r

slutforkortat, dvs m och n saknar gemensamma faktorer > 1.

m 2

Om nu (;)2 =2, &r m? = 2n2. m? &r ett jAmnt tal ty 2 &r faktor i m2. Hirav foljer att m

ar jamnt (ty om m vore udda skulle m? vara udda). m #r alltsi av formen 2p , dér p dr ett
heltal. Vi har 4p? = 2n? och alltsa 2p? = n?.

Pa samma sitt som ovan inses att n Ar jamnt. m och n &r bada jamna, dvs innehéller en
faktor 2. Detta dr en motséigelse ty vi antog fran borjan att m och n saknar gemensamma

faktorer.

O

Nedan konstrueras en talfoljd Z—Z som har ett grinsviirde L € R med egenskapen L? = 2.
Lét g, = 10" och p, = max{p € N | p? < 2-10?"} = max{p € N | (q%)2 <2}
Vi ser att p; = 14, py = 141,... och ‘Z—: < Z:—E,n =1,2,... ty 10 pp, < pry1.

Dessutom: Z—Z <2,n=1,2,...

Pastaende Om L = lim,,_, Z—Z (vilket existerar i R enligt kontinuitetsaxiomet (C)) sa géller

I>=2

Bevis Enligt konstruktionen &r (£%)? < 2. (Likhet kan inte gélla ty £% &r rationellt!)

Foljdens griansvirde dr da < 2. (Axiom (C))

A andra sidan &r
Pry2 @28y (P2 im (£

d.v.s. limp,—oo(£%)% = L2 Hérav: L? < 2.

!Hippasos, 400-talet f Kr
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Om L? < 2 si existerar ett n € N med 2. < 2 — L2. Vi bevisar att detta leder till att

10"
(B f&;l)2 < 2 vilket motséger definitionen pa p,, ovan:

Poo Ly Pryo 1 20 1
(10n 10n) _(10n) +102n 107 10"

1 1
I+ —4+2.2. — =
<Lt 107

5

=L +— <2
+ 17 <

Om talféljden z, == (1+2)", n=1,2,...
Pastaende 1 {z,} &ir begrinsad uppat.

Bevis (143)" =1+ (1) + () + -+ () (1" =

n n?
:1+%%+%#+...+W(l)k+m+m(%)nS

2=
IA

<l4+d+gF++h++
S1+1+5+E)°+.+ @+ () <
ST+(I+3+.. 4G =1+ <

2

<142=3 O
Pastaende 2 {z,} &r vixande.

Bevis For a > —1 giller (14+a)” >1+na, n=1,2,...

Bevisas genom induktion:

(1 +a)pt =1 +aP(1+a)> (1 +pa)(l+a)=1+pa+ta+pa®>1+(p+1a
Speciellt for a = —# fas

1-Lr>1-1 = a+hra-ir>1-1 —= Q4+ > 1-L1)y--D = (ot =
(1

+ ﬁ)"‘l, vilket ju ér liktydigt med att xz, > x,,_1,n =2,3,... O

Pastaende 1 & 2 samt axiom (C) ger att lim,,_. x, existerar. Detta tal kallas e (Neperska
talet?).

Definition 2.10 lim, (1 + )" = ¢ (= 2,718)

2John Neper (Napier), (1550-1617), skotsk matematiker
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Nedan anvander vi konventionen att n dr heltal och x reellt.
Pastaende 3 lim,_.4(1+2)* =e

Pastdende 4 lim,, ,1+o(1 + &)" = e

Pastaende 5 Om lim,, o b, = b sa géller lim,, (1 + %”)” = eb

Bevis Vi utnyttjar jamforelsefoljder (jamfor sats 2.19). For givet € > 0 bildas foljder y,, och

Zn
b_g)" =:y, och (1+b+(€

(1+

)=t zp.
Det finns ett N sa att
n>N — b—ec<b,<b+c¢

For n > N fas da )
yn§(1+_n)n<zn
n

D& n — oo, konvergerar y,, mot €’~¢ och z, mot e’*e.

Eftersom exponentialfunktionen dr kontinuerlig (antas!) kan vi for givet ¢’ > 0 viilja e sa att

b+e

e —eP| <& och |eFF —eb| <&

Av detta fas att
Ve’ > 0 3N (beror av ') sa att

b
n>N = \(1+£)"—ebl<€'.

bn,
dv.s. lim (1+2)" = ¢

n—oo n

Pastaende 6 lim, (1 + %)x =¢b

Andra konsekvenser av (C)

Av (C) foljer att N #r obegrinsad och att Q ligger titt i R.

(i) Antag IM €e R Vvne N : n < M. Da &r 1,2,3,...,n,... en vixande foljd som &r
begrinsad. Enligt (C) finns ett L sa att lim,,_,,, n = L. Da finns t.ex. ett N; med

1
Férn—kleNharvidéL—i-%<n+1§L+1, en motségelse ty n +1 > Nj.
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(ii) Alla icke-tomma intervall (a,b) C R, a < b, innehaller punkter ur Q

(< Qligger titt i R).
(For a > 0) Sétt b —a = e > 0. Da existerar N € N, N > % Betrakta

M:min{m€Z|%>a}:
=min{m € Z| m > aN}.

> b= a+ e skulle % — % > a, vilket skulle motsédga definitionen

2. ==

=V

e
o)
B
Zz

€ (a,b).

=S
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Kapitel 3

Nagra egenskaper hos reellvirda

funktioner

3.1 Satsen om mellanliggande virden

Satsen, som &r “intuitivt uppenbar” atminstone da man ser pa saken grafiskt, dr av funda-

mental betydelse i matematisk analys.

Sats 3.1 Antag att funktionen f &r kontinuerlig pa det slutna intervallet [a,b] och att
fla) < f(b). Lat ¢ vara ett tal sa att f(a) < ¢ < f(b). Da finns atminstone en punkt
zo € (a,b) sa att f(zg) = c.

Anmirkning Med andra ord har ekvationen f(z) = ¢ en 16sning i [a, b].

Exempel f #r kontinuerlig pa [0, 1] och f(0), f(1) € [0,1]. Da kan ekvationen f(x) = z losas
i [0,1]. Detta foljer direkt fran Sats 3.1. Bevis: Sitt g(z) = f(z) — z. Da &r g(0) > 0 och
g(1) < 0. Hérav Jzg € [0,1] : g(zg) = 0.

Anmirkning Om xzy har egenskapen f(zg) = x¢, sa kallas 2y fixpunkt for f.

Sats 3.1 bevisas med hjalp av foljande sats som kommer till anvindning ocksa senare:

Sats 3.2 Lat {I,}, I, = [an, by], vara en foljd av slutna intervall sadan att

YneN: I C I,
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Om lim;, o0 (b, — a,,) = 0 finns det ett och endast ett tal A som ligger i varje I,:

{A} =) In.

n=1

Bevis Eftersom [a,41,bn41] C [an, by sa giller a, < aptq < by och a3 < by < by; dvs
{an} #r icke-avtagande och begrinsad medan {b,} ir icke-viixande och begrinsad. Enligt (C)
giller da att 4A och B med lim, ., a, = A < by och lim, ., b, = B > a;. Da a, < b, for
varje n har vi att A < B . Dessutom Vn € N:

0 <|A—-B|<|A—an|+|an —bn| + by — BJ.
Enligt antagandet gar |a,, —by,| — 0 och enligt definitionen pa grénsvirde |A—ay,|, |b,—B| — 0
da n — oco. Hérav fas (jamfor avsnitt 2.3) |A — B| =0, dvs A = B.

Eftersom a, < A= B <b, for allan € N, & A € [ay, b,] = I,, for alla n:

Ac ﬁ I,.
n=1

Antag att A" ocksa € (,2; I, A’ > A (fallet A’ < A behandlas analogt). Eftersom I,, &r ett
intervall betyder A, A’ € I, ocksa att [A, A’] C I, varav foljer 0 < A’ — A < b, — a,, lingden
av I,. Men b,, —a,, — 0 dan — oco. A’ — A > 0 &r dérfor inte mojligt. Alltsa: (o2 I, bestar

av exakt en punkt.

O

Bevis av sats 3.1: Lat a; := a och by := b. Vi har tre mojligheter:

b
f<a1;_ 1>:c, > celler <ec.

b b
Om f <a1—2|— 1> = ¢, sitt g = <GIT+I>, den sokta losningen. I det andra fallet sétt
b b
as := aq och by := (al + 1>. I det tredje fallet sitt ao := <a1—2i— 1>, by := b;.

Vi noterar att i de tva sistndmnda fallen dr f(a2) < ¢ och f(bg) > c. Da kan vi ater bilda

b
f <a2 _2‘_ b2>. Vi har tre alternativ: f <a2—2|— 2) =c >c <c

b

I det forsta fallet sdttes xg = a2—2|— 2 (och processen kan avbrytas), i det andra definieras
b b

Gz + 02 och i det tredje a3 := a2—2|— 2

as = ag, by == , b3 := by. Pa detta sitt fas antingen
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xo med f(xg) = c eller sa en f6ljd [a,,b,] av intervall som uppfyller inkapslingsvillkoret i
1 n—1
Sats 3.2, ty b, — a, = <§> (b—a).

Vi har da lim,,—,o b, = lim,, o a,, = A (enligt Sats 3.2). Vi pastar nu att f(A) = c. Detta
foljer av f(an) < ¢ < f(by),n € N, varav pa grund av f:s kontinuitet (Sats 2.20)

f(A) = lim f(a,) <c< lim f(b,) = f(A).

n—oo n—oo

3.2 Supremum och infimum av en talmingd

Definition 3.1 Talméngden S ségs vara begrinsad uppat av talet M om z < M for varje
x € S [M majorant till S]. S #r begrinsad nedat av talet m om = > m for varje x € S

[m minorant till S].

Talméingden S séigs vara begrinsad om den &r bade uppat och nedat begriansad, dvs 3 m, M :
m<z<Mforallaxelb.

Anmairkning S ér begrinsad <= IM > 0: || < M, {or alla x € S. (Vi kan vélja —M
som m i definitionen.)
Sats 3.3

(i) Antag att talméingden S dr icke-tom och begrénsad uppat. Da finns det ett och endast
ett tal U sadant att

VeeS: <U

[dvs U &r majorant till S| och
Ve>03dzeS: U—-e<a<U (3.1)

[dvs U minsta majorant till S].

(ii) Antag att talméngden S &r icke-tom och begrinsad nedat. Da finns det ett och endast
ett tal L sa att

VexeS:L <z och

Ve>03dxzeS: L<zx<L+e
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Terminologi
U kallas S:s supremum och betecknas sup S [Engelska éven: least upper bound, lub].

L kallas S:s infimum, betecknas inf S [greatest lower bound, glb]. L &r den storsta

minoranten till S.

Bevis Bara (i) bevisas, (ii) gar analogt.

Eftersom S ar uppat begrinsad finns ett M sa att & < M for alla x € S. Om M € S sa kan

M uppenbarligen viiljas till U (M #r majorant som uppfyller (3.1) ). Antag dérfor att M ¢ S
a1 + by

och sétt by = M. Da finns ett a; € S med a1 < b;. Bilda . Det finns tva mojligheter:

b
(1) a ; L 4 majorant till S,
at+bo, . : a1 + by
(2) — i inte majorant till S (dvs Jx € S: = > — )-
b b
Tfall (1) sitt ap == a1, by = " och ifall (2) ay = “1; L by = by.

Vi fortsétter pa samma sétt. Det finns tva mojligheter:

b
(1) = —; 2 4r majorant till S,

b
(2) 12 —21_ 2 4r inte majorant till S.
b b
Igen viljs a3 := ag, by := @Tﬂ ifall (1), ag := a2; 2, bs := by i fall (2).

Fortséittes pa samma sétt fas inkapslade intervall [aq,b1] D [ag,be] D [as, bs] D...
dir b, — a, = 27" (b — aq).

Foljden {a,} vixer och {b,} avtar mot ett gemensamt gransvirde

U= lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Eftersom

(a) Vne NVz € S: x<b, och

(b) VneN3zeS: a, <z
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sa har U de 6nskade egenskaperna: Ekvationen (3.1) foljer av att Ve > 0 IN.: n > N, —
U—¢e<ap<Uoch (b).

Men finns det U’ # U som ocksa dr majorant och uppfyller (3.1)? Lat t ex U’ < U och sitt
o UsU

Eftersom U uppfyller (3.1) finns det z € S med U —e <z < U.

Men detta x > U’ sa U’ kan inte vara majorant till S , vilket motséiger antagandet. I och med

detta ar satsen bevisad. O

Sats 3.4 Delméngden S av R ér ett intervall med dndpunkterna a, b, dir a < b om och endast
om (i) S har mer &n en punkt och (ii) Vai,22 € S: = € (x1,22) = z € S [S konvex].

Bevis (= ) Om S ér ett intervall av formen (a, b), (a, b], [a,b), [a,b] dir a < boch a = —oc0
och b = +o0 mojliga i (—o0,b), (—o0, ], [a, +0), (a, +0), (—00, 00). (i) och (ii) & uppenbara.
( <= ) Antag forst att S &r begridnsad. Lat a = inf S och b = sup S. Antag att = € (a,b).
Vi visar nedan att x € S, varfér S maste vara (a,b), (a,b],[a,b) eller [a,b]. Om z € (a,b) sa
existerar x1,z2 € S sa att a < 1 < x < z2 < b (enligt Sats 3.3). Enligt antagandet (ii) foljer
nuzxe€S.

Om nu S ir begriansad nedat och obegrinsad uppat sittes ¢ = inf S. Vilj > a. Da finns
x1,22 € Smed a < 1 < < zo. Enligt (ii) har vi igen x € S. Hérav foljer: S ar (a,+00)

eller [a, +00). De 6vriga fallen bevisas analogt. O

Sats 3.5 Antag att funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet I. Da dr méingden f(I) ett
intervall. Om f #r konstant dr f(I) en enpunktsméngd [a,a] ;== {z:a <z < a} = {a}.

Bevis Om f inte dr konstant har f(I) minst tva element. Antag nu att y1,y2 € f(I), dvs
Jxy,29 € I med f(x1) =y1, f(x2) = Y2, y1 < y2. Eftersom f dr kontinuerlig pa (I) dr den

ocksa kontinuerlig pa [z1,z3] (om 1 < x2, om x1 > x9 betraktar vi [zg, 21]).

Lat nuy; < ¢ < yp. Vivill visaatt c € f(I),dvs Jx € I : f(x) = c. Men detta foljer direkt av
satsen om mellanliggande viirden (Sats 3.1): Eftersom f(x1) = y1, f(z2) = y2 och y1 < ¢ < Yo
sa finns det ett xg € (x1,22) sa att f(xg) = c. Enligt Sats 3.4 uppfyller f(I) (7) och (i7), dvs
f(I) &r ett intervall. O

3.3 Om numrerbarhet

Definition 3.2 Talmingden S siigs vara numrerbar eller uppréknelig (eng.: countable,
denumerable) om den édr dndlig eller kan avbildas bijektivt pa de naturliga talen N. (Bijektio-
nen kallas en upprikning av S.) En méingd som inte dr numrerbar kallas ickenumrerbar

(eng.: uncountable).
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Sats 3.6 (Vilordningsprincipen) Varje icke-tom delméngd 7' av de naturliga talen har

ett minsta element.
Bevis Lat k vara vara ett element i T'. Betrakta méngden
S={plpeT, p<k}

S &r en icke-tom #ndlig delméngd av T och har alltsa ett minsta element s. Visar att s ocksa
dr minsta elementet i 7. Tag ett ¢t € T. Om t > k sa foljer av k > s att ¢t > s. Om déremot
t<ksate S ochvihart > s pga. definitionen pa s. O

Sats 3.7 (a) Varje icke-tom delméngd av N &r numrerbar.

(b) Varje icke-tom delméngd av en numrerbar méngd #r numrerbar.

Bevis (a) Lat S vara en odndlig delméngd av de naturliga talen. (En &ndlig méngd &r ju

definitionsmaéssigt numrerbar.)

S har ett minsta element (enligt vélordningsprincipen) som vi betecknar med k;. Efter-
som S\ {k1} dr en odndlig delméingd av de naturliga talen har den méngden ett minsta
element ko > ky. Processen fortséitter och vi bildar successivt k3 = min{s € S | s >
ko} = min(S \ {k1, ka}), sedan kg, ... ky,.. ..

Pastar nu att S = {kq, ko, ks, ...}. Betecknar méngden S \ {k1, k2, k3, ...} med U. Om
nu U C S C N ér icke-tom sa har den ett minsta element u. k1 < u eftersom ky ar
minsta elementet i hela S. Lat T beteckna méngden {k, | n € Nk, < u}. Da ar T
dndlig och vi har att k; < u < k;41 for nagot naturligt tal i. Detta &r en motségelse for
ki1 &r definierat som det minsta elementet i {s € S | s > k;}. Motséigelse visar att U
ar tom och alltsa S = {kq, ko, ks, ...}

Avbildningen n — k, ar en injektiv och surjektiv avbildning fran N till S. k1, ks, k3, . ..

ar en upprakning av S.

(b) Lat f vara en bijektion mellan S och N (eller en delméngd av N). Lat A vara en delméngd

av S. f:s restriktion f4 dr en bijektion mellan A och en delméngd av N:

falx) = f(x), x€ A
fa: A=V, CN

fa ar bijektiv eftersom Dy, = A, Vi, = fa(A) och fa ér injektiv pa grund av att f ar

injektiv.
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Sats 3.8 Om S;, i= 1,2,..., dr numrerbara méngder sa dr |J;, S; ocksa numrerbar.
Bevis Vi betraktar forst fallet da .S;, ¢ = 1,2, ..., samtliga &r odndliga numrerbara méngder.
Eftersom S; &r numrerbar kan den avbildas bijektivt pa {(i,1),(3,2),(4,3),...}.
Méngden (J;2, S; kan saledes avbildas pa {(i,j) : ¢ = 1,2,..., j = 1,2,...}. Elementen
i denna méngd kan uppriknas t ex enligt foljande schema:
(1,1) (1,2) (L3) ...
/ / /
(2,1) (2,2) (2,3)
/ / /
(3,1) (3,2) (3,3)
/ / /
(4,1) (4,2) (4,3)
S

Talparet (p,q) avbildas pa w +q.

Denna blir injektiv om ett element tas med bara da det forekommer férsta gangen. Vi
far da en bijektion mellan (72, S; och en delméngd av N [om vi limnar “hal” i upprikningen].

Om S;'na &r disjunkta forekommer varje element bara en gang i uppriakningen.

I det fall att nagon av méngderna S; &r dndlig kan vi anvinda ovan beskrivna injektiva

avbildning mellan | J.S; och en delméngd av N. Vi lamnar helt enkelt bort MW +q

ur upprikningen om ¢ dr storre dn antalet element i .S),. O

Sats 3.9 Mingden av rationella tal & numrerbar.

Bevis
_ (P _
Q - {a|p€Z,Q—1,2,}

= {g | p€Z, ¢ €N, p,q relativt prima}

“relativt prima” <= “saknar gemensamma faktorer > 1”.

Q kan alltsa avbildas bijektivt pa:

M = {(p,q) |p€Z, q€N, p,q relativt prima}
McS = {(pg)|peZ, qeN}
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som dr numrerbar enligt Sats 3.8 (se beviset till Sats 3.8). M &r da numrerbar enligt Sats 3.7.
O

Sats 3.10 Varje familj av disjunkta intervall (innehéallande mer &n en punkt) #r numrerbar.

Bevis Lat F vara en familj bestaende av dylika disjunkta intervall. Varje intervall innehaller
en punkt r € Q (se kapitel 2). Varje intervall I € F kan saledes tillordnas ett r € Q. For I # J
dr motsvarande rationella tal olika (ty I NJ = (). F kan avbildas bijektivt pa en delméingd

av Q. F ar da numrerbar. O

Sats 3.11 R ar ickenumrerbar.

Bevis (Cantors' diagonalférfarande.) Det ér tillriickligt att bevisa att [0, 1) inte &r num-
rerbar. Antag att elementen i [0,1) kan numreras. Lat x1,x2,x3,... vara en upprikning av

talen i [0,1). Betrakta deras decimalutveckling:

1 = 0,d11d12d13 . ..
29 = 0, do1daados . ..

r3 = 0,d31d32d33 . . .

Ty = 0,dp1dp2dy3 . ..
déar d;; € {0,1,...,9}. Dér decimalutvecklingen slutar pa ,...d,;9999... (dn; # 9) véljs
(standard)formen , ... (d,; + 1)0000... Da #r decimalutvecklingen av x;:na entydig.

Bildar nu féljden {a;}$°, enligt foljande:

1 om d“ 75 1, 121,2,. o
a; =
’ 0 om du =1

Talet y = 0,a1a2a3a4 ... skiljer sig fran alla tal i uppréakningen z1,x2,23,..., ty ¥ # x,

eftersom x,:s n’te decimal ar d,, som skiljer sig fran y:s n’te decimal som &r a,.

cy€[0,1) men y ¢ {x1,x9,...}.

*-]0,1) &r inte uppriknelig.

!Georg Cantor, 1845-1918
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3.4 Monotona funktioner

Definition 3.3 Funktionen f definierad pa intervallet I sdgs vara monoton om den har

foljande egenskaper:
(i) f(z1) < f(z2) for varje z1,22 € I, 1 < x9, (f stringt vixande pa I), eller
(i) f(x1) < f(xe) for varje 1,29 € I, x1 < x2, (f icke-avtagande), eller

(iii) f(x1) > f(xe) for varje x1,z9 € I, x1 < x2, (f icke-vixande), eller

(iv) f(x1) > f(xg) for varje x1,xe € I, x1 < x9, (f stringt avtagande).

Sats 3.12 Antag att f dr icke-avtagande pa (a,b), a < b, och uppat begrinsad. Da giller

att lim, ;- f(z) existerar och &r lika med sup,¢ ) f(2).

Mera allméint:

Sats 3.13 Antag att f dr begrédnsad och monoton pa intervallet (a,b), a < b. Lat z¢ € (a,b).

Da existerar gransvirdena

lim f(z), lim f(z), lim+ f(z), lm f(x).

z—at T—T) =Ty T—b~

Bevis av Sats 3.12: S = {f(z)| = € (a,b)}. Enligt antagandet #r S uppat begrinsad av
ett tal M. Da existerar sup S = sup,¢(qp) f(2). Beteckna detta supremum med U (jamfor
Sats 3.3).

Enligt Sats 3.3 existerar, for varje ¢ > 0, ett y(¢) € S sa att U —e < y(e) < U. Eftersom
y(e) € S finns ett z(e) € (a,b) sa att f(x(e)) = y(e). Om nu 0 < b—z < b — z(e) [dvs
z(e) < x < b U—¢ < yle) = flze)) < f(x) < U eftersom f dr ickeavtagande och
U= SUPze(a,b) f((L')

Vi har alltsa hittat ett 6(=b—z(c)) saatt 0<b—x<d = U —e < f(x) <U.

clim,_ - f(x) =U. O

Sats 3.13 bevisas analogt.

Sats 3.14 Mingden av diskontinuitetspunkter hos en monoton funktion &r numrerbar.
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Bevis Antag att f &r icke-avtagande pa R. z( dr en diskontinuitetspunkt om

lyg := lim f(z) < lim+ f(z) =11y,

T—oTy Ty
[viinstra ledet < hogra ledet ty om y < zy < z sa f(y) < f(z), varav omedelbart foljer
limx_)xa f(z) < limx_)xg f(z)].
Varje diskontinuitetspunkt x ger saledes upphov till ett 6ppet intervall (I, ;). Om 2’ dr en

annan diskontinuitetspunkt med 2’ > =z, sig, sa ér r, < I < 7. Intervallen (I, r,) och

(lyr, 7y ) &r disjunkta.

Familjen F' = {(I;,7;)| « diskontinuitetspunkt fér f} &r en familj disjunkta intervall (med fler
an ett element). F' &r numrerbar, enligt Sats 3.10. Méngden diskontinuitetspunkter &r alltsa
hogst numrerbar (kan naturligtvis vara &ndlig eller tom). Om f &r icke-viixande &r beviset

analogt.

O

3.5 Bolzano-Weierstrass sats

Betrakta talfoljden {x,}°; och lat 1 < k; < ko < ... vara en viixande f6ljd av heltal.
Talfoljden {z, }72, dr da en delféljd av {z,}72,. [Fas genom “uttunning” av {z,} och

omnumrering, |

Sats 3.15 (Bolzano-Weierstrass® sats) Varje begrinsad o#ndlig talfoljd innehaller at-

minstone en konvergent delfoljd.

Bevis Lat {z,}5°, vara en begrinsad talfoljd. Da 3 a,b sa att a < z, < b for varje n € N.

Dela I := [a,b] i tva lika langa slutna intervall. Atminstone ett av dessa innehaller ofindligt
ménga element ur {z,}. Lat I, = [a, F2] om detta innehéller oindligt manga element ur

{2,,}, 1 annat fall sitt I = %L, b]. Intervallet I, delas igen i tva lika langa slutna intervall av
vilka minst ett innehaller oéndligt manga element ur {x, }. Definiera I3 pa motsvarande sétt
som Iy ovan, dvs I3 &r vénstra halvan av Is om denna innehaller oéndligt manga element,
annars ar I3 den hogra halvan av Ip. Pa detta sitt definieras en familj inkapslade intervall

{I,}, 1 DI, D> I3D ... déir lingden {I,} = 27"(b — a).
Det finns exakt ett tal zo € (o, I, (Sats 3.2). Visar nu att 3 zj

lim,, . 2k, = Xo.

delfoljd av x,, sa att

n?

Tag ett xy, € I, dérefter xy, med kg > ki sa att xy, € Iz, sedan xy, € I3 sadan att k3 > ko,
etc. Detta dr mojligt eftersom I, Io,. . . innehaller odindligt manga element ur {z,,}. Klart

att |a, — @] < 27"(b— a), dvs im0 7, = 0.

O

?Bernard Bolzano, 1781-1848 (Prag) och Karl Weierstrass, 1815-1897 (Berlin).
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Anmirkning zy ir ej alls entydigt. Det kan finnas massor av olika punkter som nagon

delfoljd konvergerar emot. (Ex: Lat {z,} vara en uppriakning av Q N[0, 1].)

Anmérkning B = lim, .o (supg>, %) ér ocksa gransvirde av en delfoljd. Sitt y, =
SUpPy >, Tk Da ér gy, en avtagande foljd, a < y, < b. Likasa dr A = lim, oo (infr>, 1)

gransvirde for en delfoljd. Vidare giller A < B.

3.6 En sats om kontinuerliga funktioner pa slutna och be-

grinsade intervall

Anmirkning Ett slutet och begrinsat intervall [a, b] kallas kompakt intervall.

Sats 3.16 Antag att f dr en kontinuerlig funktion pa det slutna intervallet I = [a,b]. Da

existerar xg,r1 € I sa att
f(I) = [f(:EO)vf(:El)]v
dvs f antar sitt infimum (som &r lika med f(xg)) och sitt supremum (som #r lika med f(z1))

pal.

Bevis Visar forst att f(I) &r begrdnsad. Antag att f(I) vore obegrinsad. Da existerar
x, € I med |f(x,)| > n. Enligt Bolzano-Weierstrass sats existerar en delfoljd {xy,} sa

att lim,, .o 2, = % € I. Eftersom f &r kontinuerlig pa I giller da att

lim f(xg,) = f(Z).

Men detta &r ej mojligt ty |f(xg, )| > kn varfor lim, o |f(xg, )| = c0.
. f(I) &r begrinsad.

Vet att M = sup f(I) och m = inf f(I) existerar. Visar nu att 3 =1 : f(x1) = M (beviset
for 3 xo : f(xo) = m &r analogt).

Enligt definitionen pa supremum existerar, for varje n, ett z, € I sa att M — % < flzn) < M.

En delfoljd {zx, } av {z,} konvergerar mot ett x; € I. Da har vi

(da k, > n). Hérav inses att lim, o f(2x,) = M.

A andra sidan vet vi att lim, o f(z1, ) = f(z1).
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f(l’l) =M

Anmirkning Om intervallet ej dr slutet géller satsen inte.

Exempel f(r) =22, 0<z<1l. M=1, m=0.

Om intervallet dr odndligt géller satsen inte heller.
Exempel f(z)=1+e* 2>0. M=2, m=1

Anmirkning Satsen har stor betydelse i tillampningar dir maximum eller minimum for f
skall bestammas. Om man enkelt kan utesluta vissa odndliga intervall kan vi ocksa klara av

fall som inte direkt uppfyller kraven i Sats 3.16.

Exempel Sck sup,cr e~ sin 2.

Eftersom vérdet av funktionen i § &r e 2 > e 2 och eftersom |z| > 2 medfor att ‘e“x‘ Sin$| <
e”2 .1, far vi

Sats 3.16
€T =

el

sup e "lsing = sup e 1®lsin max e “lsinz.

z€R |lz|<2 —2<2<L2

(Loses genom differentialkalkyl)

. . _r .
Svar: Maximet 4r e” 4 - V2 som antas i punkten Z.
2 P Z

3.7 Likformig kontinuitet

Definition 3.4 Funktionen f ségs vara likformigt kontinuerlig om
Ve >0d9d >0V, xs € Df : ’331 —Jjg‘ <d = ]f(a:l) —f(ajg)‘ <e

“Variationen i funktionsvirdena &r < e i varje intervall av lingden < §.”

Sats 3.17 (Heines?® sats)

Om funktionen f &r kontinuerlig pa det slutna intervallet I = [a,b] sa &dr den likformigt

kontinuerlig pa 1.

3Heinrich Eduard Heine, 1821-1881, (Halle)
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Bevis Antag motsatsen:
Je>0Vd>03z,x0 €1 |x1 — 22| <0 och |f(z1) — flae)| >¢

Speciellt, om vi tar 6 = %, n=1,2,..., kan vi finna {x1,}, {x2,} med
1
|x1n - $2n| < E’ |f(x1n) - f($2n)| > €.

Féljden x1,, € I har en konvergent delféljd: 3xg € I: lim,,—,oc T1x, = Zo.

Men lim,,_,~ T2, existerar ocksa och dr = zg:

|Zok, — To| = |72k, — Tk, + T1k, — To| < |T2k, — 1k, |+ |[T1k, — T0| — 0

Sﬁ<% —0, da n—oo
dan— oo
o limgy oo Tok, = To-

Vi har alltsa lim,, .o ok, = o och lim,_, x1, = ¢ varfor, eftersom f ar kontinuerlig i zo,

Jim f(zag,) = lm f(zi,) = f(z0). (32)
Detta motséiger valet av xy, och xa,, ty (3.2) innebér att det finns N sadant att
€ €
n>N = |f(w,) — f(zo)| < 3 och |f(z1k,) — f(xo)| < 2’

alltsa [f(w1x,) — f(@2r,)| < [f(@1k,) — f(@o)] + [f(@0) — f(22r,)] < §+5 < e
Antitesen ar alltsa falsk.

- f ar likformigt kontinuerlig.

Exempel Bevisa att \/x, x > 0, ar likformigt kontinuerlig. Enligt satsen ar /z, 0 < z < 2,
likformigt kontinuerlig. Ve > 0 30 : |x1 — x32|, z1,22 € [0,2] = | /71 — /72| < e.

For z1,29 > 1 har vi
21— 22| _ |21 — 3o

VX1 + /T T 2

Vo1 = V2| =
Om nu ¢ viljs < % sa har vi

|z1 — x2| < min(d,2e), 1,22 >0 = |f(x1) — f(z2)] <e.

Exempel f(r) =22, x € R, ir ¢j likformigt kontinuerlig, ty |23 — 23| = |21 — 22| - |71 + 22],
vilket innebér att om t.ex. 1, = n, To, = n + % sa Ar |r1, — Xon| < % men |x%n — :E%n| >
Ln=12...
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3.8 Cauchyf6ljder och Cauchys konvergenskriterium

Definition 3.5 Talféljden {z,,}>°; siigs vara en Cauchyfsljd? (C-fsljd eller fundamental-
foljd) om
Ve>03dN: mn>N = |z, —x,] <e¢

Sats 3.18 (Cauchys konvergenskriterium) Talf6ljden {z,}°; &r konvergent om och

endast om den &r en Cauchyfoljd.
Bevis ( = ) Antag att lim, o =, := z¢ existerar. Lat ¢ > 0 vara givet och vélj N sa att

n>N = |z, — o <§.
Da géller for n,m > N

g g
|Zy, — 2| = |xn — 20+ 20 — Tm| < |Tn — 20| + |T0— 20| < sty = ¢-

o A{xn,}22, dr en Cauchyfoljd.

(<) Antag att {z, }°2 ar en Cauchyfoljd. Pastar att lim,,_, =, existerar. Forst visas att
{zn}02, &r begrinsad. Lat ¢ = 1 och vélj N sa att n,m > N = |z, — ;| < 1. Da &r

{n}52; begrinsad av

max{|z1], [z2l, [zs],..., |lzn] [2n 2] + 1}

Eftersom {x,,}>2 ; &r begrénsad har den en konvergent delfoljd {z,, }3, (Sats 3.15, Bolzano-
Weierstrass) vars griansvirde sitts = xg.

Vi bevisar nu att lim,_ ., x, = zg.

Tag ett € > 0 och observera att
(1) 3N1: m,n> Ny = |2 — Tm| < §
(2) 1K : k> K >Ny — |:Enk—$0|<%.

For n > ng 1 géller, eftersom ng 1 > K + 1, att

g g
’wn—wo‘ = "Tﬂ_wn}(+1 +wnK+1_w0’ < ‘xn_anH‘ + "THKH_‘TO’ < 5"‘5 = &

O

1 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857 (Paris)
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Anméirkning Cauchys kriterium garanterar existens av gransvirde utan att vi behover ha

en “kandidat”. Detta ar en mycket viktig egenskap hos R.

Sats 3.19 Antag f: R = R ir en kontraktion, dvs 3 ¢ € (0,1)

Vai,xe : | f(x1) — f(x2)| < ¢ |1 — 2o

Da existerar en fixpunkt for f, dvs ett zg med f(z¢) = zo.

Anmirkning Fallet ¢ = 0 kan ocksa tillatas. I detta fall antar funktionen f bara ett enda

virde, dvs. dr konstant. Fixpunkten &r denna konstant.

Bevis Definiera z1 € R, 2,41 = f(zp), n = 1,2,.... Da &r {2,}72, en Cauchyfoljd, ty

(induktionsbevis):
w3 —xa| = [f(z2) = f(21)] < ¢ |wg —zi
lzy — 3] < ¢ |wz—xo| < - |z — x|
Tpto — Tpg1| < - oo — a4
Nu géller

|Tngkre = Tng1] < |Tngks2 = Tngkst] F | Tngrsrr — Togrl + oo F [Tng2 — 20

CTL

1—

< (MRt ) oy — x| < zg — a1
c

Om N uppfyller fTNc |zg — 1| < € sa far vi att

n,m>N = |z, — | <e.

Az, 102, dr en Cauchyfoljd och f kontinuerlig (t.o0.m. likformigt kontinuerlig)

xo = lim z, = lim z,11 = lim f(z,) = f(x0).
n—oo n—oo n—oo

Anmirkning Fixpunkten dr entydig. (Litt!)
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Kapitel 4

Differentialkalkyl

4.1 Definitioner; grundregler

Definition 4.1 Lat f : R — R och antag att D; omfattar en omgivning av zg, dvs.

(xo — €,20 + ) C Dy for nagot € > 0. Funktionen f ségs vara deriverbar i xg om

i L@ = fo)

T—T0 T — X0
existerar. Grinsviirdet kallas f:s derivata i xg, bet f(zo).

Funktionen f ségs vara deriverbar om den &r deriverbar i alla punkter x € Dy. Funktionen
z — f'(x), = € Dy, kallas f:s derivata, bet. f’.

Sats 4.1 Om f &r deriverbar i g sa ar f kontinuerlig i xg.

Bevis Betrakta for = # zg

f(a) - fla) = LT (o)
r — X
differenskvoten

Da xz — xg existerar bade gransvirdet av %ﬁf}xo) och gransvardet av © — xg.
Alltsa:

lim (f(z) — f(z0)) = lim J@) = o) lim (z — x9) = f'(20) - 0=0

T—T0 T—T0 T — X0 T—T0

lim f(z) = f(z0) O

Sats 4.2 Antag att u och v &r deriverbara funktioner i det 6ppna intervallet I = (a,b).

Da ér f(x) := u(z)v(z), = € I, deriverbar i z € I och f'(x) = u/(z)v(z) + u(x)v'(z).
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Bevis Lat zg € I. Studerar

f@) = flwo) _ u@)o(@) — ulzo)v(x) + ulzo)v(x) — u(xo)v(zo)
x — X T —Zo
— U(Z’) B u(xO)’U(I') + u(mo)v(x) B U(‘TO)

T — I T — T
— /(wo)v(wo) + u(zo)v'(20) da & — g

Obs! v:s kontinuitet i zg utnyttjas ocksal O

Sats 4.3 Antag att u och v &r deriverbara i det 6ppna intervallet I och att v(x) # 0,z € I.
Da &r f(z) :== u(x)/v(z), = € I, deriverbar i I och

flx) = U(x)w(?(;)g(x)v,(x), zel

Bevis Lat zg € I och betrakta

<
L~
8
—
<
L~
8
=]
=

f(@) = fxo) o(@) — wlze) _ uwlx)v(xo) — v(w)u(zo)
()

x — T r—x9  v(x)v(zo)(z — x0)

_ 1 —u(@)v(@o) — u(wo)v(zo) + u(wo)v(wo) — v(2)u(w0)
v(x)v(x) T — o
T—T0 1

(u'(z0)v(w0) — u(wo)v'(x0))

(v(wo))?

4.2 Kedjeregeln

Sats 4.4 (“Fundamental Lemma of Differentiation”) Antag att f &r deriverbar i xo.

Da finns det en funktion 7 definierad i en omgivning av 0 sadan att
(*) f(wo+h) = f(zo) = f'(w0) - h+n(h)h
Funktionen h — n(h) ar kontinuerlig i 0 och 7(0) = 0.

Bevis Definiera
n(h) = # (flmo+h) — f(w0)) — f(x0) h#0
0 ,h=0

Da &r (%) uppfylld, trivialt. Vidare ar
lim n(h) = f'(xo) — f'(x0) =0,

varfor n ar kontinuerlig i 0. O
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Anmirkning For “vanliga” elementéra funktioner ar n(h) =~ c- h.

Sats 4.5 (Kedjeregeln) Antag att g och w &r sadana att Dy, = D, = R. Infor f(z) =
g(u(z)). Antag att w &r deriverbar i punkten xg och att g &r deriverbar i u(wo). D &r

f =g o wuderiverbar i zy och

f'(zo) = g'(u(wo)) - u'(20)
(Kortformel: (gou) = (¢ ou)-u')
Bevis

flzo+h) = f(zo) = g(ulzo + h)) — g(u(xo)) = g(u(zo) + ulxo + h) — u(zo)) — g(u(zo))
= ¢'(u(z0)) (u(wo + h) — u(z0)) + n(u(wo + h) — u(zo)) - (u(wo + h) — u(zo))

Harav

f(zo + h}z — f(=o) — 4 (u(xo)) U

+ n(u(azo +h)— u(:no)) .

(xo + h) —u(z)

u(zg + h) — u(xp)

h
Lat nu h — 0 i hogra membrum
I termen: ¢'(u(zo)) - ' (zo) [u:s deriverbarhet]
IT termen: n(0) - u'(xg) [u kontinuerlig och n kontinuerlig i 0, se Sats 2.7]
—~
=0
h) —
hm f(wo + ) f(x()) — g,(u(x())) . U/(I'Q)

h—0 h

4.3 Satser om deriverbara funktioner
Sats 4.6 Antag att funktionen f &r definierad pa intervallet I (6ppet eller slutet) och antag

att f antar sitt storsta viirde i en inre punkt xg € I. [dvs. z¢ dr inte en av [:s inter-

vallindpunkter|. Om f &r deriverbar i x sa ér f/(x¢) = 0.

Anmirkning f(z) = —|z|, € R visar att deriverbarhetskravet &r visentligt!
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Bevis Eftersom xg dr en inre punkt av I sa ar xg + h,zg — h € I for tillrickligt sma virden
pa |h|. Betrakta

f(zo+h) — f(zo)

Detta uttryck édr < 0 for alla sadana h pga att f(xg) dr funktionens storsta viirde.

D giller lim 40T = F0) g, S@oth) = flz)
h—0+ h h—0~ h

Pga. antagandet existerar limy,_,q w = f'(xg). Vihar da f'(zg) > 0 och f'(x¢) < 0.
f/(l’o) =0.

Anmirkning Pa motsvarande sitt visas att f/(xg) = 0 om f antar sitt minsta vide i x

och ar deriverbar dar.

Korollarium 4.1 Om f &r kontinuerlig pa I = [a, b] (slutet intervall) och f(xo) = sup f(I) sa
4r xo antingen ett nollstélle fér f/, en punkt dir f ej dr deriverbar eller en intervallindpunkt

a eller b.

Exempel Vilka virden antar funktionen f(z) = 23 + 2|z|, = € [-2,1] =: I?
Funktionen f &r kontinuerlig pa det slutna intervallet [—2,1].

f(I) &ar dérfor = [inf f(I),sup f(I)], (jfr kapitel 3: f(I) &r ett intervall och f antar sitt minsta

och storsta vérde.)

322+ 2 ,x >0 saknar nollstille

3z2 -2 ,x < 0 nollstalle: x = — 2

3
ity
f[_27 1] = [_473]
Diremot f[—1,1] = [0,3] och f[—1,3] = (0,3
(B =h+1=5= /8 och F(=/3) = /&

(=}
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Sats 4.7 (Rolles' sats) Antag att funktionen f &r kontinuerlig pa det slutna intervallet

[a,b] och deriverbar i (a,b).

Om f(a) = f(b) = 0 finns det atminstone en punkt x¢ € (a,b) dir f'(xg) = 0.

Bevis Om f(z) =0, = € [a,b], sa ér #ven f'(z) =0, = € (a,b).
Antag nu att f antar positiva virden pa (a,b). [Analogt fér negativa.|
Da finns ett x¢ € (a,b) med f(xo) = sup f[a,b] dvs. f antar sitt storsta virde i g

- f(xo) = 0 (Sats 4.6). ]

Sats 4.8 (Medelvirdessatsen) Antag att f #r kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar i (a,b).

Da finns ett tal z¢ € (a,b) sa att

F) = @)~ fa) - LT
Da har vi
Fa) =0, F(b) =0 och F'(z) = f'(z) — L (bl)) - i (@)
som alltsé existerar for o € (a, b).
Enligt sats 4.7 finns ett z¢ € (a,b) sa att F'(zg) = 0, dvs.
o= o~ LO IO iy 10 S

Sats 4.9 Antag att f dr kontinuerlig pa [a,b] och deriverbar i (a,b). Da giller

(i) f'(z) >0, z € (a,b) = [ stringt vixande pa [a, D]
(i) f'(x) <0, x € (a,b) = [ stringt avtagande pa [a, D]

Bevis av (i) Lat x1,z2 € [a,b], z1 < xo. Da studeras f pa [z, z2]. Det existerar ett xy €

(1, 22) med
flx2) — f(=1)

T2 — I1

f(xo) =

Hirav, eftersom f/(zg) > 0, f6ljer f(z1) < f(x2) O

'Michel Rolle (1652-1719), Frankrike
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Sats 4.10 (Generaliserade medelvirdessatsen) Lat funktionerna f och F' vara kontin-
uerliga pa [a,b] och deriverbara i (a,b). Antag vidare att F'(z) # 0 for varje = € (a,b). Da
giller att F'(b) — F(a) # 0 och att det finns ett zg € (a,b) sa att

" ) = @) _ ['(xo)
F(b) = F(a)  F'(xo)

Bevis Noterar forst att F(b) — F(a) = 0 skulle medféra existens av ett x € (a,b) med

F'(z) = 0, en motségelse [enligt Rolles sats].

Infor funktionen ® pa [a, b]:

Da dr ®(b) = ®(a) = 0. Vidare ger Rolles sats (sats 4.7) att 3 z¢ € (a,b) med ®'(zg) = 0.
For detta xg har vi

0= f'(z0) - A

som dr ekvivalent med (). O

Tillampning
Sats 4.11 Antag att f och g ir definierade pa [a, b] och uppfyller
(i) f', ¢ existerar pa (a,b)
(i) 3o € (a,b) : f(zo) = g(x0)
(iii) f'(z) > ¢'(x) for x € (z0,b)
(iv) f(z) < ¢'(z) for z € (a,xo)
Da éar f(x) > g(x) for varje x € (a,b)\{zo}.

Bevis (pa (a,x0)) Undersoker h(z) = f(z) — g(x), h(zg) =0, h'(z) <0, z € (a,zp). h &r
avtagande pa [a, xg], varfor h(z) > h(xg) =0, = € (a, ). O

Sats 4.12 Antag att funktionen f dr deriverbar pa (a,b) (dér a = —oo, b = 400 &r tillatet)
och att derivatan &r begrinsad (dvs. mingden{f’(z)| a < x < b} &r begrinsad. Da dr f
likformigt kontinuerlig pa (a,b).

Bevis Ovning! O
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4.4 L’Hospitals regler

I detta avsnitt behandlas den s& kallade I'Hospitals? regel. Forst, i Sats 4.13, formuleras regeln
i fall "3 dérefter, i Sats 4.14, i fall 722",

Sats 4.13 Lat f och F vara deriverbara funktioner pa (a,b). Antag att F’'(z) #0, x € (a,b).
Om ,

: L -~ . fx)

lim f(z) = lim F(z) =0och lim =L

z—at z—at x—at F’(a;

Da géller att mlg}; 1');((?)

~—

=L

Bevis Eftersom lim, .+ f(z) = lim,_,+ F(x) = 0 utvidgas Dy och Dp till att omfatta a och
f(a) genom att sétta f(a) = F(a) =0, dvs f och F blir kontinuerliga pa hela [a, b). Det giller
vidare att F'(z) # 0 pa (a,b) (eftersom F'(x) # 0 pa (a,b); F(z) = F(z)—F(a) = F'(x0)(z—a)
for nagot o € (a,z).)

For givet € > 0 existerar § > 0 med

(%) a<zr<a+dé = IJ;i((x))—L‘<
Hiirav (sats 4.10): For dessa &
FONMRFCEG i?‘f"?%mo) _L'(Z i
7@ | [Pw pw T PG
Alltsia <z <a+d = |£2 — L] <e, dvs.
i -

Anmirkning Under motsvarande antaganden géller detta resultat ocksa for gransvirdet

f(z)

limw_%)— F( )

Korollarium 4.2 Lat f och F vara deriverbara pa (a,+00).

Antag att F'(z) #0, = > a.

Om limy— 4o f(z) = limy— 400 F(x) = 0 och lim, 4 IJ;I,(Z)) = L sa géller dven
f@)
a—+oo F(x)

2Guillaume de ’'Hospital (modern franska ’Hopital)(1661-1704). Forfattare till den forsta liroboken i dif-
ferentialkalkyl 1696.
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Bevis Infor funktionerna g respektive G pa (0, %) genom

g9(z) = f(3), Glz) = F(3), 0 <@ < .

xT

Da har vi lim, g+ g(x) = lim,_ g+ f(5) = lim,_.o f(y) = 0 och motsvarande for G.

1
Vidare giller ¢'(z) = f'(%) - ;—21, G'(z) = F’(%) i ;_21

xT

varfor

Hérav (sats 4.13)

Sats 4.14 Antag att f och F #r deriverbara pa (a,b) och att F'(z) # 0, = € (a,b). Om

lim f(z)= lim F(z) =00 och lim )

r—at z—at r—at F/(JE)

sa giller dven

lim /() =
z—at F(a;)

Bevis Vi borjar med att konstatera att 3 0* > 0sa att a < x < a+ 6" = F(z) # 0, ty

om z1 > a #r en punkt dir F(z1) = 0 sa &r i varje fall

F(z) = F(z) — F(z1) = F/(wo) (& — 1) £ 0
(dér zop € (z,x1) C (a,b)); vi kan da sétta a + * = z1. Om ett dylikt z; €j finnes kan vi ju
sitta a + 0% = b.

Lat nu ¢ > 0 vara givet och vilj 6 > 0, § < §*, sa att

'€ 3
F(e) L‘ <3 (4.1)

a<é<a+d =

och F'(§) # 0.

Vilj nu x och ¢ sa att a < r < ¢ < a+ . Da finns, enligt generaliserade medelvirdessatsen,

en punkt £ € (z,c¢) sa att

fl@) =1l _ f'©)

Flx) = F(e)  F'(§)
b

(F(z) — F(c) # 0 ty F" &r # 0 pa (a,b).)
Fran (4.1) foljer nu

och, om vi valt € < 1,
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- < > (4.3)

algebraisk manipulation

fl)  fl)=fle) 1 flo  Flo [flx)=flo)

F(z) F(z)—F(c) F(z) F(z) F(z)— F(c)
och med hjélp av (4.3) fas
f@)  flx) = f(c) flo)| | Fo) 1
Fo o =R < 20| * w01+ (44

Lat nu z — at i (4.4). Eftersom f(z), F(x) — oo da * — a™finns §; > 0, d; < J, sa att

f(o) 5 ‘F(c) 5
a<r<a+d — < - och < 4.5
! ‘F(aj) 4 F(z)| ~4(L|+1) (4.5)
(4.2), (4.4) och (4.5) ger nu, for a < x < 4y,
fla) || fl&)  fl@) -~ fle) n f(z) = fle) (44), (4.2)
F(x) ~ |F(z) F(z)—F(c) F(x) — F(c)
f(e) F(e) 1 e (45) ¢ 5 €
Ll+=)+= < - - t+s=
'F(:L") | Fy | H+3) + 3 FRT( Y (IL1+3)+5=¢
Alltsa har vi funnit ett d; > 0 sa att
f(@)
EASY §
a<xz<d :>‘F(a:) <e
O
Exempel
lim sin x i cosz 1
x—0 X z—0 1
Exempel
T ~1
lim tanx - (z —3:) = lim 2% lim — = lim sin’z =1
T T 2 r—T— cotx Tt — = R
2 2 2 sin“ 2
eller sinzx - (E —3:) — __17r =
Ccos T —sin §
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4.5

Inversa funktioner

Definition 4.2 Lat S vara en relation pa R, dvs. en delméngd av R x R. Relationen

S7Hi={(z.y)| (y.2) € S}

kallas den inversa relationen till S.

Om f #r en funktion sa &r f~! en relation, men om f #r en omvéndbar funktion s& blir f~!

en (omvéandbar) funktion.

[ Bevis: f(z1) = f(22) = 21 = 2z varfor (y1,21), (y1,22) € f~1 <= y1 = f(21), y1 =
f(x3) = w1 = 9, dvs. f~! &r en funktion.]

Sats 4.15 Antag att f ar en kontinuerlig och strangt vixande funktion definierad pa inter-
vallet I. D4 géller att

(i) J:=Vy={y| Tz €1: f(xz) =y} ér ett intervall

(ii) den inversa relationen g av f dr en funktion, som uppfyller g( f(x)) =z, Vzx €

(iii)

I foly) =y, YyeJ

g ar strangt vixande och kontinuerlig.

Bevis (i) Se kapitel 3, sats 3.5.

(ii) f&romvéndbar ty z1 < xo = f(x1) < f(z2), x1,22 € I, varfor inversen g : Vy — Dy

(iii)

ar en funktion.

Om vi 6nskar beriikna a = g(f(z)) noterar vi att u = g(2) <= f(u) = 2, varfor vi

drar slutsatsen att f(a) = f(z) varav a = = pga. att f &r omvéndbar.

For att visa f(g(y)) = y, Yy € J, konstaterar vi att alla y € J dr av formen y =
f(x), x € I. Da foljer f(g(f(x))) = f(x), x € I, av att g(f(z)) = .

Pastaende: g ar stringt vixande.

Om ej g vore strangt viixande skulle det finnas y; < y2 med g(y1) > g(y2) varav, pga.
att f dr vixande, f(g(yl)) > f(g(yg)), varav (ii) ger y1 > yo, en motsigelse.

Pastaende: g ar kontinuerlig

Lat yo vara en inre punkt av J. (Andpunkterna behandlas analogt.) D4 #r yo = f(x0)
for ett o € I. Om y] < yo < ¥h: Vi,yh € J sa har vi 3 2,2}, € I sa att f(a)) =
yh, f(xh) = yh. Vi har dessutom att 2} < g < o, eftersom 2} = g(y}) och zf, = g(v5)

och g dr en stringt vixande funktion (enligt ovan). Mao. dr zg en inre punkt av .
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Lat € > 0 vara givet sa att (zg —e&,20 +¢) C . Satt nu y13 = f(xg —¢), y2 = f(zo +¢€)
dvs. g(y1) = zg — €, g(y2) = zo +e. Da f ér stringt vixande giller y; < yo < y2. Da g

ar stréngt vixande har vi

y e (y1,y2) = 9(y) € (xo —€,20 + €)
eller
yi<y<y: = |g(y) —g(wo)| <e

Sétt & = min(yo — y1, Y2 — Yo):

[y —yol <3 = |9(y) — 9(p0)| <.

Sats 4.16 Antag att f &r kontinuerlig och vixande pa intervallet I. Antag att f 4r omvindbar
med inversen g. Antag att yo € J = f(I) &r given och att f’(g(yo)) existerar och # 0. Da

existerar dven ¢'(yg) och vi har
1

g (yo) = m-

Bevis Eftersom f(g(y)) =y, y € J har vi enligt sats 4.4

_yot+h—yo _ Flglyo +h) — F(g(yo))

ho I
Z(f’(g(yo)) +n(g(yo +h) — g(yo))) Slwo+ hfz ~ 5(o)

1

Da h — 0 géller det att

F'(9(yo)) +n(glyo +h) = g(y0)) — f'(9(y0)) +n(0) = f'(9(v0))
ty g ar kontinuerlig i yo enligt Sats 4.15. Hérav fas att

i W0 1) —g(yo) _ 1

h—0 h f(9(w0))

Obs! Da vi vet att g ar deriverbar kan kedjeregeln anvindas:
1= (fog9)(y0) = f'(a(v0)) - 9' (o)
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4.6 Hogre derivator

Lat f vara kontinuerlig och deriverbar. Om funktionen f’ ocksa ir kontinuerlig siger vi att

f &ar kontinuerligt deriverbar.
Om f’ dr deriverbar kallas dess derivata andra derivatan av f. Bet.: f”. Alltsa " = (f’)".

Analogt definieras tredje, fjirde, ... derivatan av f.

Exempel Om f &r tva ganger deriverbar i (a,b) och det finns en punkt zy € (a,b) déar
f'(zg) =0 och f"(xg) > 0 sa antar f i zg ett stréingt lokalt minimum, dvs. det existerar

en punkterad omgivning av zo dir f(x) > f(xo).

Bevisskiss: Derivatan f’ dr stringt vixande i en omgivning av xg. Lat funktionen g vara

konstanten f(xg) och anvdnd Sats 4.11.
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Kapitel 5

Integralkalkyl

5.1 Definitionen av Darbouxintegralen

Definition 5.1 En indelning eller partition av det slutna intervallet [a,b] &r en familj av
slutna intervall A == {L;}? ; ={[t,_,t;]}]-; dd&rn e Nocha =ty <t) <ta <...<t, =0
Eftersom A bestéms av talfoljden {t;}7 , skriver vi ocksa att A = {¢;}7 .

Definition 5.2 Lat f vara en begrinsad funktion pa det slutna intervallet [a,b] och A =
{I,}I, en indelning av [a, b]. Sétt M; = sup{f(x)|x € I;} och m; = inf{f(x)|z € I;}. Talen

ST(f,A) = zn:Mi 1(I;) II) = t; — ti
i=1

S_(f;8) = m; UI(I)
i—1

kallas 6ver- respektive undersumman av f med avseende pa A, se Figur 5.1.

Lat A = {t,}7, vara en indelning av [a,b]. En forfining av A ir en indelning A’ som

innehaller alla A :s indelningspunkter och ett antal indelningspunkter som inte tillhér A .

Exempel

A: a= to < th<..<th1< tp,=0

A': a= th<t)<th< th<..<t, <..<th=h.
diir ty = th oty g =t by =ty
Exempel Om A; = {tl(-l) o och Ay = {tl(?) ™, ar indelningar av [a,b] sa & A; U Ay en
ny indelning som &r en forfining av bade Ay och As.
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n-1

Figur 5.1: Bildande av 6versumma

Figur 5.2: Successiv halvering av intervall

Exempel Vanlig férfining: Successiv halvering av intervallen, se Figur 5.2.

Sats 5.1 Lat f, A, m;, M;, i = 1,...,n vara sasom i Definition 5.2. Definiera ocksa M =
sup{f(z)la <z < b} och m = inf{f(z)|a <z < b}. Da giller

(1) m(b_a) < S—(f>A) < S+(f>A) < M(b_a)v

(i) S_(f,4) < S_(f,A") < SH(f,4) < S7(f,4)

om A’ dr en forfining av A,
(i) S—(f,A1) < ST(f,A9)
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diar A; och Ay &r tva godtyckliga indelningar av [a, b].

Bevis (i) Eftersom m <m; < M; < M, i =1,2,...,n, far vi att

mb—a) Lm0 < Smin) < Yomiin) < Y M)
=1 =1 i=1 ]

=5-(1.4) =SH(f,A)

< ZMZ(I,-) = MZZ(IZ-) = Mty —to+to—ti+..+ti—tig+ ..+ ty —tp_y)

= M(tn —to) = M(b—a).

(*) “teleskopering”

(i) Lat A} beteckna den indelning av I; = [t;—1,;] som bestar av de intervall i A’ som &r
delintervall av I;. Da &r m; [(1;) < S_(f, Al) eftersom m; < inf{f(z)|z € intervall i A}}
Eftersom A" ér en forfining av A dr A" = [Ji_; A} och A{N A’ = om i # j.

i=1 i=1

< SUSHAAY = SHAA) £ SMT) = STLA),

i=1 i=1

(111) Lat A = Ay U Ay, Da ger (11)

S—(val) < S—(va) < S+(va) < S+(f7A2)'

Definition 5.3 Lat f vara en begrénsad funktion pa [a,b] . Talen

/bf(x)dx = igf St(f,A)

b
[ @yt = swps_(£,2)
a A

dir supremum och infimum tas éver alla indelningar av det slutna intervallet [a,d], kallas

Darbouxéver- respektive Darbouxunderintegralen! av f éver [a,b] . Om

ff(x)dx = /ibf(x)dx

!Jean Gaston Darboux (1842-1917), Paris
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sigs f vara Darbouxintegrerbar och det gemensamma virdet betecknas

/ab f(x)dx

och kallas f’s Darbouxintegral éver [a, b].

Anmirkning f(z) = ¢ & Darbouxintegrerbar: ff cdr =c(b—a).

Exempel
) ,zeQ
R Rt
1 1 1
/Lf(:n)dm:0medan/of(:n)dm:§
<TagA—{ti} t. =1 M,:%,z:lﬂ, M

da n — oo. Man kan visa att

+ - (=t oy L L
S Zz 1) —< 5 n) 3 2.>

Exempel f(z) =z, x€0,1]

fol x dr =
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5.2 Egenskaper hos Darbouxintegralen

Sats 5.2 Antag att det existerar A och B sa att

A < f(x) < B, x€a,b].
(Med andra ord: f &r begriansad.) Da géller
b b
Ab—a) < /f(:n)d:c < /f(a:)dx < B(b—a)

Bevis Eftersom A < m = inf{f(x)|z € [a,b]} < sup{f(z)|z € [a,b]} = M < B har vi
Ab—a) < mb—a) < S_(f,A) < ST(f,A) < M(b—a) < B(b—a) fas

o supp S_(f,A) < infa SH(f,A)
o [flx)dz < [f(z)dx

e Ab—a) < [f(x)dr < [f(x)dr < B(b—a)

Korollarium 5.1 Om f ar Darbouxintegrerbar géller

b
Ab—a) < /f(:n)d:n < B(b-a)

Sats 5.3 (i) Antag att f &r Darbouxintegrerbar pa [a,b]. Da &r ocksa funktionen

xr Yk f(z) Darbouxintegrerbar for varje k € R och
b b
/ k f(x)dx = k‘/ f(x)dx.

(i) Antag att f; och fo #r Darbouxintegrerbara pa [a,b]. D& &r = ¥ fi(z) + f2(z) Dar-

bouxintegrerbar pa [a, b] och
b b b
/ (f1@) + falw) ) dar = / fi(@)de + / falx)de.

(iii) Antag att f dr Darbouxintegrerbar pa [a,b] och [b,¢], a < b < ¢. Da &r f Darbouxinte-

grerbar pa [a, c] och

/aC f(z)dx = /ab f(z)dx + /bC f(z)dx.
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(iv) Antag att fi och fy & Darbouxintegrerbara pa [a,b] och fi(z) < fo(x), x € [a,b]. Da
géller

/ab filx)dz < /ab fa(x)dx.

Bevis (i) Lat g(z) = k f(z), = € [a,b]. Bildar S_(g,A) och ST (g, A) samt jamfor dessa
med S_(f,A) och ST(f,A). A = {I} . Tag forst k > 0. Da édr inf{g(z)|z € I,} = k-m;
och sup{g(x)|z € I;} = k-M;, i = 1,...,n (m;, M; introducerade i Definition 5.2). Hirav

S_(g,A) = Zk m; 1(L;) = k‘zmz (L) =k-S-(f,A)
i=1 =1

och likasa ST (g, A) =k - ST(f,A).
Alltsa

Analogt:
b
igf St(g,A) =k - / f(z)dx

*.» g &r Darbouxintegrerbar med f;g(az)dw =k- f; f(z)dz.
Om k < 0 observerar vi att
k- M; = inf{g(x)|x € I;} och

k-m; = sup{g(x)|x € I;}.

Alltsa .
S_(9:8) =k-Y M U(I) =k-ST(f,A)
i=1
och
S+(97 A) =k- S—(f7 A)
Igen
b
sup S_(g,A) =supk - ST(f,A) =" k- inf §*(f,4) = k / f(x)dz
A A a
och )
ingJr(g, A) = iI&sz “S_(f,A)=Fk-supS_(f,A)=k- / f(z)dz.
A a
Héarav fas

(1) g &r Darbouxintegrerbar 6ver [a, b].
(2) fab g(z)dx =k - fabf(a:)da:
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(ii) Lat e > 0 och vélj A’ sa att

(iii)

~(f1,A /fl dm——
—(f2,A /fz dx——

Eftersom m;(f1 + f2) =: inf{f1(z) + fo(x)|z € L;} > inf{fi(x)|z € ;} + inf{ fa(z)|x €
Iz} = ml(fl) + ml(fg) far vi

och

n

S_(fi+ S, A =D " mi(fi+ fo) UT) =Y (ma(fr) + ma(f2)) UT;) =

i=1 i=1
S_(f1,A —(f2,A /f1 dac—— +/ fo(z da:——

o sup S_(fr + for A /f1 Jda +/ fo(w)da —
A/

for alla € > 0.
b b b
/ (hi(@)de + fole))de > / fi(@)dr + / fola)da

Pa samma sétt inses, bland annat genom att utnyttja

M;(fi1 + f2) :==sup{ fi(x) + fo(x)|x € L;} < M;(f1) + M;(f2) att

b b b
/ (hi(@)de + fola))dr < / fi(@)dr + / fola)da

b b b b
/ (hi(@)de + fola))dz < / fi(@)dr + / fo(w)dr < / (@) + folz))da

P4 grund av att [ < 7 alltid far vi

b b b b
/ (fi(2)dz + fola))dz — / (fu(@)dz + folw))dz — / fi(@)dz + / fol)da

Lat A vara en indelning av [a, b] och Ag en indelning av [b, ¢]. Sétt A = A; U Az som
dr en indelning av [a,c| (speciell satillvida att b &r en indelningspunkt). For € > 0 lat

A1 vara sadan att
st < [ S+
och Ag sadan att

+ ‘ xX)ax —.
SH(fA) < /bf( )da +
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For A = AU Ag ar

) —c
SHEA) = ST(fAL) + ST(f, As) §/f(:n)d:r +/b F(z)dz +e.

ff(x)dm < ff(:n)d:n + ff(:n)d:r +e.

Om A &r en godtycklig indelning av [a, ] siitts A’ = AU {b}. Da dr A’ som ovan och

Harav foljer att

dessutom en forfining av A. Da har vi

b ~rc
ST(fLA) > ST(f,A) = ST(L.A) + SH(AY > / f@)dz + /b f(@)de.

Hir dr A} = A’ N [a,b] och AL, = AN b, c].
Vi har alltsa kommit fram till att

ff(:n)d:n :ff(x)dx +ff($)d:n = /abf(:g)d:E +/b6f(x)dx

Analogt inses att ocksa

/ch(a;)da: :/abf(a;)da: +/bcf(a:)da:

(iv) Eftersom fi(x) < fao(x) for varje x giller ocksa
S+(f17A) < S+(f27A)
S—(f17 A) < S—(f27 A)

for varje indelning A.
Da
/ fil@)da = infST(f1,A) < inf S (A / fola

Sats 5.4 Lat f vara begridnsad pa [a,b]. Da #r f Darbouxintegrerbar om och endast om
Ve > 0 3 A-indelning av [a,b] : ST(f,A) - S_(f,A) <e

Bevis (<= ) Tag ¢ > 0. Da finns ett A sa att

/bf(a:)da: < ST(f,A) (giller alltid)
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b
/ f@)dz > S_(f,A) (galler alltid)

och o
S+(f,A) - S_(f,A)<e.

Harav fas

) b
[ rwin = [Cwar < 57,8 - 5-(.8) <=

f; = f;, dvs f &r Darbouxintegrerbar.

(=) Om f &r Darbouxintegrerbar existerar A; sa att

b
/a Flayde — S*(f, M) < 5

och As sa att

b
€
[ o = s (7.80)| <
Om vi véljer A = A1 U Ay fas

ST(f,A) — S_(f,A) < ST(f,A1) — S_(f,Ar) <

_l’_

N ™
N ™

b b
ST(f,Ay) —/ f(z)dx +/ flx)dx — S_(f,A9) <

Korollarium 5.2 Om f dr kontinuerlig pa [a,b] sa &r f Darbouxintegrerbar pa [a, b].

Korollarium 5.3 Om f &r monoton pa [a,b] sa &r f Darbouxintegrerbar pa [a, b].

Bevis av Korollarium 5.2 f r likformigt kontinuerlig pa [a, b] (slutet, begrénsat intervall,
se kapitel 3). For givet € > 0 kan § véljas sa att

€
b—a

|z -yl <6, z,y€la,b = |[f(x)—-f(y)] <

Lat A vara en indelning {¢;}? , av [a,b] sadan att [([;) =t; —t;—1 < 6. Da &r

€

(%) M; —m; = sup f(z) — inf f(z) < .
z€l; zel; b—a

Detta giller ty
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M; = f(&) for nagot & € I;, m; = f(n;) for nagot n; € I; och eftersom |§; — n;| < I([;) < 0
medfor f(&;) — f(n:i) < 5=, vilket r pastaendet (*).

Med andra ord, da ST(f,A) = >." | M; I(I;) och S_(f,A) =>"" m; I(I;) har vi

ST(f,A) — S_(f,A) < Zn:bfa- I(I;) = .
i=1

Bevis-skiss for Korollarium 5.3 Lat f vara vixande (det fall da f &r avtagande behandlas
analogt). V&lj A sa att indelningspunkterna inte dr diskontinuitetspunkter for f (sadana

diskontinuitetspunkter &r hégst numrerbart manga).

Da ér M; = miy1, 1 =1,2,3...,n — 1. Om dessutom alla [(I;) viljs < d < 357 och dessutom

“néstan lika langa” sa att
e 1

dér M = sup,cpq ) |f(2)]. Da &r

SH(f,A) = En: M; (L),
i=1

S_(f,A)= my W(L)+ Y mi W(L) = my U(I) + > My I(L).
=2 =2

n—1 n
ST A) = S_(f,A) = My (L) + Y M; (L) =Y My I(L;) — mq I(Iy) <
=1 =2

S My (i)

n—1
M
2M -6+ Y | U(Tixa) — (L) | My = 2M5+(n—1)-ﬁ-7<5.
i=1

Sats 5.5 (Integralkalkylens medelvirdessats I) Antag att f &r kontinuerlig pa [a, b]. Da
finns ett tal £ € [a,b] sa att

b
/ f(@)de = F(€)(b— a).

Anmirkning f(§) dr “f:s medelviirde” pa [a, b]:

b
fe) = LSO
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Bevis f &r kontinuerlig pa [a, b]. Da existerar ,,¢; € [a,b] med

f(&) =M :=sup {f(z) | a <z < b}

och
F€) = m =t {(f(x) | a <z <b)
Da har vi
m < f(x) < M, x¢€la,b]
=mb—a) < f;f(a:)da: < M(b—a)
= fe) < KO < )

Av satsen for mellanliggande virden (f kontinuerlig pa [a,b]!) foljer att det finns ett & i [a, b]
b
sa att f(§) = ‘/“I{%. (¢ ligger mellan &, och &;.) O

Sats 5.6 (Integralkalkylens huvudsats) Antag att f &r kontinuerlig pa [a, b] och definiera

F(z) = /xf(t)dt, x € [a,b].

Da &ér F kontinuerlig pa [a,b] och F'(z) = f(z) for varje z € (a,b).

Bevis f dr (Darboux-)integrerbar pa [a,b] och didrmed pa alla delintervall av [a, b].
z+h x z+h

(+) / f@ﬁ:/fmﬁ+/ f(t)dt.

Konvention: Om a < b sa &r

af(x)dx e _ bf(a:)da:.
b a

Hérmed &r formeln (+) ovan ocksa definierad for h < 0 ; forstas sa att x4+ h € [a, b]. Nu géller
enligt integralkalkylens medelvirdessats I (Sats 5.5)

r+h
F(z+h) — F(z) = / F(0)dt = F(E)h, € =€(h)

diar £ =¢(h) € (z,x+h) om h >0 och £ € (x+ h,z) om h < 0. Pa grund av f:s kontinuitet

ar

F(zx+h)— F(x)
h

= f(&(h)) — f(z) da h — 0.
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Sats 5.7 Antag att f och F ir kontinuerliga pa [a, b] och att f(z) = F'(x) for varje x € (a,b).

Da géller
b
/ F(@)dz = F(b) — Fla).

Anmirkning F' ir en sa kallad primitiv funktion till f.

Bevis Lat A vara en indelning av [a, b]. Da géller

F(b) = F(a) = Y F(t:) - F( ZF’ &)t —tim) =Y f(&) L)
i=1 ;

< SOMUE) = ST A)
i=1

och motsvarande fér undersumman. Hér &r & &r en punkt tillhérande I;. I den andra likheten

ovan giiller differentialkalkylens medelvéirdessats.

Alltsa

S—(faA) F(b)_F(a) < S+(f,A)

IN

b
/ f@)de = supS_(f,A) <
a A

A
o
=
|
=
S
A

_1nf5+fA /f

Sats 5.8 Om f #r kontinuerlig pa [a, b] sa géller

b
/|f(:n)|dx:0 e f(2)=0, Yz € a,b].

Bevis Antag 3 z, € [a,b] : f(zy) # 0, dvs |f(zy)| > 0. Eftersom |f(z)| &r kontinuerlig
existerar ett intervall [z, — &, 2y + €] (ensidigt om z, &r en dndpunkt) dir € > 0, med = €
[0~z +¢] = |f(@)] > L3l

Vi har da (om z,, antas vara en inre punkt)

b To—€ Tot+e b
dr = d d d
[ = [ e+ [T e+ [ ke

+0 = e[f(zg)] > 0

Motségelse! O
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Sats 5.9 (Integralkalkylens medelvirdessats II) Antag att f och g dr kontinuerliga pa
[a,b] och att g inte dndrar tecken pa [a,b]. Da finns det ett tal £ € [a, b] sa att

[ 1w gt = 560) [ oty

Bevis Antag att g &r positiv pa [a, b]. Definiera m := info<,<p f(2) och M := sup,<,<, f(z)

som i beviset av Sats 5.5.

b b b
/mg(:ﬂ)dm < / f(x) g(z)de < / M g(z)dx
eftersom
mg(z) < f(x) g(x) < M g(x), x € [a,b].

Da har vi ,
m < L fIE:U) g(x)dz <M
fa g(x)dz

Eftersom f antar sitt storsta virde M och sitt minsta virde m i punkten &y respektive

&1 € [a,b] sa antas ocksa det mellanliggande vérdet

2 f(zx) glx)da
f;g(ac)dw

i en punkt & € [a, b]. O

5.3 Om Riemannintegralen

Definition 5.4 Lat f vara en funktion definierad pa [a,b] och A = {I;}? ;| en indelning av

[a,b]. Summan
> fla) 1)
i=1

dir x; € I; kallas en Riemannsumma?.

Definition 5.5 Funktionen f sigs vara Riemannintegrerbar om det finns ett tal A sa att
Ve>036>0:

l([l) <6 xiely, i=12,..,n = ‘Zf(l’,) l([l) —Al<e.
i=1

Talet A kallas i sa fall f:s Riemannintegral pa [a, b].

?Bernhard Riemann (1826-1866), Gottingen, Berlin.
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Sats 5.10 Funktionen f:s Riemannintegral pa [a, b] &r entydig. Beviset uteldmnas (ldtt!).

Sats 5.11 Om f #r Riemannintegrerbar pa [a,b] sa dr f begrénsad pa [a, b].

Bevis Lat ¢ = 1 och vélj § och indelningen A = {I;} sa att for ; € I;, =, € I;, i = 1,2, ...,n.

> fwumy - a| <1, |30 s ) -] <1
i=1 =1
Triangelolikheten ger att
> @) = Y ) | <2
i=1 i=1

Lat x; = «f for ¢ = 2,3,...,n. Da fas

|fz1) = fl2)] (1) <2

och vidare
)| = [fa) - F@) + FE)] < %Hf(wi)l-

" |f] dr begrinsad av max1§i§n<l(%) + |f($;)|> pa hela [a, b].

(3

Anmirkning Notera att f inte behdver vara kontinuerlig.

Sats 5.12 Funktionen f &r Riemannintegrerbar om och endast om den &r Darbouxinte-

grerbar, och integralernas varden ar lika.

Bevis ( = ) Av definition 5.5 féljer, om vi tar supremum respektive infimum av termerna

i Riemannsumman:

A—ec < Z?:l f(:l?z) l(]l) < A+e
A—¢ S Z?Zlmi l(Iz) S Z?:lMi l([l) S A+€

(Observera att z; dr ett godtyckligt element i I;!) Alltsa for denna indelning A &r
A—c < S_(£.A) € SH(f.A) < Ate.
Resultatet foljer ur Sats 5.4.

( <= ) Bevisas €j hér (se Protter Morrey s 114-115). O
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Sats 5.13 f #r kontinuerlig pa [a,b] = f &r Riemannintegrerbar pa [a, b].

Bevis Eftersom f antas vara kontinuerlig pa [a,b] dr den likformigt kontinuerlig. Darfor,
for e >0 30 > 0 sa att

€
e -yl <o = |f@@) = fy)l < y—
Om alltsa I(I;) < 0 sa &r
€
— NS
sup {[f(@) ~ )l | ey e L} < 7=
(ty 3= &r majorant till méngden i fraga) och alltsa
€
My~ mi = supl (@) ~ f(y) | &y € T} < 5

Varje A med I(I;) < 6, i =1,2,...,n uppfyller

n n n e n
;Mi l(I,-)—;mi l([i):;(]\/[i—m,-) i) < — 2 L) =e.
Da ar ocksa .
S_(£.4) < Y flai) UL) < SH(SA).

Vi har igen

b b
[ f@do—c < S.(7.8) £ 3 f@) 10 < STAA) < [ fa)dae

n b
‘ Zf(xz) L) — / f(z)dz ‘ < e
i=1 a
sasnart A ar sadant att [(;) < 4. O
Satsen foljer egentligen av Korollarium 5.2 och Sats 5.12, men bevisas hér for fullstdndighetens
skull.

Om substitutionsmetoden

Sats 5.14 Antag att f #r kontinuerlig pa det 6ppna intervallet I. Lat u och u' vara kontin-
uerliga pa det oppna intervallet J och antag att u(J) C I, dvs {u(x) | x € J} C I. Da géller
for a,b € J

b u(b)
w(z)) v (z)dx = z)dzx.
/af(())() /u(a)f()
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Bevis Lat ¢ € I och infor N
F(z) = / f(t)dt.
Da ér F'(z) = f(x). Sitt G(x) = F(u(x)) och anvind kedjeregeln
G'(2) = P'(u(@)) - (z) = f(u(z)) - ' ()
Foljaktligen

b b
/ flu(z) W (z)dw = / G'(z)dr = G(b) — G(a) = F(u(b)) — F(u(a))
u(b)

= [ e - /cu(a)f@)dt

Il
@\
£
=
-
e
~
SN—
IS
~

Anmirkning Om u dr stringt monoton existerar u~! och genom att substituera y =
u(z) (<= r=u"(y)), dy = (z)dx fas

b u~1(b)
dy = u(z)) - v (z)dz.
[ sway= [ st e

5.4 Om generaliserade integraler

Definition 5.6 Lat I = [a,b) (b = +oo tillatet) och antag att funktionen f &r integrerbar
pa |a, c] for varje a < ¢ < b. Om
C
lim f(z)dz =L
c—b~ Ja
existerar sigs f vara integrerbar pa [a,b) och L &r integralens virde. Vi sédger ocksa att

f; f(z)dz dr konvergent med vérdet L.

Om griansvirdet ej existerar sédgs den generaliserade integralen ff f(x)dx vara divergent,

eller att f inte &r integrerbar pa [a,b).

Antag att det finns en punkt d € (a,b) sa att funktionen f &r begrénsad pa [a, c1] och [cg, ]
for alla ¢; < d < co. Vi séiger att f dr integrerbar pa [a,b] om bade

b
lim+ f(z)dz

co—d o

(+) lim / " flw)dz och

c1—d—

existerar.

Om grénsvirdena betecknas L1 respektive Ly definieras den generaliserade integralen

b
/ f(z)dz = L1 + Lo.

Om nagotdera grénsvirdet i (4) ej existerar sigs den generaliserade integralen vara divergent.
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Exempel
dr divergent medan

ar konvergent.

Sats 5.15 Antag att f dr kontinuerlig pa [a,b) och att |f(x)| < g(x), = € [a,b). Da géller

b b
/ g(z)dz konvergent = / f(z)dz konvergent.

[ 1w | < [ otwae

Bevis Antag forst att f > 0 och infor for x < b

Dessutom

F(z) = /1‘ ft)dt, G(x)= /1‘ g(t)dt.

Da ar F och G icke-avtagande (ty derivatan #r > 0) och enligt antagandet existerar
lim, ;- G(z) = M.

Da f(x) < g(z), = € [a,b), & F(x) < G(x) < M, x € [a,b), varfor lim,_,;,— F(z) existerar
(sats 3.13) och ar < M.

" Den generaliserade integralen ff f(x)dx &r konvergent och < f: g(x)dz.

Om f antar bade positiva och negativa vérden, sétt

fl(fn) p— ‘f(x)‘;_f(x) (ofta: f—i—)

fo(z) := w (ofta: f7)

Da géller: f1, fo dr kontinuerliga och > 0.
() i—fo=f
i) Ai+fo=Ifl < g
Enligt forsta delen av beviset &r bade
b b
/ fi(x)dz och / fa(x)dz
konvergenta, ty 0 < fi(x) < g(z) och 0 < fa(x) < g(z) enligt antagandet.
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Enligt riknereglerna for griansvirden foljer av (i) och (ii) att bade

/|f |dﬂcoch/f

dr konvergenta.

abf(a:)dw‘ = ‘/lbfl(w)dx—[lbfz(x)dx‘ < a
- /abfl(:”)dm ! /abfz(‘"”)ﬂ -/ ' @)lde.

‘/abf(x)dx‘ < /ab|f(33)|dm < /abg(:n)da:.

x)dx ‘ + x)dx ‘

Harav

Exempel f(z) = , 0<a <1 fo x)dz. Konvergent!
Sats 5.16 Antag att f och g dr kontinuerliga pa [a,b) och att 0 < g(z) < f(z) for varje
x € [a,b). Da giller att

b b
/g(x)dx divergent =— / f(z)dx divergent.

Bevis Kontraposition (latt!). O

Exempel

dr konvergent.

Motivering: sétt

Da ar

. 2
() < s 2o

X

och

/:g(a:)dgc = (1-e)+ / —dr = (1-¢) + <1—1>—>1+1:2

c
die — 0" ochc— +oo (0 <e <1, ¢>1). Obsl ¢ —» 0" och ¢ — +0co oberoende av

varandra, i vilken ordning som helst.
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Anmirkning

J

o0

sinx

dx

X

dr ocksa konvergent (se Exempel s. 89), men

J

| sinz|

dzx
T

ar divergent. Detta bygger pa jamforelsen med trappfunktionen

Det géller att integralen

dr divergent.
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Kapitel 6

Oéandliga foljder, oindliga serier

6.1 Grundliggande egenskaper

Lat {uy,}o°, vara en talfoljd och definiera for n =1,2,... s, =uj +us+...+ uy,

Definition 6.1 Serien Zzozl Uy, sdges vara konvergent med summan s om lim,,_ . S, ex-
isterar och #r = s. Vidare kallas s,, seriens partialsummor (n =1,2,...) Om lim, . Sy, €]

existerar sigs serien y -, u, vara divergent.

Sats 6.1 Om serien y - , u, ér konvergent sa ir lim, o u, = 0.

co 1

Anmérkning Implikationen giller ej omvént! T.ex. ) | - dr divergent.

Bevis Lat s, = s,-1+ un, n = 2,3,... varav u, = S, — Sp—1. Om lim, . S, =

limy, o0 Snn—1 = s sa foljer lim,, oo u, = 0. O

Sats 6.2  a) Om serierna » >, u, och Y 7 v, dr konvergenta, sa ir ocksa
Yoo (un 4 vp), Dot (un —vy), Yoney - uy (dér ¢ € R) konvergenta och

Dot (un £ o) =300 un £ 07 Uny Do Cr Uy =Y U

b) Om > > | u, ér divergent sa dr ocksa Y 2, ¢ - u, divergent for alla ¢ # 0.

Bevis Foljer direkt av egenskaperna for gransvirden U

Sats 6.3 Den geometriska serien > >0, a-r""1 a # 0, ir konvergent for |r| < 1 och

divergent for [r| > 1. Om |r| < 1 &r seriens summa = 2.
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. _ _yN . ; :
Bevis Zivzl a-r"'=a % — % dd N — oo om |r| < 1. Annars ér den divergent. [

Sats 6.4 (Jadmforelsetest) Antag att u,, >0, Vn € N.
(i) Om u, < a, for varje n och ) >7 , a, dr konvergent sa dr ocksa serien Y 7 | up
konvergent, och Y 7 u, <> 07 ap
i) Om0 <a, <up, n=1,2,..., oc 21 ay ar divergent sa ar dven » -~ ; u, divergent.
.o O O < < 1 2 h ?_1 .. d- g t O s . ?_1 d- g t

Bevis (i) Kalla s, := > /" ; u; och t, := > " | a; seriens respektive partialsummor. Bade
sp och t, ar vixande talfoljder, 0 < s, < t,,. t,, ar begrinsad av lim, o t, = Z;’il a;

enligt antagande. Da ar ocksa s, begriansad och alltsa konvergent.

(i) Om >"7° , u, vore konvergent sa skulle Y >° | a,, ocksa vara det enligt (). Detta leder

till en motségelse.

O

Sats 6.5 (Cauchys integraltest) Lat f : [1,00) ~ R vara kontinuerlig, icke-negativ och

icke-viixande. Sétt u, := f(n), n=1,2,.... Da ér

0 [
Zun konvergent <= / f(x)dx konvergent.
1

n=1

Satsens pastaende foljer enkelt av att

N N N-1
Zui < / flx)dx < Uu;
=2 1 i=1
Exempel f(z) =1
N4 N N-14
YILT AR SF
i 1@ £~
=2 N—_—— =1
=InN
1 1 1 1 1 1
—4+—-—4+ ...+ =<IhN<1l4+-+-+...+—.
2+3+ +N_Il < +2+3+ +N—1
Exempel f(z)= x—12
PRSI P QL R I I
179 2=""N="T"179 (N —1)2
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Sats 6.6 Om Y > a, och > 7, by, &r tva positiva serier (d.v.s. serier med positiva termer)
och om
a
lim — =A>0

n—oo n

sa dr antingen bada serierna divergenta eller bada serierna konvergenta.

Bevis For n tillrdckligt stort, n > N, géller

A
Z e A, n=N+1,N+2,...
2 by,

Da konvergensen/divergensen avgors av dessa termer (och ej alls av ay,b,,n < N) foljer

resultatet av sats 6.4:

A
i'bn<anochan<(A+l)'bn, n > N.

Anmirkning

1) Om A = 0 kan vi sluta oss till att > >° . b, konvergent implicerar att > > | a, &r konver-
n=1 n=1
gent (men inte den motsatta implikationen). Om A = oo far vi att ) b, divergent = Y a,

divergent.

(2) Sats 6.6 giller ocksa t.ex. om det finns ¢ och d dér 0 < ¢ < d < oo sd att ¢ < 3= < d for
alla n. (I beviset ersétts g med ¢ och A+ 1 med d.)

6.2 Serier med positiva och negativa termer, potensserier

Definition 6.2 Serien ) 7, u, sadan att >, |u,| dr konvergent séigs vara absolut kon-
vergent. Om » 7 | u, dr konvergent men » 7, |u,| divergent ségs den férra vara betingat

konvergent

Sats 6.7 Om Y | |uy,| ér konvergent sa konvergerar &ven y oo | up

Bevis (6vning) Bygger pa att om s, := > " wi, tn := Y ;i |u;| sa &r {t,} en Cauchyfoljd
(ty t,, dr konvergent). Da &r dven {s,} en Cauchyfoljd:

Ve>0 AN: nyom >N = [t, —t,| <e
implicerar (sitt n > m; om n < m &r resonemanget analogt)
|Sn - 5m| = |um+1 + Umt2 + - +un| < |um+1| + |um+2| +o+ |’LLn| =tn —tm <e¢.

Eftersom {s,} dr en Cauchyfoljd existerar lim, o Sy,. O
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Sats 6.8 (Leibnitz’! test for alternerande serier)

Antag att {u,}>°, uppfyller

(1) varannan term i {u,} & > 0, varannan < 0
(2) |upt1| < |unl, n=1,2,...

(3) limy—ooup =0
Da dr Y ., uy konvergent.
Bevis s, = > ", u;. Lat t.ex. uy,us, us,... > 0 och ug, ug, ug, ... < 0. Betrakta

Sok+1 = So2k—1 + U2k + U2k
N~ N~
<0 >0

N—— ——
<0

sg=ui+uz >0

Sopt2 = Sok + Ukl + Uk42
—— ——
>0 <0

—_——
>0

Sok42 — S2k41 = Ukt < 0

Hérav foljer att 0 < s, < wy for alla n. Foljden sq,s3,s5,... dr avtagande och alltsa
konvergent. Séatt A = limy_, o Sog+1. Foljden s, 34, 86, ... ar vixande och konvergent med

gransvirdet B. Vi har
B—- A= lim Sok+2 — lim Sok+1 = lim U2k+2 = 0
k—o0 k—o00 k—o00

(enligt antagande (3)). For givet € > 0 ligger alltsa s, i intervallet (A — €, A + €) sa snart n

ar tillréckligt stort, m.a.o. talféljden s, &r konvergent. O

Anmirkning Av beviset framgar att fér en serie som uppfyller Leibnitz’ kriterier (1), (2) och
(3) géller foljande: Om seriens summa A approximeras med en partialsumma s, sa har felet
(A — sy,) samma tecken som den forst bortlimnade termen w1 och r till sitt absolutbelopp

mindre &n denna: |A — s,| < |up41]|. Felet A — s, kallas trunkeringsfelet.

!Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), tysk matematiker och filosof
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Exempel
[e.e]

1
Z(—l)" - — #r betingat konvergent
n

n=1

1
Z(—l)” - — &r absolut konvergent
n

Exempel Med litet arbete fas att fooo Sig””dw ar konvergent:

nT L n i :
sinx sinx
/ der = Z/ dx
0 € i J-1)m T
R

=:u;

u;:na &r alternerande och uppfyller Leibnitz‘s kriterier i Sats 6.8.

Sats 6.9 (d’Alamberts? kvottest)
Antag att u, # 0 f6r varje n och att

lim | Un+1

n—~o0

| =: p existerar
n

Da giiller att

(i) Om p < 1saér Y o, u, absolut konvergent.

(i) Om p > 1 (eller “2* — o0) sa ér Y 7 | uy, divergent.

1
2

(ili) Om p =1 &r fragan oavgjord. T.ex. ) %,
Bevis (i) Om p < 1 sitt ¢ = % < 1. Da géller for n > N att |upi1| < c-|uy|, n >N
varav |ty x| < ¥ - lunl, n> Neller |uyip| <c¥-|uyl
For n > N har vi alltsa [uyyx| < - |un|, E=1,2,...
Jamforelseserien S 7, cFluy| dr en konvergent geometrisk serie s

N+k
SNk = Z u; och |syyk| < |sn|+

i=1

lun|
1-c

for alla k € N.

Sats 6.7 ger resultatet
(i) Omc:%l>1sééirf(’jrn>N

[un| > " Nun| > |un|.

Termerna gar ej ens mot 0! Sats 6.1 ger resultatet. O

2Jean Le Rond d’Alambert (1717-1783), Paris
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Om potensserier

Definition 6.3 En potensserie ér en serie av formen
cotc(r—a)+ter—a)’+.. . +ep(z—a)"+. ..

Hér &r a € R och ¢g,c1,c0,... € R. z betraktas som variabel, a och ¢'na som konstanter.

For sadana virden pa x for vilka potensserien konvergerar definierar den en funktion f av x:

f: :L'chn(x—a)"
n=0

Sats 6.10 Om potensserien > ° ¢, (z — a)™ konvergerar for © = x1 # a &r serien absolut

konvergent for alla x med |z — a| < |x1 — a| och det finns ett M sadant att

Vn e N : |ep(x —a)”| SM(H "

da |z —a| < |z1 — al.
Bevis Om Y ° ¢, (z1 —a)™ ér konvergent gar termerna — 0 : limy, o ¢p(21 —a)” = 0. En

konvergent talfoljd ar begrinsad, alltsa IM :  |c,(z1 —a)"| < M, n=0,1,2,... Da giller

om |z —a| <|xry —al:

(x —a)” r—a
—a)"| = —a) | < M- n.
el = )" = Jen(oa = )" | < M| 2
Om |z — a| < |z1 — al sétt p := |‘;C1_—LZ‘| < 1. Da &r

len(2 —a)"[ < M- p"

o0
Z len| - |& — a|™ &r konvergent.

n=0

Obs! p beror pa z. O

Sats 6.11 Lat >, c,(z — a)™ vara en godtycklig potensserie. Da giller ett av foljande tre
alternativ:

(i) serien konvergerar endast da x = a
(i) serien konvergerar for alla z-vérden

(iii) det finns ett tal R (seriens konvergensradie) sadant att serien konvergerar da |z —a| <

R och divergerar da |z — a| > R.
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Sats 6.12 Potensserien Y 2 c¢y(z — a)™ kan deriveras och integreras termvis innanfor sin

konvergensradie.
Bevis: Se Protter, Morrey, Theorem 9.23

Med andra ord: Definiera funktionen f(z) = Y % cp(@ —a)”, |z —a| < R dér R &r

potensseriens konvergensradie.

Da &r f kontinuerlig pa (a — R,a + R), f deriverbar pa (a — R,a + R) med
f(z) = chn(az—a)"_l, a—R<x<a+ Roch
n=1

oo

z c
/f(t)dtzz " -yl a—R<z<a+R
o n:0n+1

Anmérkning Da |z — a| = R kan situationen variera: y -, %:E" divergerar for x = 1, men
. -1 o C o

konvergerar for x = —1 : > >°, % uppfyller kriterierna i Leibnitz’ sats om alternerande

serier.

1

S2°° | La™ har konvergensradien 1, ty serien divergerar for alla |z| > 1. (-zz" — 00, stan-

n=1 n2

dardgransvérde)

Anmirkning Potensserier dr mycket viktiga, i tillimpningar savil som i avancerad mate-

matisk teori.

(n+1)lznt!

Exempel )  nlz" ér en potensserie med konvergensradien 0, ty ““—7— = (n+1)z — oo

for x # 0.
Exempel ) %1 konvergerar for alla z € R (vet att summan dr e”).

Exempel Om f(z) = > 2%, c,z™ har konvergensradien R > 0 sa &r f(™(0) = n! ¢,, n =
1,2,3,...

6.3 Taylors formel

Sats 6.13 Antag att f och dess n forsta derivator dr kontinuerliga pa ett intervall som
innehaller [a,b]. Antag att f("+1) existerar i (a,b). Da finns ett & € (a,b) sadant att

91



(1) f(b) = Z?:o f(jj)'!(a) (b—a)’ + R, dir resttermen

(n+1) n
(2) Ra = Tyt (b — )"t

Anméirkning For n = 0 har vi medelvéirdessatsen:

fb) = fa) + f()(b—a)

Bevis Definiera

(g _
fjj!( )(b_a)j

=0

Da uppfyller R,, formel (1). Bor visa att R,, &r av formen (2). Bilda, for x € [a, b],

n ) (g | et
o) = 10) - 3 T 0oy - G

|
=0 7

® dr kontinuerlig pa [a,b], ®’ existerar pa (a,b), ®(b) =0, ®(a) = 0. Enligt Rolles sats finns
det ett tal £ € (a,b) sa att ®'(£) = 0.

nor(G+1) . n.or() : — )"
' (z) = — Z fjji'(x)(b —z) + Z ! Jj'(x) b—z)y . j + (n+ 1)Rn%
j=0 ' j=1 ’
- norG+1) R Gt QY T2 S Y . — )"
= - Z . jJ;'l ) (b—a) + ! +z" ) (b—a) + (n+ 1)Rn(lgb— aﬂ;r)tﬂ
j=0 ' i=0 :
(n+1) _ n
= —%1'(3:)(6 —x)"+ (n+ 1)Rn%
For o = ¢ fas, eftersom ®'(£) = 0 och £ # b,
_ ) n (b—&)"
0= —T(b "+ (n+ 1)an
o PO )
= CESL (b—a) d.v.s. (2)
]
Exempel
e’ = e;:(:n—a)j+Rn
i=0 7’
3
R, = (nj_ ] (z —a)"™, ¢ mellan a och z.
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n

M
Va,z € R : R, — 0 dan — oo (standardgrénsvirde —- — 0)
n!

a

o0
Z—:E—a],xER a€eR

M(’b

=1
:Z_
7=0

M

Exempel

IMIE]

n . —"_ .
sinz = ZM@ —a)"+ R,

|IR,| < =(x—a)" (z,a €R)

csinx = —=", xeR

Exempel

1
2= 1+x+2°4... |z| <1 geometrisk serie
—x

Integreras! (se Sats 6.12)

2 3 n
—dt—x+—+x—+ T el <1
1t 2 "3 n !

2 x3 n

x
—In(l —2x) = —+ —+ ...+ —+...
n(l—x) x+2—|—3—|— +n+
2 3 n
ln(l—l—x):$—%+%+...—|—(—1)"+1%+... lz| < 1

Observeral Man kan visa att formeln géller dven for = 1 (men naturligtvis inte fér x = —1)

1 1 1

In2=1- 3 + 371 + ... (alternerande serie)

oo

In(1 — —1”+1£ -1 <1.
n(l+z)=> (-1) -, <z<

n=1
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Exempel
0 (_ 1)n—1x2n—1

arctana::Z—, —-1<z<1
o 2n —1
franm—l—x +at -2+ ... (2] <)

Sats 6.14 Antag att f(u) = > " cn(u—b)" ér konvergent for |u — bl < R, R > 0.
(a) Om b= kc+ d sa giller

R
f(kx +d) Z cnk™ (x " for |x —c] < 7

(b) For fixt k € N

fl(z—ce)f +b) = icn(x — o)k for |z —¢| < RE.
n=0

Sats 6.15 (Taylors®sats med resttermen i integralform)

Antag att f och dess (n + 1) forsta derivator &r kontinuerliga pa intervallet I och lat a € I.
Da géller for varje x € 1

dar

Bevis Integralkalkylens huvudsats ger
+/ fl(tydt Veel (6.1)
Infor u(t) = f'(t), v'(t) = f"(t), v(t) = —(x —t), V'(t) = 1 och integrerar (6.1) partiellt:
@)= fla) + [uoo(®) + [ 10 @~ )at

= f(@)+ f'(0)- (& —a) /f” (@ — bt

Detta &r satsens pastaende for n = 1.

3Brook Taylor (1685-1731), engelsk matematiker
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Satt u(t) = f'(t), W (t) = f"(t), v(t) = —1(z—t)?, v'(t) =z —t och integrera partiellt.
Da fas
f@) = £(@)+ £(@ (2 =)+ [ulelt) + [ 70 5@ - e

— @)+ £(0) @ =)+ (@) g P + 5 [ PO - 0P

N —

d.v.s. pastaendet for n = 2.

Fortsétt med induktion, t.ex. O

Anmirkning Eftersom (x — ¢)" ej byter tecken mellan a och z fas av integralkalkylens

medelvirdessats att 3 & mellan a och x sa att

)n+1

F@ D" g gy, [T EZDT (B
| war = e [P e S

Anmirkning Om f*1 ir kontinuerlig pa [a, z] (eller [z, a]) #r funktionen  ~ "+ (¢),
(¢ = &(x)) begrinsad och

J=0

dir H, &r en begriansad funktion av x i en omgivning av a.

Sats 6.16 (Taylorpolynomets entydighetssats)

Lat f vara en funktion som jamte sina (n+ 1) forsta derivator &r kontinuerlig i [—d, d], d > 0.
Om det finns tal ag, a1, as,...,a, och en i intervallet definierad och begriansad funktion G,
sadan att for —d <z <d

f(z) = ag + a1z + agx® + - - + apz™ + 2" LGy (2), (6.2)
sa ar
(k)
ay = le(O), k=0,1,2,....n

Alltsa &r (6.2) Taylorpolynomet av ordningen n.

Anmirkning Motsvarande sats géller for utveckling av f kring punkten a. Utvecklingen av

f kring a = 0 kallas ofta for MacLaurin*utveckling.

4Colin MacLaurin (1698-1746), skotsk matematiker
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Bevis Vet att

" (n)
f(x) = £(0)+ f(0)x + f—(mznz +...+ fT'(O)

5 2"+ 2"VH, (), z€[-d,d

dar H,, ar begréansad.
Alltsa, for x € [—d, d]:

£ (0)

= )z + "G, (z) — Hy(2)).

0= (a0 — (0)) + (ar — £(0)) &+ + (an -

Da x — 0 fas forst att ap — f(0) = 0, dérefter (efter division med z) att a; — f'(0) = 0,...
(med induktion t.ex.) att

AC)

0= (an n!

) + a:(Gn(x) — Hn(x))
Dé 2 — 0 gar z(Gp(z) — Hp(z)) ocksd mot 0 (ty |Gn(z) — Hy(z)| < M, z € [—d, d]).

F(0)

n!

=0

Ay, —

Sats 6.17 For varje m € R och |z| < 1 géller

Zmim—1)---(m—n+1)

xn
n!

Anmirkning Om vi betecknar m(m_l)';;!(m_"ﬂ) med (M) fas (14 2)™ = Y00 (7)a"

m

(Dér dessutom (') = 1). Fér m heltal &r (') =0 om n > m.

Bevis

k
(1+x)m:1—|—zm(m_1)”7;'(m_n+1)x"—|—Rk(0,m)
n=1 '

T _H\k
Ri(0,2) :/0 (= k!t) m(m—1)---(m —k)(1+ )" *qt

Visar att Ry — 0 da k — oo om |z| < 1. Infér

(2) (1+2)™ 1, omm>1,z>0ellerz<0, m<1
cm () =
" 1, omm<1, z>0ellerm>1, <0

DA (1 + )™ ! < ¢p(x) for varje t € (0, ) (€ (2,0))
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Lat

m(m—l)....-(m—k‘)‘ o1

ur(z) = ema)| -

och substituera i (6.3) t = xs:

1 (1 _ o)k
|Rk®¢@|§1M($XA é%lzgv;s

och, pa grund av att 1 —s <1+ xs Vo € [—1,1], fas
|Ry:(0, )] < ug()

Serien Y7, ug(z) dr konvergent da |z| < 1:

|Uk+1(f1;)| _ ‘m—k—i-l
ug(x) E+1

| |@] — |o] < 1dak — oo

cug(x) — 0

- lim Re(0,2) = 0, o] <1
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