2. Gruppteori

Vi inleder detta kapitel med att definiera de grundliggande begreppen operation, algebraisk struktur,

neutralt element, inverterbart element, associativ och kommutativ operation.

Grupper

Definition. FEn operation pa en icke-tom mdngd A dr en avbildning fran A x A till A. Om operationen
betecknas *, sd tillordnas varje ordnat par (a,b) € A x A exakt ett element i A, vilket betecknas a * b.

Med andra ord dr = en operation pé A om och endast om villkoren (1) och (2) giller:

(1) a *b ar entydigt definierat for alla a och b i A;
(2) axbe A for alla a,b e A.

Anmairkning. Villkoret (2) ovan, som forutsitter att (1) géller, kan vi uttrycka med att séiga att méngden

A ar sluten under operationen x.

Exempel pa operationer pa de hela talens méngd Z ar addition, subtraktion och multiplikation, varvid
a x b betyder a + b, a-b respektive a - b.

Division #r inte en operation pa Z, eftersom division med 0 inte #r definierat. Inte heller pa Z \ {0} &r
division en operation, ty kvoten av tva heltal behover inte vara ett heltal, si villkor (2) &r inte uppfyllt.

Diremot &r division pad Q \ {0} en operation, déir Q betecknar de rationella talen.

Om f: A— Aochg:A— A &r funktioner, sa skall vi med f o g alltid avse funktionssammansétt-

ningen, dvs. den funktion fran A till A som definieras av

(f o g)(x) = f(g(x)), for varje x € A.

Funktionssammansittningen o &ir en operation pa A4. (Hir betecknar A4 mingden av alla funktioner fran
A till A).

Definition. En (algebraisk) struktur dr en mdingd A forsedd med en eller flera operationer. En mdngd A
med operationen * bildar en struktur som betecknas (A, x). Vidare definierar vi ordningen for A som antalet

element i mdngden, beteckning |A|. Om A inte dr dndlig siges A ha odndlig ordning.

En struktur (A, ) dr entydigt bestéimd av méngden A och av att man for varje a,b € A kiinner produkten
axb. Om A #r en dndlig méngd, strukturen kallas da ocksa &ndlig, kan man fullstindigt beskriva strukturen

med en kompositionstabell.
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Exempel. Om A = {a,b}, axa=bxa =>bxb=a och axb=>b, s har kompositionstabellen utseendet

> Q| %
e 2|
Q oo

Definition. Lit (A, ) vara en struktur. Ett neutralt element for = dr ett element e € A sddant att
exa=axe=a, forvarjea € A.
Ett element a € A dr inverterbart med avseende pd * om det finns ett element a' € A sidant att
adxa=axa =e.

Varje sidant element a’ kallas invers till a.

Vi skall nu visa att for en associativ operation har varje element hogst en invers. Hérvid sdges en operation

%, och dven strukturen (A, *), vara associativ om
ax(bxc) = (axb)x*c, forallaa,bceA,

och kommutativ om

axb="bxa, for alla a,b € A.

Sats 11. Lit (A, %) vara en struktur.

a) Da har operationen x higst ett neutralt element i A;
b) om operationen x pié A dr associativ med neutralt element, sd har varje

inverterbart element exakt en invers.

Bevis: a) Antag att e och €' dr neutrala element. D& giller:

e neutralt element =>exe' =€ xe=¢€,

e’ neutralt element = e’ xe=exe =e.

Alltsd giller det att e = €'.
b) Antag att % &r associativ med neutralt element e och att elementet a € A &r inverterbart. Om u och v

ar inverser till a sa giller:
u=uxe=ux(axv) =(uxa)*xv=exv =0,

alltsa dr v = v. O
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Anmairkning. Om elementet a € A dr inverterbart med en entydigt bestimd invers, sd betecknas denna

a=t.

Definition. En grupp (G, ) dr en algebraisk struktur som satisfierar foljande axiom:
(1) ax(bxc)=(axb)xc, forallaa,b,ce€G;

(13) Det finns ett neutralt element e € G sidant att ex a = axe = a for alla a € G,

1 1

(iii) For varje a € G finns det ett element a=* € G sidant att axa ' =a lxa=e.

Anmirkning. Med stdd av Sats 11 ér e och a! i ovanstdende definition entydigt bestdmda.

Om |G| < o0, s& dr (G, ) en dndlig grupp. En dndlig grupp ({e, a1, ...,an}, *) ar fullstindigt bestdmd

av sin kompositionstabell.

Exempel.
1) (R,+) 4r en grupp med e =0 och a=! =-a Va € R.
(Z,+) éren gruppmed e=0ocha ' =-a YVacZ
({0,1,2,...},+) dr inte en grupp, eftersom e = 0 men a > 0 saknar invers.
({0,42,+4,46,...}, +) &r en grupp med e = 0 och a~! = -a.
({0, £1,+2},+) ér inte en grupp. Vi har e = 0 och a~! = -a, men A #r ej sluten under +, exempelvis sa
-

giller atlt4 2+2¢ A

2) (R, e) ir inte en grupp, ty den &r associativ och e = 1, men 0 saknar invers.
(R\ {0},e) &ren gruppmede=1ocha™' =1 VaeR\{0}.

3) Lat ({a,b,c}),*) vara en grupp med

dér a dr ett neutralt element, e = a.
bxc=a b1l=c¢
=
{ cxb=a { cl=0
Det &r klart att (a=! = a).

4) Kan foljande tabell vara kompositionstabellen till en grupp ({a, b, c},*)?
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Antites: Tabellen dr kompositionstabellen till gruppen. Da ér e = b och vidare giiller att

b=e=cxc ' =(cxc)xc ' =cx(cxc ) =cxe=c

Vi har nu konstaterat att b = c vilket &r en motséigelse. Antitesen dr alltsa falsk och tabellen kan inte

vara en kompositionstabell till ({a, b, ¢}, *).

Sats 12. Lt a,b, c vara element i en grupp (G, ).

(i) Da gdller strykningslagarna:
cxa=cxb=a=0"b
axc=bxc=>a=0».

(i) Dd har ekvationen
axx ="

exakt en losning ¢ = a L xb.

Bevis: (i) D ¢ har inversen ¢! erhaller vi att

cxa=cxb=>c ' x(cxa)=c'x(cxDb)

1

= (ctxe)xa=(ct

xc)xb
=exa=exb

=a=b>.

Analogt bevis for den andra strykningslagen.

(ii) Vi har att = a=! * b &r en losning, ty
ax(a'xb)=(axa')xb=exb=0b.
Antag att bade 1 och x5 dr losningar till ekvationen. D& &r
a*xx1 =ax*zs (=),

sd del (i) ger att 1 = x2. Vi har siledes exakt en 16sning. ]

Korollarium 13. Om (G, *) dr en dndlig grupp, si ir varje rad och kolonn i kompositionstabellen en

permutation av gruppens element.

Bevis: (Hemuppgift)
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Exempel pa viktiga grupper
Exempel. Kleins fyragrupp. (Felix Klein, 1849-1925, tysk matematiker)

Betrakta R? = {(z,y) : ,y € R}. Lat G besti av fyra avbildningar:

e = identiska avbildningen,
a = spegling i x-axeln,

b = spegling i y-axeln,

¢ = spegling i origo.

y
b(X!y) = (_X!y) y (X!y) = e(va)
o - P e
-X .x x
O// > ;
C(Xry) = (_X,—y) B (X,_y) = a(X,)/
Figur 1.

Lat o svara mot funktionssammanséttningen. D& erhalls gruppen (G, o), Kleins fyragrupp, med kom-

positionstabellen
o | e a b c
ele a b c
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
cle b a e

Exempel. Gruppen av restklasser modulo n. Definiera for n > 1 méingden Z, och operationen +,

genom:
Zn ={0,1,...,n-1},

i+ = i+, om0 <i+7<n-l;
nd = i+jn, omi+j>n.

Strukturen (Z,, +,) har d& kompositionstabellen

4, [0 1 2 - pl
0 [0 1 2 - nl
1 |1 2 3.0



sa vi noterar att 0 &r ett neutralt element och att inversen till elementet & ges av

-l — n<k, omk=1..ns&l;
10, om k = 0.

Som hemuppgift ldimnas beviset av att (Z,, +,) ir en grupp.

Anmirkning. Vi noterar att |Z,| = n, sd det finns grupper av godtycklig &ndlig ordning. Vidare mirker

vi att kompositionstabellen i ovanstaende exempel dr symmetrisk kring diagonalen, dvs. i+, 7 = 7 4+, i.
Definition. En grupp (G, x) kallas Abelsk om a xb=bxa fér alla a,b € G.

Exempel pa Abelska grupper dr (R, +), (Z,+) och (Z,,+,). (Niels Henrik Abel, 1802-1829, norsk mate-

matiker).
Exempel. Den linjira gruppen GL(n, R) av inverterbara n x n matriser kan skrivas

GL(n,R) = ({A: A ir en n x n-matris med reella element och A~ 'existerar, }, o)

dér e dr operationen matrismultiplikation. GL(n, R) &r sluten under e, ty

A, B dr inverterbara matriser = det A # 0 # det B
= det(AeB)= detA-det B#0
= A e B inverterbar n X n matris.

(i) Ae(Be(C) = (AeB)e(, dvs e dr associativ.
(iil) e A= Ae] = A, dir det neutrala elementet #r enhetsmatrisen I.

(iii) Ae Al =A"1eA=1 dir A~! &r en entydig invers.

GL(n,R) &r alltsi en grupp. Om n > 1 &r i regel Ae B # Be A. Den linjira gruppen GL(n,R) &r alltsa
inte abelsk om n > 1. (GL(1,R) = (R \ {0}, ¢))

Anmirkning. I fortsittningen betecknas en grupp (G, *) ofta med G och operationen a * b med ab.

Definition. De positiva och negativa potenserna av ett element a i en grupp (G,*) definieras genom:

a®=e, a' =a, a" =aa"t, forn>2,

al=a', a™=q ta" (M), for m > 2.

Man kan da visa att for alla m,n € Z giller:

a™a" = a™*" och (@™)" = a™".
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Definition. En grupp G kallas cyklisk om det finns ett element a € G sidant att

G={d":keZ}.

Exempel. Exempel pa cykliska grupper.

a) (Z,+) &r en cyklisk grupp, ty med a = 1 erhéaller vi

a*=1F=14+14+...+1=k, VkeZ,
N—————

k st.
a’=1"=e=0
k st.

AN

ah=1F =1 =)+ (D) +...+(1)=-k VkeZ,

Vi har alltsi (Z,+) = ({1* : k € Z}, +).

b) (Z,, +n») dr cyklisk, ty

1°=e=0
11=1
1’2=14,1=2

P¥=1+4+,1+,1=3

1"t =14,14,...4pl=n-1
1"=1+4+,14,...+4,1=0 (n-n)
1"=1'4,1"=14,0=1

Man kan visa att (Z,, +,) och (Z,+) &r “de enda” cykliska grupperna.
Sats 14. Om gruppen G dr cyklisk, si dr den dven Abelsk.

Bevis: Antag att G &r cyklisk med G = {a* : k € Z} for nagot a € G. Tag b,c € G. Da finns det heltal m

och n sadana att a™ = b och a™ = ¢. Vidare giller det att

och ddrmed &r G en Abelsk grupp. OJ

Sats 14 kan inte omvindas, dvs. en Abelsk grupp behover inte vara cyklisk, vilket foljande exempel

demonstrerar.
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Exempel. Kleins fyragrupp (K4)

o S"Q 0o
o S 0|0
SN0 0 Qe
Qo o oo
o Q oo

Vivet att ™! = a,b~! =b,c”' = ¢. Gruppen dr Abelsk, symmetrisk m.a.p. diagonalen.

e =e, VkeZ

a* € {e,a}, VkeZ (aF =(aH* =d)
vWeled), VkeZ (b F=0"Hr=vh)
c*elec}, VkeZ (cF=(chHr =cb)

Aelement d € G : G = {d* : k € Z}. G &r dirfor ej cyklisk. (Abelsk % cyklisk)

Permutationsgrupper

Definition. Ldt M wvara en icke-tom mdngd. En bijektiv avbildning f : M — M kallas en permutation av

M. Gruppen av permutationer av M, betecknad Sym(M), definieras av
Sym(M) = ({f: M — M, sidana att f dr en permutation av M},o0),

ddr operationen o betecknar funktionssammansdtining.
Pastaende: Sym(M) &r en grupp.

Bevis: Om f, g dr permutationer s ér de bijektiva avbildningar fran M till M. D& &r dven f o g en bijektiv
avbildning fran M till M (Algebra A), vilket ger att f o g &r en permutation. Dérmed dr Sym(M) sluten
under operationen o.

(i) For varje € M giller att
(fo(goh)(z) = f((goh)(z) = flg(h(x))) = (f o g)(h(z)) = ((f o g) o h)(2) .

Da dr fo(goh) = (f og)oh och o ir associativ.

(ii) Definiera avbildningen id : M — M genom id(z) = z for alla € M. DA &r id det neutrala elementet,
ty for alla z € M ér

f(z) = (foid)(z) = (id o f)(2),

sd foid=1ido f = f for alla f € Sym(M).

(iii) Om f &r en permutation s& ér f en bijektiv avbildning fran M till M. D& &r dven f
avbildning frin M till M och dédrmed en permutation. Vidare giller for alla z € M att (f o f1)(z) =
(ftof)(z)=xz=1id(z),sa foft=flof=id
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Dirmed dr Sym(M) en grupp. O
Definition. For M ={1,2,...,n}, n > 1, definierar vi
Sp =Sym(M) =Sym({1,2,...,n}).
Sy kallas symmetriska gruppen av grad n.

Observera att elementen i S,, dr permutationer, inte talen 1,2,...,n. En permutation f € S, kan

1=(sty st 0 stm)

varvid det neutrala elementet e och inversen f~! representeras som

e:<1 2 Z) 0chf1:<f(1) 2 - f(n))_

representeras som

1 2 1 2 n

Exempel. Om n > 3 sa dr S,, inte en Abelsk grupp.

Fﬁrf:(% i g i)ochg:(é i i ;1>15’4g5i11er

fogo (L 23 4 opo (1234
9= 3 21 4) 9°77\1 2 4 3
Alltsa ér fog # go f och Sy &dr ej Abelsk.
For S,, n > 3, definieras:
(1234 n (12 3 4 n
“\13 2 4 n) 97 21 3 4 n

(feg)(1)=3#2=(g0f)(1)

Detta ger nu att S, inte dr Abelsk da n > 3.

Med stod av foregaende exempel och Sats 14 erhéller vi att om n > 3 sa ér S, inte en cyklisk grupp.

Antalet permutationer av {1,2,...,n} dr n!, dvs. |Sp| =n! (|S1| =1,]S:2| =2,|S3| =6, |S4] = 24, ...).

Definition. Om en permutation g € S, permuterar de r olika elementen ki, ko, ..., k. cykliskt, vilket betyder
att
g(kl) = k?ag(kQ) = k37 "'7g(k7‘—1) = kr,g(kr) = kl
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och om de dvriga elementen i {1,2,...,n} limnas fiza, si kallas g en cykel och betecknas

g = (k‘l kQ k‘r) .

Exempel. Lat f € S5 vara given av

Viseratt 1 =4 -3 —1och2—5—2,dvs. (143)och (25) dr cykler. Varje cykel ger en permutation:
(1 2 3 4 5 (1 2 3 4 5
(143)_<4 2 1 3 5)’ (25)_<1 5 3 4 2)'

Lat oss se hur f kan rekonstrueras fran sina cykler (1 4 3) och (2 5). Vi infor forst begreppet disjunkta
cykler.

Definition. Twva cykler i Sy, kallas disjunkta om de inte innehdller nigot gemensamt element.
Exempelvis ér (123) och (45) disjunkta, men inte (123) och (35).
Lemma 15. Om f och g dr disjunkta cykler i S, sd giller fog=go f.

Bevis: Tag godtyckligt k£ € {1,2,...,n}. Ett av tre fall kan intriffa:
Fall 1: Antag att f(k) =i # k. Da &r g(k) = k och g(i) = ¢, varfor

(go f)(k) = g(f(k)) = f(k) = Fg(k)) = (F o g)(K).

Fall 2: Antag att g(k) = j # k. Analogt med Fall 1.
Fall 3: Antag att f(k) =k och g(k) = k. Da &r

(go f)(k) =g(f(k)) = g(k) =k = f(k) = f(g(k)) = (fog)(k).

Dérmed dr f o g = g o f for disjunkta cykler i S,,. [

Lat oss nu fortsitta med vart tidigare exempel. Emedan cyklerna ér disjunkta &r ordningsfoljden irrelevant

och vi far
3 (1 2 3 4 5 1 23 45\ (123 4 5)\_
(143)°(25)_(25)°(143)_<1 5 3 4 2>°<4 2 1 3 5)‘(4 5 1 3 2>_f'
Exempel. Rekonstruera f € Sg fran dessa cykler

(165) (23) (4)
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Cyklerna ér disjunkta och ger fsljande permutationer:

0o9=(5 254 13) @9=(132434) H=(

Vi far (ordningsfoljden &r irrelevant):

—
N DN
w W
=~ =
ot Ot
(@)
N——

(165)0(23)0(4):(615

:(é

Emedan (4) = e, skriver vi f = (1 6 5) o (2 3) och oftast endast f = (1 6 5)(2 3).

W N NN
N W W Ww
= R e
AN A
(V2 B>
N~
o
N
— =
w N
[NIY]
[IENEN
ot ot
DO
N——
o
N
— =
NN
w W
=
ot ot
o O
N——

Sats. Varje f € S, dr antingen en cykel eller produkten av disjunkta cykler i S,,.

Observera att en permutation som dr en cykel kan framstéllas med flera olika cykelbeteckningar, exempelvis
for f = (1423) 1 Sy giller det att

f = (4231) = (2314) = (3142) = (1423).

Neutrala elementet i S,, kan skrivas som

e:(} > 5 n)=(1)(2)---(n)=(1):(2)=...:(n)_

Vi avslutar detta avsnitt med ett antal exempel.

Exempel. Bestdm inversen till (14 3 6) 1 Se.

N DN

(1 23 456 y (1 2 3 4
(1436)_<4 6 3 5 1>,varfor (1436) _<6 5 4 1

Ut Ot
wW

Exempel. Bestdm inversen till (1 3 7)(2 5) i S7
Det giller att (fog) ™t =g o f~! (Algebra A). Da erhalls:

(137)0(25) =025 "1o(137) " =(52)0(731)=(731)0(52).

eftersom disjunkta cykler kommuterar.

Exempel. Betrakta icke-disjunkta cykler i Ss:

3 4 5 1 2 3 4
3 1 5 1 3 5 4
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wW N
ot W
—
= Ot

) =(12354), en cykel.

=~ N

(124)(235) = (;



(1 2 3 4 5\(1 2 345\ (1234 5\_
(235)(124)_<1 3 5 4 2) (2 R 5>_<3 Ls 1 2>—(13524),encykel.

(12354)# (135 24), icke-disjunkta cykler behover ej kommutera, dvs. ordningsfoljden &r viktig.

Exempel. Antag att vi har 13 spaderkort och Jokern med bildsidan nedét i ordningen 4,2, ...,10, Kn, D, K,
J. Antag att vi utfor perfekta omblandningar, dvs. delar korthégen i tva delar med sju kort var och blandar
korten turvis om varandra s& att A alltid &r underst och J alltid overst i packen. Hur manga omblandningar

kravs for att aterstilla den ursprungliga ordningen?

Losning: Betrakta Si4

f_1234567891011121314
“\1 35 7 9 11 13 2 4

6 8 10 1 14>:(1)(14)(2359471312106118),

dér 1 motsvarar A, 11 motsvarar Kn, 12 motsvarar D, 13 motsvarar K och 14 motsvarar J. Vi soker nu det

minsta k > 1 sadant att f* = e (ett sidant existerar enligt Lemma 19).

fE1)=1och f¥(14) =14 VE>1
) =jforj=2,...,13.

Svar: Tolv perfekta omblandningar.

Isomorfa grupper

Nir dr tva grupper visentligen lika? Denna fraga kan besvaras med hjilp av begreppet isomorfi for grupper.

Forst skall vi dock inféra begreppet homomorfi f6r algebraiska strukturer:

Definition. Antag ait (G,*) och (H,o) dar algebraiska strukturer och att f : G — H. Dd kallas f en
homomorfi om det for alla a,b € G gdller att

flaxb) = f(a) o f(b).

Homomorfivillkoret betyder att varje likhet z =  x y i G medfor likheten f(z) = f(z)o f(y) i H.

2

Exempelvis dr avbildningen f : Z \ {0} — Z; given av f(x) = 2* en homomorfi mellan de algebraiska

strukturerna (Z \ {0},-) och (Zy, ), ty f(zy) = (2y)® = 2*y* = f(z) f(y).

Definition. Twvd grupper (G,*) och (H,o) dr isomorfa, vilket betecknas (G,*) = (H,o), om det finns en
bijektion ¢ : G — H sddan att for alla a,b € G gdller att

p(a*b) = p(a) o p(b).
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Daé siger vi att @ dr en isomorfism.

Exempel. Lat oss jimfora Zs och Ss.

ole f
e le f
flf e
Z2 <{0) ]-}7 +2>
4+ |0 1
0 [0 1
1 1 0
Definierar nu: ¢ : Zs + Sy genom { Zgg(l); i ;.
o dr alltsa en bijektiv avbildning.
(042 0) =¢(0) =e=eoe=¢p(0) op(0)
e(04+21) = (1) = f=eo f=¢(0)op(l)
P(L4+20) =¢(1) = f = foe=¢p(1) o p(0)
p(l4+21) =¢(0) =e= fo f=¢p(1)op()

@ dr en isomorfism och Z, = S,.

Det giller att |S3| = |Zg| = 6. Ar grupperna isomorfa? Vi har tidigare noterat att Zg &r Abelsk men inte

S3. Med stod av foljande lemma kan vi ge ett nekande svar pa fragan.
Lemma 16. Om gruppen (G, =) dr Abelsk och (G, x) 22 (H, o), si dr dven (H,o) en Abelsk grupp.

Bevis: Lat ¢ : G — H vara en isomorfism. Tag godtyckliga z,y € H. Da finns det element a,b € G sadana
att p(a) = x och ¢(b) = y. Vidare giller det att

zoy=p(a)op(b) =plaxb) =pb*a)=pb)opla)=yoz,

sd (H,o) dr en Abelsk grupp. OJ
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Produkter av grupper

Det &r ofta fordelaktigt att framstélla en komplicerad grupp G som en direkt produkt av enklare grupper
H,,...,H,, eller visa att G dr isomorf med en dylik produkt, G =2 H; x Hy X ... X H,. Bekant fran analysen

dr den naturliga produkten (R™, +) av ordnade n-tipler forsedda med addition

(@1 ey @) + (b1 o) = (a1 + by, ooy @+ by)

Definition. Antag att vi har grupperna (G,*) och (H,o). Dd definieras den direkta produkten G X H av G

och H som mingden av ordnade elementpar (a,b), dir a € G och b € H, forsedd med operationen

(al,bl) . (ag,bg) = ((11 *az,bl <>b2) S Gx H.

Anmairkning. a) Analog definition for n stycken grupper.
b) Om G och H dr av éndlig ordning giller |G x H| = |G| |H]|.

Pastaende: G x H &r en grupp.

Bevis: Antag att (a1, b1), (az,b2) € G x H. Da erhalls att
(al,b1) . (a2,b2) = (a1 * as, by Obg) €eGxH.

sa - dr en operation pa G x H.
(i) Nu giller kalkylerna

(al,bl) . ((ag,b2) - (a3,b3)) = (al,bl) - ((12 LS a3,b2 <>b3) = (al * (a2 * ag),bl (o (b2 Obg))
= (((11 * a2) * ag, (b1 Obg) 0b3) = (a1 * a2,b1 <>b2) - (a3,b3)

((alybl) : (a27b2)) : (03,133),

sa operationen - dr associativ.

(ii) Lat e och €' vara neutrala element i G respektive H. For (a,b) € G x H giiller
(e)el) . (av b) = (e * a)e, ¢ b) = (av b);
(av b) ’ (6, el) = (a xe,bo el) = (av b);

och dérmed &r (e,e’) det neutrala elementet i G x H.
(iii) Tag nu (a,b) € G x H och betrakta likheterna

(@™, 07" - (a,0) = (a7 % a, b7 o b) = (e, €'),
(a,b) - (a7, 07 ) = (axa™ ", bob™!) = (e,€),

som ger att (a,b) "t = (a1, b71).

Da har vi visat att G x H &r en grupp. [
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Exempel. Zg = 75 x Z3. (Hemuppgift).

I allménhet giller det inte att Z,, ,, = Z,, X Z,,.

Exempel. Betrakta Zy x Zy och Kleins fyragrupp.

K4:
o |e a b c
ele a b c
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
cle b a e
Z2 X ZQZ
° |(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) {(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) {(0,1) (0,0) (1,1) (1,0)
(1,0) |{(1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(L,1) |(1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

Definierar nu ¢ : {e,a,b,c} — {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} genom:

p(e) = (0,0), p(a) = (0,1), ¢(b) = (1,0), ¢(c) = (1,1)

Denna definition ger att ¢ dr en bijektion. D& &r ¢ en isomorfi, eftersom dy,ds € K4 = ¢(dy o ds) =
o(dy) ® p(d2). Ett exempel pa detta dr ¢(a o b) = ¢(c) = (1,1) = (0,1) o (1,0) = ¢(a) @ ©(b). Vi vet nu att
K4 = 7y x Z> och da K4 ej ér cyklisk sd &r inte Zy x Zy det heller (Hemuppgift). Vi vet dock att Z4 &r
cyklisk och kan dérmed konstatera att Zs x Zy % Z4.

Undergrupper

Betrakta grupperna (R,+) och (Z +) forsedda med samma operation (addition). D& Z C R &r det
naturligt att kalla (Z,+) en delgrupp av (R, +).

Definition. Antag att vi har en grupp (G,*). Om H C G och (H,*) dr en grupp, si kallas (H,x*) en
undergrupp (delgrupp) till gruppen (G, ).

Anmirkning. a) (G, *) och ({e}, x) kallas de triviala undergrupperna till (G, *).

b) Om e och €' dr de neutrala elementen i (G, *) respektive (H,x), sa giller €' x e’ = €' = €’ x e, vilket

enligt Sats 12 (i) medfor att e’ = e. Vi har ddrmed samma neutrala element i bada grupperna.
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Sats 17. Givet en grupp (G,*) och H C G. Dé dr (H,*) en undergrupp till (G, *) om och endast om bide

1) och 2) giller:
1) H # 0;

2)Va,be H=axb '€ H, dirb™"' dir inversen tillb i G .

Bevis: (Hemuppgift).
Speciellt for &ndliga grupper giller:

Sats 18. Givet en dndlig grupp (G,*) och H C G. Da ir (H,*) en undergrupp till (G,x) om H # () och
a,be H=axbe H.

For beviset behovs ett hjilpresultat:

Lemma 19. Lt a vara ett element i den dndliga gruppen (G,x). Dd finns det ett minsta positivt heltal n

med a" = e. Vidare giller det att gruppelementen a = a', a2, a®,..., a® 1, a™ = e ir olika.

Bevis: Klart om a = e. Antag att a # e och betrakta i G elementfoljden a,a?,a, ... . Da G #r sndlig maste
foljden ha element som upprepar sig. Vilj en sddan upprepning:

a? = al
med p > ¢q. Multiplikation av bada leden med a9 ger:

a’ "l =e¢,

dir p-g > 0. Alltsd a™ = e for m = p-¢ > 0. Lat n vara det minsta positiva heltal med denna egenskap.
(Ett sadant tal existerar). Nu éir alla element a, a?, ...,a" olika, ty om a® = a/ for 1 < j < i < n s giller det

att a’~J = e med 1 < i-j < n, vilket strider mot definitionen av n. O
Bevis av Sats 18: Tag a € H. Upprepad anvindning av antagandet a,b € H = axb € H ger att

a* € H for alla k> 1. (%)

Om H = {e}, sd é&r H en undergrupp av G. Om H # {e}, s& viljer vi a € H saddant att a # e. D& G &r en
dndlig grupp ger Lemma 19 att det finns ett ky > 1 med

ako

=e.
Multiplicera med a~! och erhall: a*o~! = a~!. Emedan ko-1 > 1 ger nu (%) att

aceH=a"'=d""1eH.

Tag nu a,c € H. Da giller det att a,c”t € H och vidare att a x c™! € H, (med stod av antagandet
a,b€ H=axbe H). Men d& ger Sats 17 att (H, ) &r en undergrupp till (G, *). J
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Symmetri

Allmént uttryckt d&r symmetrin av ett objekt en omordning av objektet sa att alla dess viisentliga
grunddrag bevaras. Hos manghorningar betyder detta att horn omplaceras till horn och sidor till sidor.
Symmetrin hos regelbundna manghorningar och polyedrar kan med fordel studeras med hjilp av permu-

tationsgrupper.

Lat oss betrakta en regelbunden n-horning M for vilken vi numrerar hérnen moturs med talen 1,2, ...,n

och antar att n > 3. Symmetrierna hos M ges da av rotationer moturs samt speglingar i symmetriaxlar.

Exempel. Fallet n = 3:

Symmetrierna hos M ges av rotationer % moturs (= R), samt speglingar i diagonalen genom hornet 1

(= Sp) efterfoljt av rotationer.

=
NN
ww
N—r”

PURTS
[S1IS)
=S
N
N = w

il
D

> >

A <
@)
L=

W
NN

©)
B~

w =
: >N
A, &
=N
Nw
N

Figur 2.

Obs! For jamnt n dven spegling i diagonalen genom mittpunkter pa motsatta sidor:
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2 6 3 5
B —"
3 5 2 6
4 1
Figur 3.

Erhalls med Sp och R som:

1 1 4
2 6 6 2 3 5
S R
3 5 5 3 2 6
4 4 1
Ro Sp

Figur 4.

Definiera nu permutationerna R, Sp € S,, genom

1 2 3 -+ nl n
R_<2 34 --- n 1>’
1 2 3 -+ nl n
Sp—<1 n nl -+ 3 2)'
Da giller
RfoSp=SpoR", (*)

for k =0,1,...,n-1. (Hemuppgift).

Alla ”tiankbara placeringar av M” fas genom att upprepa R och Sp, (Sp vinder pad M, R roterar pa M).

Definiera nu
H={R', R*oSp:1=0,..,n-1, k=0,...,n-1} C S,,.

Pastaende: (H,o) dr en grupp.
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Bevis: Vi betraktar fyra fall och utnyttjar formel (x) ovan.

1) Betrakta R'* o R'2. Om Iy + I < n-1 géller det att R o R'2 = Rlitl2 ¢ H. Om [y + Iy > n har vi
Rl o Rl = prtitla—n) = ¢ o Rhitla—n ¢ [T,

2) Betrakta (RF o Sp) o R!. Vi antar att k-l > 0 och tillimpar (x): (R* o Sp) o Rl = (Spo R7*) o Rl =
SpoR'* = R*'oSp € H. Om vi antar att k-I < 0 erhalls (RFoSp)oR! = (SpoR *)oR! = SpoR™+(—k=n) —
Spoeo RlI=k—n = Rrth—l o Spc H.

3) Rl o (R* 0 Sp) = (R' o R¥) o Sp = R'"""* 0 Sp € H.

4) (R¥ o0 Sp) o (R*2 0 Sp) = R* 0 Spo (Spo R™*2) = R¥1 o R7%2. Om k;-ks > 0 si &r det sista ledet lika
med R¥1=*2 ¢ H. Om k;-ky < 0 sa far vi efter sammansittning med e = R™ att det sista ledet ir lika med
Rrt(ki—k) ¢ [,

Vi har alltsa visat att a,b € H = aob € H och da ger Sats 18 att H #r en undergrupp till S,. O

Alla symmetrier av M bildar d& gruppen D, = (H,o) som kallas diedergruppen. Denna grupp av
permutationer dr en undergrupp till S,,.

Ordningen for diedergruppen ér |D,,| = 2n, ty vi har 2n olika permutationer, n rotationer R¥ och n stycken
sammansittningar av speglingen Sp med rotationen R* dvs R* o Sp.

Vi observerar att D), &r en dkta (icke-trivial) undergrupp av S,, dan >4, ty da ér 2n = |D,| < |Sp| =n!.
Vidare noterar vi att D,, “byggs upp” av R och Sp, dvs. D,, genereras av {R, Sp}.

Generering av grupper

Lat (G, *) vara en grupp och tag en icke-tom delméngd M av G. Tag snittet av alla undergrupper H till
G som innehaller M. Beteckna detta snitt med (M), alltsa

(My= () H.
MCH
H delgr.

Pastaende. ((M),x) dir en undergrupp till G.

Bevis: Vi har att e € (M) # 0, ty e € H for varje undergrupp H av G.

Tag a,b € (M). Detta medfor att a,b € H for alla undergrupper H sddana att M C H. Da giller det att
a,b~' € H for alla undergrupper H sidana att M C H. Av detta foljer att a* b~ tillhor alla undergrupper
H sadana att M C H. Dérmed giller det att axb~! € (M). D ger Sats 17 att ((M), ) &r en undergrupp
till G. O

Anmirkning. (M) dr den minsta undergruppen till G som innehéller M.

Definition. Givet en grupp (G,*) och en icke-tom delmdingd M av G. Dd kallas (M) undergruppen till G
genererad av M och M kallas generator for undergruppen (M).

42



Sats 20. Elementen i (M) dr de element i G som kan skrivas som aias...ag, dir a; € M eller ai_l € M, for
k=1,2,...

Bevis: Definiera
H = {ayasy...a; : a; € M eller ai_l eEM, k=1,2,..}.

Klart att M C H och att H # 0. Taga = a; -az-...-a € Hoch b ="5b, -by-...- b € H D4 ar
al=a;' a;', -...-ay' -a;" € H. Dirmed giller det att ba™' = by -by-...-b-a;' -a;', - ..-a]' € H.
Sats 17 ger d& att H &r en undergrupp till G. Vidare giller att (M) C H C G. Definitionen pa H ger att
H C (M), ty a; - az - ... - ai, tillhor varje undergrupp som M &r delméngd av, och didrmed #ven snittet (M).
Alltsa giller det att H = (M). O

Exempel. Z x Z = ({(1,0),(0,1)}) da operationen &r addition.

Det ér klart att ({(1,0),(0,1)}) C Z x Z. Om (a,b) € Z x Z sa giller:

b Sats20
€

(a,0) = (a,0) +(0,b) = (1,0)* +(0,1) ({(1,0),(0,1)})

vilket innebdr att Z x Z C ({(1,0),(0,1)}). Vi kan da konstatera att Z x Z = ({(1,0), (0,1)}).

a st.

A

r N

a>0: (1,00 =(1,0)+...+(1,0)

a=0: (1,0)° = e = (0,0)

|a| st.

a<0: (1,0)®=((1,0)"Y)lal =(-1,0) +... + (-1,0)

Detta giller analogt for (0, 1)°.

Anmirkning. Om G ér en cyklisk grupp sa finns det ett element a € G sidant att G = {a* : k € Z}. Med

andra ord giller G = (a), dvs. den undergrupp som genereras av a ir hela G, a dr ddrmed generator for G.

Definition. Om G = (M) och M dr en dndlig mingd, dvs. M = {ai,...,a,}, sd kallas G en dndligt
genererad grupp, G = ({a1,...,an}).

En cyklisk grupp dr da éndligt genererad (av ett element), men en dndligt genererad grupp behover inte

vara cyklisk, jamfor Z x Z i ovanstaende exempel.

Exempel. Nagra dndligt genererade grupper.
a) Z=(2Z,+) =(1) = (-1), men Z # (2). ((2) ={2z:2 € Z}, (0) = {0} ={e})
b) Zs = (Zs,+5) = (1) = (2) = 3) = (4).  ((0) ={0})
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¢) Ze = (Ze,+6) = (1) = (5). ((3) ={0,3}, (2) ={0,2,4}, (0) = {e})
d) Kleins fyragrupp K4:

o Qe ofo
o " o0
S0 0 Qe
Q0 0 oo
o oo

Gruppen ér ej cyklisk, men den é&r #ndligt genererad av ({a,b}) = {e,a,b,c} = ({a,c}) = ({b,c}).

({a) = {e,a}, (b) = {e,b}, {c) = {e,c})
e) S = ({a,b}), dar { ) ((21 ;)3)(:(;)1)%), ty

a®>=(123)(123)=(132))
a?=(123)(132)=(1)=e
ab=(123)(23)=(12)
=9,
a’b=(123)(12)=(13)
a=(123)
=(23)

Sats 21. Lit (G, ) vara en dndlig grupp och antag att e # a € G. Vi definierar ordningen for elementet a

som det minsta positiva heltal n for vilket det gdller att a™ = e. Dd dr n = |(a}|.

Bevis: (Klart att satsen giller dven for a = e, n = 1 och (a) = {e}). Lemma 19 ger att det finns ett n med

n

a" = e, a* # e, k = 1,..,n-1, och elementen a',...,a” = e &r alla olika. Alltsa {a,a?,...,a" = e} = {(a),

(Sats 20), och |{(a)| =n. O

Sidoklasser och Lagranges sats

I exempelvis (Zg, +6) giiller det att |[(2)| = 3 och [(3)| = 2. Bada dessa tal &r faktorer i |Zg| = 6. Detta ér

ingen tillfsllighet, vilket inses sasnart vi har bevisat Lagranges sats!

Definition. Antag att G dr en grupp och att H dr en undergrupp till G. Dé definieras for varje a € G

(vinster)sidoklassen aH och (héger)sidoklassen Ha genom

aH={ah:he H}och Ho={ha:he H}.

Pastaende:

(1) G= UaH;

a€G
(i1) Sidoklasserna dr disjunkta, aH NbH # 0 = aH = bH .
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Bevis: (i) Klart att
U aH CG.

[ase

Tag godtyckligt a € G. For e € H giller a = ae, vilket medfor att a € aH. Alltsa har vi att

G C UaH

[ase

och didrmed giller pastaendet (i).

(ii) Om aH NbH # 0, sa finns det hy, hy € H sddana att ahy = bhy. D& dr a = bhy h1_1 och for varje
h € H & ah = thhflh € bH, s& aH C bH. Vidare dr b = ah h;l, s& for varje h € H giller att
bh=ahyhy'h € aH, vilket ger att bH C aH. Alltsd aH = bH om aH NbH # (. O

Med stod av (i) och (i) &r d& méngden av sidoklasser {aH : a € G} en partition av G. Denna partition

betecknas G/ H,
G/H ={aH :a € G}.

Sats 22. Om H dr en undergrupp till G, sé ar G/H en partition av G med |H| = |aH| for alla a € G.
Bevis: Tag godtyckligt a € G. Definiera ¢ : H — aH genom p(h) = ah for alla h € H.

(i) Funktionen ¢ ér surjektiv, ty for godtyckligt a h € aH giller att p(h) = a h.

(ii) Funktionen ¢ &r injektiv, ty ¢(h1) = @(h2) = ahy = ahs = hy = ha.

Dirmed dr ¢ en bijektion och |H| = |aH|. O

Partitionen G/H av G i delméngder som alla har lika manga element ger att
|G| = |H||G/H].

|G/H| brukar kallas index for undergruppen H i G. Nu kan vi formulera Lagranges viktiga sats. (Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813)).

Sats 23. (Lagrange). Om H dr en undergrupp till en dndlig grupp G, sd dar |G| delbar med |H|.
Satserna 23 och 21 ger att ordningen for ett element i en &ndlig grupp G alltid delar |G|:
Sats 24. For varje a € G i en indlig grupp G dr |G| delbar med ordningen for a. Speciellt giller al®! = e.

Bevis: Sats 23 ger att |[(a)| delar |G|. Ordningen for a ges av n = |(a)|, (Sats 21). D& finns det ett heltal

m > 0 sadant att |G| = m - n, vilket medfor att al¢l = a™" = (a™)™ =e™ =e.O

Varje grupp av primtalsordning &r cyklisk:
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Sats 25. Antag att G ar en dndlig grupp och att |G| dr ett primtal. Dd ar G cyklisk med G = (a) for alla
a € G med a # e, och vidare gdller:

G ={a,d* ..., alGl_l,e} .

Bevis: Antag att |G| = p, dér p ér ett primtal. Lat a € G och antag att a # e. Da &r a' # e, si [{a)| > 1.

Sats 24 ger att a : s ordning n = |(a)| delar |G|. Diarmed giller det att |(a)| = |G| = p. Lemma 19 ger att

2 ...,aP = e ir alla olika. Da giiller det att

elementen a', a
_ 2 Gl-1 |G| _
G ={a,a s alGlt gl ‘—e},

sd G dr cyklisk med G = (a). O
Det finns viisentligen en grupp av primtalsordning:
Sats 26. Om gruppen G dr av primtalsordning p, sa dr ir G = Z,.

Bevis: Antag att |G| = p, ddr p édr ett primtal. Tag a € G sadant att a # e. Definiera ¢ : Z, — G genom
(k) =d*, for ke {0,1,...,p-1}.
Da &r ¢ en bijektion, ty G = (a) (Sats 25) och a,a?,...,a? = e #r alla olika (Lemma 19). Vidare giller
o(k1 +p ko) = aF1tekz = gkt gh2,

ty om ki + ko < p-1, sa giller det att aF1tehe = gkithke = gk gk Om k; + ks > p, s giller det att

akrtekz = ghitke=p — gk gkz q=p = gk gkz (qP) 71 = k1 ab2 e~! = aM1 k2. Alltsd har vi att
ok +p k2) = a* a™ = (k1) p(k2),

och saledes giller det att Z, = G. O
Vi avslutar detta avsnitt med ett hjilpresultat.

Lemma 27. Om H dr en undergrupp av G sdi galler det att
aH={be G:aH =bH}

for alla a € G.

Bevis: Visar att b € aH < aH = bH.
(i) (=). Antag att b € aH. Dab=be € bH, giller det att b € aHNbH. Alltsd aH = bH, ty {aH : a € G}

4r en partition av G.
(ii) («). Antag att aH = bH. D& har viatt b€ bH = b€ aH. J
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Ekvivalensklasser

Genom att dela in elementen i en méngd X i méngder bestdende av “ekvivalenta” element erhaller vi en
partition av X i ekvivalensklasser. For att kunna gora detta bor vi inféra en generalisering av begreppet

likhet, ndmligen en ekvivalensrelation pa X. Forst definierar vi begreppet relation.

Definition. Givet en méingd X. En relation R pd X dr en delmingd av X x X. Om (z,y) € R sé sdger vi

att x star i relationen R till y och betecknar detta med x Ry.
Exempel. Att 2 <y for z,y reella dr en relation pa midngden av reella tal.

Definition. En relation R pd en mdngd X dr en ekvivalensrelation om for alle x,y,z € X gdller:

1.z Rz (den reflexiva egenskapen);
2. xRy & y Rz (den symmetriska egenskapen);

3. xRy ochyRz = xRz (den transitiva egenskapen).

Exempel. Ekvivalensrelationer

a) Relationen z < y pé de reella talens méngd dr reflexiv och transitiv, men inte symmetrisk, si “<” &r inte
en ekvivalensrelation.

b) Exempel pa en ekvivalensrelation; Lat R C C x C definierad genom
z1Rzo & |z1| = |22|. (C = {komplexa tal})

1) Vz€ C:|z| = |z] & 2Rz, R &r reflexiv.
2) Vz1,29 € C: |z1| = |22| © |22| = |21], 21R22 & 23Rz1, R dr symmetrisk.

3) Vz1,29,23 € C: (|z1| = |22]| och |z2| = |z3]) = |21| = |23|, (21 R22 och 22 Rz3) = 21 Rz3, R 4r transitiv.
Punkterna 1-3 ger oss att R dr en ekvivalensrelation.

Definition. Ldt R vara en ekvivalensrelation pd en mingd X. For varje x € X bildar vi mingden [z]

bestaende av alla element som dr relaterade till x,

[z] ={y : 2 Ry},

som kallas en ekvivalensklass med avseende pi R. Alltsi y € [x] & x Ry.
Exempel. (forts. pa foregaende exempel) For z1 Rzo = |z1] = |22] i C ger 23 = 1 + ¢ ekvivalensklassen

1] ={z€C:|z| =|z| = |1 +i| = V2}.

Dirmed bestar [2;] av alla punkter pa cirkeln |z| = /2. Ekvivalensklasserna bildar origocentrerade cirklar

med radie > 0. Ekvivalensklasserna bildar d&ven en partition av C.

47



Im(z)

(AN Y
N

[z.]
Figur 5.

Pastaende: Givet en grupp G med undergruppen H. Definiera en relation R pi G genom a Rb < aH = bH.

Di dr R en ekvivalensrelation med ekvivalensklasserna givna av sidoklasserna, [a] = aH.

Bevis: (i) For alla a € G giller att aH = aH, sd aRa.

(ii) For alla a,b € G giller att aH = bH < bH = aH,sd aRb < bRa.

(iii) For alla a,b,c € G giller att (aH = bH och bH = cH) = aH = cH, si a Rb och b Rc medfor att
aRec.

Diarmed &r R en ekvivalensrelation pa G. Vidare giller for varje a € G att [a] = {b € G :aRb} = {b €
G :aH =bH} = aH, dér den sista likheten ges av Lemma 27. O

Anmairkning. Vi har tidigare visat att {aH : a € G} utgdr en partition av G. Detta giller alltid for

méngden av ekvivalensklasser.
Sats. (Algebra A). Om R dr en ekvivalensrelation pdé mingden X, sd utgor ekvivalensklasserna en partition
av X. Omvdnt, om man har en partition av mdngden X, sd kan man infora en ekvivalensrelation R vars
ekvivalensklasser genererar partitionen.

Nu infor vi en viktig ekvivalensrelation, kallad G-ekvivalens, pa en mingd X:
Sats 28. Ldt X vara en mingd och G en undergrupp av gruppen Sym(X) av permutationer pd X. Definiera
relationen ~ pi X genom x ~ y < det finns en permutation g € G sidan att y = g(z). Dd ir ~ en

ekvivalensrelation, som kallas G-ekvivalens pi X .

Bevis: (i) Det neutrala elementet i (G, o) dr id : X — X given av id(z) = z for alla x € X. D& har vi att

z ~ x for alla £ € X och d& ar ~ reflexiv.
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(ii) Foljande utredning visar att z ~y = y ~ z,
r~y=3g€G:y=g(x)
=397 eG:g7 (Y =g (g(x) ==
S>y~T.

Analogt visas att y ~ x = x ~ y. Alltsa giiller z ~ y & y ~ x, s& ~ dr symmetrisk.
(iii) Foljande implikationer pavisar transitiviteten,
x~yochy~z=3g,heG:g(x)=yochh(y)=z2
= hog € G och z = (hog)(x)
>z ~z.

Dérmed dr ~ en ekvivalensrelation. O
Definition. Ekvivalensklassen [x] = {y € X : © ~ y} kallas G-ekvivalensklassen av x eller banan av z.
Saledes giller det att X #r unionen av disjunkta G-ekvivalensklasser.

Exempel.
1) Lat g vara en permutation pa en dndlig mingd X, |X|=mn, dvs. g € S,,. Sétt G = (g) = undergrupp av
Syn och tag z € X. Da giiller enligt Sats 28 att

[z] = {y € X : 3 permutation h € G med y = h(x)}.

Emedan G = {g' : 0 <i <|{g)| = g:s ordning}, sa ar

o] = {&_.9(@).8*(@),.... /) (x)}
9°(z) =z=g%(z)

Vi kan hiirmed konstatera att [z] = {alla element i samma cykel som x}.
2) Lat X ={A,B,C,D}, g = (A B C)(D) och G = (g) C Sy4. D& #r:
{ [A] = [B] = [C] = {4, B,C}
[D] = {D}

Exempel.
Lat X ={1,2,...,6} och (G,0) C Sg med

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
G_{e_(l)’f1_<2 1456 3>’f2_<1 2 5 6 3 4>’f3_<2 16 3 4 5>}
Kollar som foljande att: fio fo = fs = foo fi, fiofa=e= fso fi, faofza=fi = fso fa, fiofi = fa,

foofo=e, f3o fs = fy. Sats 18 ger nu att (G, o) dr en undergrupp av Ss.

e=(1)

h—(% N g>:(1 2)(3 4 5 6)
fa=(3 5)(4 6)

fs=(1 2)(3 6 5 4)



Da #r G-ekvivalensklasserna foljande:

1]=1{1,2} =12
3] = {3,4,5,6} = [4 = [5] = [0

Vi har endast tva disjunkta G-ekvivalensklasser, X = [1] U [3]
Definition. Antag att (G,o) dr en grupp av permutationer pi en mdingd X och att g € G. Dd kallas mingden

X,={r € X :9(z) =z}
fixpunktmdngden for g 1 X. For givet x € X kallas mingden
stab(z) = {g € G : g(z) = z}
stabilisatorn till x.
Sats 29. stab(x) dr en undergrupp till (G, o).
Bevis: Eftersom e = id € stab(z) sa ar stab(z) # 0. Tag f,g € stab(z). D& ar f(xr) = = och g(z) = z,
1

)(z) = flg ' (x) = f(z) = z, sa
fog™! €stab(x). Da ger Sats 17 att stab(z) &r en undergrupp till (G, o). O

varfor x = g (g(z)) = g '(z), s4 g~ ! € stab(z). Nu giller (f o g~

Exempel. Betrakta igen X = {1,2,...,6} och (G, o) med

123456 123 456 12 3 4
G_{e_(l)’f1_<2 1456 3>’f2_<1 2 5 6 3 4>’f3_<2 16 3

Da giller att X. = X, Xy, = @, Xy, = {1,2}, Xy, = @ och vidare att

stab(1) = {e, f2}
stab(2) = {e, f2}
stab(3) = {e} = stab(4) = stab(5) = stab(6).

= Ot
ot O
~
—

Varje delgrupp G till gruppen Sym(X) av alla permutationer av en méngd X # () kallas en permuta-
tionsgrupp eller en grupp av permutationer. Lat | X | beteckna antalet element i g:s fixpunktméngd X,

och 1at |[z]| beteckna antalet element i G-ekvivalensklassen av z. Dessutom ma [stab(z)| beteckna antalet

element i stabilisatorn till z.

Sats 30. Ldt (G, o) vara en dndlig delgrupp av Sym(X). For x € X gdller di att

|G| = |[z] [stab()]

Bevis: Sats 29 ger att stab(z) dr en undergrupp till G. Nu har vi att
G /stab(z) = {gstab(x) : g € G},
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dér gstab(z) = {go h : h € stab(z)}. Nu ger Sats 23 att
|G| = |G /stab(z)]| [stab(z)] .

Vidare giiller det att
[z]={ye X:x~y} ={g(z): g€ G}.

Vi skall visa att det finns en bijektion ¢ : G/stab(x) — [z]. Definiera darfor ¢ for alla g € G genom
p(gstab(z)) = g(z) .

(i) Funktionen ¢ &r viildefinierad, ty om gstab(z) = hstab(z) ger Lemma 27 att g € hstab(z), dvs. g = hos
dér s € stab(z). Alltsa g(z) = h(s(z)) = h(z), ty s(z) = .

(ii) Funktionen ¢ ir injektiv, ty ¢(gstab(z)) = ¢(hstab(z)) = g(z) = h(z) = (h~tog)(z) = (h~1oh)(z) =
r = h tog € stab(x). Sitt nu s =h ! og. Da dr g = ho s, vilket medfor att g € hstab(x). Lemma 27 ger
da att hstab(z) = gstab(x) och didrmed &r ¢ injektiv.

(iii) Funktionen ¢ dr surjektiv, ty antag att y € [z], dvs. = ~ y. DA finns det ett ¢ € G saddant att
y = g(x). Alltsd har vi att p(gstab(z)) = g(x) =y, s ¢ ér surjektiv.

Darmed &r ¢ en bijektion och |G/stab(z)| = |[z]|. D& har vi att |G| = |[]| |stab(z)|. O

Exempel. Betrakta ater X = {1,2,...,6} och 1at gruppen (G, o) besta av foljande permutationer pa X:
e=(1), f1 = (12)(3456), f = (35)(46) och f3 = (12)(3654). Vi har:

x [x] |[z]| | stab(x) | |stab(z)|
1 {1)2} 2 {eva} 2
2| {1,2} |2 e fo) | 2
3 {3,456} |4 | {e} 1
4 1{3,4,5,6} | 4 {e} 1
5 1{3,4,5,6} | 4 | {e} 1
6 {3,456} | 4 | {e} 1

Sats 30 ger att |G| = |[X]| - [stab(z)| = 4.
Korollarium 31. Om y € [z], sd dr |stab(z)| = |stab(y)].
Bevis: Da y € [z], sa 4r [y| = [z]. Alltsa:

|stab(z)| = |G|/|[z]] = |G|/[y]| = Istab(y)],

och korollariet édr bevisat. [

Exempel. Vi fortséitter med foregdende exempel. Vi har X = {1,2,...,6} och (G,o0) &r en permuta-
tionsgrupp pa X med uppbyggnaden

G ={e, f1 = (12)(3456), f> = (35)(46), f3 = (12)(3654)}
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Da ggller

9 | Xy | | X
e X 6
(12)(3456) | @ 0
(35)(46) {1,2} 2
(12)(3654) | @ 0

och vi far
6

I, =8 =Y [stab(a)l, |G| =4

geG z=1
Antalet olika G-ekvivalensklasser dr dr alltsa % =2.
Lat oss nu allmént berikna antalet olika G-ekvivalensklasser for en given permutationsgrupp G pa en
mingd X.
Varje G-ekvivalensklass utgor en delméngd av X vars element inte kan urskiljas under gruppoperationer
och foljaktligen ér antalet G-ekvivalensklasser exakt antalet skiljbara, olika typer av objekt i X.
Antalet olika G-ekvivalensklasser ges av Burnsides sats. (William Burnside 1852-1927).

Sats 32. (Burnsides sats). Lit (G,o) vara en dndlig delgrupp av Sym(X). Ldt k beteckna antalet olika

1
E=— Y |X,|.
|G|Z 9

g€G

G-ekvivalensklasser. Da giller

Bevis: Lat n = antalet par (g,2) € G x X med g(z) = 2. Da X, = {z € X : g(z) = «}, far vi att

n= Z | X!
geG
Emedan stab(z) = {g € G : g(z) = z}, giiller det att
n= Z |stab(z)]| .

zeX

Nu far vi med stod av Korollarium 31 och Sats 30 att

> Istab(@)| = |[y]| [stab(y)| = |G| . (%)
z€ly]
Alltsd om [y1], ..., [yx] dr de k olika G-ekvivalensklasserna, s& erhalls att

Y Xl =n="|stab(z)] = Y I|stab(z)| + ...+ Y |stab(z)| = k|G,

geq zeX z€ly1] z€[yx]
dér den sista likheten foljer med stod av (x), varfor vi erhaller k = |1F| > gec | Xl O
Lat en rymdfigur i R3, t.ex. en kub, vara given och betrakta alla rotationer av rymdfiguren kring olika

symmetriaxlar. Mé#ngden av alla sddana rotationer som 6verfér rymdfiguren pa sig sjilv bildar en grupp,

dvs. vi far gruppen bestaende av rotationssymmetrier av rymdfiguren.
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Lat oss betrakta ett exempel i form av en regulir tetraeder i R3.

Exempel. Lat T vara en reguliir tetraeder i R3, dvs

Figur 6.

Bestdm ordningen av gruppen som bestar av rotationssymmetrier av 7T'.

Lat G vara gruppen av permutationer av hérnen som svarar mot rotationssymmetrierna. Vi tillimpar

Sats 30 och betraktar horn 1. Nu giller
(1] ={1,2,3,4}, |[1]] = 4
ty horn 1 kan roteras till vilket hérn som helst. Betrakta horn 1 och symmetriaxeln o genom horn 1. Vi har
stab(1) = {rot0°,rot120°,rot240° kring a’}
= rotationssymmetrier som bibehaller horn 1 fixerad.
|stab(1)] = 3

Sats 30 ger att |G| = |[1]||stab(1)] =4 -3 = 12.

Exempel. Antag att vi vill tillverka ID-kort utav plastkvadrater som dr markerade med ett 3 x 3 rutniit pa

bada sidorna av korten och stansade med tva hal, sasom i foljande figur:

OO0

Figur 7.

Emedan det finns 9 ldgen och 2 hal, sa &r antalet sitt att stansa halen

9 9! 9.8
(z>—ﬁ———36-
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Vi kommer att hiinvisa till dessa som konfigurationer. Notera att man inte kan skilja pa alla konfigura-
tioner, ty korten kan roteras och speglas.

Den grupp G som opererar hiir dr diedergruppen D,, med n = 4, som bestar av symmetrierna av
kvadraten.

Vi maste betrakta D4 opererande pa méngden X som bestar av 36 konfigurationer istéllet for de fyra
hornen, dvs. vi har 8 permutationer av dessa 36 konfigurationer. Da dr antalet G-ekvivalensklasser pa X
exakt antalet skiljbara olika identitetskort.

Vi anvéinder Burnsides sats. For var och en av de 8 symmetrierna g behover vi endast berékna | X[, dvs.
antalet konfigurationer fixerade av g.

Exempelvis da ¢ ér rotation med 180 grader har vi fyra fixerade konfigurationer:

O O O
O O
O O O

Figur 8.

Lat oss forst borja med att skriva ut de 8 permutationerna:

1 4 4

h2:<1 2.3 4):(1234), 1Xn|=0  (rot270°)
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2 3 4 1

h3:<1 23 4):(13)(24), Xp| =4  (rot180°)

341 2

1 4 4 3
R

2 3 1 2

h4:<1 23 4):(1432), 1Xp| =0  (r0t90°)

S~
—
[N}
w

1 4 1 2

2 3 1 4

1 2 3 4
m=(y 1% 3) =026, |%=0

1 4 3 4

| | Rosp || |




Nu ger Burnsides sats att

1 8
k== 3 |Xn,
Gl &

s vi har 8 olika ID-kort.

Det dr klart att i detta speciella fall skulle det inte vara alltfor svart att bestimma de atta korten genom

1
= g(36+0+44+0+6+6+6+6) =64/8=8,

forsok och misstag. Men i mera allménna situationer och vid 16sning av problem gillande symmetri dr Sats

32 ytterst anvindbar. Ddrom mera i foljande avsnitt.

Tillimpning pa fiargliggningsproblem

Exempel. P4 hur ménga sétt kan hornen (eller sidorna) hos en kvadrat firgliggas med 2 olika firger om
man inte skiljer pa fall som kan overforas pa varandra genom rotationer eller speglingar? Gruppen som

opererar hir dr diedergruppen D4 som har 8 element.

1 4 1 4
e
2 3 2 3
e=tu=(1 33 1) -0eew
1 4 2 1
R
3
(R)

N
w
w
N
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N

N

N

N

N

a7

= (1432)

N




m=(1 %3 3)-0eEE

Vi har alltsd X = {1,2,3,4}, G = Dy C Sy och Y = miingden av olika firger. En firgliggning av hérnen
ar en funktion f: X — Y. Vi skiljer inte pa elementen f o g da g € Dy.

Lat oss i fortsdttningen resonera allmént med G C S,, och X = {1,2,...,n}.

Problem: Hur manga olika mingder {f o g: g € G} finns det dd f genomloper mingden

F=Y*={f:X = Y} = {alla firgliggningar}?

Definition. Fér varje g € G definieras avbildningen g' : F — F genom
9(f)="fog,

for varje f € F. Vidare definieras G' = {g' : g € G}.

Exempel. Betrakta hs = (12)(34) € G, G = Dy. Vidare dr f = <‘£ 12% 1?% é) € F (V =vit, R = rod)
maiimron= (L2 3 A (2 23 (A 28 1)
1 4 2 3
[ L
2 3 1 4
Figur 9.

Lemma 33. Avbildningen ¢' : F — F dr en permutation.

Bevis: (i) Avbildningen ¢’ &r surjektiv, ty tag godtyckligt fi € F och sétt fo = fi o g~ ! € F. Da giller
9'(fo) = frog=fiog ' og= fi.

(ii) Avbildningen ¢’ &r injektiv, ty 1at ¢'(f1) = ¢'(f2), dvs. fi o g = fo0g. Da giller f1(g(x)) = f2(g(x))
for alla z € X. D& g &r en permutation s &r den surjektiv och dédrmed giiller det att fi(x) = fo(x) for alla
x € X, sa fi = f, vilket ger att g’ &r injektiv.

Alltsd har vi att ¢’ &r en bijektion och dirmed en permutation. ]

Anmirkning. Vi observerar att G = D,, 4r en undergrupp av Sym(X) och att G' dr en delméngd av

Sym(F).
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Sats 34. Strukturen (G',0), dir G' = {g' : g € G}, dr en undergrupp av Sym(F).

Bevis: Klart att G' # (). Tag h',g' € G'. Vi bor visa att b’ o ¢’ € G', (Sats 18), ty |F| < oo. For varje

f € F giller
(W og")(f) =h(g'(f)) =h'(fog)=(fog)oh=fo(goh)

=(goh)'(f).
Alltsd: h'og' = (goh)' € G',ty goh € G. O

Pastaende: Avbildningen': G — G' som avbildar g pd g' dr bijektiv, varfor |G| = |G'|.

Bevis: Vi har att G' = {¢' : g € G}.
(i) Klart att " dr surjektiv.
(ii) Visar injektiviteten. Antag att |Y'| > 2. For alla f € F giiller

g =hn=4f)=n(f)=fog=foh. (%)

Antites: g # h.
D4 finns det ett ¢ € X : j; = g(i) # h(i) = jo. Vidare finns det da ett f € F sadant att f(j1) # f(j2). Da
géller
(fog)i) = f(g(i)) = f(jr) # f(42) = F(h(i)) = (f o h)(D),

men detta ger en motsigelse till (x)! Antitesen dr falsk och g = h. Dérmed &r ' injektiv.

Vi har da att ' : G — G’ &r en bijektion, vilket ger att |G| = |G'|. O

D4 ¢’ 4r en permutation pa F for varje ¢’ € G’ (Lemma 33), sa erhélls G'-ekvivalensklassen, (med avseende

péa gruppen G'), for f € F med stod av Sats 28 av
[f1={d'(f):9' €G"}.
Alltsa giiller det att
{fog:9geGt={g'(f):9€Gt={g'(f): 9 €G}=[f].

Dérmed tillhor alla element fog for g € G samma G'-ekvivalensklass av f, med andra ord ger dessa element
upphov till firgliggningar som vi inte skiljer pa.

Vi &r alltsd intresserade av antalet G'-ekvivalenklasser i F med avseende pa G'. Nu ger Sats 32 (Burnside)
och ovanstaende pastédende att antalet olika G'-ekvivalensklasser &r

1 1
= Y el == Y| Fa
G| g€G| =G 217

geG

dér

Fo={feF:gd(f)=ft={feF:fog=f}.
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Exempel. Vi atergar till det tidigare exemplet med kvadraten. Vi har G = {hq, ho, ..., hg} = D4 vilket ger
oss |G| = 8.

=(1)(2)(3)(4), hs = (12)(34),
= (1234), he = (14)(23),
= (13)(24), hr = (13)(2)(4),
= (1432), hs = (1)(24)(3).

Vlhar]:h ={feF:fohr=foe=f}={feF:f=f}=F,varfor |F, |—24—16.

Vidare giller att fh; ={feF:fohy=f}={feF:f(1)=Ff2),f2) =f3),f3) =rf4),f4) =
fOy={ferF: f(1)=f2)=fB)=f4)}

En firgliggning f tillhor alltsa 7, endast da hornen 1,2,3 och 4 alla har samma firg. Vi kan viélja denna
2
farg pa tva sitt, varfor |F, | = 2.
2

Lat oss, innan vi fortsidtter med vart exempel, beskriva ett lampligt sétt att berdkna |[Fp| dd g€ G C S,
och G’ opererar pa F = YX = {alla fiargliggningar}, dér Y = méngden av alla firger, antalet olika firger

=q=|Y]|och X ={1,2,...,n}.

Om g € G skrivs som en produkt av disjunkta cykler s& skriver vi alltid ut ocksa cykler av formen (k). Vi

infor nu begreppet cykelindex:

Definition. Antalet disjunkta cykler i permutationen g € G betecknas med cycg och kallas cykelindezet for
g-

Om exempelvis f € S; och f = (23)(567) = (1)(23)(4)(567), s& &r cycf = 4.
Exempel. Betrakta g = (14)(357) € S;. Da skriver vi g = (14)(2)(357)(6). Om ¢ firger &r tillgingliga i Y,

sa pastar vi att

|Fyl=q*

Om vi later f € F vara given, si giller
_ f(1) =f(4) oc
fefg,(:)fog_f(:){fg _

Da finns det ¢ val f6r var och en av firgerna:

Saledes finns det ¢* mojliga avbildningar f € F.
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Om vi generaliserar resonemanget i foregaende exempel till g € G C S,,, sa erhaller vi att

|-7:g’| = quCg-

Vi atergar till exemplet med kvadraten:
— ol _ _ ol _ 92 _
|}'hr1|—2 = 16, |}'hr2|—2 =2, |]-'h/3|—2 =4
_ ol _ _ 92 _ 4 _ _ 93 _g_
Ful=2"=2 |Fy|=2=4=|F,| |Fu|=2=8=|F,

Sats 32 ger antalet olika G'-ekvivalensklasser (olika firgliggningar):

1 1
@ > Pyl =35(16+2+4+2+4+4+8+8)=6.
g’EG’

Allmént kan sigas om ¢ st. firger:

(¢ + 1)(q* +q+2).

1
antal firgliggningar = g(q4 +2¢ +3¢° +2¢°) = %

Vi sammanfattar vara utredningar i foljande sats:

Sats 35. Lit G vara en undergrupp av S,, X = {1,2,....,n} och Y en mdingd av q stycken firger. Dd dr

antalet av G inducerade G'-ekvivalensklasser, (olika firgliggningar), pi F = Y = {alla firgliggningar}

givet av

1 1
— |_7: r| = — qcycg.
a 2Pl =G 2

9€EG

Exempel. En molekyl har atomerna placerade i hornen av en liksidig triangel. P4 hur ménga sétt kan man

fargligga atomerna med g stycken givna fiarger?

Figur 10.

X ={1,2,3}
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a) Hir opererar diedergruppen G = D3 = S3. Vi har |G| = 6 och
G ={(1)(2)(3), (123), (132), (1)(23), (12)(3), (13)(2)}
Sats 35 ger att

(g +1)(g+2).

[

q
G AT = G g g ) = 43 2) =
QEG

b) Vid enbart rotation, H; = {(1)(2)(3), (123), (132)} som &r en undergrupp av G = Dj, giiller

q
> qcycg— 3(¢" +29) = 3(¢" +2).

|H1| gE€EH1

c) Vid enbart spegling, Hy = {(1)(2)(3), (1)(23)} som &r en undergrupp av G = Ds, giller

(¢ +q)—§(q+1)-

l\:)ln—\

d) For Hs = {(1)(2)(3)} som &r en undergrupp av G = D3 giller

Exempel. Rotationsgruppen till en kub. Lat G vara gruppen av permutationer av sidorna som bestar

av rotationssymmetrier av kuben. Pa hur manga sitt kan sidorna for kuben fiargliggas med g stycken firger?

Sidorna numreras 1 ,6 och vi far X = {1,2,...,6}. Vi bestdmmer forst |G| (G C Sg. Vi fixerar sida 1

med axeln a genom 51da 1 och sida 4 enligt figuren:

3
BN
5 ("sidan”) 3 . ) 4 ("baksidan’)
1
,,,,,, P
Figur 11.

Nu giller att [1] = {1,2,...,6} = X, ty sida 1 kan roteras till vilken annan sida som helst om vi beaktar

dven andra symmetriaxlar utover a. Vi har alltsa
]| =6
Vidare giiller att
R ™ 3r .
stab(1) = {rot0°, roti, rotm och rot7 kring a}, och |stab(1)| = 4.
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Sats 30 ger
G| = |[]] - stab(1)] = 6.4 = 24

Sats 35 séger

1
k= — S ¢oved,
|G| g%(:;

h = e = (1)(2)(3)4)(5)(6), ¢V =g
ha = ot = (1)(2356)(4), ¢V = ¢’
hs = rotm = (1)(25)(36)(4), Vs = ¢

ha = rot o = (1)(2633) (4), ¢V = ¢

Figur 12.

Liknande rotationer kring axeln genom sidorna 2 och 5 samt genom 3 och 6 finns. Bidrag = 3(2¢> +¢*) =
6¢° + 3¢*.

hiy = totm = (14)(26)(35), <Vl = ¢3

3
iR 6\4
5 2
1.
””” 6 S
Figur 13.

Det finns 5 liknande rotationer (axel genom kant). Bidrag = 6¢°.
2
h17 = I‘Ot?ﬂ- = (135)(246), quCh17 = q2
4
hlg = I‘Ot?ﬂ- = (153)(264), quChlg = q2
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Figur 14.

Det finns 3 liknande rotationer (axel genom horn). Bidrag = 4(2¢%) = 8¢°.

Vi far alltsa
1

k=
Gl

1
> dVI = 1(d” + 30" +12¢° + 8¢%).
geG

Exempel. Antag att vi har kuber sddana att alla sidorna &r malade med olika firger. Om ¢ > 6 firger &r

tillgéingliga, hur manga olika kuber har vi?

Losning: Lat X = {1,2,...,6} och 1t Y vara mingden av ¢ firger, (sdsom tidigare).

Emedan sidorna har olika firger, sa dr firgliggningen i detta fall en injektiv avbildning
f: X—=>Y.

Lat G C F = Y X beteckna méngden av alla sidana avbildningar. Lat vidare G' beteckna rotationsgruppen
till kuben. D& vet vi att |G| = 24.

Om g € G och f € G, sd dr ¢g'(f) = f og en injektiv avbildning. Alltsa ¢'(f) € Goch ¢’ : G — G.

Antag att g€ Gmed g #e. Dadir Gy ={f € G:fog=f}.0Om f; € Gy, dvs. fi 0g = fi, sa foljer det
fran g(i) = j att
f1(i) = fi(9(@) = f1(4) -
Emedan f; &dr injektiv foljer det att i = j for varje ¢« € X. Da g # e dr detta omojligt, varfor G, = 0 da
g # e. Alltsa
|Gy | =0, dag#e.
Nu giiller
Go={feg:f=f}=0.

Vidare dr antalet ordnade delmingder till Y bestaende av 6 stycken element givet av

(q)s = a K




ty den forsta firgen kan viiljas pa ¢ olika siitt, den andra pa ¢-1 olika sitt osv., alltsa:

q!
q-6)!"

(@)s = q(a-1)(g-2)(¢-3)(¢-4)(¢-5) = (

Dérmed ar
!

(¢-6)!

|ge’| =

Sats 35 ger da att antalet olika fargliggningar dr

_ 1 _ Gl _ ¢
= a1 2 191 =TT = 2iteon

g€G

n

Om ¢ = 6 (det minimala antalet olika firger), s& far vi att

6!

n

Kopplingsfunktioner

En kopplingsfunktion i n-variabler &r en funktion fran alla binéra n-tipler till méngden {0, 1} av binéra

1-tipler, dvs. en avbildning
f:40,1}" = {0,1}

ar en kopplingsfunktion. ({0,1}" ={0,1} x {0,1} x ... x {0,1} (produkt med n faktorer)).

Lat

Fo=A{f:{0,1}" = {0,1}} = {0, 131"

Sitt X = {0,1}" och Y = {0,1}. Da &r F,, = YX.

Namnet kopplingsfunktion kommer fran att vi tinker oss ha en elektrisk krets som accepterar INPUT av n

stycken variabler av binira tal och producerar OUTPUT av en variabel. Outputen beror endast av inputen,

dvs. kretsen har inget minne.

X1
X
2 fX X))
f
Xn
Figur 15.

Nu fragar vi oss hur manga funktioner f finns det?
|Fal = V¥ = [V, x| =27, |y] =2,
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sa vi erhaller
| Ful = 22"

Exempelvis om n = 3 s& &r |F3| = 256 och om n =4 sa &r |F4| = 65536.
For n = 2 finns det 22° = 16 kopplingsfunktioner:

T1 T2 |f0 |f1 |f2|f3 |f4 |f5 |f6 |f7 |f8 |f9 |f10 |f11 |f12 |f13 |f14 |f15
0O o0 (0|0 (OO |O |O |O |O |1 |1 |1 1 1 1 1 1
0 10 |0 |0OJO0O |1 |1 |1 {1 (0|0 |O 0 1 1 1 1
1 00 (01|12 |0 (O |1 |1 |0 |0 |1 1 0 0 1 1
1 1 ]0 {1 (0|1 (O |1 |O |1 |O |1 ]O 1 0 1 0 1

Hur méanga f € F,, behovs for att “ticka” alla mojligheter om inputvariablerna kan permuteras?

. T
X2
Xi 7)) f(X2,X%4)
X3

Figur 16.

Man kan siga att f,g € Fp dr ekvivalenta om g kan erhallas fran f genom en permutation av variablerna

x1 och xo. Alltsd om g(x1,x2) = f(x2, 1), s& dr f ~ g via permutationen

_ [ T1 T2
(1‘11’2) = <1‘2 1’1) .

Notera att f ~ f via identitetspermutationen.

Lat oss bestimma alla ekvivalensklasser av funktioner i F». Varje permutation av variablerna inducerar

en permutation av F». Permutationen (zi22) pa {0,1} ger permutationen
h = (f2fa)(f3f5)(fiof12)(f11 fiz) av Fa,
dvs. h = (fo)(f1)(f2f1)(f3f5)(fe) (f7)(fs)(fo)(frofi2)(fi1f13)(f14)(f15). Alltsd 12 stycken disjunkta cykler.

Dessa ir ekvivalensklasserna av funktioner i F». Séaledes har vi 12 ekvivalensklasser.
Lat oss nu se hur man kan anvinda Sats 35 for liknande problem av mer komplicerad art.

Exempel. Hur manga “icke-ekvivalenta” kopplingsfunktioner i tre variabler finns det om permuterade

variabler ger ekvivalenta kopplingsfunktioner?
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Vi har n = 3, séitt * = 1, y = 22 och z = x3. Vi far da att X = {0,1}%, Y = {0,1}. Vi har 8 tillstand for

inputvariablerna (z,y, z), dvs

(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1).
S—— > YY—— Y—— Y—— Y—— Y—— ~Y—

1 2 3 4 5 6 7 8

Daar X ={1,2,...,8} och F3 = {f : X — {0,1}}.

Det finns 6 permutationer av variablerna {z,y,z} och var och en av dessa permutationer inducerar en

permutation av X:

e = (1)(2)B)4)(5)(6)(7)(8), 8 cykler.
(zy) & (1)(2)(35)(46)(7)(8), 6 cykler
(z2) & (1)(25)(3)(47)(6)(8), 6 cykler
(yz) & (1)(23)(4)(5)(67)(8), 6 cykler

(zyz) & (1)(253)(467)(8), 4 cykler
(z2y) & (1)(235)(476)(8), 4 cykler

Man kan visa att dessa permutationer bildar en undergrupp G av Ss.
|G| =6, Y ={0,1} = 2 st. variabler, ¢ = |Y| = 2.

Sats 35 ger antalet olika G-ekvivalensklasser:

1

1
@chycgz6(28+26+26+26+24+24):80.

g€eG

Det finns alltsa viisentligen 80 olika kopplingsfunktioner av tre variabler, eller det behovs endast 80 st. vid

permutering av inputvariablerna for att "ticka" alla.

Lat oss avslutningsvis kontrollera fallet n = 2. Sétt # = x; och y = zo, samt X = {0,1}2, Y = {0,1}. Vi

har 4 tillstand for inputvariablerna (z,y). Om dessa betecknas med 1,2,3,4 har vi:
14 (0,0), 24 (0,1), 34 (1,0), 44 (1,1).

Daar X ={1,2,3,4} och F = {f : X — {0,1}}. Det finns 2 permutationer av variablerna z och y, och

var och en av dessa permutationer inducerar en permutation av X:
e < (1)(2)(3)(4) 4 cykler,
(zy) & (1)(23)(4) 3 cykler.

Alltsd har vi |G| = 2 och ¢ = |Y'| = 2 variabler. Da ger Sats 35 att antalet olika ekvivalensklasser 4r:
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