1. Grafteori

Betydelsen av bilder som stéd och inspiration for matematiska resonemang kan knappast overskattas.
Studierna av enkla bilder har gett oss grafteorin. Tyvirr, eller lyckligtvis, visar det sig snabbt att enkla och
naturliga fragestéllningar om enkla bilder leder till synnerligen komplicerade kombinatoriska resonemang.

I detta inledande kapitel om grafteori kommer vi att noja oss med grundliggande terminologi och nagra

resultat som #r enkla att bevisa.
Grafer

Definition. En Graf (V, E) bestir av tvd mingder V och E av noder (ibland “horn”, vertex pi engelska)
respektive bigar (ibland “kanter”, edge pé engelska), dir varje bige e € E gir mellan tvd olika noder iV,

biagens dandpunkter, och dir det inte finns flera bigar med samma dndpunkter.

Noder ritas som feta punkter (ibland namngivna). Om (V,E) &r en graf och e € E &r en bage med

dndpunkterna a,b € V', sa identifieras bagen med mingden {a,b} = {b,a} =e.

c d *
Figur 1. Tva grafer. Till vinster en graf med méngden av noder V = {a,b,c,d} och
méngden av bagar E = {{a, b}, {a,d}, {c,d}}.

Exempel.

Figur 2. Exempel pa multigrafer som inte ér grafer.

Definition. I en multigraf tilliter vi mer dn en bige mellan ett par av noder, samt bagar fran en nod till

samma nod.

Speciellt noterar vi att varje graf &r en multigraf.



Exempel. Herr McBrain och hans fru April ordnar en fest och bjuder fyra andra gifta par. En del av
minniskorna hélsar pa varandra da de triiffas, men naturligtvis hélsar inget par pa varandra. Da festen
slutar fragar Herr McBrain alla andra, pa hur manga manniskor de har hilsat och han erhaller 9 olika svar.

Hur méanga ménniskor hilsade pa April?

Losning: Vi konstruerar en graf vars noder dr ménniskor pa festen och det finns en bage {a, b} da a och b har
hilsat pa varandra. Emedan det finns 9 méinniskor utéver Herr McBrain och maximala antalet hélsningar i
vilket en person kan vara involverad i &dr 8, sa foljer att de olika svaren som Herr McBrain fick maste vara
0,1,2,3,4,5,6,7,8. Vi betecknar noderna med dessa siffror och anviinder M f{or att beteckna Herr McBrain.

Vi far foljande bildrepresentation av grafen:
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Figur 3.

Noden 8 sammanbinds med alla andra noder utom en, som maste vara dkta hilft till 8. Denna nod maste
vara 0, varfor 8 och 0 &r gifta och 8 sammanbinds med 1,2, ...,7, M. Speciellt giller att 1 och 8 ssmmanbinds
och detta dr enda bagen utgéende fran 1. Saledes dr 7 inte sammankopplad med 0 och 1, och dérmed &r 7
och 1 gifta, (emedan 0 och 8 ir gifta). Fortsétter vi pa detta séitt, ser vi att 6 och 2, samt 5 och 3 ér gifta

par. Det foljer att M och 4 dr gifta, viirfor noden 4 &dr April som hélsar pa 4 ménniskor.

Fastdn bildrepresentationer av grafer férstas av ménniskor, s& ér de viirdeldsa nér vi dnskar kommunicera
med en dator. For detta éindamal maste vi representera en graf med nagon typ av tabell, exempelvis en

matrisrepresentation.

Definition. Vi siger att tvd noder a och b i en graf ir grannar om {a,b} dr en bige, dvs. om a och b forenas
av en bige. Lit (V, E) vara en graf med |V | = n, (hdr och i fortsitiningen betecknar |B| antalet element i en

mingd B ). Lit V = {vy,...,up} vara noderna. Grannmatrisen A for (V,E) dr en n x n matris vars element

A= 1, om v; och v; &r grannar;
b 0, annars.

For alla i,j gdller det att A; j = A;;, varfor A dr symmetrisk med nollor pd diagonalen.



Det finns variationer av ovanstaende representation. Om (V, E) 4r en multigraf, s betecknar A4; ; antalet
bagar {v;,v;}. Aven i detta fall ir A symmetrisk men behover ingalunda ha endast nollor pa diagonalen, ty

det kan finnas bagar som utgar fran och slutar i samma nod.

Exempel.
v
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Figur 4. Tre grafer samt deras grannmatriser.

Vi intresserar oss nu for fragestillningen: Nar dr tva grafer viisentligen lika? Svaret pa denna fraga ges

med hjilp av begreppet isomorfi (isos = samma, morph = form).

Definition. Twd grafer (V,E) och (V',E") dr isomorfa om det existerar en bijektion ¢ : V. — V' som
avbildar bigar i E pd biagar i E' och omvint, dvs. {a,b} € E < {p(a),p(b)} € E' for alla a,b € V. Hirvid
kallas ¢ en isomorfism. Vi anvinder beteckningen (V, E) = (V'  E'") for isomorfa grafer. (En bijektion dr en

avbildning som dr surjektiv och injektiv).

Exempel.

(V,E) (V',E')




p: VeV, gla)=d, ¢b) =0, ¢l)=c, ¢d=d

Alltsa ¢ dr en bijektion.
{a,b} € E <= {p(a),¢(b)} € B
{a,d} € E = {p(a), p(d)} € F
{b.c} € B = {p(b),0()} € B
{b,d} € E = {p(b), p(d)} € E
{c,d} € E <= {p(c),¢(d)} € E'
Alltsd ¢ dr en isomorfism och (V, E) = (V' E')

(
(¢

)

For att visa att tva grafer inte dr isomorfa, maste vi visa att det inte finns nagon bijektion fran méngden
av noder i den ena grafen till méingden av noder i den andra grafen som avbildar bagar pa bagar. Om tva
grafer har olika antal noder, sa finns det ingen bijektion och graferna kan inte vara isomorfa. Om graferna
har samma antal noder men antalet bagar #r olika, sa finns det bijektioner mellan mingderna av noder men

ingen av dessa bijektioner &r en isomorfism.

Exempel.

/N =
@%

Figur 6.

Det dr i allméinhet mycket svart att bedéma om tva grafer dr isomorfa, men vissa naturliga villkor kan
vi ge som #r nodvindiga for isomorfi. Vi aterkommer till dessa villkor efter det att vi infoért ett antal nya

begrepp for grafer.

Definition. Lit (V, E) vara en graf och antag att a € V. Dé dr
grad(a) = |[{b eV : {a,b} € E}|

graden av a, dvs. graden av a dr antalet bagar med a som dndpunkt. Analog definition for multigrafer, men

en bage fran en nod a till sig sjilv bidrar med tvd enheter da graden for a beriknas.



Exempel.
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b a c a c b*ad

grad(a)=4 grad(a)=3 grad(a)=3
Figur 7.

Det dr ofta av intresse att veta antalet bagar i en graf. De kan forstas riknas direkt men det #dr vanligtvis
littare att rikna antalet bagar vid varje nod och addera dem. D& har varje bage blivit medriknad tva

ganger, en gang vid bada dndpunkterna, si antalet bagar i en graf dr halva denna summa.
Sats 1. I en graf finns det ett jamnt antal noder av udda grad.

Bevis: Lat (V, E) vara en graf med V = {a1, ..., a, }. Da giiller det att

n

|E| = % Zgrad(ai). (%)

i=1

Beteckna:
Vo ={a; € V : grad(a;) &r udda},

Ve = {a; € V : grad(a;) 4r jaimn}.
DadarV =V,UV, och V, NV, =0, (en partition av V). Med stdd av (*) erhalls:

2|E| = Z grad(a) + Z grad(a) (xx)

a€V, a€Ve

Den andra summan i (x%) dr jimn, ty varje term dr jimn. D& 2|E] &r ett jimnt tal, si méste &ven den
forsta summan i (xx) vara jimn. D& den forsta summan dr en summa av udda tal maste det da finnas ett

jimnt antal termer i summan och dérmed &r satsen bevisad. [

Ett nodviindigt villkor for isomorfi &r att
grad(a) = grad(p(a)) for varje nod a € V.

Men detta villkor &r inte tillrickligt, vilket framgar av foljande exempel.



Exempel.

1 6 4 5 2 1 4 6 5 2
Is (V.E) Js (V.E)
Figur 8.

Antag att ¢ : V — V' dr en isomorfism. D& 4 och 5 &r de enda elementen i V och V' med grad(4) =
grad(5) = 2, sa giller antingen (p(4) = 4, ¢(5) = 5) eller (¢(4) = 5, ¢(5) = 4). Men eftersom {4,5} € E
och {©(4),p(5)} = {4,5} ¢ E', sa erhalls en motsigelse. Dédrmed finns det ingen isomorfism och (V, E) 2
V', E").

Definition. Grafen (V', E') ir en delgraf av (V,E) om V' CV och E' CE. Om V' =V, sd ir (V',E") en
uppspinnande delgraf av (V,E). Om a,b € V' och {a,b} € E = {a,b} € E', si dr delgrafen (V', E") en full

delgraf av (V, E).

Exempel.

(V.E) (V',E")

Figur 9. (V', E') &r en uppspénnande delgraf av (V, E).

(V.B) (V' ,E)

Figur 10. (V', E') &r en full delgraf av (V, E).

Definition. En filjd ag,ay, ...,an av noder i (V, E) dr en vig om {a;,ait1} € E fori =0,1,...,n<1, och
{ai—1,a;} # {ai,ai11} fori =1,...,n-1. Vigen sigs ha lingden n. Om ag = ay, si dr vigen en loop. Om i

loopen samitliga a;, i = 0,...,n-1, dr olika, sd dr loopen en cykel. Om ag # a,, kallas vdgen dppen.



Exempel.

Figur 11. a,e,b,d,c,b &r en (0ppen) vig med lingden 5. a,e,b,c,d,b,a &r en loop (ej

cykel). a, e, b,a &r en cykel.
Om (V,E) och (V' E') &r isomorfa grafer motsvaras viigarna i den ena grafen av vigar i den andra. Ett
nodvindigt villkor f6r isomorfi &r dérfor att antalet viigar av fix lingd dr lika i de bada graferna. Vidare har

isomorfa grafer lika manga cykler av fix lingd.

Exempel.

g h ) h

Figur 12. I den forsta grafen ér b, h,g,e, f,d,c,a,b en cykel av lingden 8. Medan det
i den andra grafen inte existerar nagon cykel av lingden 8. Detta innebidr att graferna

inte dr isomorfa

Definition. Ldt (V, E) vara en graf. Tvd noder a,b € V dr forenade om det finns en viga = ag,a1,-..,an = b

i V. Om varje par av noder i grafen dr forenade, s dr grafen sammanhdngande.

Om en graf G inte &r sammanhéingande kan vi inte na alla noder med en vig fran en given nod a. De
noder som kan nas med en vig fran en nod a och motsvarande bagar kallas en sammanhéngande komponent
av G. Pa detta sitt bildar de ssmmanhéingande komponenterna en sénderdelning av grafen G. Tva isomorfa

grafer maste ha lika ménga sammanhéingande komponenter.



Exempel.

-/

Figur 13. En osammanhéingande graf bestdnde av 4 sammanhéngande komponenter.

Vi skall nu studera multigrafer. Som bekant, s& tillater vi fér multigrafer mer #n en bage mellan ett
par av noder. Vi antar i fortsittningen att alla grafer och multigrafer &r &ndliga. Leonhard Euler (1707-
1783, schweizare) kan kallas den forsta grafteoretikern. Han anviinde sig av begreppet multigraf for att
l6sa ett problem som invanarna i Konigsberg (Kaliningrad) hade nér de planerade sina séndagspromenader.

Problemet var att finna en promenadviig som anvinde alla broar exakt en gang:

C C

Figur 14. Sju broar, Euler ritade en multigraf.

Euler konstaterade att den sokta promenadvigen svarar mot en loop som anvinder sig av samtliga bagar

i multigrafen. Begreppet viig for en multigraf definieras analogt med begreppet viig for en graf.

Definition. En vig i en multigraf (V, E) dr en Euler-vig om alla bigar i E anvinds exakt en ging. Om

ao = an © en FEuler-vdg si har vi en Fuler-loop.

Exempel.

Figur 15. En Euler-vig ges av b, a,c,b,d,a,e,c,d,e (2 noder med udda grad).

Anledningen till att ingen lyckats med att gora promenaden 6ver broarna i Kénigsberg dr:



Sats 2. En sammanhdngande dndlig multigraf (V, E) har en Euler-loop om och endast om varje nod har

jdmn grad.

Vi noterar att i problemet gillande broarna i Konigsberg sa har varje nod udda grad. For beviset av Sats

2 behover vi foljande hjilpresultat.
Lemma 3. Om (V, E) dr en dndlig multigraf sidan att varje nod har grad > 2 sd finns det en cykel i grafen.

Bevis: (Av Lemma 3). Antag att (V, E) &r en graf. (Om (V, E) &r en multigraf som inte dr en graf sa #r
saken klar). Tag a € V. Konstruera en viig a = ag,as, as, ... i grafen sidan att {ap,a,1} € E och si att for
i > 1 giller att {a;,a;4+1} € E och a;41 # a;—1. Detta lyckas eftersom grad(a;) > 2 for alla i. Da nu V &r en
dndlig méngd finns det ett minsta k, (k > 3), sadant att ay € {ao,...,ar—1}. Antag att ay = a;, 0 < j < k-3.
Da &r aj,aj41, ..., ar en cykel. O

a=a, a=a;=a
a=a, 7) 3

3 a, (k=3)

3 a4 a2

Figur 16.

Bevis: (Av Sats 2). (1) Antag att (V, E) har en Euler-loop. Lat a vara en nod i loopen. Varje gang loopen
passerar a forbrukas tva olika bagar. Dérmed &r grad(a) ett jimnt tal.

(2) Antag att varje nod har jimnt gradtal. (Induktion). Om |E| =1 har vi fallet

e

Figur 17. grad(v,) = 2.

dvs. en Euler-loop. Antag att pastdendet giller for alla multigrafer (V', E') med |E’'| < |E| dér |E| > 2. Da
(V, E) &r sammanhiingande maste for varje a € V gilla att grad(a) > 1. Vidare antogs att varje nod har
jamn grad sa grad(a) > 2 for alla @ € V. Da ger Lemma 3 att det finns en cykel betecknad ¢i (V, E). Om ¢

ar en Euler-loop &r vi klara. Annars géller:



(V.E)

Figur 18.

Konstruera en delgraf (V7, Ey) till (V, E) genom att forst stryka bagarna i ¢ och sedan noderna vars gradtal

sjunkit till noll.

(V.E)

Figur 19.

Samtliga noder i (V1, Ey) har nu jimn grad. De sammanhéngande komponenterna for (Vi, Ey) bestar av
noder med jimnt gradtal och antalet bagar i varje ssmmanhéngande komponent &r mindre &n |E|. Induk-
tionsantagandet ger att varje komponent har en Euler-loop. Vi “skarvar ihop” ¢ med Euler-looparna for alla

komponenter och erhaller en Euler-loop for (V, E). O
Foljande sats ger vid handen att Konigsbergsborna inte ens har kunnat hitta en dppen Euler-vig.

Sats 4. Lat (V, E) vara en sammanhingande dndlig multigraf. Dé finns det en dppen Euler-vig om och

endast om det finns exakt tvd noder med udda grad.

Bevis: (1) Antag att a och b dr de enda noderna av udda grad i (V, E). Bilda en ny bage e mellan a och
b. D& ger Sats 2 att det finns en Euler-loop i grafen (V, E U {e}). Om vi avldgsnar bagen e far vi en 6ppen
Euler-vig i (V, E).

(2) Antag att det finns en oppen Euler-viig ao, ...,an i (V, E). Sétt e = {ag,a,} och E' = EU {e}.

e

10



Figur 20.

D4 finns det en Euler-loop i (V, E'). Sats 2 ger att alla noder i (V, E’) &r av jimn grad. D4 har alla noder i
(V, E), utom ag och ay, jimn grad. [J

Bygger vi en bro till i Kaliningrad kan vi hitta en FEuler-viig och bygger vi tva pa limpligt séitt kan vi
erhalla en Euler-loop.

Figur 21.

Ett nérliggande problem &r f6ljande: Givet en graf (V, E), avgdr om det finns en loop i (V, E') som passerar
varje nod exakt en gang.

Vi ser direkt att en sddan loop méaste vara en cykel och om den existerar maste (V, E) vara sammanhéng-
ande.

Exempel.

Figur 22.

Figur 22 ger tva exempel pa grafer dir det inte &r mojligt att hitta en sadan cykel. Den som forst

intresserade sig for detta problem var irlindaren W. Hamilton 1805-1865.

Definition. En graf (V, E) kallas en Hamilton-graf om det existerar en cykel ay, ..., an, ao siédan att V =

{a07 HAS) an}'

Det &r i allméinhet ett mycket komplicerat problem att avgdra om en sammanhéingande graf dr en Hamilton-

graf och det finns dnnu ingen karakterisering av Hamilton-grafer.

11



Vanligen técker inte en Hamilton-cykel alla bagar. Den técker endast tva bagar vid varje nod.

Exempel.

NG

Figur 23.

En Euler-loop anviinder varje bage exakt en gang, medan en Hamilton-cykel bestker varje nod exakt en
gang.

Definition. En riktad graf (V, P) bestdr av en mingd V av noder och en delmingd P CV XV vars element

kallas pilar. Varje pil dr en riktad vdg fran en nod a till en nod b.

Exempel.
a b a b
S
c d o
V={a,b,c,d} V={a,b,c,d}

P={(a,b),(a,d),(c,d)} P={(a,a),(a,b),(b,b),

(b,c),(c,a),(c,d),

(d:a).{d0)}

Figur 24.

Nit av enkelriktade gator, ndtverk av oljeledningar och manga andra tillimpningar kan beskrivas med en
riktad graf.

Givet en graf (V, E) med V = {v1,...,v,}. Lat A = (a;;) vara grannmatrisen till grafen. D& géller
n n
grad(vi) = Zai,j = Zam .
j=1 j=1
Antag att (V, P) dr en riktad graf, V' = {v1,...,v, }. D& dr grafens grannmatris A = (a; ;) definierad av

o = 1, om det finns en pil fran v; till vy;
“7 710, annars.
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Notera att nu &r A i regel inte symmetrisk.

Exempel.
\
[ V3
Vz/
v5
\2
0 0 00O
10 0 1 1
A=1]10 1 0 0 1
01 00O
0 0 00O
Figur 25.

Sats 5. Lit A vara grannmatrisen till en riktad graf (V,P). Dd dr (A™);; = antalet riktade vigar frin v;

till v; av lingden m, dirm =1,2,....

Lat oss betrakta A i ovanstaende exempel. Nu giller

A2 =

O == OO
OO O = O
SO O OO
O = = OO
O == OO

Exempelvis (A?)3 1 = 1 svarar mot riktade viigen v3,ve,v; av lingden 2. Vidare &r (4%)3 5 = 0, ty det finns

ingen riktad viig fran vz till vy av lingden 2, endast av lingden 1.

Bevis: (Av Sats 5, Induktion). Klart att satsen géller for m = 1. Antag att satsen giller for A™, m > 1.
Da giller:
ATl — A 4™,

Lat C = A™! och B = A™, dvs. C = A B. Definitionen pa matrismultiplikation ger att
Cir = Aj1 By, +...+Aij By, + ...+ Ain Bk - (%)

Betrakta termen A;; Bji. Vi vet att A;; = antalet riktade vigar fran v; till v; av lingden 1. Induktionsan-
tagandet ger att Bj = antalet riktade véigar fran v; till v, av lingden m. Alltsa A;; B, = antalet riktade
vigar fran v; till v, av lingden m + 1 och av formen v;,vj,...,vx, j = 1,...,n. D& ger (x) antalet riktade

viigar fran v; till vg av lingden m + 1. O
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Trid (dndliga grafer)
Vi behandlar enbart &ndliga grafer och definierar begreppet trid genom:

Definition. En graf (V, E) dr ett trid om den dr sammanhdngande och saknar cykler.

eVl R

Figur 26. De tva forsta graferna dr trid medan de tva andra inte &r det.

Exempel.

En viktig egenskap hos trid &r fsljande resultat.

Sats 6. Lit T = (V, E) vara ett trid och antag att a,b € V, a # b. Dé finns det exakt en vig i T fran nod a
till nod b.

Bevis: Antag att a = ag,a1,...,a, = b och a = by, by, ...,b,, = b &r olika viigar. Lat ¢ > 0 vara det minsta

index sadant att a;4; # b;y1, och lat j > i + 1 vara det minsta index sddant att det existerar ett & med

a; = bk
a1+1 aj—l
a:% q PR a< o >al —o :b
b, e b b
b) bl bi+1 bk—l k "
Figur 27.

Da &ar a;,aiq1,-.-,a5,bg—1,...,bi41,a; en cykel i T', vilket ger en motségelse. Darmed finns det exakt en vig
fran a till b. O
Ett trid kan konstrueras genom att successivt lagga till en bage med nod till grafen.

Sats 7. Om T = (V, E) dr ett trid och |V| > 1, sd finns det dgtminstone tvd noder av grad 1.

Bevis: Vilj en vig ag,ay, ..., a, av maximal lingd i T. Da

V| >1och T &r ett triad dr ap # a,. Nu maste

grad(ap) = grad(a,) = 1 giilla, ty annars kunde vi fortsétta vigen som da ej vore av maximal lingd. [J

Sats 8. Varje trid T = (V,E) med n stycken noder ir rekursivt definierat genom deltriden T;, déir Ty
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innehdaller en nod och T;1 konstrueras genom att T; utékas med en nod a;11 och en bige mellan a;+1 och en

av noderna i T;.

Bevis: (Induktion). For n = 1 &r T} ett trid. Antag att konstruktionen géller for trid med upp till n-1
noder (n > 2). Tag T = (V, E) med |V| = n. Sats 7 ger att det finns en nod a, € V : grad(a,) = 1. Stryk ay,
och bagen fran a,. Den graf G vi erhaller dr sammanhéingande och utan cykler, ty T saknar cykler. Alltsa
dr G ett trid med n-1 noder. Induktionsantagandet ger att G = Tj,_1, rekursivt konstruerad med hjilp av
T;, i =1,...,n-1. Sétt T,, = T, vilket ger den 6nskade foljden av deltrid.

Korollarium 9. Lit T = (V, E) vara ett trid. Déd ér |V| = |E|+ 1.

Definition. Antag att G = (V, E) dr en sammanhdingande graf och att T ir en delgraf av G sidan att

(1) T ar ett trad;

(¢i) T ar en uppspinnande delgraf for G.

Di siges T vara ett uppspinnande trid for G.

Exempel.
a

N

St
g h

Figur 28. Den “firglagda” grafen utgor ett uppspénnande triad for grafen.

Det dr litt att astadkomma ett uppspdnnande trid pa foljande sitt: Tag vilken nod som helst i en graf
som “starttrid” och lidgg till bagar en efter en si att varje bage forenar en ny nod till starttridet (jamfor
Sats 8).

Det uppspénnande tridet i ovanstaende exempel kunde astadkommas genom att starta med nod a och fore-
na den med de andra noderna i ordningen b, ¢, e, f,d, h, g genom att ligga till bagarna ab, ac, ae, cf, fd, fh, hg.

Allmént, om det finns n noder si skall vi fortséitta med n-1 steg, varefter vi har 1+ (n-1) = n noder och
n-1 bagar. Detta &r det korrekta antalet enligt Korollarium 9.

Uppspénnande tridd har manga tillimpningar. Exempelvis, hur bygger man det billigaste viignitet mellan
ett visst antal stider? Kostnaden for vigen mellan ett par av stider beror t.ex. pa hurudan terringen
dr mellan stéiderna. Formellt har vi en graf G = (V, E) vars noder ér stider och vars bagar dr vigarna
mellan stiderna, samt en funktion w : E — N, (ddr N betecknar de naturliga talen), sddan att w(e) anger

kostnaden for att bygga bagen e. Vi siger att G och w bildar en viktad graf och w &r en viktfunktion.

Om man vill bygga det billigaste viignitet mellan ett visst antal stider, sa svarar vignitet mot ett upp-
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spinnande trid T for G, vars totala vikt

ecT

ar s liten som mojligt. Detta brukar kallas MST-problemet, (minimum spanning tree problem), f6r den

viktade grafen G.

Eftersom den viktade grafen G &r #ndlig har den ett dndligt antal bagar och dérmed finns det ett &ndligt
antal uppspinnande trid 7 for G. Det finns da, for de uppspinnande triden for G, ett dndligt antal
heltalsviirden w(T') att vilja mellan. Med andra ord finns det ett minimalt uppspénnande trid Tp for G
sadant att w(Tp) < w(T) for alla uppspénnande trid T for G. Notera att det kan finnas flera uppspénnande
trid for G med denna egenskap.

Kruskals algoritm &r en enkel algoritm som loser MST-problemet:

(1) Vilj den kortaste (billigaste) bagen. Om det finns manga bigar med samma vikt,
vilj en av bigarna.

(i1) Om k stycken bigar har valts, vilj en ny bige med minimal vikt sd att ingen cykel
bildas tillsammans med tidigare valda bigar.

(i31) Om vi inte har ett uppspinnande trid, si g till steg (ii).

(iv) Awsluta algoritmen. Det erhéllna uppspinnande tridet har minimal vikt.

Exempel.

y X

Figur 29. (i) Vi Startar med wov. (ii) + (iii) Dérefter viiljs zy, uz, uy. (iv) Vi erhaller ett
minimalt uppspidnnande trid 7 med w(T) = 14.

Sats 10. Lit G = (V, E) vara en sammanhdingande graf med viktfunktionen w : E — N, och antag att T dr

ett uppspinnande trid for G som konstruerats med Kruskals algoritm. Da gdiller det att

w(T) < w(U)

for varje uppspinnande trid U for G.
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Bevis: Lat eq,...,e, vara bagarna i T i den ordning de erhalls ur Kruskals algoritm. Lat Ty, vara ett
minimalt uppspénnande trid for G. Om Ty, = T sa giller satsens pastaende. Om Ty, # T betecknar vi
med ey, den forsta bagen for T' i Kruskals algoritm som inte &r en bage i Tiin. Lat ex = {x,y} och 1at Py,

vara vigen i T, som forenar noderna x och y.

Figur 30.

Om bagen ey, 1aggs till Tmin, s& har grafen Thin U {ex} en cykel ¢ = e U Py, och da T inte har nagon cykel,

maste ¢ innehalla atminstone en bage e), som inte finns i T'. Avligsna denna bage och erhall tridet

Tin = (Tmin U {ex}) \ {e}.},
med samma noder som T,;, och med totala vikten

!

W(Tin) = w(Tmin)-w(ey,) +w(er)

D& Tiin dr ett minimalt uppspinnande trid maste det gilla att

w(el,) < w(eg) . (%)
Men e, dr bagen med minimal vikt, sddan att ingen cykel bildas d& e liaggs till eq,...,ex—1, (Kruskals
algoritm).
Emedan ey, ...,ex—1, €, & bagar i T, far vi ingen cykel da e}, laggs till e,...,e—1. Da giller det att
w(e},) > w(er) och med stod av (x) att

w(ey) = w(ek),

varfor w(T! ;) = w(Tmin) = minimal total vikt. Vi har dérmed hittat ett minimalt uppspdnnande trid
T! ., med en bage mera dn Ty, gemensam med T, (bagen e). Upprepning av ovanbeskrivna procedur ger

slutligen ett minimalt uppspénnande trid som sammanfaller med T, dvs. w(Tmin) = w(Th;,) = ... = w(T).

min
O

Exempel. Handelsresandesproblem. En handelsresande onskar besoka ett antal stidder och sedan
aterviinda hem med minsta mojliga totala kostnad utan att aterviinda till en stad han redan besvkt. Den
handelsresande bor alltsa hitta en Hamilton-cykel med minimal vikt. En 16sning behover inte alltid existera,
men om en 16sning finns sa dr antalet cykler i allménhet stort och det dr ett dvermiiktigt kombinatoriskt
problem att ga igenom alla alternativ.

Vi skall hir beskriva en systematisk metod som med hjilp av Kruskals algoritm bestimmer en undre grins
for den eventuella losningen till handelsresandesproblem.

Antag att cykeln i grafen nedan ger en 16sning till handelsresandesproblem for stédderna a, b, ¢, d, e.

17



Figur 31.

Om vi tar bort nod a, sa far vi en viig genom noderna b, d, ¢, e.

Figur 32.

Denna delgraf bildar ett uppspinnande trid U for den fulla delgrafen med noderna b, c,d,e. Lat T vara

det uppspédnnande trad som kan konstrueras med Kruskals algoritm. Da ger Sats 10 att

w(U) >w(T).

Hela cykeln har saledes den totala vikten
w(U) +w({e,a}) + w({a,b}) > w(T) + w({e,a}) + w({a,b}).

Med andra ord kan vi uppna en undre grins for 16sningen till handelsresandesproblem genom att addera den
totala vikten av det minimala uppspédnnande trid som konstruerats med Kruskals algoritm genom noderna
b,c,d och e med vikterna for de tva “minsta” bagarna utgaende fran a.

Foljande exempel visar hur vi skall anviinda denna metod.
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Exempel. Betrakta fem stider med vikterna enligt foljande figur:

Figur 33.

Om vi avligsnar nod a, s& far vi foljande graf med noderna b, ¢, d och e.

e. 6 . b

Figur 34.

Kruskals algoritm ger da ett uppspinnande trid med bagarna bd, de, bc:

e, b

Figur 35.

med totala vikten w(T) = 16. De tva minsta vikterna for bagar utgaende fran a dr 2 och 4 (bagarna ab
och ad). Alltsd den undre grinsen for 1osningen till handelsresandesproblem ér i detta fall, d& vi avligsnade
noden a, given av 16 + 2 + 4 = 22.

Lat oss nu underscka vad som intriffar da vi avligsnar nod ¢. D& far vi foljande graf med noderna a,b,d

och e.
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Figur 36.

Tillimpning av Kruskals algoritm ger det uppspénnande tridet 7' med bagarna ab, bd,de (eller ab,ad, de),

alltsa:

Figur 37.

med totala vikten w(T) = 11. De tva minsta vikterna for bagar utgaende fran ¢ ér 7 och 8 (bagarna cb och
ca eller ce). Déarmed far vi den undre gréinsen 11 + 7 + 8 = 26 till handelsresandesproblem, vilket ger en
bittre uppskattning dn i det féregaende fallet dir noden a avldgsnades.

Alltsa &r losningen till handelsresandesproblem atminstone 26. Genom att avligsna noderna b,d och e i
tur och ordning fir man undre grénser som dr mindre dn 26 (hemuppgift), allts& siimre undre grénser.

Det visar sig att den undre grins vi fick genom att avligsna noden ¢ rakar ge en 16sning till handelsresan-
desproblem, némligen cykeln med minimal total vikt genom noderna a,b,c,d, e, dr abceda med den totala

vikten 2+ 7+ 8 + 5+ 4 = 26.

I nista exempel presenteras tva “giriga algoritmer” som i en fullstéindig viktad graf snabbt hittar en

Hamilton-cykel, vilken dock inte behdver vara losningen till handelsresandesproblem.

Exempel. Tva algoritmer som ger en “ganska kort” Hamilton-cykel i fullstindiga grafer.

En graf (V,E) med V = {vy,...,v,} ér fullstindig, (eller komplett), om grad(v;) = n-1, i = 1,...,n.
Betrakta grafen:
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a 110 b

120
130 100 170

d 150 C

Figur 38.

A. Metoden med nirmaste granne

(i) Starta i ndgon nod z. Vilj utgdende bage med minimal vikt.
(ii) Lat y vara den senast uppnadda noden. Om alla noder i V' &r inkluderade i viigen sa viljs bagen mellan y

och z. Vilj annars en bage med minimal vikt utgaende fran y till en nod som inte énnu inkluderats i viigen.

I var exempelgraf erhalls
l.x=a: a,bd,c,a = 110+ 100+ 150 + 170 = 530,
2.z2=0b: bd,a,c,b = 100+ 130+ 170 + 120 = 520,
3. z=c: ¢b,d,a,c = 120+ 100+ 130 4+ 170 = 520,
4. z=d: d,b,a,c,d = 100+ 110+ 170 + 150 = 530.

B. Metoden med sorterade bagar

(i) Vilj den kortaste bagen bland alla bagar som #nnu inte &r valda, s& att aldrig fler #n tva bagar utgar

fran en nod och sa att inga cykler av lingd < n bildas.

I vart exempel viljs bagarna i ordningen bd, ab, cd, och ac. Vi far Hamilton-cykeln a, b, d, ¢,a med lingden
530.

Algoritmerna A och B #r exempel pa giriga algoritmer (greedy algorithms) som &r snabba, men som
inte nodvindigtvis hittar den optimala 16sningen. Losningen till handelsresandesproblem i vart fall ges av

Hamilton-cykeln a, b, ¢, d, a med lingden 510.
I vart exempel med fem stéder lyckas bada algoritmerna losa handelsresandesproblem. (Kolla!)

Kortaste vigen i riktade grafer

Antag att vi har en riktad graf G = (V, P) dir vi forser varje pil p € P med en vikt w(p) med hjilp av
viktfunktionen w : P — N. (De tidigare behandlade viktade graferna kan betraktas som specialfall).

Lat nu vy, v, € V vara tva noder i GG sddana att det existerar atminstone en riktad viig fran vy till v,,. Vi
skall nu med hjilp av ett exempel beskriva Dijkstras algoritm fran 1959 for bestimning av kortaste viigen

mellan vp och v,. (Edsger W. Dijkstra, 1930-2002). I algoritmen kan en nod v; tilldelas tva typer av
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markeringar, en temporir markering (n,vy), som kan #ndras, eller en permanent markering [n,v;] som inte
mera #ndras. I dessa markeringar anger n lingden pa den fér nirvarande respektive den slutliga kortaste
vigen fran vo till v;, dér den sista pilen borjar i vy respektive v; och slutar i v;. Vi dr déirmed intresserade

av att bestimma den permanenta markeringen f6r noden v,,.

Exempel. Bestim den kortaste viigen fran nod vg till nod e i nedanstiaende viktade riktade graf:

Figur 39.

Steg 1: Vi forser startnoden vy med den permanenta markeringen vy : [0,-].

Steg 2: Noder som nas direkt fran vy : a,b,d. Dessa forses med de temporira markeringarna
a:(6,v9), b:(4,v) , d:(6,v9).
Steg 3: Den minsta temporira markeringen gors permanent
b:[4,uv].

Steg 4: Noder som nés direkt frdn b : a,c,e. Nod a har redan tilldelats en temporir markering, men

eftersom viigen fran vy via b till a &r kortare, 4 + 1 = 5 < 6, sa dndras markeringen pa nod a,
a:(5,b), c¢:(7,b), e:(13,b).
Steg 5: Den minsta temporéira markeringen gors permanent
a:[5,0].

Steg 6: Noder som nas direkt fran a : e. Eftersom 5+ 9 = 14 > 13 #ndrar vi inte pa den temporira
markeringen for nod e.

Steg 7: Den minsta temporéira markeringen gors permanent
d: [6,vp].

Steg 8: Noder som nas direkt fran d : ¢,e. Vi har att 6 +3 > 7 och att 6 + 7 = 13, s& vi dndrar inga

tempordra markeringar.
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Steg 9: Minsta temporira markeringen gors permanent
c:[7,b].

Steg 10: Endast noden e nas direkt fran nod c¢. Noterar att 7 + 5 < 13, sa vi dndrar den temporira

markeringen for nod e
e:(12,¢).

Steg 11: Den enda kvarvarande temporira markeringen gors permanent

e:[12,(].

Nu kan vi pa basen av de permanenta markeringarna gora bakatanalysen: e < ¢ < b < vg. Dérmed ges

den kortaste viigen av vg, b, ¢, e och den har lingden 12.
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