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Pastdende: Givet en grupp G med undergruppen H. Definiera en
relation R pd G genom a Rb & aH = bH. Dd dr R _en ekvivalensre-

lation med ekvivalensklasserna givna av sidoklasserna, [a] = aH.
Bevis: (i) For alla a € G giller att aH = aH, sd aRa.

(i) For alla a,b € G giller att aH = bH < bH = aH,sé a Rb &
bRa.

(iii) For alla a,b,c € G giller att (aH = bH och bH = cH) =
aH = cH, s& gRb och b Rc medfor att a Rec.

Dérmed &r R en ekvivalensrelation pd G. Vidare giller for varje
a € G att [q] —{bEG aRb}—{bEG aH—bH}—aH dér den -
sista likheten ges av Lemma 27 O 7

T = e
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Anmirkning. Vi har tidigare visat att {aH : a € G} utgor en

partition av G. Detta giller alltid for méngden av ekvivalensklasser.
A ———
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Sats. (Algebra A). Om R dr en ekvivalensrelation pd mdangden X,
sd utgor ekvivalensklasserna en partition ay;'X. Omwdnt, om man har

en partition av mdngden X, sd kan man infora en ekvivalensrelation

R wvars ekvivalensklasser genererar partitionen.

Nu infér vi en viktig ekvivalensrelation, kallad G-ekvivalens, pé en

méngd X:
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Sats 28. Ldt X wara en_mdngd och G_en undergrupp av gruppen
Sym(X) av permutationer pd X. Definiera relationen ~ pd X genom
z ~ y < det finns en permutation g € G sddan att y = g(x). Dd dr

~ en_ekvivalensrelation, som kallas G-ekvivalens pi X.

Bevis: - (i) Det neutrala elementet i (G, o) ar id : X — X given av
id(z) = z for alla z € X. DA har vi att x ~ = for alla z € X och d&

ar ~ reflexiv.
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(ii) Foljande utredning visar att z ~ y = y ~ z,

z~y=>3g€G:y=gx)
=397 €G:g M) =9 (g(x)) ==

=y~T.

Analogt visas att y ~ z = z ~y. Alltsé giller z ~y <y ~ x, 58 ~

dr symmetrisk.
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(iii) Foljande implikationer pavisar transitiviteten,

(z~yochy~2)=3g,h€G:g(z) =yochh(y) ==
= hog € Goch z=(hog)(z)

=T~z
.
. 54
W W .
Darwa d ay N en &‘.‘c.\v't\‘f“~ €Nns\ ‘é,(ﬁ_-lm\b\/) e 0

0 Elementar gruppteori, v.40 7 /26



Ekvivalensklasser

{aem 19eC%
Definition. Ekvivalensklassen [z] = {y € X : © ~ y} kallas G-

ekvivalensklassen av x eller banan av .

Saledes géller det att X &r unionen av disjunkta G-ekvivalensklasser |

Exempel. (Se foreldsningsanteckningar).
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Definition. Antag att (G,0) dr en grupp av_permutationer pd en

méngd X och atté € G. Da kallas mangden
X,={z e X:g(z) =z}

fizpunktmdngden for g ¢ X. For giet z € X kallas mdangden

stab(z) = {g € G : g(z) = =}

stabilisatorn till x.
5LavULSATOTTL LiLt L
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Sats 29. stab(z) dr en undergrupp till (G,0).  ( ¥3 Vo x €X)

Bevis: Eftersom ¢ = id € stab(z) s3 &r stab(z) # 0. Tag f,g €
stab(z). D& &r f(z) = z och g(z) = =z, varfor z = g~ 1(g(z)) =
g 1(z), s& g~! € stab(z). Nu giller (f o g~%)(z) = f(g~i(z)) =

f(z) = z, 88 fog ' € stab(z). D& ger Sats 17 att stab(z) &r en

undergrupp tllerj’ o). O
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Varje delgrupp till gruppen Sym(X) av alla permutationer av en
mingd X # @ kallas en Eermutgﬁi&gsgg;pp eller en grupp av
permutationer. Lat |X | beteckna antalet element i g:s fixpunkt-

méngd X, och 1at |[93]| beteckna antalet element i G-ekvivalensklassen

av 2. Dessutom mé |stab(a:)| beteckna antalet element i stablhsa,torn
till .

Sats 30. Lét (G, o) vara en dndlig delgrupp av Sym(X). Forz € X
gdller da att

|G| = [[e]| [stab()] -
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Bevis: Sats 29 ger att .SI,M sr en undergrupp till G. Nu har vi

att
G/stab(z) = {gstab(z) : g € G},
dsr gstab(z) = {g oh:he stab@]:. Nu ger Sats 23 a,ttﬁ .!_,ﬂﬁ_rw{,‘_‘h

|G| = |G /stab(z)| [stab(z)] .
Vidare géller det att
[¢] ={y € X : 2 ~y} ={g(z) : g € G}

Vi skall visa att det finns en bijektion ¢ : G/stab(z) — [z]. Definiera
darfor ¢ for alla g € G genom '

@(gstab(z)) = g(z) .
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(i) Funktionen ¢ #r vildefinierad, ty om gstab(z) = hstab(z) ger
Lemma 27 att g € hstab(z), dvs. g = ho s dar s € stab(z). Alltsa
g9(z) = h(s(x)) = h(z), ty s(z) = z.

(ii) Funktionen ¢ #r injektiv, ty ¢(gstab(z)) = ¢(hstab(z)) =
g(z) =h(z) = (htog)(z) = (h o h)(z) =z = h~!og € stab(z).
Sitt nu s = h~tog. D& dr g = h o s, vilket medfor att gE hstab!x).
Lemma 27 ger d& att hstab(x) = gstab(z) och dérmed &r @ injektiv.

(iil) Funktionen ¢ #r surjektiv, ty antag att y € [z], dvs. = ~
y. D& finns det ett g € G sddant att y = g(z). Alltsd har vi att
o(gstab(z)) = g(m) =y, s& @ ir surjrektiv.

Dirmed &r ¢ en bijektion och |G/stab(z)| = |[z]|. D& har vi att
161 = llall stab(@)]. O
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Exempel. Lat X = {1,2,...,6} och 14t gruppen (G, o) besta av fol-
jande permutationer pd X: e = (1), f1 = (12)(3456), f2 = (35)(46)
och f3 = (12)(3654). (Se foreldsningsanteckningar). :
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Korollarium 31. Om y € [z], sd dr |stab(z)| = |stab(y)|.

Bevis: D y € [z], s8 ar [y] = [z]. Alltsa:

Istab(z)| = |GI/ll=1l = G1/1[y]l 5 Istab(y)],

Sebs 30 — ———

och korollariet &r bevisat. O

Exempel. Vi fortsitter med foregdende exempel, se foreldsningsan-

teckningarna.
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L&t oss nu allmint berikna antalet olika G—ekv1valenskla,sser_£(_)r

en given permutationsgrupp G pa en mangd X

Varje G-ekvivalensklass utgor en delmangd av X vars element 1nte
kan ursklllas under grupp(r)preratloner och fohakthgen ar»a,ntalet G-
ckvivalensklasser exakt antalet skiljbara, olika typer av obJekt i X

Antalet olika G-ekvivalensklasser g@vﬁdBums@es sats. (Wllham
Burnside 1852-1927).
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Sats 32. (Burnsides sats). Ldt (G,0) vara en dndlig delgrupp av
b=k
Sym(X). Litk beteckna gntalet olika G-ekvivalensklasser. Dd géller

(.4 %
ZI | (= l“n(&n
|G’f o \ el Z: Stale( .)t/

€eG
g xex
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2

Bevis: Lat n_=_antalet par (9,7) € G x X med g(z) = z. Da
X, ={z € X : g(z) =z}, far vi att '

”:Z|Xg|-

geG

Emedan stab(z) = {g € G : g(z) = «}, géller det att

n=Y |stab(z)|.

z€X

Nu far vi med stod av Korollarium 31 och Sats 30 att

v
Y Istab(z)] = |[y]| Istab(y)] £ Gl (*)

z€[y]
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Alltsa om [y1], ..., [yx] &r de k olika G-ekvivalensklasserna, s& erhalls

att i) 'L o

O — (€]
S Xl =n="_ Istab(@)| = Y [stab(z)+...+ Z |stab(z |—lc|G|,
geG z€X z€[y1] z€[yk]

dar den sista likheten foljer med stod av (), varfor vi erhéller k =
|_é| EQGG |Xg| -0
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L&t en rymdfigur i R3, t.ex. en kub, vara given och betrakta alla

rotationer av rymdfiguren kring olika symmetriaxlar. Méangden av

alla sddana rotationer som overfor rymdfiguren pa sig sjilv bildar

en grupp, dvs. vi fir gruppen bestdende av rotationssymmetrier av

rymdfiguren.
R e
L&t oss betrakta ett exempel i form av en regulér tetraeder i R3.

Exempel. (Se foreldsningsanteckningar).
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Exempel. Antag att vi vill tillverka ID-kort utav plastkvadrater
som &r markerade med ett 3 X 3 rutnét péd béda sidorna av korten

och stansade med tva hél, sdsom i foljande figur: (Se foreldsningsan-

teckningar)

Emedan det finns 9 légen och 2 hal, s 4r antalet satt att stansa

9 9! 9.8
@*'ﬂ‘z‘ﬁ?*%-

Vi kommer att hinvisa till dessa som konfigurationer. Notera att
man inte kan skilja pa alla konﬁgﬁrationér, ty korten kan roteras och

speglas.

hélen
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Den grupp G som opererar hir dr diedergruppen D,, med n = 4,

som bestér av symmetrierna av kvadraten.

Vi méste betrakta D4 opererande pé méngden X som bestar av 36

konfigurationer istéllet for de fyra hornen, dvs. vi har 8 permutatio-

ner av dessa 36 konfigurationer. D& &r antalet G-ekvivalensklasser

pé X exakt antalet skiljbara olika identitetskort.

Vi anvinder Burnsides sats. For var och en av de 8 symmetrierna g
behover vi endast berdkna | X[, dvs. antalet konfigurationer fixerade
av g.

Exempelvis gélg #r rotation med 180 grader har vi fyra fixerade

konfigurationer: (Se forelasningsanteckningar)

L&t oss forst borja med att skriva ut de 8 permutationerna: (Se

foreldsningsanteckningar).
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Nu ger Burnsides sats att
1
k:—ZIXhI— Z(36 0+ 440+6+646+6)=064/8=8,

s& vi har 8 olika ID-kort.

Det &r klart att i detta speciella fall skulle det inte vara alltfor svart.
att bestimma de &tta korten genom forssk och misstag. Men i mera
allménna situationer och vid 16sning av problem gillande symmetri

dr Sats 32 ytterst anvindbar. Ddrom mera i fsljande avsnitt.
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