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§ 1. Tals delbarhet och upplosning i faktorer

1.1 Valordnings- och induktionsprincipen

Talteorin har uppstatt ur studiet av de hela talens egenskaper. Fortfarande utgdr teorin for de
hela talen en central del av talteorin. Vi kommer darfor i foreliggande grundkurs huvudsakligen att
uppehalla oss vid denna del av talteorin, vil medvetna om att talteorin i modern tid har expanderat
i flera olika riktningar, vilka inte fir rum i en elementir kurs som denna. Talteorin har under senare
ar fatt manga nya tillimpningar, t.ex. inom datatekniken och kryptografin. En sadan tillimpning

kommer att behandlas i denna kurs (§ 7).

Vi uppfattar i denna kurs de hela talen 0, +1, +2, ... som en del av de reella talens mingd R,

vars axiomsystem har behandlats i andra kurser (se t.ex. [1]). Darfér introduceras inte de hela

talen axiomatiskt i denna kurs. (Ett axiomsystem for de hela talen har getts bl.a. av den italienske
matematikern Peano, 1858-1932). De hela talens mingd betecknas i denna kurs med Z. Delmingd
av Z &r de positiva (resp. negativa) talens mingd Z, = {1,2,3,.. .} (resp. Z_ = {-1,-2,-3,...}).

Vi skall i detta avsnitt pAminna om tva viktiga egenskaper hos de hela talens mangd, vilka ofta
kommer till anvindning i det féljande. Den forsta egenskapen ar

Valordningsprincipen. Varje uppat (nedat) begrinsad mingd av hela tal har ett storsta
(minsta) tal. (Se t.ex. (1], lemma 1.3).

Ett specialfall av vilordningsprincipen ir
Sats 1.1. Varje méingd av positiva heltal har ett minsta tal,

Det forutsittes givetvis saval i valordningsprincipen som i sats 1.1 att de betraktade maingderna

ar icke-tomma. Den andra egenskapen, som ofta kommer till anvindning i bevis, ir den vilkinda

Induktionsprincipen. Lit H vara en mingd av positiva heltal, som innehdller talet 1. D4
giller: Om n € H medfor att n+ 1 € H, s4 omfattar H alla positiva heltal.

Bevis: Antag som antites att H inte omfattar alla positiva heltal. Mangden § = Z, \ H ir da
icke:tom. Enligt sats 1.1 har den ett minsta tal n > 1. Talet n — 1 tillhér di H. Enligt satsens
antagande giller att n = (n — 1)+ 1 € H, vilket strider mot att n € S. Detta visar att H = Z,. O

=

!
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Induktionsprincipen kallas stundom ”fullstindig induktion”. Den anvindes vanligen i bevisfér-
ing pa foljande sdtt: Man vill visa att ett visst pastiende P (t.ex. en formel) giller for alla positiva
heltal n. Man visar da att P gﬁllér for talet 1 och att P(n) = P(n+1). (Med P(n) avses att P
géller for talet n). Induktionsprincipen visar da att P giller for alla positiva heltal. En variant av

induktionsprincipen ar

Sats 1.2. Lat H vara en mingd av positiva heltal, som innehaller talet 1. D3 galler: Om
1,2,3,...,k € H medfor att k + 1 € H, si omfattar H alla positiva heltal.

Bevis: Lat T beteckna mangden av alla positiva heltal n, sidana att 1,2,...,n € H. Det ar
klart att T C H och att 1 € T. Vidare giller enligt satsens antagande att k € T = k +1 € 7.
Induktionsprincipen ger att T' = Z, och siledes dven H = Z,. 0

1.2 Tals delbarhet

I fortsittningen anvander vi stundom, sivida missforstand ej kan uppsta, bendmuningen "tal”, da
vi avser hela tal. Till de grundliggande begreppen i talteorin hor begreppet delbarhet. Vi ger
foljande

Definition: Lat a och b vara hela tal. Vi sager att a delar b (eller att b ir delbart eller divisibelt
med a), om det existerar ett sidant heltal ¢, att b = ac. Talet a siges da utgora en divisor (faktor)
1 b. Vi siger ocksa att b utgdr en multipel av a. Att a delar b betecknas a | b. I motsatt fall skriver
vi a tb.

Exempelvis giller att 6 | 18, 5 | 30, —4 | —~8 och 17 | 0. Talen +1 utgér divisorer i alla hela
tal. Varje heltal n (# 0) har talen +n och +1 som divisorer. Talet 0 ir delbart med varje heltal.

Négra enkla egenskaper rorande tals delbarhet finns sammanstillda i féljande sats.

Sats 1.3. Lét a, b, ¢, d vara hela tal. D3 giller:

(2) albAblc=>alc
(b) alb=a|bc
(c) albAc|d= ac|bd.

Bevisen for dessa egenskaper foljer omedelbart ur definitionen ovan och éverlimnas &t lisaren.

Av ovanstaende definition foljer dven

Sats 1.4. Om heltalen a;, ay, ..., a, 4r delbara med heltalet b, sa ar 4ven deras summa

a1 +ay+ -+ a, delbar med b.




D4 denna sats kombineras med sats 1.3 (b), fas

Kor. 1.4. Om heltalen ay, a3, ..., an alla ar delbara med heltalet b, sd ir dven summan

kiay + k2ag + ++ - + knay, delbar med b (k; € Z).
Daremot giller:

Sats 1.5. Om av talen a1, a3, ..., ¢, alla utom ett ir delbara med talet b, s ir summan

a; + ag + + -+ + a,, inte delbar med b.

Bevis: Antag att b t ai, medan b | a; for ¢ # k. Enligt sats 1.4 r summan E#k a; delbar
med b. Vore nu E:;l a; delbar med b, sa vore enligt kor. 1.4 aven ax = E?=1 a; — }:#k a; delbar

med b i strid med antagandet. Detta bevisar pastiendet. [

Innan vi gar vidare i teorin for tals delbarhet, skall vi inféra en beteckning, som visat sig vara
mycket praktisk i dylika sammanhang. Lt z vara ett godtyckligt reellt tal. Med [z] avses det
storsta hela talet, som ar < z. Vi kallar [z] heltalsdelen av z. Exempelvis giller att [2,4] = 2,
[-3,6] = —4, [6] = 6 och [-6] = —6. Allmént géller:

(1.1) z—-1<[z] <z

Nir ett positivt heltal a divideras med ett annat positivt heltal b, finns det som bekant tva
mdjligheter: 1) Divisionen gar inte jimnt upp, varvid vi fr en heltalskvot ¢ och en divisionsrest r,
som uppfyller olikheten 0 < 7 < b. 2) Divisionen gar jimnt upp, i vilket fall resten 7 = 0. I bagge
fallen giller att a = bg + 7. Denna formel gir under namn av divisionsalgoritmen. Vi formulerar

den i foljande sats, dar vi tilliter att a ar ett godtyckligt heltal.

Sats 1.6. (Divisionsalgoritmen). Om a och b ir hela tal med b > 0, sd existerar det entydigt

bestimda hela tal q¢ och v, sddana att a = bg+ 1 och 0 < 7 < b.

Bevis: Sitt ¢ = [a/b] och r = a — bla/b]. Da ar a = bg + r. Ur formel (1.1) foljer att
(afb) =1 < [a/b] < afb. Multiplikation med b ger: a — b < bla/b] < a. Hérur fis genom
omflyttning av termerna: —a < —b[a/b] < b — a. D4 a adderas till alla tre leden, fas slutligen:
0 < a-—bla/b] < b, dvs. 0 < r < b. Fér att visa att ¢ och r ir entydigt bestimda, antar vi att vi
skulle ha tva framstillningar a = bg; + 7 ocha =bgz + 2 med 0 <1y < boch 0 <y < b. Genom
subtraktion fis 0 = b(q; — g2) + (r1 — 72), som ger 2 — 71 = b(q1 — q2). Detta visar att b utgor en
divisor i 74 — ry. A andra sidan &r |ry — 71| < b, varav framgar att r; — 7; = 0, dvs. 71 = 73. Ur
ekvationen ry — 71 = b(q; — ¢2) foljer nu omedelbart att g; = ¢;. Talen g och r &r alltsd entydigt
bestimda. [J -

Som en tillimpning av sats 1.6 viljer vi @ = 1028, b = 34. Da 4r ¢ = [1028/34] = 30 och
r = 1028—34-30 = 8. Med a = —380, b = 75 far viq = [-380/75] = —6ochr = —380—75(—6) = 70.
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1.3 Primtal

Talet 1 har endast en positiv divisor, nimligen 1. Alla ovriga positiva heltal n har atminstone tvi
positiva divisorer 1 och n. Sidana positiva heltal, som har exakt tvi positiva divisorer, spelar en
stor roll i talteorin; de kallas primtal. Allts3 giller:

Definition: Ett heltal n > 1, som inte ir delbart med nagra andra positiva heltal in 1 och n,
kallas primtal. Alla 6vriga heltal n > 1 kallas sammansatta.

Talet 1 ir salunda varken primtal eller sammansatt. De forsta primtalen ir 2, 3, 5, 7,11, ...
Varje sammansatt tal n kan skrivas i formen n = ab, dar a och b ir heltal med egenskapen 1 < a < n
och 1 < b < n. Primtalens betydelse ligger dari, att de s.a.s. utgor "byggstenar” i de sammansatta
talen. Det visar sig nimligen att varje sammansatt tal kan skrivas som en produkt av primtal.

I sjalva verket galler:
Sats 1.7. Varje heltal n > 1 kan skrivas som en produkt av primtal.

Bevis: Antag som antites att det existerar nigot heltal n > 1, som inte utgér produkt av
primtal. Lit H beteckna mingden av alla dylika heltal. H har da enligt sats 1.1 ett minsta
element m. Talet m kan inte vara ett primtal, ty i si fall vore det Ju en produkt av primtal
(ndmligen talet sjilvt). Alltsd ir m sammansatt. Antag t.ex. att m = ab, dir 1 < a < m och
1 < b < m. Men di a och b ir mindre &n m, maste de enligt m:s definition vara en produkt av
primtal. Da blir 4ven m = @b en produkt av primtal, vilket strider mot att m € H. Saledes ar
antitesen falsk och satsen riktig. O

Observera att sats 1.7 inte garanterar att primtalsuppdelningen av talet n ir entydig. Senare
skall vi dock visa att primtalssdnderdelningen faktiskt ir entydig (sats 3.10).

Finns det oandligt manga primtal? Frigan besvarades jakande redan av Euklides (ca 300 {.Kr.)
i hans berémda verk Elementa (sats 20 i bok IX). Saledes géller:

Sats 1.8. Det existerar oindligt manga primtal.

Bevis: Tag ett godtyckligt primtal p och bilda talet n = (2-3-5. -+p) + 1, dir talet inom
parentesen utgér produkten av alla primtal t.o.m. talet p. Talet n ar enligt sats 1.5 inte delbart
med négot av primtalen 2, 3, 5, ..., p. Men enligt sats 1.7 innehaller n nagon primtalsfaktor g.
Saledes ir ¢ > p. Till varje primtal p existerar alltsa ett stérre primtal g, vilket visar att antalet
primtal ir odndligt. [ -

Pi grund av sats 1.8 kan vi i heltalsféljden 1, 2, 3, ... finna godtyckligt stora primtal.
A andra sidan kan man konstruera godtyckligt langa rickor av P& varandra foljande heltal, som
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saknar primtal. Lat nimligen n vara ett godtyckligt positivt heltal. Vi betraktar da talféljden
tg, t3, ey tn+l, dar
t,=(n+D!4+v (v=2,3,...,n %+ 1).

Talet ¢, ar delbart med v for v = 2,3,...,n+ 1 (sats 1.4). De n pa varandra foljande heltalen
12, 3, .+ ., tn41 ar alltsd alla sammansatta.

1.4 Eratosthenes sall

Hur skall man finna alla primtal i ett visst intervall [m, n], om man inte har tillging till en prim-
talstabell? For detta &ndamaél existerar en enkel (men arbetsdryg) metod kallad Eratosthenes sdll.
Metoden gar helt enkelt ut pa att man stryker alla sammansatta tal i intervallet. Detta tillgar sa,
att man frst stryker alla tal delbara med 2 (utom talet 2 sjilvt om det tillhor intervallet). Darefter
stryker man i tur och ordning alla tal delbara med primtalen 3, 5, 7, 11, ... (utom dessa tal sjilva).
Sedan man sdlunda strukit de heltaliga multiplerna av alla primtal < V/n, aterstir primtalen i
intervallet [m,n]. Varfor behdver man endast stryka multipler av primtal < ./n? Svaret framgir
av foljande

Lemma 1.8. Om talet n ir sammansatt, har det sikert nigon primtalsfaktor, som ir < \/n.

Bevis: Ddn = abmed 1 < a < n, 1< b < n, miste antingen a eller b vara < y/n. Vore
ndmligen a > /n och b > v/n, si vore ab > n, vilket ir omdjligt. Antag t.ex. att a < V. Talet a
har enligt sats 1.7 nigon primtalsfaktor p < a. S3ledes har n négon primtalsfaktor p < \/n. O

Metoden att bestimma alla primtal i intervallet [m,n] med Eratosthenes sall ir mycket ar-
betskrivande fér stora virden pa m och n. Med lampliga modifikationer av metoden ifriga kan
man dock nedbringa arbetet avsevirt. Sedan datorer har tagits i anvandning for dylika berik-
ningar, har man kunnat uppritta mycket omfattande primtalstabeller. Som exempel kan nimnas
att C.L. Baker och F.J. Gruenberger ir 1959 utgav en primtalstabell éver alla primtal < 104395289.
Tabellen innehaller exakt sex miljoner primtal. P& sid. 98 i slutet av detta kompendium finns en
tabell 6ver alla primtal < 3331.

Ovningsuppgifter

Uppgift 1.1 Bestim talen ¢ och 7 i divisionsalgoritmen, dé a) a = 406, b = 30, b) a = —631,
b= 28.

Uppgift 1.2 Lit a och b vara hela tal med a > 0, b #0. Visaatt a|b=>a < [b].

— — [
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Uppgift 1.3 Visa att av n pa varandra foljande heltal a + 1, a+ 2, ..., a+n (a € Z) exakt ett ar

divisibelt med n.
Uppgift 1.4 Visa att talet a® — a alltid ar delbart med 3, da a ir ett heltal.

Uppgift 1.5 Lat = och y vara godtyckliga reella tal, som i fallet (b) nedan ar > 0. Visa att

(a) [z+9y]2>[z]+][y]
(b) [zy] > [=][y]

Uppgift 1.6 Bestim [z] + [—2] for godtyckligt reellt z.

Uppgift 1.7 Ge ett annat bevis for divisionsalgoritmen genom att utnyttja vilordningsprincipen.
(Ledning: Betrakta méngden av alla tal av formen a — bq, dir ¢ genomldper alla heltal. Visa att

det i denna mingd finns tal > 0 och 1at 7 vara det minsta av dem).

Uppgift 1.8 Divisionsalgoritmens rest r kallas den minsta positiva resten, da heltalet a divideras
med heltalet b > 0. Visa att man kan bilda en alternativ divisionsalgoritm a = bg + r med
en heltalskvot ¢ och en rest r, som uppfyller olikheten |r| < b/2. Denna rest kallas den minsta

absoluta resten.

Uppgift 1.9 Lit n vara ett sammansatt tal och 1t p vara den minsta primtalsfaktorn i talet n.
Visa att om p > /7, s& ar n/p ett primtal.

Uppgift 1.10 Bestim alla primtal i intervallet [100,200] med Eratosthenes sall.




§ 2. Primtalens fordelning
2.1 Primtalssatsen
Nir man studerar hur primtalen fordelar sig i heltalsfljden 1, 2, 3, ..., marker man snart att

de upptrader timligen oregelbundet. Raknar man t.ex. antalet primtal i de lika langa intervallen
[1,100], [101,200}, ..., [901,1000], finner man f6ljande vérden: 25, 21, 16, 16, 17, 14, 16, 14, 15, 14.
Nigon lagbundenhet kan man knappast utldsa ur denna talserie. Talen tycks dock ha en tendens
att minska ju lingre fram i serien man gar. Denna tendens blir mera markant, om vi anger antalet
primtal i de lika linga intervallen [1,1000}, {1601,2000], ..., [9001,10000]. Dessa antal ar: 168, 135,
127, 120, 119, 114, 117, 107, 110, 112. Det ir uppenbart att primtalstitheten minskar ju langre
fram i heltalsfoljden 1, 2, 3, ... vi gar. Detta beror pi att sannolikheten att ett pd mafd valt
heltal 7 skall vara sammansatt vixer med n, eftersom antalet primtal < /n da &dven tilltar.

Fragan om primtalens fordelning skulle vara definitivt 16st, om man kunde finna nagon enkel for-

mel, som anger antalet primtal < ett givet reellt tal z. Man brukar beteckna detta antal med 7(z). !

Tyvarr har man emellertid inte lyckats finna nagot enkelt analytiskt uttryck for 7(z). Den enklaste
(men samtidigt mest riknekrivande) formeln hérror fran Legendre (1752-1833). Denna formel ar
av rekursionstyp och forutsitter att man kinner m(,/z) samt alla primtal < 1/z, nir man skall be-
rikna r(z). Legendres formel innehller endast de fyra enkla riknesitten. Andra formler for n(z),

som ar betydligt mera komplicerade men béttre lampade for numerisk rakning, existerar ocksa. Da

man silunda inte har nagon enkel formel fér 7(z), har man forsokt finna enkla analytiska uttryck,

som approximerar 7(z). Genom att studera primtalstabeller fann Legendre och Gauf (1777-1855),
att funktionerna s g
T .
f(z)= Tog 7 resp. li(z) = | Togt
ir goda approximationer for m(z) for stora virden pa z. Funktionen li kallas integrallogaritmen.
Det galler visserligen inte att 7(z) — f(z) och m(z) —1li(z) gir mot noll ndr z — co. Gauf formodade
daremot att kvoterna w(z) : f(2) och 7(z) : li(z) nirmar sig talet 1 nir £ — oo, dvs. att f(z) och

li(z) 4r goda relativa approximationer av w(z) for stora virden pa z. Han lyckades dock inte bevisa

sin hypotes. Tchebycheff visade omkring &r 1850 att om ovannidmnda kvoter har ett grinsvarde
nir ¢ — o0, sa ar detta gringvﬁrde = 1. Han visade aven att olikheten

7 =z 7r(z)<9 T
8 logz

8 logz <
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giller for alla tillrackligt stora virden pa z. Fragan lostes definitivt ir 1896, d& Hadamard och

de la Vallée-Poussin oberoende av varandra bevisade den s.k.

Sats 2.1. (Primtalssatsen).

ler%o m(z) : lozz =1 B

Satsen galler aven om ];:’5’—; utbytes mot integrallogaritmen. Hadamard och de la Vallée-Poussin
anvinde funktionsteoretiska hjalpmedel i sina bevis. Ar 1948 lyckades norrmannen Atle Selberg

finna ett elementart (men ingalunda enkelt) bevis for primtalssatsen.

For att visa hur och li(z) approximerar (z) anfor vi hir nedan en tabell Gver dessa

z
log =

funktioner jamte kvoterna m(z) : 1o¢

log =

och 7(z) : li(z). Av tabellen framgar att li(z) i regel ar en

bittre approximation av m(z) an . AV tabellen kunde man forledas att tro att 37 < 7(z)
och li(z) > m(z) for alla varden pa z. Sa ir dock inte fallet. Den forra olikheten galler for z > 11,
medan Littlewood har visat att differensen li(z) — w(z) 4r bade positiv och negativ foér odndligt
manga virden pa z. Teckenbytena tycks dock intraffa for mycket stora viarden pa z. Exempelvis

har H.J.J. te Riele visat ar 1986 att ett teckenbyte sikert intriffar for nagot £ < 6,69 - 10370,

x x(x) xllog x | w()/—= li (x) GO/l (x)
log x
10° 168 144.8 1.160 178 | 0.9438202
104 1229 1085.7 1.132 1246 | 0.9863563
10° 9592 8685.9 1.104 9630 | 0.9960540
108 78498 72382.4 1.085 78628 |  0.9983466
107 664579 620420.7 1.071 664918 |  0.9998944
108 5761455 5428681.0 1.061 5762209 | 0.9998691
10° 50847534 48254942 .4 1.054 50849235 | 0.9999665
100 455052517 | 434294481.9 1.048 455055614 | 0.9999932
10" 411805443t 3948131663.7 1.043 4118165401 | 0.9999731
102 | 37607912018 | 36191206825.3 1.039 37607950281 |  0.9999990
10'3 | 346065535898 | 33407267837.1 1.036 | 346065645810 |  0.9999997
/1 - o
— 213 Tabell 1. Approximationer av 7(z).




2.2 Riemanns (-funktion

Primtalens fordelning har ett nira samband med en analytisk funktion, kallad Riemanns (-funktion.
Den definieras for reellt s > 1 genom den oindliga serien

1
(2.1) )=y —.

ns
n=1

Genom analytisk fortsittning kan definitionen utstrackas till alla komplexa s = ¢ + i utom s = 1,
dir funktionen har en enkel pol. Det visar sig att (-funktionen har nollstillen i punkterna
s = —2,—4,—6,... Dessa kallas triviala nollstillen. Alla 6vriga nollstallen ligger i parallellstrimian
0 < 0 < 1. Dessa ar oandligt manga och kallas icke-triviala. Riemanns hypotes, som dnnu (1991)
ar obevisad, utsager att alla icke-triviala nollstillen ligger pa rita linjen o = -;- Om man ordnar
de icke-triviala nollstillena efter storleken pa deras imaginara del, sa har man med superdatorer
kunnat visa, att de 41 miljarder forsta nollstillena alla ligger pa linjen o = % Det forefaller alltsa
mycket troligt att Riemanns hypotes ar sann.
Sambandet mellan Riemanns (-funktion och primtalen framgar av Eulers identitet

1
h=

dér den oandliga produkten utstrackes éver alla primtal p. Detta samband utnyttjades av Hadamard
och de la Vallée-Poussin i beviset av primtalssatsen. Manga 6ppna fragor i teorin for primtalens
fordelning skulle kunna avgoras, om man kunde bevisa Riemanns hypotes. Ett dylikt resultat ar
t.ex. foljande: Om Riemanns hypotes ar sann, sa ar |7(z) — li(z)| < ¢y/zlogz, dir ¢ ar en lampligt

vald konstant.

2.3 Andra fragor rorande primtal

Heltalsrackan 1, 2, 3, ... innehaller som bekant odndligt manga primtal (sats 1.8). Eftersom
alla primtal utom talet 2 ir udda, innehaller dven foljden 1, 3, 5, ... odndligt manga primtal.
Déremot innehaller foljden 2, 4, 6, ... endast primtalet 2. Ovanstdende talrickor ir exempel pd

s.k. aritmetiska foljder (rdckor), vilka som bekant karakteriseras av att differensen mellan tva pa

varandra f6ljande tal i rackan ar konstant. Betrakta nu en godtycklig aritmetisk heltalsfoljd (an+b),
dirn =0,1,2,... (a,b € Z). Vikan hirvid antaatt > 1,0 < b < a. Om ¢ och b har en gemensam
divisor d > 1, utgér d en divisor i samtliga tal i féljden (sats 1.4). Talféljden kan d& pa sin hojd
innehalla endast ett primtal. Ett nédvandigt villkor f6r att foljden skall innehalla odndligt manga
primtal ar alltsd att a och b saknar gemensamma, divisorer d > 1. Ar detta villkor dven tillrickligt?
Legendre trodde sig ha funnit ett bevis for att sd ar fallet, men det visade sig vara felaktigt. Ett
korrekt bevis gavs forsta gangen av Dirichlet (1837). Saledes galler:
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Sats 2.2. Lt a och b vara heltal utan gemensam divisor d > 1, sidana atta > 1,0< b < a.
D4 finns det oindligt manga primtal p av formen p = an+b (n = 0,1,2,...).

Beviset for denna sats ar ratt komplicerat och kan inte aterges hir, Fér vissa aritmetiska rackor
kan man dock pdvisa satsen med elementéira metoder (se t.ex. Svningsuppgift 2.4). Av sats 2.2 foljer
t.ex. att det finns odndligt manga primtal som slutar pa 33333. Alla tal som slutar pa 33333 ir
nimligen av formen 1000007 + 33333 (n = 0,1,2,...), och talen ¢ = 100000, b = 33333 saknar
gemensamma divisorer d > 1. Som exempel pa dylika primtal kan nimnas 733333, 1133333 och
2633333. '

En annan fraga rérande primtalens fordelning giller de s.k. primtalstvillingarna. Med en prim-
talstvilling avses ett par (p,p + 2) av primtal, vars differens = 2. Sidana par ir t.ex. (3,5), (5,7),
(11,13) os.v. Man kan timligen litt visa att alla primtalstvillingar utom (3,5) ir av formen
(6n ~1,6n + 1) (n = 1,2,3,...). (Se Gvningsuppgift 2.3). Det ar innu inte klarlagt, huruvida
antalet primtalstvillingar ar dndligt eller oandligt. Mycket tyder pa att det ar odndligt. Man har

visserligen lyckats visa, att summan av primtalstvillingarnas inversa virden
1 1 1 1 1 1
G tGrp+E+t+
ar dndlig, men detta siger ingenting om antalet primtalstvillingar. I detta sammanhang kan nimnas -
att serien Z( ») 1;, som bildas av primtalens inversa varden, ir divergent. Detta ger ett nytt bevis

for att antalet primtal ir oandligt.
En tysk matematiker, Christian Goldbach, uppstallde ar 1742 foljande postulat:

1. Varje jamnt tal > 6 kan framstdllas som en summa av tvd udda primtal.

2. Varje udda tal > 9 kan framstillas som en summa av tre udda primtal.

Man ser latt att det andra pastaendet foljer ur det forsta. Lat nimligen n vara ett udda tal > 9.
D& r n—3 ett jamnt tal > 6, som enligt pistiende 1 kan skrivas i formen n—3 = p+ g, dar poch ¢
ar udda primtal. Alltsa ir n = 3+p+q en summa av tre udda primtal. Problemet ir att ingen dnnu
har lyckats bevisa Goldbachs forsta postulat. Det har dirfor fitt namnet Goldbachs formodan.
Den finlindske matematikern Nils Pipping (professor vid Abo Akademi 1930-1953) verifierade
genom direkt utrikning att Goldbachs formodan ar riktig fér alla jamna tal < 100000. Senare har
man med datorers hjilp utstrackt verifikationen upp till 100 miljoner. Den ryske matematikern
IM. Vinogradov visade &r 1937 att Goldbachs andra postulat giller for alla tillrackligt stora udda
tal (oberoende av om Goldbachs formodan ar riktig eller ej).

Ett problem, som linge intresserat matematikerna, ir frigan om det existerar nagon "enkel]”
funktion, som producerar enbart primtal for heltaliga argumentvirden. Nirmast till hands ligger
d& polynom med heltaliga koefficienter. Som exempel kan nimnas polynomet z? — z + 41, som

framstaller primtal for =z = 0,41,+2,...,+39 och 40. Nu fragas: Finns det nagot polynom, som

framstéller enbart primtal for alla heltaliga argumentvirden? Ifrdga om polynom i en variabel
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i1 svaret nekande. Man kan nimligen latt visa, att ett polynom P(m) med heltaliga koefficienter
inte kan framstilla enbart primtal for alla heltalsvirden pa z stérre an négon nagon limpligt vald
konstant (se t.ex. sats 31 i [2]). Vad flervariabelspolynom betraffar var problemet linge oldst.
Fragan fick sin 18sning ar 1970 som en foljd av att den ryske matematikern Yuri Matijasevic
16ste Hilberts tionde problem (vilket egentligen handlade om diofantiska ekvationer). Som en
biprodukt av denna 16sning foljer némligen att det existerar polynom i flera variabler med.heltahgav
koefficienter, vilkas positiva funktionsvirden utgér exakt méngden av alla primtal. Det dréjde dock
snda till 4r 1977, innan man lyckades explicit konstruera ett dylikt polynom. Detta polynom har

26 variabler och ir av 25:te graden.

Ovningsuppgifter
Uppgift 2.1 Visa att primtalstitheten 1(5:52 i intervallet [0,z] gar mot noll nar z — oo.
Uppgift 2.2 Enligt Rosser [3] giller foljande uppskattning av x(z) for z > 59

2 (101 ) cn(e) < == (142
logz 2logz log z 2logz /-

Hirled p3 basen hirav en undre och en évre grans for det relativa felet

™(2) ~ rgz

m(z)

nir (z) uppskattas med ==, samt visa att detta fel gar mot noll nar z — oo.

Uppgift 2.3 Visa att alla primtal utom talen 2 och 3 r av formen 6n + 1 (n=1,2,3,...). Hirav
f5ljer bl.a. att alla primtalstvillingar utom (3,5) ar av formen (6n — 1,6n + 1) (n=1,2,3,...).

Uppgift 2.4 Visa att det finns oandligt manga primtal av formen 6n—1 (n=1,2,3,...). (Ledning:
L&t p vara ett godtyckligt primtal av formen p = 6n — 1 samt bilda talet V = (2-3-5-7---p)—1,
dir talet inom parentes utgér produkten av alla primtal till och med talet p. Visa med samma

metod som i beviset av sats 1.8 att det finns ett primtal ¢ > p av formen ¢ = 6m — 1).
Uppgift 2.5 Visa att om talet 2 — 1 ar ett primtal, sa ar aven n ett primtal.

Uppgift 2.6 En taltrippel av formen (p,p + 2,p + 4) kallas en primtalstrilling, om alla tre talen i
trippeln r primtal. Visa att det inte finns nigra andra primtalstrillingar &n (3,5,7).
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§ 3. Storsta gemensamma divisorn. Talteorins fundamentalsats

3.1 Storsta gemensamma divisorn

Lat a4, ag, ..., a, vara hela tal, icke alla = 0. Talen +1 utgdr uppenbarligen gemensamma divisorer
till alla dessa tal. I den man andra gemensamma divisorer existerar, kan ingen av dem GSverstiga
min{|a;| : a; # 0}. Det finns alltsa enligt vilordningsprincipen en stérsta gemensam divisor (st.g.d.)
d > 1. Vi infor beteckningen

(3.1) d = (a1,ay,...,a,).

Om d = 1, sager vi att talen ay, a3, . . ., an, ar relativt prima (primiska). Om (a;,a;) = 1 {or alla olika
it och j, siger vi att talen ay, ay, ..., a, ar parvis relativt prima (primiska). Salunda ar t.ex. talen
8, 9, 10, 12 relativt prima, medan talen 5, 8, 9, 11 ar parvis relativt prima. Tal som ar parvis
relativt prima, ar sjilvfallet dven relativt prima.

Utover definitionen finns det andra sdtt att karakterisera den storsta gemensamma divisorn.
Vi skall i det foljande ge ett par sadana karakteriseringar. Lat ay, aq, ..., a, fortfarande beteckna
hela tal, icke alla = 0. Ett uttryck av formen

myay + maaz + -+ + Mypaq,

dar mq, my, ..., m, ar hela tal, kallas en linjarkombination av talen aq, ay, ..., a,. Ma L beteckna
mangden av alla linjirkombinationer av dessa tal. Méingden L innehdller sikert nagot positivt
heltal. (Ty om t.ex. a)x # 0, s& betraktar vi de tva linjirkombinationer, dir alla m; = 0 utom my,
som vi satter = £1. Vi far da linjirkombinationerna +ay, av vilka den ena > 0). Mingden av
positiva linjirkombinationer har enligt sats 1.1 ett minsta tal d. Saledes

(3.2) d=myay + moay + - + mpa,

f6r 1ampligt valda heltal my, my, ..., m,. Vi pastdr nu att d = (a;,az,...,a,). Enligt divisions-
algoritmen kan vi skriva

a; = dgy + 71,
dér 0 < ry < d. Detta ger med beaktande av (3.2)

ry = a1 —dg = a1(1 — g1m1) — ¢1(maag + - - + mpan).
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Harav framgar att ry utgor en linjarkombination av ay, as, ..., @n,dvs. 1 € L. DA0< r, < d
och d ar det minsta positiva talet i L, ser vi att 7y = 0. Detta visar att d ar en divisor i a;. P3
samma satt inses att d ar en divisor i ag, a3, ..., a,. Talet d 4r m.a.0. en gemensam divisor till talen
ai, az, ..., @n. Lat nu do vara en godtycklig gemensam divisor till dessa tal. Av (3.2) framgir da
att do dven ar divisor i talet d (kor. 1.4). Harav sluter vi att d ir den storsta gemensamma divisorn

till talen ay, ag, ..., a,. Dirmed har vi bevisat -

Sats 3.1. Den storsta gemensamma divisorn till de hela talen ay, ay, ..., a, (icke alla = 0) ir

det minsta positiva heltalet d, som kan skrivas i formen
d=mya; + mgay + -+ -+ muay,
dir my, ma, ..., my, ar hela tal.

Kor. 3.1. Om d = (ay,a,...,ay), 53 existerar det hela tal my, my, ..., m,, sddana att d kan
skrivas i formen
(33) d:m1a1 + moag +-~-+mnan.

I det speciella fall att d = 1 far vi

Sats 3.2. Om talen aj, ay, ..., ay &r relativt prima, sa finns det hela tal my, mq, ..., m,,
sadana att
(3.4) 1 =miay + meag + -+« + Mpan.

Ett annat satt att karakterisera st.g.d. ges av f6ljande sats.

Sats 3.3. Det positiva heltalet d ar stérsta gemensamma divisorn till talen a4, ay, ..., a,, om

och endast om féljande villkor ir uppfyllda:

(a) d ar en gemensam divisor till talen ay, ay, ..., Gn.

(b) d ar delbar med alla gemensamma divisorer till talen a,, ay, ..., ay.

Bevis: Antag forst att d = (ay,az2,...,a,). Det ir da klart att (a) giller. Om dp ir en

godtycklig gemensam divisor till talen a;, as, ..., a,, sa ar do aven divisor i d pa grund av fram-
stallningen (3.3). Alltsa galler (b). Omvint, om (a) och (b) giller, s3 ir d uppenbarligen den
storsta gemensamma divisorn till talen aq, ajy, ..., a,. 0

Naégra enkla egenskaper hos storsta gemensamma divisorn finns sammanstéllda i féljande sats.

Sats 3.4. Lat a, b, ¢, k, a4, ag, ..., a, vara hela tal med ¢ > 0. Da galler:
(3.5) (a,b) = (a + kb,b)
(3.6) (cay,caq,...,cay) = c(ai,as,...,an)
(3.7) d=(a,b) = (a/d,b/d) = 1.
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Bevis: Varje gemensam divisor till @ och b dr dven en gemensam divisor till a + kb och b.
Omvant ar varje gemensam divisor till a + kb och b en gemensam divisor till @ och b, emedan
a = (a+ kb) — kb. Alltsd har talen a och b samma gemensamma, divisorer som talen a + kb och b.
Harav foljer (3.5). For att bevisa (3.6) sitter vi d = (a1,as,...,a,), D = (cay,cas, ... yCap). Vi
skall visa att D = cd. Eftersom d ar en gemensam divisor for talen a;, s ir cd en gemensam divisor
for talen ca; (i =1,2,...,n). Detta ger ed | D (sats 3.3 (b)). Vidare giller enligt kor. 3.1:

d = myay + maay + - - + mpany,
dar my, my, ..., my ar hela tal. Multiplikation med ¢ ger:
cd = my(eay) + ma(cay) + -« + my(cay).
Men da D ar en gemensam divisor till talen ca;, kan vi skriva ca; = k; D, dir k; € Z. Detta ger:
cd = D(miky + maky + -« - + mnkn),

varav foljer att D | ¢d. Ured | D och D | ¢d fis nu D = cd. Dirmed ir (3.6) bevisat. For bevis
av (3.7) sittes m = a/d, n = b/d. Vore nu (m,n) # 1, sa skulle m och n ha en gemensam divisor
d'> 1. Davorem = m'd’, n = n'd', dir m' och n’ ir hela tal. Siledes vore a = m'd'd och b = n'd'd.
Talen a och b skulle alltsa ha en gemensam divisor d'd > d, vilket strider mot definitionen pa d.
Saledes &r (m,n) = 1. Darmed ar sats 3.4 fullstindigt bevisad. O

Vi kommer i nasta avsnitt ge en enkel algoritm fér bestdmning av st.g.d. till tva tal a och b.

For att bestimma st.g.d. till tre tal a, b och ¢ kan man betjana sig av formeln

(3.8) (a,6,¢) = ((a,b),¢).

Riktigheten av denna formel inses pa foljande sitt: Sitt d = (a,b,¢), do = (a,b). Eftersom d ir
en divisor i @ och b, dr d &ven en divisor i do (sats 3.3). Saledes ir d en gemensam divisor for
do och c¢. Lat nu d; vara en godtycklig gemensam divisor for dy och ¢. D4 4r d; en gemensam
divisor till a, b och ¢, varav féljer att d; | d (sats 3.3). Siledes 4r d en sidan gemensam divisor till
talen dy och ¢, som ar delbar med varje annan gemensam divisor till dessa tal. Sats 3.3 ger da att |
d = (do,c). Darmed ir formel (3.8) bevisad. Som exempel pa anvindning av denna formel finner
vi att (18,30,45) = ((18,30),45) = (6,45) = 3.

Formel (3.8) kan givetvis generaliseras till att bestimma storsta gemensamma, divisorn d till !‘
ett godtyckligt antal heltal ai, a3, ..., an. Detta tillgir si, att man forst bestimmer dz = (a1, a3),
dérefter d3 = (dp,a3), sedan dy = (d3,a4) 0.5.v. Slutligen fas d = d,, = (dn-1,0n)-

-
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3.2 Euklides algoritm

I Euklides Elementa, bok VII, ges en enkel metod fér bestamning av st.g.d. till tva givna heltal
a och b. Metoden kallas Fuklides algoritm. Innan vi redogér for denna metod, inskjuter vi f6ljande

Lemma 3.5. Lita och b vara heltalmedb > 0. Oma = bg+r (0 < r < b), sa ir(a,b) = (b,7).

Bevis: Om d delar a och b, sa delar d dven b och r, emedan r = a — bg. Omvant om e delar
b och r, sa delar e dven a och b pa grund av att ¢ = bg + r. Paren a,b och b,r har alltsd samma

gemensamma divisorer. Foljaktligen har de iven samma storsta gemensamma divisor. O

Vi gar nu till att bestdmma st.g.d. till tva givna heltal a och b med hjilp av Euklides algoritm.
Vi kan hirvid anta att a och b bagge ar positiva, emedan (a,b) = (|a|, |b|). Visatter ro =a,ry = b

och anvander divisionsalgoritmen pa talen rg pch ry. Vifar da
To =T1q1 + T2 (0<ry < 1y).
Om 75 # 0 tillimpar vi divisionsalgoritmen pa r; och 5 och far
TL=Teq2 + T3 (0 <13 < 12).

Da& vi fortsatter pa detta sitt, s lange resterna # 0, far vi foljande identiteter:

To =711+ T2 (0<ry<m)

Ty =T2q2 + T3 (O< r3 < 1‘2)

(39) Ty = Taqs + T4 (0 <rg < 1‘3)
Tne2 = Tn-1qn-1 + Tn (0 <rp < Tn—l)

Tn-1 = Tnqn.

Vi kan anta att r,4+1 = 0, ty resterna bildar en avtagandé foljd av heltal r{ > 75 > 13 > -+ > 0.
Efter ett andligt antal steg maste darfor virdet 0 uppnas. Av lemma 3.5 foljer nu att

(a,0) = (ro,m1) = (r1,72) =+ = (Tn-2,7n-1) = (Tn=1,7n) = (0, 0) = 7n.

Storsta gemensamma divisorn till talen a och b ar alltsa den sista fran noll skilda resten r,. Darmed

har vi bevisat

-

Sats 3.6. Om vi tillimpar Euklides algoritm pa tva positiva heltal, tills vi far en rest = 0,

sa ar talens storsta gemensamma divisor = den sista fran noll skilda resten.
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Som en tillimpning skall vi bestdmma (252,198). D4 vi tillimpar Euklides algoritm pa talen
a = 252 och b = 198, far vi foljande identiteter:
252=1-198 + 54

198 = 3- 54 + 36
54=1.36+18
36 =2-18. )

Saledes ar (252,198) = 18.

Euklides algoritm har mangsidig anvindning i talteorin. Som exempel pa detta skall vi visa
hur man med Euklides algoritm bestdmmer talen m; i framstéallningen (3.3) for st.g.d., i det fall att
antalet givna heltal a; ar tvd. Lat alltsa a och b vara tva givna heltal. Liksom i det foregaende kan
vi anta att @ och b vardera ar positiva, eftersom ett teckenbyte hos nagotdera talet ej andrar deras
st.g.d. Genom att tillimpa Euklides algoritm pa talen a och b far vi en foljd av kvoter ¢, g2, ..., ¢n,
sasom schemat (3.9) utvisar. Med hjilp av dessa kvoter kan vi nu bilda tvd dndliga talféljder
30, S1, + -+ Sy TESP. tg, ty1, ..., t, genom rekursionsformlerna

8; = 8i_g — Qi_18i_1 (1=2,3,...,n)
(3.10)
ti =ti_o — qi—1ti—1 (1=2,3,...,n),

dar so = t1 = 1 och 81 = to = 0. Vi pastar nu att resterna r; i schemat (3.9) erhalles ur ekvationerna
(3.11) i = 8;a + t;b (i=0,1,2,...,n).

Beviset sker med hjilp av (den utvidgade) induktionsprincipen (sats 1.2). Formel (3.11) giller for
1=0,1,ty spa+tob=1-a+0-b=a=rgoch sja+tidb=0-a+1-5=>b=r;. Antag nu att
formeln galler for ¢ = 2,3,...,k — 1. Ur schemat (3.9) erhalles

Tk = Tk-2 — Tk-19k-1-

Insattes har vardena pa 74—z och rx_; enligt induktionsantagandet (3.11) fis med beaktande
av (3.10):
Tk = (Sk-20 + tg—2b) ~ qr_1(sk-1a + tx_1b)

= a8k_2 — qr—18k-1) + b(tx—2 — qk—1tk—1)

= 8xa + tyb,
dvs. (3.11) giller adven for ¢ = k. Sats 1.2 ger da att (3.11) géller for alla ifrdgakommande virden
pa i, dvs. f6r i = 0,1,2,...,n. Med stdd av sats (3.6) far vi nu (a,b) = r, = spa + t,b. Siledes
giller:

Sats 3.7. Om a och b ir positiva heltal, sa ar

(3.12) (a,b) = spa +tab,

dér sy, och t,, ar "slutelementen” i de tvé talféljder (s;) och (t;), som bildas enligt (3.10) med hjilp

av kvoterna ¢; i Euklides algoritm.
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Fordelen med sats 3.7 ir att den ger oss mojlighet att explicit berdkna koefficienterna s,, och t,,
i linjairkombinationen (3.12), medan kor. 3.1 endast garanterar linjirkombinationens existens. Som
en tillimpning av sats 3.7 skall vi bestimma en linjirkombination for st.g.d. till talen a = 252 och
b = 198. Vi visade redan att (252,198) = 18. Euklides algoritm gav oss harvid fdljande kvoter:
¢1=1,¢ =3,q =1 och gg = 2. (Hér ar saledes n = 4). Genom att successivt insatta dessa
kvoter i (3.10) far vi foljande talféljder (s¢) och (t;): -

Sg = 1, 81 = O, 83 = 1, 83 = —3, 84 = 4,

to=0, t1=1 t=-1 1t3=4, ty = =5.

Saledes har vi enligt sats 3.7 f6ljande framstallning for st.g.d. 18:
18 = 4.252 — 5- 198, ;

vars riktighet naturligtvis kan kontrolleras genom direkt utrikning. : f

3.3 Talteorins fundamentalsats

I avsnitt 1.3 visades att varje heltal » > 1 kan skrivas som en produkt av primtal (sats 1.7). Denna 4
sats garanterar emellertid inte att primtalsuppdelningen 4r entydigt bestimd av talet n. Vi skall
nu visa att sa faktiskt ar fallet. Eftersom den entydiga primtalsuppdelningen ar av fundamental
betydelse for talteorin, har detta resultat kallats talteorins (aritmetikens) fundamentalsats. Forst

maste vi emellertid bevisa ett par férberedande satser.

Sats 3.8. Lata, b och c vara hela tal. Om a och b ir relativt prima och om a delar produkten be,

sa delar a talet c.

Bevis: Enligt sats 3.2 existerar det hela tal m och n, sidana att ma + nb = 1. Multiplikation
med ¢ ger: mac + nbc = c. Enligt antagandet galler att a | bc. Sdledes delar a savil termen mac

som termen nbec, vilket medfér att a | (mac + nbe), dvs. a | ¢. U

Kor. 3.8. Lit a och b vara heltal och p ett primtal. Om p delar produkten ab, sa delar p

atminstone den ena av faktorerna a och b.
Bevis: Antag att p { a. D4 ar (p,a) = 1, och sats 3.8 ger: p | b. Analogt fas: ptb=>p|a.0

Kor. 3.8 kan generaliseras till en produkt av ett godtyckligt (andligt) antal faktorer. Man far
da féljande

Sats 3.9. Om primtalet p delar produkten a;a; - - - a, av heltalen a; (i = 1,2,...,n), sd delarp ;

atminstone en av faktorerna a;.
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Bevis: Vi anvander induktionsprincipen. Satsen ar trivial i fallet n = 1. Antag nu att
satsen giller for en produkt av n faktorer. Vi betraktar produkten ajas---a,y; och antar att
p | (@103 any1). Vi skriver a1as - any1 = (@182 -+ apn)anyy. Enligt kor. 3.8 delar p antingen
faktorn (a1as - - - an) eller faktorn an41. I det forra fallet delar p ndgon av faktorerna ay, ag, ..., an
pa grund av induktionsantagandet. I det senare fallet galler att p | an4+1. Alltsd delar p nigon av
faktorerna ay, as, ..., @n4+1, dvs. satsen galler dven for en produkt av n + 1 faktorer. Induktions-

principen ger nu resultatet. [

Kor. 3.9. Om heltalet a ar relativt primiskt till vart och ett av heltalen by, by, ..., b,, sa ar

det dven relativt primiskt till produkten byb; - - - b,,.

Bevis: Vore a och b1b; - - - b, inte relativt primiska, sa skulle de ha ndgon primfaktor p gemen-
sam. Enligt sats 3.9 skulle p da dela nagot av talen by, t.ex. b;,. D3 skulle a och b;, ha faktorn p

gemensam i strid med antagandet. Alltsa ar a och produkten byb, - - - b, relativt primiska. 0
Vi ar nu i stand att bevisa den redan aviserade fundamentalsatsen.

Sats 3.10. (Talteorins fundamentalsats). Varje heltal n > 1 kan skrivas som en produkt
av primtal. Primtalsuppdelningen ar entydig bortsett fran faktorernas ordningsféljd.

Bevis: Satsens forsta del bevisades i sats 1.7. Antag nu att talet n > 1 skulle ha tva primfak-

toriseringar:

(a) n=p1P2ccPr = q1q2 - Gs-

Vi kan harvid anta att r < s. Av (a) framgar att p; | (g192 -+~ ¢s). Sats 3.9 ger da att p; delar
nagot av talen ¢1, ¢a, ..., ¢s. Vi kan t.ex. anta att py | ¢;. (Detta kan alltid dstadkommas genom
omnumrering av g-faktorerna). Men da p; och ¢; bigge ar primtal, maste vi ha p; = ¢;. Vi kan
alltsa i likheten (a) forkorta bort faktorerna p; och ¢;. D4 &terstar likheten

D2P3 " Dr = G243 - (s-

Som ovan kan vi nu visa att p; = nigon av faktorerna gz, gs, ..., ¢s, t.€x. p» = qo. DA vi fortsitter
pa detta sdtt, kan vi successivt forkorta bort faktorerna pq, ps, ..., p, samt ¢s, gs, ..., ¢r, eftersom
r < 8. Vore nu r < s, skulle vi slutligen fa den omdjliga likheten

1 =¢gri1qr42- g

Alltsa &r r = s, och vi har py = ¢1, p2 = ¢2, - - -, Pr = ¢r. Primtalsuppdelningen ér alltsi entydig. O

Nar man uppskriver primfaktoriseringen av ett tal n > 1, ordnar man vanligen faktorerna i
vaxande ordningsfoljd p1 < p2 < --+ < px. Om vi har a; faktorer py, ay faktorer p; o.s.v., far vi
framstéllningen

-

ak

(3.13) n = piipy* - ppt
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Exempelvis giller for talet 360 primfaktoriseringen 360 = 223%5. Med hjilp av primtalsupp-
delningen kan man litt bestimma alla positiva divisorer i ett givet heltal » > 1. Antag att n har

primtalsuppdelningen (3.13). De positiva divisorerna i talet n ir da alla av formen

o (s4/) [2 4%
PPy PR

dar heltalen a3, ag, ..., ar uppfyller olikheterna 0 < o1 < a1, 0< a2 L @y, ..., 0 < ak < ag. Man

ser 1att att antalet positiva divisorer i talet n ar

(3.14)

(n) = (a1 + 1)(az +1)---(ar + 1).

Som exempel betraktar vi dterigen talet 360, som uppenbarligen har 4-3-2 = 24 positiva divisorer.

Dessa ar
20305° = 1 223150 = 12 203051 = 5 22315 = 60
213%5° = 2 233150 = 24 213%5' = 10 233151 =120
223%5° = 4 20325 = 9 22305 = 20 203251 = 45
233950 = 8 21325% = 18 233951 = 40 213251 = 90
203150 = 3 22325% = 36 203151 = 15 223251 = 180
21315° = 6 233259 = 72 21315 =30 233251 = 360

Medels uppdelningen i primfaktorer kan man &ven bestdmma storsta gemensamma divisorn
till tva eller flera tal. Antag att vi skall bestimma st.g.d. till de positiva heltalen a;, a2, ..., ax.
Vi kan hirvid anta att alla a; > 1, ty om nagot a; = 1, blir aven st.g.d. = 1. Detta fall saknar

intresse. Talet a; ma ha primfaktoruppdelningen
(3.15) a; = priipgyi ... ik (i=1,2,...,n).

Talen py, ps, - . ., px betecknar har alla primfaktorernai talen a;. Om ett a; saknar en primfaktor p;,

har vi blott att sitta motsvarande exponent a;; = 0. Satt
(3.16) m; = min{ay,&2j,...,0nj) (1 =1,2,...,k).
Antalet faktorer p; i (a1,42,...,a,) ar uppenbarligen m;. Vi far allts:

(3.17) (a1,a2,...,an) = 7Py 2 - pp*.

Som en tillimpning av denna formel skall vi bestimma (144,240,360). Vi har primfaktoruppdel-
ningarna '
144-= 2432 240 =2%3.5, 360 = 2°3%5.

Formel (3.17) ger nu (144,240, 360) = 233 = 24,
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Ett med storsta gemensamma divisorn besliktat begrepp ar den minsta gemensamma multipeln
till tva eller flera heltal. Lat aq, aq, ..., a, vara heltal, alla # 0. Med en gemensam multipel till
talen a; forstas ett tal, som ar divisibelt med vart och ett av dessa tal. Sidana tal existerar sakert,
t.ex. talen *ajay---a,. Lat M beteckna mingden av alla positiva gethensamma multipler. M har
enligt sats 1.1 ett minsta tal m. Vi kallar m den minsta (positiva) gemensamma multipeln (m.g.m.)

och skriver
(3.18) m = [a1,082,...,0y,).

Det finns dven ett annat satt att karakterisera minsta gemensamma multipeln, vilket endast
utnyttjar delbarhetsegenskaperna hos multipeln ifrdga. Detta sitt ir en motsvarighet till sats 3.3

for storsta gemensamma divisorn.

Sats 3.11. Det positiva heltalet m ir minsta gemensamma multipeln till talen a,, aq, ..., @y,

om och endast om féljande villkor ar uppfyllda:

(a) m &r en gemensam multipel till talen ay, ag, ..., a,.

(b) m delar alla gemensamma multipler till talen ay, as, ..., ay.

Bevis: Antag forst att m = [a1,a,...,a,]. Det ar da klart att (a) galler. Lat nu M vara en
godtycklig gemensam multipel till talen a;, a3, ..., ay. Vi tillimpar divisionsalgoritmen pa talen
m och M, varvid vi far:r M = mg+r, dar 0 < r < m. D4 nu bidde M och m ir gemensamma
multipler till talen ay, ay, ..., a, sd &r &ven 7 = M — mq en gemensam multipel till dessa tal. Nu
ar emellertid m den minsta (positiva) gemensamma multipeln, och 0 < r < m. Detta innebir att
r = 0. Saledes ir M = mgq, dvs. m | M. Dédrmed ar (b) adagalagt. Omvant om (a) och (b) galler,

sa ar m uppenbarligen den minsta gemensamma multipeln till talen a;, ay, ..., a,. O

En &ldre bendmning pa minsta gemensamma multipeln ar "minsta gemensamma dividenden”.
Som bekant utnyttjas m.g.m. vid braks liknimniggorande som den gemensamma nimnaren. Hairvid
bestimmer man vanligen m.g.m. genom att upplosa de givna talen i primfaktorer. Vi skall nu
narmare redogora for denna metod. Lat alltsd ay, ay, ..., a, vara positiva heltal, vilkas m.g.m. skall
bestdmmas. Vi kan hirvid anta att alla a; > 1, ty om nigot a; = 1, kan detta tal bortlimnas utan
att det pdverkar m.g.m. Antag att talet a; har uppdelningen (3.15) i primfaktorer. Sitt

(3.19) M; = max(oyj,095,...,0n;) (G=1,2,...,k).

Varje gemensam multipel till talen a;, aj, ..., a, maste da innehélla dtminstone M; faktorer Pj.

Men eftersom vi séker den minsta-gemensamma multipeln, & M; faktorer dven tillrickligt. Saledes

(3.20) [a1,a2,...,a5] =pf4‘p¥°---p£'!".
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I det speciella fall att talen ay, ay, ..., a, &r parvis relativt prima, far vi ett enkelt uttryck
for deras m.g.m. I detta fall forekommer nimligen varje primfaktor p; endast hos ett av talen q;.

Motsvarande M; ar alltsi = p;:s exponent i det tal, dir p; forekommer. Saledes ir {
Pl Pz 'PkMk =a3az - aQyn. | {

Déarmed har vi bevisat - {
Sats 3.12. Om de positiva heltalen ay, as, ..., a, ir parvis relativt prima, sa giller: '

(321) [al,az,...,an]=a1a2~-an. {

Det existerar ett enkelt samband mellan tva tals st.g.d. och m.g.m., som gor det mojligt att

berakna det ena virdet ur det andra. Detta samband ges i f5ljande sats.

Sats 3.13. Lat a och b vara heltal > 1. D4 giller:

(3.22) (a,b)[a,b] = ab.

Bevis: Vi antar att a och b har primfaktoriseringarna

Qg bk

a=pi'py® - pit, b=phiphe. (

Sétt m; = min(a;, b;), M; = max(a;,b;) for ¢ = 1,2,... k. Litt inses att m; + M; = a; + b;. Detta (
ger med beaktande av formlerna (3.17) och (3.20):

(a,0)(a,b] = (P} p5 -+ o) (10 9% - 2
pm1+M1pm2+M2 ) p;cnk'l"Mk

p61+61pa2+bz “,pak-i-bk !

=(p1 P3T - ppk) (pYpat - - plt) ‘
= ab. {

Darmed ar formel (3.22) bevisad. O

Sambandet (3.22) gor det méjligt att berikna [a,b], d& man kinner (a,b). Detta ar stundom (
en fordel, eftersom upplésningen av a och b i primfaktorer kan bereda svarigheter, om a och b ir
stora tal. Fér berdkningen av (a,b) kan man diremot med fordel anviinda Euklides algoritm, dven
da a och b ir stora tal. (

Varning! I det fall att man har tre tal a, b och ¢, galler icke (a,b,c)a,b,c] = abe, vilket man
mahanda skulle kunna tro pa basen av formel (3.22). I sjilva verket giller: (

(3.23) . la,b,c] _ abe (

(a,b,¢)  (a,b)(a,c)(b,c)’

Beviset for denna formel ges som 6vningsuppgift 3.17. t
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3.4 Diofantiska ekvationer av forsta graden

Exempel 1 Antag att man skall sinda ett paket pa posten. Paketportot ir 16 mk. Till forfogande
har man endast frimarken i valérerna 2,10 mk och 3,50 mk. Kan man med dessa frimirken frankera,

paketet?

Exempel 2 En person vill képa resechecker i en bank fér 5100 mk. Banken har endast 200 mk:s
och 500 mk:s checker till forfogande. Ar det méjligt att med dessa checker komma till den énskade

summan, och hur manga checker av vartdera slaget skall han i s4 fall k&pa?

Ovanstdende problem ger upphov till s.k. diofantiska ekvationer, dir man s6ker heltalslésningar
och dar antalet obekanta i regel ir storre in antalet ekvationer. Om man namligen i det forsta
exemplet betecknar antalet frimdrken av valorerna 2,10 mk och 3,50 mk med z resp. y, far man

ekvationen (da prisen anges i penni):
(3.24) 210z + 350y = 1600,

dér vi séker en l6sning (z,y) i positiva hela tal. I det andra exemplet fir man pa samma satt

ekvationen
(3.25) 200z + 500y = 5100.
Allmant géller att en diofantisk ekvation av forsta graden i n obekanta T, T2, «..y Ty &r av
formen
@171 + a3y + -+ + anz, = b,
dar koefficienterna ay, ay, ..., a,, och b ir heltal och dir vi soker en l6sning i hela tal 24, z4, ..., z,.

Bendmningen "diofantisk” harrér fran den grekiske matematikern Diofantos (ca 350 e.Kr.), som
skrev ett omfattande verk i talteori, Arithmetica, bestiende av 13 bocker, av vilka 6 ir bevarade.
I detta avsnitt kommer vi endast att behandla diofantiska ekvationer av forsta graden med tva

obekanta, siledes ekvationer av formen
(3.26) az + by = ¢,
dér a, b och c dr hela tal. For dessa ekvationer giller foljande grundliggande sats.

Sats 3.14. Ekvationen (3.26) har heltalslésningar (z,y), om och endast om d = (a,b) &r en
divisor i talet c. I detta fall giller: Om (z0,Y0) &r en partikulir 16sning, fis alla I6sningar ur

ekvationssystemet

(3.27) z =z + (b/d)t, y = yo — (a/d)t,

dir t genomléper alla heltal.
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Bevis: Antag forst att ekvationen (3.26) ir 16sbar. Det existerar alltsa sddana heltal z1, y; att
azy +bys = ¢. Da diren divisori e och b, maste d dven vara en divisori ¢ (kor. 1.4). Villkoret d | ¢
sr alltsa nddvindigt. Antag nu att detta villkor ar uppfyllt. Sitt e = ¢/d. Enligt kor. 3.1 existerar
det hela tal m och n, sidana att am + bn = d. Multiplikation med e ger: aem + ben = ¢. Harav

framgar att zo = em, yo = en 4r en 16sning till ekvationen. Villkoret d | ¢ ar alltsa tillrackligt for

att ekvationen skall ha en 16sning.
Det Sterstar nu att visa, att alla 1sningar &r av formen (3.27) i det fall att 16sningar existerar.

Genom direkt insittning av (3.27) i ekvationens vanstra led fas
azo + a(b/d)t + byo — b(a/d)t = azo +byo = ¢,

eftersom (z9,%0) 8 en partikular 16sning. Alltsid utgor alla tal z,y av formen (3.27) Iosningar
till ekvationen. Ytterligare bor visas att alla 16sningar kan skrivas i denna form. Lat fordenskull
(z,y) vara en godtycklig 16sning till ekvationen. D& galler dels az + by = ¢, dels azo + byo = c.
Hirur fas: az + by = azo + byo, vilket kan skrivas: a(z — o) = —b(y — o). Division med d ger:
(a/d)(z — z0) = —(b/d)(y — yo). Hérvid ar talen a/d och b/d relativt primiska (sats 3.4). Vidare
ir produkten (a/d)(z — o) delbar med b/d. Saledes ar talet = — zo delbart med b/d (sats 3.8). Vi
kan alltsa sitta z — zo = (b/d)t, dar ¢ ar ett helt tal. Detta ger: = = Zo + (b/d)t. Insittes detta
virde pa z i ekvationen (3.26) och 15ses med avseende pa y fas: y = yo — (a/d)t. Sdlunda har vi
visat att varje heltalslosning (z,y) till ekvationen (3.26) ar av formen (3.27). Sats 3.14 &r darmed
fullstandigt bevisad. U

Den allminna l&sningen (3.27) till ekvationen (3.26) forutsatter att man kanner en partikular
16sning (2o,yo). Denna kan i regel hittas genom proévning, om talen a, b och ¢ ir sma. Ett satt,
som sakert leder till resultat, ir att utnyttja algoritmen i sats 3.7. Enligt denna algoritm kan vi
finna sidana heltal s, och tn, att asp + btn = d, da d = (a,b). Multipliceras nu denna likhet med
e = c/d (som ju ar ett heltal), fas aes, + bet, = c. Hirav framgar att 2o = e€sa, Yo = €tn ar en
partikulir 16sning till ekvationen.

Som en tillimpning av ovanstdende teori skall vi behandla ekvationerna (3.24) och (3.25) i
de bigge exemplen i borjan av detta avsnitt. Betriffande ekvationen (3.24) konstaterar vi att
(210,350) = 70 och att talet 1600 inte sr delbart med 70. Ekvationen (3.24) saknar alltsa 16sning
i hela tal z,y. Det &r siledes inte mojligt att frankera paketet i exempel 1 med de angivna
frimarkena. Vi overgar till ekvationen (3.25). Har ar (200,500) = 100, och 5100 &r divisibelt
med 100. Ekvationen ar alltsa lésbar. Vi dividerar ekvationen med den gemensamma divisorn 100
och far da den enklare ekvationen 2z 4 5y = 51. Vi bérjar med att soka en partikuldr 16sning
(zo,Yo) och anvander algoritmen i sats 3.7. (Provning skulle givetvis har ett snabbare resultat).
Med a = 2, b = 5 ger oss Euklides algoritm foljande kvoter: q1 = 0,9 =249 =2 Saledes ar
n = 3. Vi bildar nu talrackorna (s;) och (2:) (¢ =0, 1,2,3) enligt rekursionsformlerna (3.10). Da fis

sp=1, =0, s=1, 83 =—2,

to-—-O, t1=1, t2=0, t3=1.
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Saledes ar 2(—~2)+5(1) = 11 enlighet med sats 3.7. Multiplikation med 51 ger: 2(—102)+5(51) = 51, b
En partikular 16sning ér alltsa: zo = —102, yo = 51. Denna kan emellertid ej godkinnas som en
16sning pa problemet i exempel 2, emedan detta problem kriver positiva heltalslésningar. Vi skall

dérfor ur den allmanna lsningen z = —102 + 5¢, y = 51 — 2¢ utgripa sidana l8sningar, for vilka

£ 2 0,y > 0. Dessa villkor ger: 20,4 <t < 25,5. Mdjliga t-virden ar alltsi: t = 21, 22, 23, 24, 25.
Motsvarande l6sningspar (z,y) ar: (3,9), (8,7), (13,5), (18,3) och (23,1). Dessa ger alltsa fem olika
alternativ for val av resechecker.

Ovningsuppgifter

Uppgift 3.1 Uttryck foljande taltripplars st.g.d. som en linjirkombination av talen ifraga:
a) 6, 10, 15, b) 70, 98, 105.

Uppgift 3.2 Lat a och b vara hela tal, ej bagge = 0. Visa att d = (a,b), om och endast om det

existerar hela tal m och n, sddana att a = md, b = nd och (m,n) = 1.
Uppgift 3.3 Bestim a) (26910,58786), b) (180127,169979,280663).
Uppgift 3.4 Visa att talen 3k + 2 och 5k + 3 alltid ir relativt prima, d3 k &r ett positivt heltal.

Uppgift 3.5 Lat a, m och n vara positiva heltal med a > 2. Visa att (@™ ~1,a" —1) = almn) 1,
(Ledning: Antag att m > n och tillimpa Euklides algoritm p3 talen a™ — 1 och a™ — 1).

Uppgift 3.8 Bestim hela tal m och =, sidana att (26910,58786) = 26910m + 58786n. A

Uppgift 3.7 Betrakta Fibonacci-foljden 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., dar varje tal fr.o.m. det tredje ar

summan av de tva foregiende talen. Visa att tva pa varandra foljande tal alltid ar relativt prima.

Uppgift 3.8 Visa att om talen @ och b ir relativt prima, s& ar iven talen a + b och ab relativt
prima.

Uppgift 3.9 Upplés foljande tal i primfaktorer: a) 169400, b) 9999, c) 140777.

Uppgift 3.10 Upplés foljande tal i primfaktorer: a) 10° — 1, b) 224 — 1, c) 318 — 1.

Uppgift 3.11 Lit n vara ett positivt heltal och p ett primtal. Visa att primfaktoriseringen av n! %
innehaller talet p i potensen ;

[n/p] + [n/P*] + [n/P®] + - --

-

(Serien &r dndlig, emedan endast ett indligt antal termer # 0). Bestim med anvindning av detta
resultat primfaktoriseringen av 20!.
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Uppgift 3.12 Bestim a) [1001,1071], b) [25641,142857].
Uppgift 3.13 Bestam [180127, 169979, 280663].
Uppgift 3.14 Fér vilka positiva heltal a och b galler: (a,b) = 18, [a,b] = 540.

Uppgift 3.15 Lit a och b vara positiva heltal. Visa att (a,b) = (a+b,[a,d]). (Ledning: Uppgift 3.8

kan anvindas).

Uppgift 3.16 Bestim tva positiva heltal, vilkas summa = 798 och vilkas m.g.m. = 10780. (Ledning:
Utnyttja resultatet i foregdende uppgift).

Uppgift 3.17 Bevisa riktigheten av formel (3.23). (Ledning: Visa forst att for godtyckliga reella

tal z, y och z galler: max(z,y,z) — min(z,y,2) = £ + ¥ + z — min(z, y) — min(z, z) — min(y, z)).

Uppgift 3.18 Undersdk huruvida foljande diofantiska ekvationer har heltalslosningar och angiv i
jakande fall den allminna l6sningen: a) 21z + 14y = 147, b) 60z + 18y = 97, ¢) 1402z — 1969y = 1.

Uppgift 3.19 Ett sillskap pi 30 personer reser med en bilférja fran Abo till Stockholm. Rese-

nirerna kan vilja mellan tre olika hyttkategorier A, B och C. Priset/person i dessa hyttkategorier

ar (inklusive priset for overfarten): 298 mk, 250 mk resp. 172 mk. Totalt kostade resan for hela
sillskapet 6960 mk. Huru manga personer valde hyttkategori A, B resp. C?

Uppgift 3.20 Vi anknyter till exempel 2 i borjan av avsnitt 3.4.
(a) Visa att man inte kan kopa resechecker fér 100 mk och 300 mk.

(b) Visa att man kan kopa resechecker for 200 mk samt for alla summor av formen 7 - 100 mk, dar

n ar ett heltal > 4.
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§ 4. Representation av tal

4.1 Historisk oversikt

Vi skall i denna paragraf ta upp fragan om olika sitt att representera tal. Allmant kan val sigas att
tal framstalls med symboler (siffror) av ett eller annat slag. Vart vanliga satt att skriva tal ar ett
positionssystem, dar varje siffras plats i talet anger dess virde i tiopotenser. Om nagon tiopotens

saknas, anges detta med siffran 0 pa motsvarande plats i talet. Exempelvis ar
3705,28=3-10° +7-10 +5-10°+2-10"1 +8.1072.

Eftersom detta system bygger pa potenser av tio, kallas det ett decimalsystem (tiosystem). Talet
10 kallas systemets bas.

Tal har ingalunda alltid betecknats pa samma sitt som i vart decimala positionssystem. I det
forna Egypten anvandes dven tio som bas, men man hade olika tecken for de olika tiopotenserna.
Dessa tecken upprepades sa manga ganger som ifrdgavarande tiopotens forekom i talet. Egypternas
system var alltsa ett additionssystem. Detsamma kan sigas om romarnas si;ct att beteckna tal.
Man hade som bekant sirskilda tecken for talen 1, 10, 100 och 1000, ndmligen I, X, C och M.
Darjamte hade man tecken for de halva tiopotenserna 5, 50 och 500, namligen V, L och D. I 6vrigt
sammanstélldes talet ifriga genom en additions- och subtraktionsprincip. Salunda skrevs t.ex. talet
1984 som MCMLXXXIV, dir C:et framfor det andra M:et anger att 100 skall subtraheras fran 1000
for att ge 900. Likasd betecknar "ettan” framfér "femman” talet 4. Talet 1991 skrivs MCMXCI
med romerska siffror. Dessa siffror var delvis i bruk dnnu pa 1800-talet i Europa men hade redan
pa 1200-talet borjat undantringas av vart nuvarande decimalsystem med indisk-arabiska siffror.

Ett stort framsteg gjordes av babylonierna i och med att de anvande ett positionssystem med
60 som bas. Man hade salunda samma tecken for exempelvis 1, 60, 60%, ..., medan tecknets position
i talet angav tecknets virde i potenser av 60. Till att bérja med hade man ingen nolla. Salunda
skrevs t.ex. talen 123 = 260! + 3 -60° och 7203 = 2-60? + 3 - 60° pa samma sitt, nimligen med
tecknen for 2 och 3 efter varandra. Sammanhanget fick avgora vilket tal som avsags. Smaningom
infordes dock en nolla i mellanposition men ej i slutet av ett tal. Babylonierna skrev sina siffror

med kilskrift pa lertavlor. Kilskriften hade de dvertagit av sumererna. Se figur 1 pa foljande sida.
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Babylonierna anvinde additionssystemet for tal under 60, men ddréver ett positionssystem: (

1 10 60 10X60 60X60 Exempel: 21,706 = 6X60X60 +1X680+486 (
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Figur 1 Egypternas och babyloniernas talbeteckningssystem

Grekerna forefaller att ha anvint tva olika talbeteckningssystem. I det yngre av dessa system,
det s.k. joniska systemet, anvinde man hela grekiska alfabetet (stora bokstaver) utokat med tre
aldre bokstaver. De nio forsta bokstaverna betecknade entalen 1-9, de nio foljande bokstaverna !
tiotalen 10, 20, ..., 90, medan de nio sista bokstaverna betecknade hundratalen 100, 200, ..., 900.
Systemet var additivt till sin uppbyggnad och krivde ingen sirskild symbol for talet 0. Sedan de i
sma bokstiverna introducerats i det grekiska alfabetet, 6vergick man till att anvanda dessa som
taltecken. Med detta beteckningssitt skrevs t.ex. talet 8888 som /nww#, dir bokstaverna n, T och w |
betecknar resp. 8, 80 och 800. Strecket framfér det forsta "etat” anger att talet 8 skall multipliceras
med 1000 for att ge 8000. Tack vare detta tilldggsstreck kunde man framstalla varje tal < 10000
med endast fyra bokstiver. Se figur 2, som i likhet med figur 1 ar lanad fran [4). (

Grekerna anvinde under hellenistisk tid konsekvent hela sitt alfabet (med en del extra tecken) for
att beteckna talvirden. Férsta tredjedelen angav ental, andra tredjedelen tiotal, sista tredjedelen {
hundratal. Ett snedstreck framfdr en bokstav multiplicerade denna med1000:

' |ABTAEFZHO |
| KAMNZONQ| AWF (
PS T YOXWQR? -

hundratal

Fiéur 2 Det grekiska talbeteckningssystemet
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Varifran hirstammar da vart decimala positionssystem? Det anses allmént att detta system har
uppstatt i Indien, varifran det genom arabernas formedling kommit till Europa. Det ar ej klarlagt
om indierna sjilva utvecklat systemet eller om de mdjligen varit paverkade av andra kulturer
(babylonisk, grekisk och/eller kinesisk). Ett viktigt indiskt bidrag var dock inférandet av nollan
som tecken for avsaknad av tiopotens. Genom introduktionen av nollan (savil inne i ett tal som i
slutet av talet) blev vart positionssystem fullindat. Betriffande vara siffertecken kamsigas, att de

: genomgatt en lang utveckling dnda fran de s.k. Brahmi-siffrorna i Indien 6ver olika typer av arabiska
‘ siffror fram till vira dagars siffror 0, 1,2, ..., 9. Nagra skeden i denna utveckling illustreras i figur 3,

som ar lanad fran [5).

—==¥nler6 2

Brahmi

\

w?lzxwl(')vmo

Indian (Gwalior)

v
13384

§VTCe

) Sanskrit-Devanagari (Indian)
A 4

la##?lé')X& /rr’rfo‘qv/\q.
West Arabic (Gobar) East Arabic
j [T, pLdlh A § 9
{ 11th Century (Apices)
2386 |engge 163545 67890
§ -
15th Century 16th Century (Durer)

Figur 3 Vara siffrors utveckling
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4.2 Bassystem

Vi skall nu undersdka talrepresentation med en godtycklig bas & > 2. Den friga vi narmast onskar

besvara ar foljande: Kan varje positivt heltal n alltid skrivas i formen

(41) n= akbk + ak_lbk‘l 44 alb + ag,

dar ax # 0 och varje g; ar ett heltal, som uppfyller olikheten 0 < a; < b for ¢ = 0,1,2,...,k. Vi
fragar m.a.o. om talet n alltid kan framstallas i ett givet bassystem b > 2 med hjilp av "siffrorna”
ak, Gk_1, --., @1, Go. Vi skall visa att en sidan framstillning ir mdjlig och att den ir entydig.
Forst skall vi emellertid ge en algoritm, enligt vilken vi kan berakna talen aq, a1, ..., ax_1, ax. Vi

borjar med att tillimpa divisionsalgoritmen pa talen n och b. Vi far da
n = bgo + ag (0 < ap < b).
Daérefter divideras o med b, varvid fas:
g0 = bq1 + a1 (0 < a; <b).
I foljande steg divideras ¢; med b. Detta ger:
Q1 =bgy + ay (0 < ay <b).

Genom att fortsdtta pa detta satt, tills vi fir en kvot g; = 0, erhaller vi foljande schema:

n = bgo + ag (0<ap <b)

g = bqy + a1 (0<a; < b)

(4.2) q1 = bgy + ay (0<ay <b)
Qk—2 = bgr_1 + ax_y (0 <ax_q1 <)

qrk-1=b-0+ ay (0L ax <b).

Eftersom talen n > ¢o > q1 > g2 > --+ > 0 bildar en strikt avtagande foljd av heltal (d& b > 2),
maste processen upphora efter ett dndligt antag steg. Algoritmen (4.2) har alltsa gett en heltalsfsljd
ag, dl, az, ..., ar med 0 < a; < bféri=0,1,2,...,k. Vi skall nu visa att talen a; satisfierar
ekvationen (4.1). Vi insétter fordenskull vardet pa go, taget ur den andra ekvationen (4.2), i den
forsta ekvationen (4.2). Vi far da:

n= b(bql + al) 4+ ap = b2q1 + a1b+ ag.

I detta uttryck insdttes nu vardet pa gy, taget ur den tredje ekvationen (4.2). Da fas:

n = b%(bgy + a3) + a1b + ap = b2qz + azb* + a1b + a.
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Da vi fortsatter pa detta satt och successivt insdtter virdena pa g9, g3, ..., qk—1, far vi foljande

schema:

n=bg + ag
n= b2q1 + a1b + ag
n=bg + azb® + a1b + ap -
n=b1g_g+akob* T+ fagb+ ag
n= kak—l +ap_1b" 44 aib + ag
=apbf + a6 1+ + a1 b + ag,

ty ax = qx—1 # 0 pa grund av den sista ekvationen (4.2). Diarmed har vi visat att talen a;, sisom
de framgér ur schemat (4.2), faktiskt satisfierar ekvationen (4.1). Det aterstir nu att visa, att
framstallningen (4.1) for talet n 4r entydig, sa snart basen b (> 2) ar given.

Antag som antites att vi skulle ha tva olika framstéallningar:

(4.3) n=apb* +ap_ 1651 4. 4 a1b+ ag
(4.4) n = cpb® + cp_1bF 1 + -4 c3b + co,

dir 0 < a; <boch 0 <¢; <bfori=0,1,2,...,k (De tvd framstillningarna behdver egentligen
inte ha samma antal (k + 1) termer, men vi kan tinka oss att vi till den som har firre termer har
adderat termer med 0-koefficienter, sa att antalet blir lika). D4 framstillningarna (4.3) och (4.4)
ar olika, maste vi ha a; # c¢; for nagot ¢. Lat j vara det minsta indexet, for vilket detta intriffar.
Genom att subtrahera (4.4) fran (4.3) far vi da:

(e — ci)bF + -+ (@jt1 — ¢ )07 + (aj — ;)0 =
= b" [(ak - Ck)bkwj + .. + (dj.;.l —_ Cj+1)b + (aj - Cj)] = (.

Harav féljer att
(ak — ex)b* 7 + -+ + (ajq1 — cjp1)b+ (aj — ;) = 0,

vilket i sin tur ger
a;—¢;=b[(ck — ar)b* 77 o (cip1 — ajp1)] -

Hérav framgar att b | (a; — ¢;). A andra sidan vet vi att |a; — ¢;| < b, emedan 0 < a; < b och
0 < ¢j < b. Siledes maste vi ha a; = c;, vilket strider mot att vi antog a; # c;. Denna motsigelse
visar att antitesen ar falsk. Framstillningen (4.1) ar alltsd entydig. Vi sammanfattar vira resultat

i foljande sats.

Sats 4.1. Varje positivt heltal n kan, si snart heltalet b > 2 ir givet, entydigt framstéllas i
formen (4.1), diray # 0 och 0 < a; < b fori=0,1,2,...,k.
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I det speciella fall att b = 2 fa vi

Kor. 4.1. Varje positivt heltal n kan entydigt framstallas i formen
n=ag-25+ap_1-251 4+ a1 -2+ ao,

dirap # 0 och a; = 0 eller 1 fori=0,1,2,...,k.

Sasom tidigare namnts, kallas talet b i formel (4.1) bas eller bassystem for framstéllningen ifraga.
Koefficienterna a; kallas talet n:s siffror i bassystemet b. Vissa speciella bassystem har sdrskilda
namn. Om b = 10 talar vi som kint om det decimala systemet. Systemet med basen 2 kallas det
bindra systemet. Vi dterkommer strax till detta system. I fallen b = 8 och b = 16 talar vi om det
oktala resp. hezadecimala systemet. Om vi vill ange att talet n har siffrorna ax, ax-1, ..., @1, go

i systemet med basen b, skriver vi
n= (Gkak_l e alao)b.

Om basen b ej anges, forutsittes i allminhet att talet ifraga ar skrivet i decimalsystemet.
Som en tillimpning av det ovanstidende skall vi forvandla talet 2386 till systemet med basen 5
(5-systemet). Vi tillimpar algoritmen (4.2) med n = 2386 och b = 5, varvid vi far:
2386 =5-477+1

477=5-95+2

95=5-1940
19=5-3+4
3=5-0+3

Vi far siledes 2386 = (34021)s. I 5-systemet behovs endast siffrorna 0, 1, 2, 3, 4. For att uttrycka
ett tal i det hexadecimala systemet behover vi diremot 16 siffror. Da vara vanliga siffror silunda
ej racker till, tar vi bokstéver till hjdlp. Vi kan t.ex. utnyttja bokstiverna A, B, C, D, E, F och
sitta A=10, B =11,C =12, D = 13, E = 14, F = 15. Om vi exempelvis skall forvandla talet
(A35B0F )¢ till 10-systemet, far vi foljande utrdkning:

(A35B0F )16 = 10-16° + 3 -16* + 5 16% + 11 - 16 + 15 = 10705679.

4.3 Det binara systemet

Det binira systemet har talet 2 som bas. I detta system anvindes sdlunda endast siffrorna 0 och 1.

P4 grund hirav har det binira systemet fitt ménga anvandningar, speciellt inom datatekniken.
Datorer representerar internt sina data i det bindra systemet, eller som man ofta siger bindrt.
Orsaken ar enkel: Man behdver endast tva olika "tillstdnd” fér att framstélla talen 0 och 1. Hur

dessa "tillstand” forverkligas rent tekniskt, skall vi hir inte ga in pa.
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I det foljande skall vi se hur man kan utféra den grundliggande rikneoperationen, additionen,
inom det bindra systemet. Antag att vi 6nskar addera talen @ = (an—1@n_3...a1a9); och b =
(bp—1bn_3...b1bg), binidrt. (Genom ett eventuellt tilligg av nollor i borjan av det ena talet kan vi

astadkomma att talen har samma antal (n) siffror). Eftersom
n-1 ) n—-1
a:Za;-T, bZZbi-T, -
=0 i=0

far vi
n-1 )
(4.5) a+b=") (a;+b)2".
e

Enligt divisionsalgoritmen kan vi skriva
ao + bo = 2o + 79,

dar ro = 0 eller 1. Da summan ag+bp endast kan anta virdena 0, 1 eller 2, ar go = O eller 1. Vi kallar
go minnessiffran, som skall foras Gver till nista steg. I detta steg tillimpar vi divisionsalgoritmen

pa talen ay + by + go och 2, varvid vi far
a1 + b1 + g0 = 2¢1 + 71,

dar ¢ och r; har vardena 0 eller 1. Da vi fortsitter pa samma satt, fir vi foljande schema, dar

talen ¢; och r; antar virdena 0 eller 1:

ap +bo =2g5 + 1o
ay+b1+9 =2q+n
(4.6) 4+ by +q1 =2¢ + 1
Gn-1+bn-1+ gn-2 = 2¢n_1+ 701
Gn-1 = Tp.
I den sista ekvationen har vi endast minnessiffran ¢,,_; att dividera med 2, och da denna minnessiffra
= 0 eller 1, far vi gn—1 = 2:0 + 1y, dvs. gn—1 = 7. Multipliceras nu den forsta ekvationen (4.6)

med 2°, den andra med 2!, den tredje med 2% och slutligen den sista med 2", far vi efter addition

led for led (ty minnessiffrorna "tar ut” varandra):

i(ai +5;)2' = Zn:r,- -2

=0 =0

(I summan till vénster ar a, = b,, = 0, emedan dessa siffror saknas i den binira framstallningen av

talen a och b). En jamforelse med (4.5) visar nu att

a+b=i7‘,’-2i.

=0

-
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Den binira framstallningen av summan a + b ar alltsa:
(4.7) a+b=(rpTn_1...7170)2,
dar siffrorna 79, 1, ..., Tn—1, r'n framgar av schemat (4.6). Eftersom talen a;, b; och ¢;_; endast

kan vara = 0 eller 1 och additionen a; + b; + ¢;_1 kan ske sa, att vi férst bildar summan a; + b; och

darefter adderar minnessiffran ¢;_;, ar det tillrackligt att komma ihag foljande additionstabell:

0+0=0
1+40=1
0+1=1

1+1=0 (minnessiffra = 1).

Det bereder ingen svarighet att konstruera elektriska kretsar, som s.a.s. kan denna additionstabell

"utantill”. P3 denna princip bygger datorns sitt att addera. Vi illustrerar ovanstaende teori med

féljande

Exempel Utfor additionen (1001110); + (1011101), i det bindra systemet. Vi gor den vanliga
additionsuppstallningen och utnyttjar additionstabellen ovan. Vi far da:
1 111
1001110
1011101

10101011

Saledes ar (1001110), 4+ (1011101), = (10101011);. Om vi skriver talen i decimalsystemet, far vi
additionen 78 + 93 = 171.

Foér de 6vriga raknesitten kan man bilda liknande algoritmer i det bindra systemet. Man
finner da att man vid det praktiska utforandet av operationerna kan forfara pa samma sitt som i
decimalsystemet, blott man beaktar att systemets bas = 2.

Vi avslutar detta kapitel med att redogdra for en metod att utféra en multiplikation, som
baserar sig pa det binira systemet (ehuru talen ifrdga inte skrivs binart). Detta sitt att multiplicera
tva tal anvindes bl.a. i det forna Egypten och kallas darfor ofta egyptisk multiplikation. Antag
t.ex. att vi skall multiplicera talen 37 och 43. Vi skriver da upp de heltaliga potenserna av talet 2

i en kolumn och i kolumnen bredvid talet 43 multiplicerat med dessa potenser. Sistnimnda tal fas

i praktiken genom successiva férdubblingar av talet 43. Vi far da:

-
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1 43

2 86

4 172

8 344
16 688 )
32 1376

Nu soker vi i den vanstra kolumnen upp de potenser av 2, vilkas summa = 37. Sidana potenser
existerar p grund av kor. 4.1. I vart fall far vi potenserna 1, 4 och 32. Motsvarande tal i den hégra
kolumnen ar 43, 172 och 1376. Dessa adderas och ger summan 1591. Vi pastar nu att 1591 = 37-43.
For att inse detta betraktar vi det allménna fallet med tva positiva heltal a och b, vilkas produkt

sOkes. Vi tinker oss talet a skrivet i binir form:
a=0ap 2"+ an_1-2" 1+ 44124 ao,
varvid a; = 0 eller 1. Antag t.ex. att a; = 1 f6r ¢ = 49, %1,..., %k, medan Svriga a; :vO. Saledes ar
a =20 42 4. 42,

Harur fas

ab=05-2045-2 4 ... 4 b.2%,

Vi ser alltsd att produkten ab = summan av de multipler av b, som svarar mot de potenser av 2,

vilka ger summan a. Darmed ar forfarandet i den egyptiska multiplikationen motiverat.

Ovningsuppgifter

Uppgift 4.1 Forvandla talet (34051)g till 10-systemet.

Uppgift 4.2 Forvandla talet 37865 till 7-systemet.

Upi)giﬁ 4.3 Forvandla talet (65435)s frin 8-systemet till 5-systemet.
Uppgift 4.4 Utfor additionen (5843)g + (36845) + (10372)9 i 9-systemet.

Uppgift 4.5 Uppskriv multiplikationstabellen i 5-systemet (endast siffrorna 0-4 far anvindas) och
utfor i detta system multiplikationen (3401)s - (2314)s.

Uppgift 4.6 Utfor additionen (ABBA)is + (BABA);s i 16-systemet med de virden pa A och B,
som angivits i texten.
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Uppgift 4.7 Utfor additionen (101111011); + (1100111011), i det binira systemet.
Uppgift 4.8 Utfor subtraktionen (1101101100), — (101110101); i det binéra systemet.

Uppgift 4.9 Uppskriv multiplikationstabellen i det binira systemét och utfor i detta system
multiplikationen (11101) - (110001),.

Uppgift 4.10 Beskriv hur man pa enklast mé jliga satt kan forvandla ett tal frin det binira till
det hexadecimala systemet. Motivera svaret!
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§ 5. Kongruenser

5.1 Nagra grundlaggande satser

I denna paragraf skall vi infora ett nytt talteoretiskt begrepp, kongruensbegreppet, som visat sig
vara mycket anvindbart i talteorin. Begreppet infordes av Gaufl i hans berémda verk Disquisitiones
arithmeticae (1801), vilket kan sigas ligga grunden till den moderna talteorin.

I detta avsnitt betecknar a, b, ¢ och d genomgaende godtyckliga heltal och m ett positivt heltal,

savida ej annat sirskilt papekas.

Definition: Talen a och b siges vara kongruenta modulo m (a dr kongruent med b modulo m),
om m | (@ —b). Detta betecknas: a = b (mod m). I motsatt fall skriver vi: a £ b (mod m) och

sager att a ar inkongruent med b modulo m.

Exempelvis galler: 25 = 11 (mod 7), 13 = -7 (mod 5) och —~19 = -3 (mod 4). Nir man
opererar med kongruenser, kan det stundom vara fordelaktigt att forvandla dem till likheter. For

detta dndamal har vi foljande

Sats 5.1. a = b (mod m), om och endast om det existerar ett heltal k med egenskapen

a=>b+km.

Satsen foljer omedelbart ur det faktum att m | (a — b) & @ — b = km for nagot heltal k. I de

foljande satserna skall vi ge nigra grundliggande egenskaper hos kongruenser.

Sats 5.2. Kongruensrelationen ir en ekvivalensrelation, dvs.

(a) a=a (modm)
(b) a=b (modm)=>b=a (modm)
(c) a=b (modm)Ab=c (modm)=a=c (modm).

Bevis: (a) galler emedan a —a = 0 ar divisibelt med m. Om a — b 4r delbart med m, si ar
aven b — a delbart med m. Alltsa giller (b). Om a — b och b — ¢ ir divisibla med m, si ar &ven
a—c=(a—b)+(b- c) divisibelt med m. Hirav féljer (c). O
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Det visar sig att man kan operera med kongruenser ungefir pad samma sitt som med vanliga

likheter. Detta framgar av de foljande satserna.

Sats 5.3. For kongruenser modulo m géller:

(a) a=bAc=d=>atc=bxd
(b) a=bAc=d= ac=bd.

Bevis: Da a— b och ¢ — d ir delbara med m, s ar aven talet (a+c)— (bt d) = (a-b)E(c—d)
delbart med m (sats 1.4). Harav foljer (a). Formel (b) foljer ur identiteten

ac — bd = a(c — d) + d(a - b).
Dirmed ar satsen bevisad. O

Eftersom ¢ = ¢ for varje modul m, si ger sats 5.3 féljande

Kor. 5.3. Oma=b (mod m), s ar

(a) atc=bztc (modm)

(b) ac = bc (mod m).

Vi kan alltsa 6ka eller minska de bigge leden i en kongruens med samma tal utan att kongruensen
upphor att gilla. Likasa kan vi multiplicera de bigge leden i en kongruens med en och samma
konstant. Hur ar det med division? Kan vi dividera bort en gemensam faktor ur de bagge leden
i en kongruens? Vi har t.ex. 48 = 18 (mod 15). Men 8 # 3 (mod 15). A andra sidan giller:
8 = 3 (mod 5). Vi blir tydligen tvungna att aven andra pa moduln for att division med en

gemensam faktor skall bibehdlla kongruensen. Hur detta sker, framgar av féljande sats.
Sats 5.4. Urac=bc (mod m) foljera=b (mod m/d), dir d = (c,m).

Bevis: Av sats 5.1 foljer att det finns ett heltal k¥ med egenskapen ¢(a — b) = ac — be = km.
Division med d ger: (¢/d)(a — b) = k(m/d). Produkten (c/d)(a — b) &r alltsa delbar med m/d.
Vidare ar (¢/d,m/d) = 1 enligt sats 3.4. Siledes ar talet a — b delbart med m/d (sats 3.8), vilket
betyder att a = b (mod m/d).[]

I specialfallet (¢,m) = 1 far vi f6ljande korollarium.

Kor. 5.4. Om talen ¢ och m ar relativt primiska, sa giller:
ac=bc (mod m)=>a=b (modm).

Upprepad anvéndning av sats 5.3 (b) germed a =coch b =d:

Sats 5.5. Ura=b (mod m) foljer a* = b* (mod m), dir k &r ett positivt heltal.
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Genom att kombinera resultaten i satserna 5.3 och 5.5 fir vi:

Sats 5.6. Om f(z) ir ett polynom i ¢ med heltalskoefficienter och om a = b (mod m), sa ar
f(e)= £(b) (mod m).

Det hander stundom att man har att géra med kongruenser med olika moduler. Fér dylika

kongruenser géller bl.a. foljande sats.

Sats 5.7. Lat my, my, ..., my vara positiva heltal. D4 giller med M = [my,my,...,my:

a=b (modm)Aa=b (modmy)A...Aa=b (modmy)=>a=b (mod M).

Bevis: Av antagandena foljer att a — b ar divisibelt med vart och ett av talen mi, Ma, .- ., Mg,
Talet @ — b dr m.a.0. en gemensam multipel till talen my, mg, ..., mg. Enligt sats 3.11 ir dd a — b
delbart med M, dvs.a=b (mod M).0

I det speciella fall att talen my, my, ..., m &r parvis relativt prima, giller enligt sats 3.12:

M = mymy ---my. Vi far i detta fall f6ljande korollarium.

Kor. 5.7. Om de positiva heltalen my, my, ..., my ar parvis relativt prima, sa géiller:

a=b (modmi)Aa=b (modmy)A...Aa=b (modmi)=>a=b (modmymy---my).

5.2 Restklasser och restsystem

Lat liksom tidigare m beteckna ett positivt heltal. Enligt sats 5.2 ir kongruensrelationen en ek-
vivalensrelation. Detta medfor att varje kongruens modulo m indelar de hela talens mangd Z i
ekvivalensklasser, har kallade restklasser, pa sadant sitt att tal inom samma klass ir sinsemellan
kongruenta, medan tal ur olika klasser ir inkongruenta modulo m. Fér att bestimma dessa rest-
klasser tar vi ett godtyckligt tal a € Z och tillimpar divisionsalgoritmen pi a och m. Vi fir da
a = mq+r, dir r &r ett heltal med 0 < 7 < m. Siledes ir a = 7 (mod m). Talet r kan endast
anta nagot av virdena 0, 1, 2, ..., m — 1, och dessa tal ir sinsemellan inkongruenta modulo m.
Varje heltal a dr alltsi kongruent med ett och endast ett av de sinsemellan inkongruenta talen
0,1,2,..., m—1. Detta betyder att heltalsmingden Z av kongruensen modulo m indelas i m rest-
klasser och att talen 0, 1, 2, ..., m — 1 utgor representanter for dessa restklasser. Talen i en och
samma restklass modulo m ar alltsd av formen mgq + r, dir ¢ genomlSper alla heltal och dar r ar
ett fixt heltal med 0 < r < m —1. Talen 0, 1, 2, ..., m — 1 bildar ett s.k. fullstindigt restsystem
modulo m. Allméint giller nimligen foljande

-

Definition: De m heltalen 1, 73, ..., 1y, kallas ett fullstindigt restsystem modulo m, om de

ar parvis inkongruenta modulo m.
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Varje tal i ett fullstindigt restsystem utgor alltsa representant for var sin restklass. Restsyste-
met {0,1,2,...,m — 1} kallas de minsta positiva resterna eller huvudresterna modulo m. Andra
fullstindiga restsystem existerar ocksa. T.ex. om m ar ett positivt udda tal, sa bildar talen

m—-1 m-3 m-3 m=1

. - - ey —=14,0, 1,00 —— ) ———
(51) 2 Y 2 1 ? b ? ) I, 2 ’ 2

ett fullstindigt restsystem modulo m. De &r ndmligen m till antalet och sinsemellan inkongruenta

modulo m. Talen (5.1) kallas de minsta absoluta resterna modulo m (nir m ir udda).

Vi belyser det ovansagda med ett enkelt exempel. Antag att m = 5. Vi erhaller da fem
restklasser K, = {6¢ + r : ¢ € Z}, dir r genoml6per ett fullstindigt restsystem modulo 5, t.ex.
r=0,1,2,3,4. Vi far salunda

Ko =1{...,~15,-10,-5,0,5,10,15,...}
..,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}
..,—13,-8,-3,2,7,12,17,...}
..,—12,-7,-2,3,8,13,18,...}

}

ve,—=11,-6,-1,4,9,14,19,...}.

Gl
o
R B R

islile
[

Genom att plocka ett tal ur varje restklass far vi ett fullstindigt restsystem modulo 5. Ett sadant
system ar t.ex. {10,16,-3,8,—11}.

Vi ifergér till den allminna teorin. Féljande sats visar hur man utgaende fran ett givet

fullstindigt restsystem kan bilda ett annat fullstindigt restsystem.

Sats 5.8. Vi antar att a, b och m ar givna heltal med m > 0. Vidare antas att a och m ar
relativt prima. D4 giller: Om {ry,7rs,...,7m} ar ett fullstindigt restsystem modulo m, sa bildar

dven talen
(5.2) ary+0b, arg+b,..., arm +b

ett fullstindigt restsystem modulo m.

Bevis: Vi bor visa att talen (5.2) ar parvis inkongruenta modulo m. Antag som antites att
vi skulle ha arp +b = ary + b (mod m) for nagot indexpar (h,k). Da &r arp = ary (mod m)
enligt kor. 5.3, och da (a,m) = 1, kan den sistndmnda kongruensen divideras med a (kor. 5.4). Vi
skulle alltsa ha r, = rp  (mod m): vilket strider mot att talen ry, rq, ..., 7, bildar ett fullstandigt
restsystem modulo m. Saledes utgor talen (5.2) ett fullstindigt restsystem modulo m.
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Om man i sats 5.8 speciellt viljer 4 = 0, 7, = 1,73 = 2, ..., 1, = m — 1, fir man foljande

korollarium.

Kor. 5.8. Lat a, b och m vara givna heltal med m > 0 och (a,m) = 1. D4 géller: Talen
(5.3) O-a+b, 1-a+b, 2:a+b,..., (m—1)a+b
bildar ett fullstindigt restsystem modulo m.

Det forekommer ritt ofta, nir man opererar med numeriska virden, att man onskar reducera
ett givet tal a till ett annat (i regel numeriskt mindre) tal a’, som ar kongruent med a med avseende
panagon given modul m. Det vanligaste fallet &r att man soker a:s huvudrest modulo m, dvs. talet r

i divisionsalgoritmen a = mq + r. Man brukar darfor anvinda beteckningen
(5.4) a mod m = a:s huvudrest modulo m.

I princip kan 7 = @ mod m naturligtvis bestimmas genom divisionen a/m, varvid r = a — [a/m]m.
Emellertid intraffar det inte sa sillan, att talet a ar mycket stort, sa att divisionen a/m ir besvirlig
eller rentav omojlig att utfora i praktiken (t.0.m. med dator). Detta intraffar t.ex. om a &ar givet i
formen a = b*, dir b > 1 och k ir ett relativt stort positivt heltal. I sadana fall dr det fordelaktigt
att med stod av satserna 5.3-5.5 utfora reduktionen stegvis, sa att varje steg ger ett numeriskt

mindre tal ¢’ = a (mod m). Vi belyser detta med ett par exempel.

Exempel 1 Berikna 52(169° + 877) mod 11. Sitt n = 52(169° + 877). Man finner genom vanlig

division:
52=28 (mod 11)

169 =4 (mod 11)
87= -1 (mod 11).
Saledes galler enligt satserna 5.3 och 5.5:
n=8(4°+(-1)") (mod 11).

Vidare galler enligt sats 5.5:

4 =16=5 (mod 11)

44=25=3 (mod11)

48 =9 (mod 11)

4 =36=3 (mod 11).
Saledes &r n =8(3—~1)=16=5 (mod 11). Darmed har vi resultatet: n mod 11 = 5.

-

Exempel 2 I detta exempel skall vi visa hur man beriknar huvudresten modulo m av ett tal av
formen a*, d3 a, k och m &r positiva heltal. Vilj t.ex. a = 35, k = 308 och m = 23. Vi sker
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alltsa 35%°8 mod 23. Talet 35308 innehaller 476 siffror, varfor det skulle vara oerhdrt arbetskrivande
(atminstone utan datorhjilp) att forst berikna 35%® och dérefter utfora divisionen med 23. Vi
skall darfor anvisa en annan metod, som kriver endast mattligt riknearbete. Genom successiva

kvadreringar och reduceringar modulo 23 bildar vi forst huvudresterna modulo 23 av talen 35, 352,

354, ..., 35256, Siledes
35=12 (mod 23) ]

352 =144 =6 (mod 23)

35 =36 =13 (mod 23)

358 =169 =8 (mod 23)

35 =64 =18 (mod 23)

3532 =324 =2 (mod 23)

3554 =4 (mod 23)

35! =16 (mod 23)

35%%6 = 256 =3 (mod 23).
Nu 3r 308 = 4 + 16 + 32 + 256, vilket medfor att 3530 =13-18-.2-3 =1404 =1 (mod 23). Vi
har allts3 slutresultatet: 3538 mod 23 = 1.

Exempel 2 illustrerar vad man brukar kalla moduldr potensering. Teorin, som ligger till grund
for denna metod, ir foljande. Antag att vi skall berakna a* mod m, d& e, k och m ir positiva
heltal. Vi tinker oss talet k skrivet i binir form: k = (kn,kn—1,.-.,k1,k0)2, dér talen ki = 0

eller 1. Antag t.ex. att k; = 1 fr 4 = 41,43,...,%p. Da &r
k=20 427 4 ... 420

och saledes

Harav foljer med stod av sats 5.3 (b):

(5.5) af = (azi1 mod m) - (a2‘2 mod m)--- ((12"'p mod m) (mod m).

Produkten i hgra ledet av (5.5) reduceras slutligen till sin huvudrest modulo m. I vart numeriska
exempel har vi forst genom successiva kvadreringar och reduceringar modulo m = 23 berdaknat
huvudresterna for potenserna a, a?, a*, ..., a?” med a = 35, varefter vi har multiplicerat huvudres-

terna for de potenser a?', for vilka motsvarande k; = 1, precis sdsom formel (5.5) foreskriver.
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5.3 Linjara kongruenser

Linjira kongruenser ir en motsvarighet till linjira ekvationer. Det ar alltsa friga om kongruenser,

dar vi har en eller flera obekanta i forsta potens. Den enklaste linjara kongruensen ar av formen

(5.6) az =b (mod m). i
Linjira kongruenser med flera obekanta z1, 3, ..., Tn ar av formen
(5.7) a1Z1 + GZg + -+ @z = b  (mod m).

Vidare forekommer system av linjira kongruenser, t.ex. av formen

z=a; (modm,)
z =a; (mod my)
(5.8)

------------------

Vi kommer i detta och féljande avsnitt att behandla kongruenserna (5.6) resp. (5.8).

Betrakta kongruensen (5.6), dir vi antar att a, b och m ir givna heltal med m > 0. Vi séker alla
heltalslésningar z, som satisfierar kongruensen. Om z ar en partikular 16sning, sa ar varje heltal z;
med 7, = g0 (mod m) dven en 16sning, eftersom az; = azo = b (mod m) enligt kor. 5.3 (b).
Hela restklassen z = zq (mod m) utgdr alltsd 16sningar till kongruensen (5.6). Man fragar sig
nu huru manga av de m restklasserna modulo m, som utgdr 16sningar till kongruensen. Vi fragar

m.a.o. huru manga inkongruenta lésningar modulo m det existerar. Svaret ges av foljande sats.

Sats 5.9. Lit a, b och m vara heltal med m > 0. Sitt d = (a,m). Om d t b har kongru-
ensen (5.6) inga I6sningar. Om d | b har kongruensen exakt d inkongruenta lésningar modulo m.

Om z¢ ir en partikulir 16sning, kan alla l6sningar skrivas i formen

(5.9) z=2z0+ (m/d)t (t€Z).

Bevis: Av sats 5.1 foljer att kongruensen (5.6) ir ekvivalent med den diofantiska ekvationen
(5.10) az — my = b.

Enligt sats 3.14 har ekvationen (5.10) 16sningar, om och endast om d | b. 1 detta fall har ekvationen

oindligt ménga l6sningar (z,y), som.kan skrivas i formen (jfr. formel (3.27)):

z = z9 + (Mm/d)t, y=1 +(a/d)t (t€Z),
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dar (zo,%) ar en partikulir 16sning. Dirmed ir formel (5.9) ddagalagd. Det aterstar nu blott
att visa, att exakt d av l6sningarna (5.9) &r inkongruenta modulo m. Betrakta fordenskull tva
godtyckliga 16sningar

g1 = 20 + (m/d)ty och z3 =z + (m/d)ta.

Vi konstaterar att £; = 2z, (mod m), om och endast om )
(5.11) (m/d)t, = (m/d)t; (mod m).

Nu ar (m,m/d) = m/d, eftersom (m/d) | m. Enligt sats 5.4 kan kongruensen (5.11) divideras med
den gemensamma faktorn m/d, om modulen m samtidigt divideras med m/d. Vi fir d&

(512) t, = 12 (mod d).

Omvint inses latt att (5.11) foljer ur (5.12). Tva godtyckliga l6sningar 1 och z; &r siledes kon-
gruenta modulo m, om och endast om motsvarande t-virden ir kongruenta modulo d. Inkongruenta
16sningar modulo m alstras alltsd, da och endast da t genomloper ett fullstindigt restsystem mo-

dulo d. Emedan varje sidant system bestar av d tal, fir vi d inkongruenta lésningar modulo m. [

I det speciella fall att talen @ och m i sats 5.9 ar relativt prima, varvid d = 1, far vi f6ljande

korollarium.

Kor. 5.9. Lit a, b och m vara heltal med m > 0. Om a och m ir relativt prima, sd har
kongruensen (5.6) exakt en I6sning modulo m, representerande alla tal i en och samma restklass

modulo m. Om zo ir en sadan I6sning, kan alla I6sningarna skrivas i formen
(5.13) z=z0+mt (t€2).

Sats 5.9 och dess korollarium ger ingen anvisning om hur man skall finna den partikulara
l16sningen zo. Om talen a, b och m ar sma, sker detta enklast genom prévning. For storre tal kan
man limpligen anvinda den metod, som beskrivits pa sid. 23 for diofantiska ekvationer, eftersom
kongruensen (5.6) ir ekvivalent med den diofantiska ekvationen (5.10).

Lat oss for ett ogonblick betrakta den speciella kongruensen
(5.14) az=1 (mod m).

Av sats 5.9 foljer att kongruensen ir losbar, om och endast om (a,m) = 1. I detta fall ir alla
16sningar kongruenta modulo m. En godtycklig 16sning till kongruensen (5.14) kallas en invers till a
modulo m och betecknas @. Om @ ar en dylik invers, kan siledes alla 1dsningar till kongruensen (5.14)
skrivas i formen z =@ (mod m). Vikan utnyttja inversen @ for att 16sa den allménna kongruensen
az =b (mod m)i det fall att (a,m) = 1. Multipliceras namligen sistndmnda kongruens med g,
erhalles aaz = @b (mod m). Nu ir emellertid aa =1 (mod m), varfor vi fir z = @b (mod m).

Detta ger den fullstindiga l6sningen till kongruensen az = b (mod m) i det fall att (a,m) = 1.
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Exempel 1 Los kongruensen 9z = 12 (mod 15). Hir 4r a = 9, b = 12, m = 15 och siledes
d=(9,15) = 3. Emedan 3 | 12 ir kongruensen 16sbar och har 3 inkongruenta 16sningar modulo 15.

Genom provning finner man latt att zo = 3 ar en partikuldr 16sning. Enligt formel (5.9) ges den
allménna l6sningen da av

z=3+5¢ (te 2).

Av dessa z-varden ir t.ex. 79 = 3, z; = 8, 23 = 13 inkongruenta modulo 15. Ettjfu]]stindjgt
system av inkongruenta ldsningar modulo 15 &r alltsd: z = 3 (mod 15), ¢ = 8 (mod 15) och
z =13 (mod 15).

Exempel 2 Lés kongruensen 128z = 833 (mod 1001). Hir 4r a = 128, b = 833, m = 1001.
Man ser latt att (128,1001) = 1. Enligt kor. 5.9 har kongruensen exakt en I6sning modulo 1001.
Kongruensen &r ekvivalent med den diofantiska ekvationen

(5.15) 128z — 1001y = 833.

For att finna en partikulir 16sning tillimpar vi Euklides algoritm pa talen 1001 och 128. Vi far da

1001 = 7128 + 105
128 = 1-105 + 23
105=4-23+ 13
23=1-13+10
13=1-10+3
10=3-3+1
3=3-1.
Vi kan nu framstalla talet 1 = (128,1001) som en linjir kombination av 128 och 1001 genom att

tillimpa sats 3.7. En annan méjlighet, som ger samma, slutresultat, ir att "rikna baklinges” i
Euklides algoritm ovan pa foljande sitt:
1=10-3-3=10-3(13-10)= -3-13+4-10
=-3-13+4(23-13)=4-23-17-13
=4-23-7(105—-4-23) = —-7-105+ 32-23
= —T7-105+ 32(128 - 105) = 32-128 — 39-105
= 32128 — 39(1001 — 7-128) = -39 - 1001 + 305 - 128.

Vi har sédlunda 305-128—-39-1001 = 1. Multiplikation med 833 ger: 254065-128-32487-1001 = 833.
En partikuldr 1dsning till den diofantiska ekvationen (5.15) ar alltsd: zo = 254065, yo = 32487.
Losningen till den givna kongruense;l kan dd skrivas i formen z = 254065 (mod 1001). Utbytes
254065 mot dess huvudrest modulo 1001 fés 16sningen i den enklare formen: z = 812 (mod 1001).
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5.4 Kinesiska restteoremet

I gamla kinesiska skrifter kunde man hitta problem av foljande typ: Sok ett tal, som dividerat
med 3 ger resten 1, dividerat med 5 ger resten 2 och dividerat med 7 ger resten 3. Om vi betecknar

talet ifraga med z, far vi foljande kongruenser:
(5.16) z=1 (mod3), z=2 (mod 5), =3 (mod7).

Vi har alltsd ett system av kongruenser med olika moduler av den allminna typen (5.8). Vi skall
nu visa att ett dylikt system alltid har en 16sning, forutsatt att modulerna ar parvis relativt prima.

Pa grund av sitt kinesiska ursprung har denna sats fitt namnet

Sats 5.10. (Kinesiska restteoremet). Kongruenssystemet (5.8) har en entydig I6sning mo-

dulo M = mym; ---my under forutsittning att talen mq, my, ..., my ar parvis relativt prima.

Bevis: Satt M; = M/m; = mymg -+ -my_ymity - mg (1 = 1,2,...,k). Eftersom m; ir relativt
primiskt till vart och ett av talen m; (§ # ), & m; relativt primiskt dven till deras produkt M;
(kor. 3.9). Saledes (my, M;) = 1 for ¢ = 1,2,...,k. Da har kongruensen M;y; =1 (mod m;) en

entydig 16sning y; modulo m; (kor. 5.9). Vi bildar nu summan
(5.17) z =a My + aaMays + -+ + a Miyx

och pdstdr att denna utgdr en losning till kongruenssystemet (5.8). Man har ndmligen m; | M;
for ¢ # j. Detta medfér att M; =0 (mod m;) for ¢ # j. I summan (5.17) ar alltsd alla termer
kongruenta med 0 modulo m; utom termen a;M;y;. For denna term giller kongruensen a; M;y; = a;
(mod m;), emedan M;y; =1 (mod m;). Sdledes ir z = a; (mod m;) fori =1,2,...,k. Dirmed
ar pavisat att z utgdr en losning till kongruenssystemet (5.8). Det aterstar nu att visa att tva
godtyckliga 16sningar z; och z; ir kongruenta modulo M. Ur kongruenserna z; = a; (mod m;)
och 3 = a; (mod m;) foljer z1y = z3 (mod m;) for ¢ = 1,2,...,k. D3 nu talen m; ar parvis
relativt prima, fis harav med stod av kor. 5.7: z; = z; (mod M). Tva godtyckliga 16sningar till
systemet (5.8) ar alltsa kongruenta modulo M. Dirmed ar satsen bevisad. [

Exempel 1 Som en tillimpning av sats 5.10 skall vi 16sa kongruenssystemet (5.16). Eftersom talen
3, 5 och 7 ar parvis relativt prima, har systemet en entydig 16sning modulo M = 105 = 3-5-7.
Satt My = 105/3 = 35, M, = 105/5 = 21 och M3 = 105/7 = 15 i enlighet med beviset ovan. Vi

har da att 16sa kongruenserna
351 =1 (mod 3), 21y =1 (mod 5), 15y3 =1 (mod 7).

Dessa ar ekvivalenta med de enklaré kongruenserna

(5.18) 21 =1 (mod 3), ¥y =1 (mod 5), y3=1 (mod 7),
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som fas d3 talen 35, 21 och 15 ersittes med sina huvudrester modulo 3, 5 resp. 7. Man ser latt
att kongruenserna (5.18) har losningarna y1 = 2 (mod 3), y2 =1 (mod 5), y3 =1 (mod 7).
Insittes dessa y-virden jamte a1 = 1,a = 2,a3 =3, My = 35, My = 21 och M3 = 15
i formel (5.17) fas

z=1:35-2+2-21-1+3:15-1=15T7.

Losningen till kongruenssystemet (5.16) lyder alltsa: z = 157 (mod 105), vilken 13sning &ven kan

skrivas i formen z = 52 (mod 105).

Det finns aven ett annat satt att 18sa kongruenssystem av typ (5.8), sasom vi nu skall visa.
Metoden kallas substitutionsmetoden och ar analog med motsvarande metod vid 16sning av van-
liga ekvationssystem. Vi tillimpar metoden pa kongruenssystemet (5.16), varvid principen torde
framga. Den forsta kongruensen (5.16) ger = = 1+ 3t, dar ¢ &r ett heltal. D4 detta virde pd z
insittes i den andra kongruensen, fas 1+ 3t = 2 (mod 5), som ger 3t = 1 (mod 5). Léses nu
denna kongruens med avseende pa t, erhilles t =2 (mod 5). Detta innebar att t = 2 + Hu, dar u
ar ett heltal. D3 vi insitter detta uttryck for ¢ i ekvationen z = 1 + 3t, far vi £ = 7+ 15u. Detta
uttryck for z insittes slutligen i den tredje kongruensen (5.16). Man far da (efter en liten hyfsning):
15u = 3 (mod 7), som ger l6sningen v =3 (mod 7). Allts ar u = 3 + 7v, dar v ar ett heltal.
Insittning i ekvationen z = 7 + 15u ger ¢ = 52 + 105v. Detta innebar att z = 52 (mod 105) &r

den slutliga losningen.

Observera! Substitutionsmetoden kan anvindas for att 1osa ett kongruenssystem dven i det fall
att modulerna inte ir parvis relativt prima. Ett kongruenssystem kan némligen vara l6sbart aven
om villkoret i sats 5.10 inte ar uppfyllt. Detta ar ju blott ett tillrackligt men ingalunda nédvandigt
villkor for att kongruenssystemet (5.8) skall vara losbart.

Exempel 2 Antag att vi har en fickraknare med 10 siffrors kapacitet i sifferindikatorn (display).
(Internt raknar den da med 1213 siffror). Antag vidare att vi med denna fickriknare onskar mul-
tiplicera tva positiva heltal a och b, vartdera innehallande hogst 9 siffror. Produkten ab innehaller
d4 hogst 18 siffror och kan sdlunda verstiga fickriknarens kapacitet. Hur skall man forfara for att
fa fram alla siffrorna i produkten? Metodiken bygger pa kinesiska restteoremet. Av detta teorem
foljer ju, att om man kinner huvudresterna for ett obekant tal z modulo talen mq, mg, ..., Tk,
vilka antages vara parvis relativt prima, 3 kan z bestimmas modulo M = mymy .- Mk. Som
givna moduler valjer vi nu m = 98 — 956 och n = 5° = 390625. Dessa ar relativt prima och har

produkten mn = 108. Vi bestimmer nu huvudresterna

a1 = amod m by = bmod m

a; =amod n by = bmod n.

Da ir ab = a;b; (mod m) och ab = azb; (mod n). Dessa kongruenser bestar, om vi ersatter

talen a1b; och agby med deras huvudrester (a;by)’ och (agby)' modulo m resp. . Produkten ab
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utgor alltsd en 16sning till kongruenssystemet

— !

(5.19) z = (a1b1)’ (mod m)

z = (azb)’ (mod n).
Eftersom lésningarna till detta system ar kongruenta modulo 108, s3 finns det en 16sning z¢ med
0 < z¢ < 10%. Denna l6sning kan bestimmas med ndgon av de metoder, som beskrivits i det
foregaende. (Om fickriknaren &ar programmerbar, kan l8sningsalgoritmen programmeras in pa
forhand). Om vi nu tinker oss produkten ab skriven i formen ab = p-10® + ¢, s& ser vi att
¢ = %o, medan p = [ab/10%]. De 8 sista siffrorna i produkten ab utgores alltsa av 1dsningen z,
till kongruenssystemet (5.19), medan de ovriga siffrorna bildar heltalsdelen av ab/108. Emedan
denna heltalsdel bestar av hogst 10 siffror, har fickriknaren kapacitet att visa dem alla. Darmed
blir talet ab fullstindigt bestimt.

Anmadrkning. Som den intelligente lisaren mahinda har markt, sa kan produkten azb, i det
foregdende innehalla upp till 12 siffror, emedan a, och by kan vara sexsiffriga tal. Dirmed skulle
produkten ayb; kunna Sverstiga fickriknarens sifferindikatorkapacitet. Nu ar emellertid agb, blott
ett mellanresultat, som kan lagras direkt i nagot av fickriknarens minnen, och dessa har i regel
den erforderliga kapaciteten. Det kan f.5. namnas, att man aven i datorer anvinder metoder, som
baserar sig pa kinesiska restteoremet, nar man har att gora med tal, som normalt overstiger datorns
kapacitet.

5.5 Delbarhetstest

Vi skall dgna, resten av denna paragraf at ndgra tillimpningar av kongruenser. I detta avsnitt skall
vi forst hérleda ett par enkla regler, enligt vilka man kan avgora om ett givet tal ir delbart med
négon potens av 2 eller 5. Direfter hirleder vi regler for delbarhet med 3, 9 och 11. Slutligen skall
vi redogdra for det s.k. nioprovet vid multiplikation.

Lat n vara ett positivt heltal, skrivet i decimalform:
(5.20) n=ap-10°+ap 1 -10°"1 4 ... 4 a1 - 10 + qp.

Emedan 10¥ = 2% . 5% (k= 1,2,...),s44r 10 = 0 (mod 2F) och 10F =0 (mod 5*). De termer,
vilkas tioexponenter > k, ir alltsa alla kongruenta med noll modulo 2% och 5. Hirav sluter vi att

n=ag_; 10 T4 ap_y 1052 4 ... +a;-10+a (mod 2") och (mod 5").

Detta ger oss foljande delbarhetsregler:

-

Sats 5.11. Ett heltal, skrivet i decimalform, ir delbart med 2¥ eller 5%, om och endast om det
tal, som bildas av dess k sista siffror, ar delbart med 2* resp. 5*.
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S4 ar t.ex. talet n = 32688048 delbart med 2% = 16, emedan 16 | 8048. Diremot ir n inte
delbart med 25 = 32, eftersom 32 + 88048. Likasi ir talet m = 15535375 delbart med 53 = 125,
emedan 125 | 375. Daremot ir m inte delbart med 5¢ = 625, eftersom 625 1 5375.

Vi 6vergar till att testa delbarhet med 3 och 9. Férdenskull infor vi polynomet

P(z) = apz? + ap_12?~ 1 ... 4 a1z + ay.
Enligt (5.20) ar P(10) = n. Vidare infor vi beteckningen
(5.21) S(n):ap+ap_1+-.-+a1+ao

for siffersumman i talet n. D4 nu 10 = 1 (mod 3) och (mod 9), sa sluter vi av sats 5.6:
n=P(10) = P(1) = §(n) (mod 3) och (mod 9). Siledes

(5.22) n=.5(n) (mod3) och (mod 9).
Detta ger foljande delbarhetstest:

Sats 5.12. Ett heltal n, skrivet j decimalform, ir delbart med 3 eller 9, om och endast om

dess siffersumma S(n) ir delbar med 3 resp. 9.

Om S(n) inte &r ett ensiffrigt tal, kan man bilda siffersummorna S(5(n)), 5(5(S(n))), 0.5.v.,
tills man far ett ensiffrigt tal. P4 grund av (5.22) ir var och en av dessa siffersummor kongruenta
med n modulo 3 och 9. I fortsittningen ma s(n) beteckna den (till ensiffrigt tal) reducerade

siffersumman i talet n. D3 ir
(5.23) n=3s(n) (mod3) och (mod 9).

Vi kan silunda i sats 5.12 byta ut siffersumman S(n) mot den reducerade siffersumman s(n). Uraga
om delbarhet med 11 giller foljande regel:

Sats 5.13. Ett heltal n av formen (5.20) ér delbart med 11, om och endast om dess alternerande
siffersumma,

(5.24) S(n)=ao—a1+ay—az+---+ (~1)?a,
ar delbar med 11.

Ur kongruensen 10 = —1 (mod 11) féljer nimligen n = P(10) = P(-1) = S(n) (mod 11),

varav satsen omedelbart framgar.

Antag nu att vi énskar multif:licera. tva positiva heltal m och n. Enligt (5.23) ar m = s(m)
och n = s(n) (mod 9). Multiplikation ger:

mn = s(m)s(n) = 3(s(m)s(n)) (mod 9).
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A andra sidan dr mn = s(mn) (mod 9). Saledes
s(mn) = s(s(m)s(n)) (mod 9).

Men eftersom de reducerade siffersummorna ar ensiffriga tal, ir den sistnimnda kongruensen
de facto en likhet. Alltsa:

(5.25) s(mn) = s(s(m)s(n)).

Man kan anvinda denna likhet for att kontrollera om multiplikationen mn ir ratt utford, sisom
foljande exempel visar. Antag att m = 8597, n = 637. D4 ir mn = 5476289. A andra sidan fas

siffersummorna:

S(m)=29, S(S(m))=11, s(m)=2
S(n) =16, s(n)=7
S(mn) =41, s(mn)=>5.

Om multiplikationen ar ritt utford, skall vi enligt (5.25) has:
= s(mn) = 3(s(m)s(n)) = s(14) = 5.

Likheten (5.25) stimmer alltsa i vart exempel. Dirav kan vi emellertid inte dra den slutsatsen, att
multiplikationen mn ar ritt utférd. Det kan ju tdnkas att vi vid multiplikationen begatt ett fel,
som inte dndrar pa siffersummorna. Daremot kan vi pasta, att om likheten (5.25) inte stimmer, sa
ar multiplikationen felaktig, forutsatt att siffersummorna utriknats korrekt. Detta sitt att testa

en multiplikation kallas nioprovet.

5.6 Berakning av veckodagen for ett givet datum

I detta avsnitt skall vi hirleda en formel for bestimning av veckodagen for ett givet datum i var
gregorianska kalender. Denna kalender infordes ar 1582 av paven Gregorius XIII genom att man
dels dndrade pa skottarsregeln, dels hoppade over 10 dagar i almanackan. Pa den 4 oktober nimnda
ar foljde salunda den 15 oktober. Orsaken hirtill var att den tidigare kalendern, den julianska, som
infordes av kejsar Julius Caesar ar 46 {Kr., hade kommit i otakt med arstiderna pa grund av att
drets lingd inte helt stimde Gverens med jordens omloppstid kring solen. Alla linder accepterade
dock inte den nya kalendern med detsamma. Till en bérjan antogs den nya kalendern endast
i de katolska linderna, medan de protestantiska stretade emot. Detta ledde dock till trassel och
forvirring i de politiska och kommersiella relationerna, varfor man i slutet av 1600-talet och i bérjan

av 1700-talet overgick till den "nya stilen” i de protestantiska delarna av Tyskland samt i Holland,

Danmark och Norge. I Sverige-Finland infordes den gregorianska kalendern si sent som ar 1753.
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I de grekisk-ortodoxa linderna stillde man sig i det lingsta helt avvisande. Salunda infordes den
gregorianska kalendern i Sovjet ar 1917, i Jugoslavien och Ruménien ar 1919 och i Grekland ar
1923. Man maste halla dylika fakta i minnet, nir man anger historiska data.

I den gregorianska kalendern ir vart fjirde ar skottir utom de jimna sekeldr, som inte ar
delbara med 400. Denna regel inférdes for att arets lingd i medeltal si nira som méjligt skall
6verensstamma med jordens omloppstid kring solen, som ar 365, 2422 dygn. Under en 400-arsperiod
har vi alltsd 303 "normala” ar och 97 skottar. Detta ger drsmedellingden 365,2425 dygn. Pa ca
3300 ar uppgar skillnaden till en dag. Dérfor har man bestimt att ar 4840 inte skall vara skottar,
fastdn talet 4840 ar delbart med 4. Den som lever far se!

Efter dessa preludier rérande var tiderikning skall vi nu ange en metod att bestimma vecko-
dagen for ett godtyckligt datum i den gregorianska kalendern. Veckodagen kommer att anges
med ett tal enligt foljande kod: séndag = 0, mandag = 1, tisdag = 2, onsdag = 3, torsdag = 4,
fredag = 5 och lordag = 6. Den sokta veckodagen betecknas enligt denna kod med talet W. Det
ar klart att W endast behover anges modulo 7. Datum, for vilket veckodagen sdkes, anges pa
foljande satt: Artalet = N, manadens nummer = m och datum i minaden = d. Dessutom skriver
vi N = 100C + Y, varvid C betecknar arhundradet (century) och Y aret (year) i arhundradet
ifraga. Betriffande manadsnumret m skall vi gora foljande justering: Eftersom skottdagen infaller
i februari, ar det av raknetekniska skal lampligt att ta mars som utgangspunkt for manadsnum-
reringen. Manaderna mars — december far dock bibehélla sina vanliga nummer (3 — 12), medan
januari och februari rdknas som manad 13 resp. 14 for foregaende ar. T.ex. den 15 februari 1992
anges med N = 1991, m = 14, d = 15.

For att gora rakningarna sa enkla som méjligt tar vi den 1 mars ar 0 som utgangspunkt. Vi
betecknar denna veckodag med dg enligt koden ovan. Nu kan man mot detta invinda att den grego-
rianska kalendern inte gillde ar 0. Detta spelar emellertid ingen roll. Vi raknar som om kalendern
hade gallt fran och med ar 0 samt bestammer sedan det virde dy da skulle ha haft. Veckoda-
gen den 1 mars ar N betecknas dy. Da ett "normalt” ar har 365 dagar och 365 = 1 (mod 7),
sker en forskjutning ifriga om veckodagen med en dag per ar under "vanliga” ar och med tvad
dagar per ar under skottar. Fér att berdkna dy utgiende fran dp maste vi alltsd veta huru méanga
skottar (), som infallit under perioden fran ar 0 till & N. Som redan nimnts, ir i den gregorianska,
kalendern ett ar skottar, om artalet ir delbart med 4, dock med undantag av de jimna sekelar,
som inte ar delbara med 400. Under tidsperioden 0 — N ir alltsa antalet skottar

S = [N/4] — [N/100] + [N/400].

Insattes har N = 100C + Y, fas efter diverse forenklingar:

S =24C +[C/4] + [Y/4]
=3C+[C/4]+[Y/4] (mod 7).

(5.26)
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Vid dessa forenklingar har vi bl.a. beaktat att

[25C + (Y/4)] = 25C + [Y/4]

[C+ (Y/100)] = C

[(C/4) + (Y/400)] = [C/4].
Frin den 1 mars ar 0 till den 1 mars 4r N har veckodagen okat med beloppet N + S. Detta ger
med beaktande av (5.26):

Ay =do +100C +Y +3C + [C/4] +[Y/4] (mod 7)

=do-2C+Y +[C/4]+[Y/4] (mod 7).
Vi vet att den 1 mars 1991 var en fredag. Siledes ir dy = 5 for C = 19, Y = 91. Insittes detta
1(5.27) fds dp = =74 = 3 (mod 7). Den 1 mars ar 0 skulle allts3 ha varit en onsdag, om den
gregorianska kalendern hade gillt da. Siledes ir
(5.28) dy=3-2C+Y +[C/4]+[Y/4] (mod 7).

Nu aterstar blott att rakna fram veckodagen utgiende fran den 1 mars till det givna datumet. Om

(5.27)

alla ménader vore 28 dagar, skulle ingen forskjutning ifriga om veckodagen ske fran manad till
manad. Veckodagen d,, for dagen d i en godtycklig manad vore d3

(5.29) dy =dy+d—-1 (mod 7).

Nu &r tyvérr inte alla manader 28 dagar, och vi maste darfér gora olika tilligg till d,, for olika

ménader. Genom att successivt addera ihop antalet dagar, som respektive manad Sverskrider 28,
far vi foljande tabell ver det totala tilligget t,, i manad nummer m:

m: 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

lm: 0 3 5 8 10 13 16 18 21 23 2 29
Det skulle nu galla att hitta en formel, som anger sambandet mellan m och tm. Emedan funk-
tionen ¢,, endast antar heltaliga virden, kan man férmoda att heltalsfunktionen [z] skall kunna

anvindas. Genom att préva sig fram finner man att
(5.30) tm = [2,6(m +1)] - 10
ger just de ritta virdena pa t,,. Den sokta veckodagen W ir alltsda W = d,, + t,,. Insittes har
vardena (5.29) och (5.30) pa d,, och t,,, fas

W=dyv+d+3+4[2,6(m+1)] (mod 7).
Harvid har vi beaktat att —11 =3 (mod 7). Det aterstir nu blott att insitta virdet (5.28) pa dy,
varvid vi erhaller slutresultatet:
(5.31) W=(d-1)+[2,6(m+1)]+ (Y = 2C) + [Y/4] 4+ [C/4] (mod 7).
Som en tillimpning skall vi bestimma veckodagen for den 15 september 1991. Vi har: d = 15,
m=19,Y =91, C = 19. Insittning i(5.31) ger: W=119=0 (mod 7). Den 15 september 1991
ar alltsd en sondag, vilket torde stimma Gverens med almanackan. For den 29 februari 1992 har
vi: =29, m=14,Y =91, C = 19. Detta ger W = 146 = 6 (mod 7), alltsd en lordag.
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Ovningsuppgifter

Uppgift 5.1 For vilka positiva heltal m giller foljande kongruenser: a) 27 = 5 (mod m),
b)1000=1 (mod m), ¢)1331=0 (mod m).

Uppgift 5.2 Visa att a = b (mod ¢) = (a,¢) = (b,¢), om a, b och ¢ ar hela tal med ¢ > 0.

Uppgift 5.3 Vilken slutsats kan man dra av kongruensen a = 6* (mod p), d& a och b ir heltal
och p ett primtal.

Uppgift 5.4 Visa att om n =3 (mod 4), s& kan n inte vara summan av tva heltalskvadrater.
Uppgift 5.5 Bestim den minsta positiva resten modulo 13 av a) 1000, b) —1000, c) 3757.
Uppgift 5.6 Bestim den minsta absoluta resten modulo 13 av a) 375, b) —375, c¢) —6247.
Uppgift 5.7 Bestim huvudresten modulo 47 av a) 229°, b) 346, |
Uppgift 5.8 Bestim huvudresten modulo 23 av talet (233 - 75610 — 63)5.

Uppgift 5.9 Bestim de tv3 sista siffrorna i talet 25 +25° +25° 4...4. 95" (Ledning: Visa forst att
25" =32 (mod 100) f6r alla heltaliga k£ > 1). Uppgiften ingick i den nordiska matematiktivlingen

for gymnasister i april 1991.
Uppgift 5.10 Lés foljande linjira kongruenser: a) 3z =2 (mod 7), b) 6z =3 (mod 9).
Uppgift 5.11 Los kongruenserna: a) 15z =9 (mod 25), b) 987z =610 (mod 1597).

Uppgift 5.12 Vilka ar inverserna till talen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 modulo 117 Bestim med
stod hirav den minsta absoluta resten modulo 11 av talet 10!.

Uppgift 5.13 Los kongruenserna: a) 2z +3y =1 (mod7), b)2z+4y =6 (mod 8). (Dessa

kongruenser har alltsa tva obekanta).

Uppgift 5.14 En god 10000 m:s Iépare tranar sin specialstracka pa en 400 m:s bana genom att
springa 25 varv. Vid starten sitter han igang sitt tidtagarur, som visar minuter och sekunder
samt tiondelar av sekunder. Nar han stannar klockan vid maélet, uppticker han att den har tappat
minutvisaren. Sekundvisaren stir pa 15,0. Vilken ir den mest sannolika tiden for loppet, och

vilken &r den motsvarande varvtiden i medeltal? Det antages hirvid att denna varvtid utgdr ett

helt antal sekunder.
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Uppgift 5.15 Los {oljande system av linjira kongruenser:

z=1 (mod2)
z=2 (mod3)
z=3 (mod5).

Uppgift 5.16 Los foljande system av linjira kongruenser:
rz=4 (mod 6)
z =13 (mod 15).

Uppgift 5.17 Los f6ljande system av linjira kongruenser:
z=7 (mod 10)
z =4 (mod 15).

Uppgift 5.18 Los kongruensen (z — 1)(2z — 1) =0 (mod 6).

Uppgift 5.19 Enligt teorin for manniskans biorytm finns det i méinniskans liv tre olika cykler,
den fysiska, den emotionella och den intellektuella cykeln. De tre cyklerna har en period om 23,
28 resp. 33 dagar. Alla tre cyklerna varierar i enlighet med en sinuskurva, som startar vid noll i
fodelsedgonblicket och gor en fullstindig svingning under den ifrigavarande cykelns period. Efter
en fjirdedels period har kurvan silunda uppnatt sitt maximum. Finns det nagra ogonblick i en
minniskas liv, da alla tre cyklerna samtidigt a) uppnar sitt maximum, b) passerar noll fran minus
till plus? Angiv i jakande fall vilka dagar detta intriffar. (Ledning: Anvénd ett fjairdedels dygn
som tidsenhet i moment a) for att alla tider skall bli heltaliga).

Uppgift 5.20 Bestim den hdgsta potens av 2, varmed foljande tal ir delbara: a) 201984,
b) 1423408, c) 89375744.

Uppgift 5.21 Bestim pa snabbast mdjliga sitt (utan anvandning av kalkylator) vilka av foljande
tal, som ar delbara med 9: a) 65412351, b) 987654321, c) 78918239735.

Uppgift 5.22 Bestim pa snabbast mdjliga sitt (utan anvindning av kalkylator) vilka av foljande
tal, som ar delbara med 11: a) 10763732, b) 1086320015.

Uppgift 5.23 Hirled foljande regel for delbarhet med 7, 11 eller 13: Talet delas forst i block om
tre siffror i varje med bérjan frén slutet. De si erhéllna tresiffriga talen (det sista kan innehalla
firre an tre siffror) forses fran slutet riknat med vixelvis plus- och minustecken. Om summan av
dessa tal (tagna med tecken) ir delbar med 7, 11 eller 13, ar aven det givna talet delbart med 7,
11 resp. 13.

Uppgift 5.24 Ar foljande mul{iplika,tioner korrekt utforda: a) 875961 - 2753 = 24105520633,
b) 24789 - 43717 = 1092700713. (Kalkylator fir ej anvindas).

[N
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Uppgift 5.25 Anvind nioprovet for att fylla i den felande siffran, som markerats med ett frage-
tecken: 89878 - 58965 = 5299756270.

Uppgift 5.26 P4 vilken veckodag infaller den 1 januari ar 20007

Uppgift 5.27 Bestam p4 vilken veckodag du sjalv ar f6dd. Vilka av dina fédelsedagar till och med

den 50:de infaller pa denna veckodag?

Uppgift 5.28 I februari 1992 finns det fem l6rdagar. Under vilka andra ar pa 1900-talet innehaller

februari manad fem lérdagar? Loés uppgiften med kongruenser!
Uppgift 5.29 Visa att for veckodagen W i den julianska kalendern géller:
W= (d+4)+2,6(m+ D]+ ¥ - C)+[Y/4] (mod7),

d3 storheterna d, m, Y och C har samma betydelser som i avsnitt 5.6. Hérvid far man utnyttja

att den 1 mars 1582 var en torsdag enligt den julianska kalendern.

Uppgift 5.30 Det pastis att fredagen den 13:e ar en olycksdag. Ar det faktiskt sd (som endel
pastar) att den 13:e i manaden oftare infaller pa en fredag &n pa nigon annan veckodag? Om alla
veckodagar ir lika sannolika, borde ju sannolikheten for att den 13:e i manaden skall vara en fredag
vara = 1/7. Berikna den verkliga sannolikheten genom att bestimma veckodagen for den 13:e i

varje manad under en 400-arsperiod, t.ex. 1600-1999. (For att 16sa denna uppgift bor du helst ha

tillgang till en dator eller dtminstone en programmerbar kalkylator).
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§ 6. Nagra speciella kongruenser

6.1 Wilsons sats

I denna paragraf skall vi behandla nagra speciella kongruenser, vilka uppkallats efter mer eller
mindre berémda matematiker. Vi bérjar med en sats, som fatt sitt namn efter en engelsk mate-
matiker, John Wilson (1741-1793), vilken framlade denna sats som en hypotes men aldrig lyckades
bevisa den. Satsen bevisades av den franske matematikern Joseph-Louis Lagrange ar 1770.

Vi inleder med ett forberedande lemma. I avsnitt 5.3 definierade vi en invers till heltalet a
modulo m (m > 0) som en lésning z till kongruensen az =1 (mod m), under forutsittning att
(a,m) = 1. Vi konstaterade da att inversen ar entydig modulo m. I det fall att m ar ett primtal
giller f6ljande lemma.

Lemma 8.1. Lait p vara ett primtal. Det positiva heltalet a ir sin egen invers modulo p, om

och endast om a = +1 (mod p).

Bevis: Om a = +1 (mod p), s& ar ¢® = 1 (mod p) enligt sats 5.5. Alltsd ar o sin egen
invers modulo p. Antag nu omvint att a ir sin egen invers. D3 ir a> = 1 (mod p), varav fas
p|(a—1)(a+1). Dettagerp|(a—1)eller p|(a+1) pagrund av kor. 3.8. Men detta ar ekvivalent
med att a = +1 (mod p). [

Sats 6.2. (Wilsons sats). Om p ir ett primtal, sd ir (p—1)! = -1 (mod p).

Bevis: Satsen giller uppenbarligen for p = 2, ty 1 = -1 (mod 2). Vi kan alltsa anta att
p > 2. Enligt kor. 5.9 har da varje heltal ¢ med 1 < a < p — 1 en entydig invers @ modulo p.
Inverserna tillhér siledes mangden {1,2,...,p—1}. Tva olika ay,a; € [1,p — 1] kan inte ge upphov
till samma invers, ty om a;@ = 1 och a;8a = 1 (mod p), s& 4r ¢;@ = ay@ (mod p) och sdledes
a1 = a2 (mod p), vilket r omdjligt. Inverserna omfattar alltsa hela mingden {1,2,...,p — 1}.
Enligt lemma 6.1 ar talen 1 och p— 1 de enda i denna mangd, som ir sina egna inverser. Alla tal a
med 2 < a < p~ 2 har alltsd en invers @ # a. Vi parar nu ihop varje dylikt @ med sin invers @ och
konstaterar med st6d av sats 5.3 att produkten av dessa par & = 1 (mod p). Aterstr talen 1
och p— 1. For dessa giller: 1=10ochp—1= -1 (mod p). Sdledes ar (p—1)!= -1 (mod p). 0
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Det visar sig att 4ven omvindningen av Wilsons sats galler. Man har namligen
Sats 6.3. Om for ett positivt heltal n giller att (n — 1)! = —1 (mod n), sd ir n ett primtal.

Bevis: Antag som antites att n ir sammansatt, saledes n = abmed 1 <a <noch1<b<n.
Satsens antagande ger: n | ((n — 1)! + 1). Alltsa galler aven

(a) a|((n=1)+1).

Vidare géller: a | (n—1)! och @ { 1, emedan 1 < a < n. Harur fas enligt sats 1.5: a + ((n —1)!+1),

vilket strider mot (a). Denna motségelse visar att antitesen &r falsk och satsen riktig. O

Av satserna 6.2 och 6.3 foljer att n ar ett primtal, om och endast om (n—1)! = -1 (mod n).
Man kan alltsd anvanda denna kongruens for att testa om n ar ett primtal. Detta ar dock ett mycket
opraktiskt primtalstest i det fall att n ar stort, eftersom vi har att utféra n — 1 multiplikationer

modulo n. I nasta avsnitt skall vi bekanta oss med en annan typ av primtalstest.

6.2 Fermat’s lilla sats

Pierre de Fermat (1601-1665) var en fransk matematiker och jurist, som gett viktiga bidrag till
talteorin. Bland de satser, som bar hans namn, skall vi i denna kurs ta upp endast tva: "Fermat’s
lilla sats” och "Fermat’s stora sats”, av vilka den senare behandlas langre fram. Fermat’s lilla sats
behandlar kongruenser med primtalsmodul och har pa senare tid blivit ett viktigt hjalpmedel i

samband med primtalstest. Satsen lyder som foljer:

Sats 6.4. (Fermat’s lilla sats). Om p ér ett primtal och a ett heltal, som inte ar divisibelt

med p, si galler:

(6.1) a>'=1 (mod p).

Bevis: Antagandet p { a innebar att (a,p) = 1, eftersom p &r ett primtal. Enligt kor. 5.8 bildar
dd talen 0-a, 1-a, 2-a,..., (p—1)a ett fullstindigt restsystem modulo p. P4 samma satt bildar
talen 0, 1, 2, ..., p — 1 ett fullstindigt restsystem modulo p. Da det férsta talet ar detsamma i
bagge systemen, sa ar talen 1-a, 2-4a,..., (p— 1)a i ndgon ordning kongruenta modulo p med

talen 1, 2, ..., p— 1. Multipliceras dessa p — 1 kongruenser med varandra, fis enligt sats 5.3 (b):

(p-DWa?=(p-1)! (mod p).

-

Nu ar ((p — 1)!,p) = 1, varfor vi enligt kor. 5.4 kan dividera kongruensen med (p — 1)!. Vi far da
relationen (6.1), och Fermat’s lilla sats &r bevisad. (]
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I Fermat’s lilla sats kravde vi att p + a. Vi kan befria oss frin detta antagande genom att
modifiera satsen nagot. Man har nimligen

Sats 6.5. Om a ir ett heltal och p ett primtal, s giller:

(6.2) a? =a (mod p).

Bevis: Om p 1 a, si foljer (6.2) ur (6.1) genom multiplikation med a. Om p | q, s4 giller dven
p | a®. I detta fall ar alltsd a = 0 och a? = 0 (mod p), vilket ger o = @ (mod p). Diarmed ar
satsen bevisad. 0

Fermat’s lilla sats kan ofta anvindas for att berikna minsta positiva resten for uttryck av
formen a* med avseende pa en primtalsmodul p. Hirvid behéver k ingalunda vara = p — 1 for att
satsen skall kunna anvindas. De tva foljande exemplen belyser detta.

Exempel 1 Berikna 353%% mod 23. (Jfr. exempel 2 i avsnitt 5.2). Eftersom 23 ir ett primtal och
23 t 35, sé ger Fermat’s lilla sats: 352 =1 (mod 23). Nu "rékar” 308 vara = 22 14, varfor vi far

35°° = (35"%)* =1 (mod 23).

Alltsd: 35°%% mod 23 = 1. Vi har silunda nitt samma resultat som j exempel 2, avsnitt 5.2, med
betydligt farre rikningar.

Exempel 2 Berikna 17%4° mod 11. Emedan 345 = 10 - 34 + 5, far vi med stod av Fermat’s lilla
sats samt satserna 5.3 och 5.5:

172 = (170 175 = 175 = 65 = 2535 = 32.243 = 10 1 = 10 (mod 11).

Alltsd: 17345 mod 11 = 10.

Exempel 2 illustrerar en metod, som alltid kan anvindas for att berdkna uttryck av typen
a* mod p, forutsatt att a och p uppfyller villkoren i Fermat’s lilla sats. Om man namligen tillimpar
divisionsalgoritmen pa talen k och p — 1 och skriver k = (p—1)g+r,dir 0 < r < p— 1, fir man
enligt Fermat’s lilla sats:

-

af = (aP" ) .q"=qa (mod p).

Om a > p, kan detta uttryck ytterligare forenklas genom att man skriver a = mp+n,dir 0 < n < p,
varefter man fir a” = n” (mod p).
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Enligt sats 6.5 ar a™ = a (mod n), om 7 ir ett primtal. Detta betyder att om vi fér nagot
heltal a funnit att a™ # ¢ (mod n), s& maste n vara sammansatt, Tyvarr existerar det ingen
omvindning av sats 6.5, vilken — om den existerade — skulle kunna, fungera som ett utmarkt
primtalstest. Visserligen trodde de forna kineserna, att om 2" — 2 ir delbart med n eller med andra
ord om 2" =2 (mod n), s méste n vara ett primtal, men det visade sig vara fel, sisom foljande

exempel visar. Sitt n = 341 = 11-31. D4 giller enligt Fermat’s lilla sats:

240 = (2% =1 (mod 11)
240 = (221 .21 = 910 = (5 =1 (mod 31).

Saledes: 239 =1 (mod 11) och 2340 = 1 (mod 31). D4 talen 11 och 31 ir relativt primiska, fis
hdrur med stéd av kor. 5.7: 234 =1 (mod 341). Multipliceras nu denna kongruens med 2, fas
221 =2 (mod 341), trots att talet 341 ir sammansatt.

Det visar sig dock att det intriffar relativt sillan att o™ = g (mod n), nir talet n &r sam-
mansatt. Om man silunda for flera heltal @ funnit att a™ = q (mod n), s& 4r n med relativt stor
sannolikhet ett primtal. Man kan alltsi anvinda kongruensen a™ = ¢ (mod n) som ett prelimi-
nért primtalstest. Full sikerhet kan givetvis inte nis pa detta sitt. Ett sammansatt tal n > 0,
som satisfierar kongruensen a™ = a (mod n) for nagot heltal a > 0, kallas ett pseudoprimtal till
basen a. Exempelvis ir talet 341 ett pseudoprimtal till basen 2, sisom ovan visades. Diremot
ir 341 inte ett pseudoprimtal till basen 7, ty 7341 # 7 (mod 341). Man har kunnat visa att det
existerar oandligt manga pseudoprimtal till varje bas. Det oaktat ir antalet pseudoprimtal mycket
litet jamfort med antalet primtal inom samma intervall. Exempelvis finns det 455052511 primtal
< 10'°, medan antalet pseudoprimtal till basen 2 inom samma intervall r 14884. Proportionen
pseudoprimtal/primtal ar alltsa i detta fall ca 0,000033.

Manga av de primtalstest, som anvinds for narvarande, har utvecklats ur pseudoprimtalstestet.
Lat oss anta att man vill underséka om ett givet heltal n ar primtal. Man utviljer da nagon
kongruens K}, som innehaller en parameter b och som ir sidan, att om n ir sammansatt, si ar
sannolikheten att n skall satisfiera kongruensen relativt liten. Om 7 satisfierar kongruensen ifraga,
sager Vi att n har passerat K,-testet for parametervardet b. Ett sidant test ir t.ex. Miller’s test, dar
sannolikheten for passage < 1/4 for varje parametervarde b, nir n ir sammansatt. Sannolikheten
att ett sammansatt tal n skall passera Miller’s test for & olika parametervirden, valda pa mafs,
ar d& < (1/4). Viljer vi t.ex. k = 100, fir vi en sannolikhet < 1050 f5r passage. Ett tal n,
som passerat alla dessa 100 test, ir alltsi med en till visshet grinsande sannolikhet ett primtal.
Sannolikheten att testet slagit fel (dvs. att n ir sammansatt) ir knappast stérre dn att datorn,

som utfort testet ifriga, begatt nagot riknefel.
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6.3 Eulers sats

I detta avsnitt kommer vi att behandla en sats, som kan betraktas som en generalisering av Fermat’s
lilla sats till det fall d4 moduln &r ett godtyckligt positivt heltal. For deétta dndamal maste vi forst
infora begreppen "Eulers ¢-funktion” och "reducerat restsystem modulo n”.

I det foljande ma n beteckna ett positivt heltal. Antalet positiva heltal < n, som ar relativt
primiska till n, betecknas ¢(n). Funktionen ¢ kallas Fulers ¢-funktion. T.ex. for n = 15 ar
#(15) = 8, ty det finns 8 positiva heltal < 15, som ar relativt primiska till 15, ndmligen talen
1,2,4,7,8,11, 13 och 14. Speciellt galler att ¢(1) = 1, ty talet 1 ir relativt primiskt till sig sjalvt,
emedan (1,1) = 1. Vi kommer i nista avsnitt att hirleda en formel for ¢(n) utgiende frin n:s

uppdelning i primfaktorer.

Definition: Med ett reducerat restsystem modulo n avses en mangd av ¢(n) heltal, som ar

relativt primiska till n och som &r sinsemellan inkongruenta modulo n.

Exempelvis bildar talen 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 och 14 ett reducerat restsystem modulo 15. Likasa
bildar talen 1, 8, —11, —16, 17, —23, 26 och 28 ett reducerat restsystem modulo 15. Man kan
saga att ett reducerat restsystem modulo n utgdér den delmangd av ett fullstindigt restsystem
modulo n, som bestar av tal relativt primiska till n. Ett annat sitt att karakterisera ett reducerat
restsystem modulo n ar féljande. Talen i en och samma restklass modulo n ir av formen an+b, dir
a genomloper alla heltal och dar b ar ett fixt heltal (jfr. avsnitt 5.2). Eftersom (an + b,n) = (b,7n)
(sats 3.4), sa ir restklassens tal relativt primiska till n, om och endast om b och n ar relativt
primiska. En restklass, vars alla tal ar relativt primiska till n, kallas en primitiv restklass modulo n.
Det finns alltsa ¢(n) primitiva restklasser modulo n. Ett reducerat restsystem modulo n innehaller

salunda exakt en representant for var och en av dessa ¢(n) restklasser.

‘Sats 6.6. Om talen T1y T2, - -+ T¢(n) bildar ett reducerat restsystem modulon och om heltalet a

ar relativt primiskt till n, s bildar dven talen ary, ary, .. ., aryy,) ett reducerat restsystem modulo n.

Bevis: Talet n ar relativt primiskt till savil @ som r; for ¢ = 1,2,...,¢(n). Siledes ar n relativt
primiskt till ar; (kor. 3.9). Aterstar att visa att talen ar; ir parvis inkongruenta modulo n. Vore
ary = ar,  (mod n) for nagot indexpar (h, k) med h # k, sa kunde kongruensen divideras med q,
eftersom (a,n) = 1 (kor. 5.4). Vi skulle da fa rp, = 7 (mod n), vilket strider mot att talen r;
ar parvis inkongruenta modulo n. Saledes ar talen ar; (¢ = 1,2,...,¢(n)) parvis inkongruenta

modulo n.

Som en tillimpning av sats 6.6.finner vi t.ex. att talen 4, 8, 16, 28, 32, 44, 52 och 56 bildar ett
reducerat restsystem modulo 15, eftersom de erhallits ur talen 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 och 14 genom

multiplikation med 4, som ar relativt primiskt till 15.
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Vi ar nu i stand att bevisa den redan aviserade generaliseringen av Fermat’s lilla sats. Den
harror fran Leonand Euler (1707-1783), en schweizisk matematiker, som verkade en stor del av sitt

liv i S:t Petersburg.

Sats 6.7. (Eulers sats). Lita vara ett heltal och n ett positivt heltal, som ar relativt primiskt
till . Da géller:

(6.3) a®™ =1 (mod n).

Bevis: Ma r1, T2, ..., Tg(n) Vara det reducerade restsystem modulo n, som bestir av alla
positiva heltal < n, vilka ar relativt primiska till ». Da bildar aven talen ary, arg, ..., AT4(n) ett
reducerat restsystem modulo n (sats 6.6). Séledes &r talen i det forstnimnda systemet i ndgon
ordning kongruenta med talen i det senare systemet. Multipliceras dessa ¢(n) kongruenser med

varandra, fas
(a) P17y e Tom) = 0¥ riry - my(ny  (mod 7).

D4 n ir relativt primiskt till vart och ett av talen 71, 12, ..., T4(n), ar n aven relativt primiskt till
deras produkt (kor. 3.9). Alltsa fir kongruensen (a) enligt kor. 5.4 divideras med denna produkt.
Detta ger (6.3), och Eulers sats ar bevisad.

I det fall att n ar ett primtal p, ir ¢(p) = p — 1. Eulers sats ger dia?1=1 (mod p), varav
framgar att Eulers sats ar en generalisering av Fermat’s lilla sats.
Vi kan utnyttja Eulers sats till att bestimma inversen modulo n till ett givet heltal a, som &ar

relativt primiskt till n. Eftersom a - a¥™-1 = g#") =1 (mod n), sd ar
(6.4) Ca=afMt

uppenbarligen en invers till a modulo n. Inversen ar som bekant entydigt bestimd modulo n.
Med hjilp av inversen kan vi dven 16sa den linjira kongruensen az = b (mod n), nr a och n ar
relativt prima. Hur detta sker visades redan i avsnitt 5.3. Vifann d att z = @b (mod n) ger den

fullstindiga losningen till kongruensen. Insattes nu vardet (6.4) pa @, fas
(6.5) | ¢ = a®™1p  (mod n).

Denna 16sning forutsitter dock att man kan berdkna #(n) for givet n. Hur detta sker, skall visas i

foljande avsnitt.
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6.4 Eulers ¢-funktion

I detta avsnitt skall vi harleda en formel for berikning av ¢(n) utgiende fran n:s primfaktorupp-
delning. For detta &ndamal behdver vi en sats, som utsiger att ¢ ar en-s.k. multiplikativ funktion.

Sats 6.8. Lat m och n vara positiva heltal, som ar relativt prima. D3 giller: ¢(mn) =

$(m)¢(n).

Bevis: Satsen utsager att antalet primitiva restklasser modulo mn utgor produkten av antalet
primitiva restklasser modulo m resp. n, nir (m,n) = 1. Ett heltal ¢ tillhér en primitiv restklass
modulo mn, om och endast om det tillhér en primitiv restklass modulo m och en primitiv restklass
modulo n. Detta foljer av ekvivalensen

(aymn) =1<4<= (a,m)=1A(a,n) =1,

i vilken implikationen = ar trivial, medan omvandningen féljer av kor. 3.9. De tal, som samtidigt
tillhor en godtycklig (ej nédvandigtvis primitiv) restklass modulo m och en godtycklig restklass

modulo n, bildar enligt kinesiska restteoremet en restklass modulo mn, eftersom (m,n) = 1. Da

nu var och en av de ¢(m) primitiva restklasserna modulo m kombineras med var och en av de ¢(n)

primitiva restklasserna modulo n, fir vi ¢(m)é(n) primitiva restklasser modulo mn. A andra sidan

ar detta antal = ¢(mn). Alltsi: ¢(mn) = ¢(m)¢(n). U
Kor. 6.8. Om de positiva heltalen my, my, ..., my ar parvis relativt prima, sa giller:

(6.6) $(mymg -+ - my) = $(m1)p(my) - - - $(my).

Bevis: Vi bevisar satsen med fullstindig induktion. Satsen ar trivial i fallet £ = 1. Antag nu
att satsen galler for en produkt av k& — 1 faktorer m;. Vi skriver da produkten m;mg - --my i formen
my(mgms - - my) och konstaterar att m, ar relativt primiskt till produkten myms - - - my, emedan
my ar relativt primiskt till var och en av produktens faktorer (kor. 3.9). Enligt sats 6.8 galler da:

(a) $(mamy « - - mi) = $(m1)g(mama - - - my).
Den senare faktorn i hogra ledet kan emellertid enligt induktionsantagandet skrivas i formen
(b) $(mamy - - - my) = $(mz)d(ms) - - - $(m).

D4 vi kombinerar (a) och (b), far vi (6.6). Induktionsprincipen visar att (6.6) géller {61 varje virde

-

Vi skall nu bestdimma virdet av ¢(p®), d& p &r ett primtal och @ ett positivt heltal. Vi skall

m.a.o. bestimma hur manga av talen 1, 2, 3, ..., p%, som ar relativt primiska till p®. Av dessa p° tal




62

ir endast talen p, 2p, 3p, ..., p®!p delbara med p, dvs. p®~! stycken. De aterstaende p* —po!
talen ar relativt primiska till p och darmed aven till p®. Siledes ir

(6.7) ¢@ﬂ=p“—ﬁ“‘=p%1—%l

Vi r nu i stind att hirleda den aviserade formeln for ¢(n), da n ir ett godtyckligt positivt heltal.
Vi kan hérvid anta att n > 1. (Tidigare har ju komstaterats att ¢(1) = 1). Talet n ma ha

primfaktoriseringen
(6.8) n=p'py? - pRt.

Talen pi*, p3?, ..., pi* ar parvis relativt prima. Kor. 6.8 ger da:

¢(n) = ¢(p1*)¢(p3?) - -~ B(w3*),
vilket enligt (6.7) kan skrivas i formen
1 1 1
n) = pMpit . ipf (] = )1 = —).eu(1 — —).
8r) = P52 (1 = )1 = 21 - )
Med beaktande av (6.8) far vi alltsd slutresultatet:
1 1 1
6.9 n)=n(l——=)1-=—=) (1= =)
(69) Br) = (1= S (1= =) (1= )
Som en tillimpning skall vi berdkna ¢(360). Eftersom 360 = 23325, far vi
$(360) = 360(1 — 2)(1 — 2)(1- 1) = 96
B 2 3 57 7

Det finns alltsd 96 positiva heltal < 360, som ar relativt primiska till 360. Ett annat sitt att
uttrycka saken: Det finns 96 oférkortbara, egentliga brak med nimnaren 360. (Ett brak p/q siges
som bekant vara egentligt om 0 < p/q < 1).

Antalet positiva divisorer till det positiva heltalet n har i avsnitt 3.3 betecknats med T(n) (se
formel 3.14). Om dessa divisorer ir dy, ds, ..., dr(n), sa galler f6ljande samband:

(6.10) n=¢(d1) + ¢(da) + - + $(dr(n)).

Bevis: For varje heltal m med 1 < m < n r (m,n) en positiv divisor i talet n. Lat nu d vara
en godtycklig positiv divisor i talet n. Vi siger di att talet m, dir 1 < m < n, tillhér klassen
C4, om (m,n) = d. Nair d genomldper divisorerna dy, dy, ..., d;(n), Dlir pa detta satt alla heltal
fran 1 till n indelade i 7(n) disjunkta klasser. Av sats 3.4 foljer att m € Cy, om och endast om
(m/d,n/d) = 1. Talen i klassen Cy ir allts3 alla tal av formen kd (1 < k < n/d), for vilka k &r
relativt primiskt till n/d. Deras antal ir ¢(n/d). Eftersom totalantalet element i de r(n) klasserna
ar = n, fas

n=¢(n/dr)+ (n/d2) + -+ $(n/dr(n))-
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Nu ir emellertid talen nfdy, n/day - n/dy(n) PTECIS de 7(n) divisorerna dy, dg, ..., dr(n), t2E02 i

annan ordningsfoljd. Saledes galler (6.10). O
24. Talet 24 har 8 positiva divisorer, namligen 1, 2, 3, 4,
d av formel (6.9)) att p(1)=1,4(2) =1, #(3) =2,

precis sasom

Vi testar formel (6.10) pa fallet n =
6, 8, 12 och 24. Man finner latt (t.ex. med sto
¢(4) =2, ¢(6) =2, ¢(8) = 4, ¢(12) = 4, ¢(24)
formel (6.10) foreskriver.

— 8. Summan av dessa tal ar 24,

6.5 Perfekta tal och Mersennes tal

al n > 1 och antag att n har primfaktoriseringen (6.8). Vi skall forst harleda
formen (se avsnitt 3.3)

Betrakta ett givet helt
Dessa divisorer ar av

en formel for summan av de positiva divisorerna in.

(6.11) PEpS PR
dar heltalen ax uppfyller olikheterna 0 < ax < @« (k=1,2,..-, k). Vi bildar nu produkten
(6.12) Qtptpt+tp)lrmtrt o) (L P PR

a fir en summa av termer bestaende av

och konstaterar att man vid hopmultiplikation av parentesern
terar alltsa summan av de positiva divisorerna

alla tal av formen (6.11). Produkten (6.12) represen
{ talet n. Om vi betecknar denna summa med o(n) och uttrycker parenteserna i (6.12) med hjalp

av summaformeln for en sndlig geometrisk serie, far vi foljande uttryck for o(n):

a1+l _ 1 pgn"l'l -1 pik%—l -1

6.13 o(n) = =
(6.13) (n) o1 =1 o1

Definition Talet n siges vara perfekt, om a(n) = 27

umman de positiva divisorer i n, vilka 3r < 7, ar lika med talet sjalvt.
kinda perfekta tal ar jamna. Man har alltsa inte kunnat
existens ar tillsvidare helt olést. For jamna

Fuklides Elementa (bok IX):

Talet n ar alltsd perfekt, om s
Perfekta tal ar t.ex. 6, 28 och 496. Alla
da udda perfekt tal, och fragan om deras

finna ett en
som aterfinnes i

perfekta tal galler bl.a. foljande sats,

Sats 6.9. Om 2™ — 1 ar ett primtal, s dr n = gm=1(9m — 1) ett perfekt tal.
Bevis: Av antagandet foljer, att 2m—1(2™ - 1) ar primfaktoriseringen av talet n. Séledes galler

enligt (6.13):
om _ 1 (2m—1)2 -1 =(2m_1)[(2m_1)+1]=2n.[]

o(m=3"17 (@r-1)-1

{
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Omvint giller att varje jimnt perfekt tal maste ha den i sats 6.9 angivna formen. Detta
bevisades av Euler. Fér att finna perfekta tal kan man alltsa s6ka primtal av formen 2™ — 1. Om
2™ — 1 ar ett primtal, s4 ir dven m ett primtal (6vningsuppgift 2.5). Omvindningen galler diremot
ej: Det finns sammansatta tal av formen 2™ — 1, dir m ar ett primtal. Ett sadant tal ar t.ex.
211 _ 1 =2047 = 23 - 89. Tal av formen M,, = 2™ — 1 kallas Mersennes tal efter en fransk munk,
Marin Mersenne, som levde pa 1600-talet. Om M, = 2P — 1 4r ett primtal, talar man om ett
Mersennes primtal. Det for nirvarande (mars 1992) stérsta kdnda primtalet ir av Mersenne-typ,
nimligen talet 2756839 _ 1 som har 227832 siffror.

Ovningsuppgifter
Uppgift 6.1 Bestim huvudresten modulo 13 for talet 25!/13! med tillhjilp av Wilsons sats.

Uppgift 6.2 Lat p vara ett primtal och k ett heltal med 0 < k¥ < p. Visa med stod av Wilsons
sats att (k—1)!(p — k) = (-1)* (mod p).

Uppgift 8.3 Bestim 21000000 04 13.

Uppgift 6.4 Bestim den sista siffran i talet 3'%0, skrivet i 7-systemet.

Uppgift 6.5 Lit p och g vara tva olika primtal. Visa att p?~! + ¢! =1 (mod pg).
Uppgift 6.6 Visa att talet 341 inte ar ett pseudoprimtal till basen 7.

Uppgift 6.7 Visa att talet 161038 = 2 - 73 - 1103 ir ett pseudoprimtal till basen 2. (Nimnda tal

ir det minsta jimna pseudoprimtalet till basen 2).

Uppgift 6.8 Vilken ir den sista siffran i talet 710007

Uppgift 6.9 Visa att om a ir ett heltal, relativt primiskt till 63, sa giller: ¢® =1 (mod 63).
Uppgift 6.10 Bestam 3199°%° mod 35.

Uppgift 6.11 Bestam alla positiva heltal n, for vilka géller: a) ¢(n) = 6, b) ¢(n) = 14.

Uppgift 6.12 Visa att om m och n ir positiva heltal med egenskapen m | n, si giller: ¢(m) | ¢(n).

Uppgift 6.13 Visa att ett positivt heltal n ir sammansatt, om och endast om ¢(n) < n — /7.

Uppgift 6.14 Bevisa att summan av inversa virdena till divisorerna i ett perfekt tal ir = 2.




65

§ 7. En tillampning pa kryptografi

7.1 Allmant om kryptografi

Kryptografin (eller kryptologin) kan sigas vara liran om hur man "forvanskar” (krypterar) medde-
landen, sa att obehdriga inte skall kunna ta del av dem. Mottagaren av ett krypterat meddelande
bér kinna till krypteringsmetoden, sa att han kan aterstilla (dekryptera) meddelandet i dess ur-
sprungliga form. Behovet av krypteringsmetoder har dkat kraftigt pa senare tid, nir elektroniska
kommunikationssystem vunnit allt stérre spridning. Fér att sikerstilla sekretessen ir man ofta
tvungen att sinda meddelanden i krypterad form.

Ett konventionellt kryptosystem bestar i regel av en krypteringsfunktion Ex, med vars hjilp
man krypterar ett meddelande M (dven kallad klartezt) till en kryptotezt C = Ex(M). Har beteck-
nar K den hemliga nyckeln, med vilken man konstruerar krypteringsfunktionen Ex. Kryptotexten
kan nu sindas via en oskyddad kanal till mottagaren, som dekrypterar texten med en dekrypte-
ringsfunktion Dy, vilken &r invers till Ex. Harvid sterfis klartexten M = Dg(C) = Dg(Ex(M)).
Da nagon utomstiende med andra metoder forsker atervinna klartexten, talar man om forcering.
For att ett dylikt kryptosystem skall fungera, maste bégge kommunikanterna (avsindare och mot-
tagare) ha tillgang till den hemliga nyckeln K. Denna miste alltss meddelas i férvag via nagon
skyddad kanal. Detta innebir emellertid en olagenhet, eftersom dven en skyddad kanal 16per risk
att bli "avlyssnad”. Dessutom kan det medfora svarigheter att snabbt indra nyckeln (t.ex. om
krypteringsmetoden blivit avsld jad), emedan bigge kommunikanterna maste komma &verens om
nyckeln.

For att rdda bot pa dylika oligenheter presenterade Diffie och Hellman [6] ar 1976 idén till
en helt ny typ av kryptosystem, s.k. offentliga kryptosystem (Public-Key Cryptosystem). Idén
ar mycket enkel. Krypteringsfunktionen E skall bero av en hemlig parameter P, sidan att de-
krypteringsfunktionen D = E-1 ir 1itt att bestimma, d4 man kinner P, men medfér odverstigliga
svarigheter, om man inte kinner P. Den som énskar ta emot krypterade meddelanden kan da 6ppet
pubhcera krypteringsfunktionen E for alla tinkbara avsindare, medan han behaller den hemliga
parametern P for sig sjilv. En sadan krypteringsfunktion E kallas iven en falluckefunktion (trap
door function). Vi skall i denna paragraf redogéra for ett dylikt offentligt kryptosystem, som vunnit
stor spridning pa senare tid. Offentliga kryptosystem behandlas utforligt i en nyutkommen bok av
Arto Salomaa [7].
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7.2 RSA-systemet

Ar 1978 publicerade Rivest, Shamir och Adleman [8] ett offentligt kryptosystem, som sedermera
fitt namnet RSA-systemet. I detta system utgdr man fran tva mycket stora primtal p och ¢ samt
satter n = pg. Da ar ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) enligt formel (6.9). Vilj nu ett positivt heltal e, sadant
att (e,4(n)) = 1, och bestdm dérefter en invers d till e modulo ¢(n). Talet d skall m.a.o. satisfiera

kongruensen
(7.1) ed=1 (mod ¢(n)).

Existensen av ett dylikt tal d garanteras av kor. 5.9, d4 e och @(n) ar relativt primiska. Lit vidare
a vara ett heltal i intervallet [0,n — 1]. Sitt

(7.2) b = a® mod n.
Vi pastar nu att @ = b¢ mod n. Detta ar innehallet i foljande sats.

Sats 7.1. Lat a, d, e och n ha samma betydelser som ovan. D4 galler: Om b = a® mod n, s4

P

ar

(7.3) a = b? mod 7.

Bevis: Da ed =1 (mod ¢(n)), sa existerar ett heltal k med egenskapen att ed = 1 + ko(n).

Antag forst att a och n ar relativt prima. D3 ir
b = (a%)? = a®? = g+F#() = g(g¥(M)F  (mod n).

Nu ér emellertid a*(™ =1 (mod =) enligt Eulers sats, varfor vi far b% = a (mod n). Saledes
galler (7.3), eftersom talet a ligger i intervallet [0,n—1]. Om a och n inte &r relativt prima, s
ir a delbart med antingen p eller ¢ (men ej med vardera). Antag t.ex. att p | a. Fermat’s lilla
sats ger di: a?"1 =1 (mod ¢). Upphdjning till potensen k(p — 1) ger a*¢(™ = 1 (mod q) eller
m.a.0. a1 =1 (mod ), varur fis a*® = ¢ (mod ¢). A andra sidan ir ¢*¢ = g (mod p),
eftersom p delar a och dirmed dven a®®. Kor. 5.7 ger nu att a®® = ¢ (mod n), dd ju p och ¢ ir

relativt prima. Men detta innebdr att b = ¢ (mod n). Dirmed ir satsen bevisad. 0

Ovanstaende teori kan nu anvindas inom kryptografin pa féljande sitt. Antag att en person
Onskar ta emot krypterade meddelanden i form av heltal. (Hur man forvandlar vanlig text till

heltal visas senare). Han viljer d4 tva mycket stora primtal p och ¢ samt bestimmer talen n, e
och d som ovan samt publicerar talen n och e. Diremot hemlighller han talet d. Var och en som
onskar sanda honom ett meddelande i form av ett heltal a € [0,n — 1] kan nu kryptera a genom

ekvationen (7.2). Talet b representerar alltsd kryptotexten. Mottagaren dekrypterar slutligen talet b
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genom ekvationen (7.3). Talen e och d kallas fordenskull krypterings- resp. dekrypteringsezponenter.
Talet n kallas krypteringsmoduln.

Att denna metod fungerar s3 vil, beror pd att den som onskar dekryptera talet b, maste kdnna
till dekrypteringsexponenten d. Men d kan endast beriaknas med stéd av (7.1), om man kanner
¢(n), vilket i sin tur forutsatter kinnedom om talen p och g. For att forcera systemet maste man
alltsa finna primfaktorerna p och ¢ 1i talet n, vilket ir praktiskt taget omdjligt, om p och ¢ &r mycket
stora tal (exempelvis av storleksordningen 101%9). Den 6ppna nyckeln utgores alltsa av paret (n,€),
medan den hemliga parametern kan siagas vara nagot av talen p, ¢, ¢(n) eller d. Om man kinner
nagot av talen p, ¢ eller #(n), si kan d 13tt berdknas, varvid dekrypteringsfunktionen blir bekant.

7.3 Ett exempel pa kryptering enligt RSA-metoden

Vi skall nu med ett enkelt exempel visa hur man i praktiken kan kryptera enligt RSA-metoden.
Fftersom klartexten i regel ar skriven med vanliga bokstaver, maste dessa forst transformeras till

hela tal. Man kan t.ex. 1ita bokstiverna A — O i det svenska alfabetet motsvara talen 1 — 28 enligt
foljande tabell:

A 01 H 08 0 15 vVoo22
B 02 I 09 P 16 X 23
C 03 I 10 Q 17 Y 24
(7.4) D 04 K 11 R 18 7 25
E 05 L 12 S 19 A 26
F 06 M 13 T 20 A 27
G 07 N u U 21 O 28

Vi viljer nu p = 5, ¢ = 11, vilket ger n = 55, $(n) = 40. (Vi har hér valt sma varden pa p och ¢
for att underlitta rikningarna). Foljande steg bestar i att valja en limplig krypteringsexponent e,
sidan att (e,40) = 1. Sjalvfallet méste e = 1 uteslutas, eftersom detta varde skulle ge en kryp-
totext, som ar identisk med klartexten. Vi kan t.ex. vilja e = 7. Darefter har vi att bestamma
dekrypteringsexponenten d, sa att 7d = 1 (mod 40). Denna kongruens ar ekvivalent med den
diofantiska ekvationen 7d — 40y = 1, dir d och y ir obekanta. Denna ekvation kan t.ex. 16sas med
metodiken i avsnitt 3.4. Man finner att d = 23 4 40t (¢ € Z). Vi viljer limpligen det minsta
positiva virdet pa d, dvs. d = 23. Krypteringen och dekrypteringen sker alltsa enligt ekvationerna

b = a” mod 55 resp. a = b*® mod 55.

Harvid ligger heltalen a och b i intervallet [0,54]. Antag t.ex. att vi skall kryptera budskapet

SAND MERA PENGAR
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Vi kan dd kryptera bokstav for bokstav, sedan bokstiverna oversatts till tal enligt tabell (7.4).

Denna 6versattning ger talserien
(a) 19 27 14 04 13 05 18 01 16 05 14 07 01 18

(Mellanrummen mellan orden har utelimnats, eftersom budskapet ir begripligt iven utan dessa
mellanrum). Vi har nu att berikna b = a” mod 55 for a = 19,27,14,4,.... Hérvid kan man
lampligen utnyttja metoden fér moduldr potensering, som beskrivits i exempel 2 i avsnitt 5.2.

Sedan dessa rakningar utforts, far man talserien
(b) 24 03 09 49 07 25 17 01 36 25 09 28 01 17

Denna talserie representerar alltsa var kryptotext. Berdkningen av ¢’ mod 55 ir naturligtvis nigot
besvarlig, om rakningarna utfores for hand. Med en programmerbar fickriknare eller dator kan
rakningarna givetvis utforas mycket snabbare. Den som skall dekryptera talserien (b) har nu att
berdkna a = b*% mod 55 for b = 24,3,9,49,.... D4 iterfir man talserien (a), som i sin tur Sversitts
till bokstaver med hjalp av tabell (7.4). Darmed ir budskapet klarlagt. -

Viljer man ndgot storre virden pa p och g, kan aven a och b ha storre virden. T.ex. om
p = 47, ¢ = 61 och saledes n = 2867, sa skall a och b ligga i intervallet [0,2866). I detta fall
kan man sammanféra bokstdverna i klartexten tva och tvd och lita varje bokstavspar bilda ett
fyrsiffrigt tal. Eftersom det storsta av dessa tal = 2828 (svarande mot bokstavsparet 00), s ligger
dessa fyrsiffriga tal i det féreskrivna intervallet. Budskapet SAND MERA PENGAR skrivs nu som
SA ND ME RA PE NG AR, vilket ger talserien

1927 1404 1305. 1801 1605 1407 0118

Skulle antalet bokstaver i klartexten vara udda, kan det sista fyrsiffriga talet limpligen fyllas ut
med 00. Vi har visserligen nu fatt storre tal att operera med men i gengild endast hilften si
manga.

Som redan nidmnts, maste talen p och ¢ viljas mycket stora vid verklig kryptering for att
motsta forcering. Da uppstar problemet att finna tillrickligt stora primtal. Det l6nar sig inte
att ta p och ¢ ur ndgon primtalstabell, eftersom dessa tabeller inte stricker sig tillrickligt langt i
heltalsserien. I stéllet viljer man pa méafa nagot stort udda tal (kanske 100-siffrigt) och testar dess
primalitet med nagot lampligt primtalstest, t.ex. av den typ som omnimnts i slutet av avsnitt 6.2.
Man kan tdmligen litt visa, att sannolikheten att ett pd mafa valt 100-siffrigt, udda tal skall vara
ett primtal ar approximativt 0,0086s. Om man undersoker 80 sidana tal, har man mer an 50%

chans att patriffa ett primtal. Dylika undersdkningar maste givetvis utféras med dator.

-
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Antag att A skall sinda ett meddelande M till B j krypterad form enligt RSA-metoden. B har da
publicerat sin krypteringsfunktion Ep med krypteringsmoduln npg och krypteringsexponenten e B.
Eftersom dessa parametrar ir allmént bekanta, kan vem som helst sinda ett meddelande till B
och hirvid uppge sig vara A. Detta ir sjalvfallet inte énskvirt. For att undvika denna olidgenhet
kan man forfara pa foljande sitt. A och B forser sig med var sin krypteringsmodul » A Tesp. ng

S = Da(M) = M mod n,,.

Darefter krypterar han texten S med B:s krypteringsfunktion Ep (som ju ir bekant), varefter han
till B &versinder kryptotexten

C = Ep(8) = 5°® mod nyp.

Mottagaren B dekrypterar forst texten med anvindning av sin egen dekrypteringsfunktion [ B,
varvid han fir den signerade texten

Dp(C) = Dp(Ep(S)) = S.
Dérefter opererar han med A:s krypteringsfunktion E4 pa S och far klartexten

Ea(S) = Eo(Da(M)) = M.

avsandaren. Ingen annan in A skulle nimligen ha kunnat bilda den signerade texten S utgdende
frén budskapet M , eftersom endast A ir i besittning av dekrypteringsfunktionen D A-

Ovningsuppgifter

Uppgift 7.1 Kryptera budskapet KOM HEM med RSA-metoden, da n = 55, e = 7. (Fér bokstavs-
transformationen anviindes tabell (7.4)).

Uppgift 7.2 Vid en kryptering enligt RSA-metoden med n = 55, € = 7 har man fatt kryptotexten

02 10 03 23 36. Dekryptera budskapet och bestim klartexten. (Bokstiverna, transformeras med
tabell (7.4)).

Uppgift 7.3 Visa att krypterings- och dekrypteringsexponenterna sammanfaller, om man i RSA-
systemet anvinder krypteringsmoduln 35.

Uppgift 7.4 Bestim talen poch giett RSA-system, dir n = 4386607 och ¢(n) = 4382136,

Tl e e a
R A S T T

o

b
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§ 8. Primitiva rotter

8.1 Ett tals exponent med avseende pi en modul

I detta avsnitt betecknar @ och n hela tal med n > 1 och (a,n) =1. Diar a*™ =1 (mod n)
enligt Fulers sats. Det existerar alltsd dtminstone ett positivt heltal m, for vilket a™ =1 (mod n).
Lat d vara det minsta positiva heltalet med egenskapen a® =1 (mod n). Existensen av ett dylikt
tal garanteras av sats 1.1. Vi siger d3 att a hér till ezponenten d modulo n eller att a:s ordning
modulo n dr d. Detta betecknas d = ord,a.

Som exempel kan vi betrakta fallet a = 2, n = 7. D4 ir
2'=2 (mod7), 2°=4 (mod7), 2P=1 (mod 7).
Séledes hor 2 till exponenten 3 modulo 7. Med a = 3, n = 7 fas foljande kongruenser modulo 7:
3'=3, 38=2 3 =6 3'=4 =5 =1

Alltsa &r ord73 = 6. Vi konstaterar att tal, som ar kongruenta modulo n, alltid hér till samma
exponent modulo n. Ty om a =b (mod n), s& ir a™ = b™ (mod n) f6r varje positivt heltal m
(sats 5.5).

I det foljande skall vi hirleda nigra grundlaggande egenskaper hos ordningstalet d. Liksom
ovan betecknar hirvid a och n relativt prima heltal med n > 1, utan att detta varje gdng sirskilt

papekas.
Sats 8.1. Om a hér till exponenten d modulo n, sa géller for varje positivt heltal m:

(8.1) a™ =1 (mod n) <= d|m.

Bevis: Enligt divisionsalgoritmen &r m = dg + r, dir 0 < r < d. Detta ger:
(a) a™ = g%t = (a¥)?-a" =aq (mod n).

Omnud|m,sdirr =0, vilket ger ¢" = 1 (mod n). Dirmed 4r dven a™ =1 (mod n). Omvant,

om sistnimnda kongruens géller, s foljer ur (a) att a” = 1 (mod 7). Dd nu 0 < 7 < d, s foljer
av d:s definition att 7 = 0 och siledes att d | m.

L
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Kor. 8.1. Om a hor till exponenten d modulo n, sé r d en divisor i ¢(n).

Resultatet foljer omedelbart ur sats 8.1, eftersom a®™ =1 (mod n). Av detta korollarium
foljer att vi behdver berdkna a™ modulo n endast for de positiva heltal m, vilka ar divisorer i ¢(n),
d4 vi sdker a:s ordning modulo n. T.ex. om a = 5, n = 18, s& &r ¢(n) = 6. Divisorerna i 6 ar 1, 2,

3, 6. Vi far da foljande kongruenser modulo 18: -
sl=5 5=2=7 5=3=17, *=280=1.
Séledes &r ord;gh = 6.

Sats 8.2. Antag att a hor till exponenten d modulo n. D4 giller for godtyckliga positiva heltal
h och k:

(8.2) e =a* (mod n) <> h=k (mod d).

Bevis: Antag t.ex. att h > k. Da (a,n) = 1, ir dven (a¥,n) = 1. Kongruensen i vinstra ledet
av (8.2) ir alltsa ekvivalent med kongruensen a"~*¥ =1 (mod n). (Jfr. korollarierna 5.3 och 5.4).
Men enligt sats 8.1 giller sistndmnda kongruens, om och endast om d | (h - k), dvs. om och endast

om h=k (modd).O

Sats 8.3. Om a hor till exponenten d modulo n, sd ar talen

(8.3) a,a*,d?,...,a°

parvis inkongruenta modulo n.

Bevis: Vore a* = a* (mod =) for ndgot par A,k med 1 < h < k < d, sa skulle viha h = &k
(mod d) enligt sats 8.2. Men detta ir omdjligt, d4 0 < k — h < d. Alltsa ar talen (8.3) parvis
inkongruenta modulo n.

Sats 8.4. Antag att a hor till exponenten d modulo n och lat m vara ett positivt heltal. Da

hor talet a™ till exponenten Z%i? modulo n.

Bevis: Sitt (m,d) = e. D3 it m = m'e, d = d'e for heltaliga m' och d' med (m',d") =1
(sats 3.4). Vi bor alltsa visa att ™ hor till exponenten d’' modulo n. Eftersom a® =1 (mod n)
fas:

(a) (@™)* = o™ = g¥m = (ad)m' =1 (mod n).

Nu skall visas att det inte existerar nagon annan positiv exponent ¢ < d' med (a™)°=1 (mod n).
Betrakta fordenskull talfoljden '

(b) a™, a®™, a®™, ..., ad'™.




P e M e e . m—m" e Emmm e, mwessss  mmtma e mmmeup  pmesm  stmm | mweeww.  smvesm,  mmiiaw  avmm v st pvoinion,  mo—_ot——

72

Dessa tal ir parvis inkongruenta modulo n, ty vore a®™ = ¢¥™ (mod n) for nigot par h,k med
1 £ h <k < d, sa skulle vi enligt sats 8.2 ha hm = km (mod d). Detta skulle innebira
att d | m(k — h) och siledes dven d' | m'(k — h). Men detta ir oméjligt, d& (d’,m') = 1 och
0 < k—h < d (sats 3.8). Talen (b) ir alltsd parvis inkongruenta modulo n, varfor enligt (a)
endast det sista talet i foljden 4r = 1 (mod n). Déirmed ar visat att a™ hor till exponenten d’

modulo n. -

Kor. 8.4. Antag att a hor till exponenten d modulo n. Av talen (8.3) hér di de a™, for vilka

(m,d) = 1, till exponenten d modulo n. Deras antal ir siledes = ¢(d).

8.2 Primitiva rotter

Lat liksom tidigare ¢ och n vara relativt prima heltal med » > 1. Vidare antas att ¢ hér till

exponenten d modulo n. Vi infér foljande

Definition: Talet a siges vara en primitiv rot modulo n eller en primitiv rot till talet n, om

d = ¢(n).

Exempelvis ar 3 en primitiv rot till talet 7 och 5 en primitiv rot till talet 18, sdsom av exemplen
i foregdende avsnitt framgar. Alla heltal har ingalunda primitiva rétter. Silunda finns det inga
primitiva rotter modulo 8. Detta inses pa foljande satt: De tal, som skulle kunna komma, ifraga,
ar de till 8 primiska talen 1, 3, 5, 7. Nu finner man latt att ordgl = 1, ordg3 = ordgh = ords7 = 2,
medan ¢(8) = 4. Talet 8 saknar alltsa primitiva rotter.

I det foljande skall vi hirleda ett par satser fér primitiva rotter, under férutsittning att de-
ras existens ar garanterad. Dessa satser fas mer eller mindre som direkta resultat av satserna i
foregdende avsnitt for det fall att d = ¢(n).

Sats 8.5. Om a ar en primitiv rot till talet n, sa bildar talen
(8.4) a,at,a®,... a?™
ett reducerat restsystem modulo n.

Bevis: Eftersom (a,n) = 1, s ar aven (a*,n) = 1 for varje positivt heltal k (kor. 3.9). Ta-
len (8.4) ér alltsa relativt primiska till talet n. De ar dessutom parvis inkongruenta modulo n pa
grund av sats 8.3, eftersom vi nu har d = ¢(n). Darmed &r satsen bevisad. []

Ovan konstaterades att 5 4r en primitiv rot till talet 18 och att ¢(18) = 6. Enligt sats 8.5
bildar alltsd talen 5,5%,5%,5%,5%, 55 ett reducerat restsystem modulo 18. Detta framgar tydligare,

om vi reducerar talen ifrdga moduld 18. Man far da
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Eftersom varje primitiv rot till talet » bor vara relativt primisk till n, sa foljer av sats 8.5 att
alla primitiva rétter modulo » ingar i talfoljden (8.4). Vilka av dessa tal, som faktiskt &r primitiva (
rotter, framgar av foljande sats. (
Sats 8.8. Lat a vara en primitiv rot modulo n. Da 4r a™ en primitiv rot modulo n, om och (
endast om (m,¢(n)) = 1. - (
¢
Bevis: Satsen ar en direkt f6ljd av kor. 8.4, da vi beaktar att d = ¢(n) i detta fall. [] N

~

Kor. 8.6. Om heltalet n > 1 har en primitiv rot, sa har det exakt ¢(¢(n)) primitiva rétter,

som ar inkongruenta modulo n.

Bevis: Lat a vara en primitiv rot till talet n. Vi vet att alla primitiva rétter aterfinnes i
talféljden (8.4). Primitiva rotter ar de tal i f6ljden, vilkas exponent &r relativt primisk till ¢(n)
(sats 8.6). Antalet dylika tal ar uppenbarligen ¢(¢(n)). Dessa tal ar parvis inkongruenta modulo n (
pa grund av sats 8.5. o (

8.3 Primitiva rotter med primtalsmodul

I detta avsnitt skall vi speciellt undersdka primitiva rétter i det fall, da moduln ar ett primtal. Var
avsikt ar att visa att varje sidan modul har atminstone en primitiv rot. Férdenskull maste vi forst
bevisa nagra férberedande satser. ‘ (

Lat P(z) vara ett polynom av formen
(8.5) P(z) = anz™ + @n_12™ ' + -+ + a1z + ao, {

dar koefficienterna ag, a1, ..., a, ar hela tal. Vidare ma p vara ett primtal, som inte delar a,. Vi

sager da att heltalet b utgdr en rot eller en lGsning till kongruensen €
(8.6) ‘ P(z)=0 (mod p),

om P(b))=0 (mod p). Omb=c (mod p)och om b utgor en rot till kongruensen (8.6), sa ir dven
c en rot till namnda kongruens. Detta f6ljer omedelbart av sats 5.6. Vid bestimningen av rotterna
till kongruensen (8.6) behdver vi alltsa endast beakta sadana rétter, som &r parvis inkongruenta

modulo p. Betriffande antalet dylika rétter giller f6ljande sats. [

Sats 8.7. (Lagrange’s teorem). Under ovannimnda forutsittningar betriffande polynomet

P(z) och primtalet p har kongruensen (8.6) hégst n inkongruenta rétter modulo p.

(

R
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Bevis: Vi bevisar satsen med induktionsprincipen. I fallet n = 1 &r kongruensen av formen
a1z = —a9 (mod p), varvid p ¢ a;. Denna kongruens ar av samma typ som den linjira kongruen-
sen (5.6) i avsnitt (5.3). Antagandet p t ay &r ekvivalent med att (p,a1) =1, di p ar ett primtal.
Enligt kor. 5.9 har ovannimnda kongruens exakt en 16sning modulo p, varfor satsen ir riktig i fallet
n = 1. Antag nu att satsen ir riktig for alla polynom av graden n — 1, vilka uppfyller satsens
forutsittningar. Vi skall d3 visa att satsen dven galler for polynomet (8.5) av graden n. Antag
som antites att kongruensen (8.6) skulle ha n + 1 modulo p inkongruenta rétter bg, by, by, ..., b,.
Séledes ar P(bg) =0 (mod p) for k = 0,1,2,...,n. Eftersom

P(z) — P(b) = an(z" - bg) + apn_y (2™ — bg'l) +.- +ay(z - by),
s& kan faktorn (z — bg) utbrytas ur hogra ledet, varvid vi far
(a) P(z) = P(bo) = (z - bo)Q(z),

dar Q(z) ir ett polynom av graden n—1, i vilket koefficienten for zm~1 ar a,. Tag nu ett godtyckligt
index k med 1 < k < n och insitt z = by i (a). Da fas:

P(bi) — P(bo) = (bx — bo)Q(bx).

Enligt antitesen &r P(by) = P(bp) =0 (mod p). Detta ger: (bx — bo)Q(bs) =0 (mod p). Talet
(bk ~ bo)Q(bx) ar alltsi delbart med p. Hirvid ir bk — bo inte delbart med p, eftersom rétterna,
bo, b1, b, ..., by ir inkongruenta modulo p. Foljaktligen &r Q(b;) delbart med p, och saledes
Q(bx) =0 (mod p) (sats 3.9). Talet by ar alltsi en rot till kongruensen Q(z) =0 (mod p), och
da detta galler for k = 1,2, ...,n har nimnda kongruens n inkongruenta rétter modulo p1istrid med
induktionsantagandet. Antitesen ir alltss oriktig, vilket betyder att iﬁongTuensen (8.6) har hogst n
inkongruenta rétter modulo p. Induktionsprincipen visar nu att detta galler for alla gradtal n. (0

Antag nu att heltalet @ hér till exponenten d modulo primtalet p. Harvid giller att d | (p - 1)
P& grund av kor. 8.1, eftersom #(p) = p— 1. Vi betraktar nu kongruensen

(8.7) | z?=1 (mod p)

och pastar att talen

(8.8) a,a’,d?,... a°

representerar alla modulo p inkongruenta rotter till nimnda kongruens. Forst och frimst ir ta-
len (8.8) rdtter till kongruensen ifrdga, eftersom (a*)* = (a¥)* =1 (mod p) for varje positivt
heltal k. Vidare ar talen (8.8) parvis inkongruenta modulo p enligt sats 8.3. Slutligen foljer av

sats 8.7 att kongruensen (8.7) inte kan ha mer 4n d inkongruenta rétter modulo p. Dirmed ir

pastaendet ovan bevisat.

T T RRORT,
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P4 grund av kor. 8.4 hor de tal a* i f6ljden (8.8), for vilka (k,d) = 1, till exponenten d modulo p.
Dessas antal = ¢(d). Sammanfattningsvis finner vi alltsa, att om det 6verhuvudtaget finns ett tal a,
som hor till exponenten d modulo primtalet p, sa existerar det exakt ¢(d) tal, som hor till denna
exponent modulo p, och dessa ¢(d) tal ingar alla i f6ljden (8.8).

Man frigar sig nu, om det for varje positiv divisor d i talet p — 1 (p = primtal) finns nigot

heltal a, som hor till exponenten d modulo p. Denna friga besvaras jakande av foljaride sats.

Sats 8.8. Om p ar ett primtal och d en positiv divisor i talet p — 1, sa hor till exponenten d

exakt ¢(d) tal, vilka ir parvis inkongruenta modulo p.

Bevis: Lat dy, dy, ..., dj vara de positiva divisorerna i talet p—1. Antag att det till exponenten
d, hér ¥(d,) tal, som ir parvis inkongruenta modulo p. Av det ovansagda foljer att

(8.9) ¥(d,) = ¢(d,) eller ¥(dy) =0,

beroende pa om det finns nagot eller inget tal a, som hor till exponenten d, modulo p. Eftersom
talen 1, 2, 3, ..., p— 1 representerar ett reducerat restsystem modulo p, sa maste vart och ett av

dessa tal hora till nagon exponent d, modulo p. Saledes ar

(8.10) $(d1) + B(da) + -+ D(di) =p - 1.
A andra sidan giller enligt formel (6.10):
(8.11) | $(d1) + $(ds) + - -+ $(di) = p — 1.

Formlerna (8.9) — (8.11) visar nu att ¥(d,) = ¢(d,) for v = 1,2,3,...,k, eftersom de betraktade

talen alla ir icke-negativa. Darmed &r satsen bevisad. []

Vi ar nu i stand att bevisa den redan aviserade satsen, som garanterar att varje primtal har

atminstone en primitiv rot. I sjilva verket galler:

Sats 8.9. Om p ar ett primtal, sa existerar det exakt ¢(p— 1) primitiva rétter till talet p, vilka
ar parvis inkongruenta modulo p. Om a ar en sadan rot, sa representerar de tala™ (1 < m < p—1),
for vilka (m,p — 1) = 1, ett dylikt system av ¢(p — 1) primitiva rétter, vilka ir parvis inkongruenta

modulo p.

Bevis: Satsens forsta del foljer omedelbart av sats 8.8, da vi sitter d = ¢(p) = p — 1. Satsens

senare del f6ljer av satserna 8.5 och 8.6 med n = p. [

Varje primtal har alltsa primitiva rotter. Man kan fraga sig i vilken man sammansatta tal har
primitiva rotter. Vi har sett i avsnitt 8.1 att talet 18 har 5 som en primitiv rot, medan talet 8 helt
saknar primitiva rotter (avsnitt 8.2). Uppenbarligen har vissa sammansatta tal primitiva rétter,

andra ej. Vi ger hir utan bevis den sats, som fullstindigt besvarar fragan, vilka positiva heltal som

har primitiva rétter.
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Sats 8.10. Heltalet n > 1 har primitiva rétter, om och endast om n = 2, n = 4, n = p* eller

n = 2p*, dir p ir ett udda primtal och k ett positivt heltal.

8.4 Ett tals index for en primitiv rot

Lét n > 1 vara ett heltal, som har primitiva rétter. Om r ir en av dessa rotter, s bildar talen
(8.12) rrd e, rt()

ett reducerat restsystem modulo n (sats 8.5). Lit nu a vara ett godtyckligt heltal, som ar relativt
primiskt tidl n. Da finns det bland talen (8.12) exakt ett tal r* (1 < i < ¢(n)), sddant att

(8.13) r'=a (mod n).
Talet ¢ kallas a:s indez for basen r modulo n och betecknas ¢ = ind,a eller kortare i = ind a, om
inget missforstand kan uppstd. Observera att man vanligen bortlimnar moduln 7 ur beteckningen,
eftersom den antas vara fixerad. Indexet ar entydigt bestimt modulo ¢(n), ty j =i (mod ¢(n))
medfér 1/ = ' = a (mod n). (Jfr. sats 8.2, dir vi nu har d = é(n)).

Som exempel kan vi betrakta fallet n = 7. Vi har i avsnitt 8.2 konstaterat att 3 ir en primitiv

rot till 7, emedan f6ljande kongruenser giller modulo 7 (se avsnitt 8.1):
=3, 3=2 3 =6 3t=4, 3¥=5 =1
Séledes far vi foljande index for basen 3 modulo 7:
ind31 =6, ind3s2=2, inds3=1, ind34=4, inds5=2>5, inds6=3.

Med en annan primitiv rot som bas fir vi andra virden pa indexen. Exempelvis galler att aven 5

ar en primitiv rot till talet 7, ty man har foljande kongruenser modulo 7:
5'=5 5'=4, 5°=6, 5'=2 5 =3 =1
Detta ger foljande index f6r basen 5 modulo 7:
inds1 =6, inds2=4, inds3=05, inds4=2, inds5=1, inds6 = 3.
Av definitionen pa index f6ljer omedelbart foljande sats.

Sats 8.11. Lat n vara ett heltal > 1 med den primitiva roten r. Vidare m4 heltalen a och b

vara relativt primiska till n. D4 géller: a = b (mod n) = ind,a = ind,b.

Tack vare denna sats kan man stundom férenkla indexberikningen for ett tal a genom att forst
reducera talet modulo n. Silunda giller t.ex. med n = 7: ind;81 = inds4 = 2, eftersom vi har
81=4 (mod 7).

For rakning med index gé]le; regler, som paminner om de logaritmiska riknereglerna. I stillet

for likheter fir vi nu kongruenser modulo ¢(n). Detta framgir av foljande sats.
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Sats 8.12. Lait n vara ett heltal > 1 med den primitiva roten r. Antag vidare att a och b ir
relativt primiska till n. Slutligen ma k vara ett positivt heltal. Da giller foljande rdkneregler for |

index med basen r (som utelimnats ur beteckningarna): (

(a) ind1=0 (mod ¢(n)) ' (
(b) ind(ab) =inda+indb (mod ¢(n)) .
(c) inde* = k-inda (mod ¢(n)).

Bevis: (a) Enligt Eulers sats ar r%(™ =1 (mod n). Da r &r en primitiv rot modulo 7, finns

det ingen ligre potens av 7, som ar =1 (mod n). Alltsa drind1 = ¢(n) =0 (mod #(n)).
(b) Av definitionen pa index féljer: (

,’_ind(ab) = ab (mod n) (
samt |

pindatindb _ ginda  nindb = g (mod n)
Saledes galler:

Tind(ab) = Tind a+ind b (mod n)
Harur féljer nu (b), da vi tilldimpar sats 8.2 och beaktar att d = ¢(n).

(c) Definitionen pa index ger

inda* _ _k
% =4 (mod n) (

och
phinda — (rindayk = gk (mod p),

varav framgar att

ind a® pkinda

T = (mod n).

Sats 8.2 ger nu (c), da vi beaktar att d = ¢(n). O

Index kan anvandas vid losning av vissa kongruensproblem, sasom vi strax skall visa. Fér-
denskull ir det onskvart att ha tillgang till indextabeller. I tabell 3 pa sid. 99 anges index for
alla positiva heltal < p for primtalsmoduler p < 31. Hérvid ar basen (som inte anges i tabellen)
alltid den minsta primitiva roten till talet p. Samma tabell innehaller dven det tal, som svarar mot
ett givet index, for primtalsmoduler p < 31. Vi skall nu med ett par exempel visa hur man kan

anvianda dessa tabeller vid 16sning av kongruenser. (

Exempel 1 Lds kongruensen 6z'2 = 11 (mod 17). Den minsta primitiva roten till talet 17 ar 3.

Vi tar darfor alla index med basen 3, som inte utskrives i nedanstaende rikningar. Enligt sats 8.11

{
Nt
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har vartdera ledet i kongruensen samma index (for basen 3) modulo 17. Genom att i tabell 3
uppsoka ind 11 fér p = 17 far vi ind(6z'%?) = 7. Nu giller enligt sats 8.12 (b) och (c), eftersom
$(17) = 16:

ind(6z'*) = ind 6+ 12-indz (mod 16):

Efter insdttning av ind 6 = 15 far vi siledes, da de bigge uttrycken for ind(621?) jamfores:
12-indz =8 (mod 16).

Enligt sats 5.4 kan denna kongruens divideras med 4, varvid vi fir 3-indz =2 (mod 4). Denna

kongruens har 16sningen indz =2 (mod 4). De modulo 16 inkongruenta losningarna ar saledes:
indz =2, 6, 10, 14 (mod 16).

Vi har slutligen att i tabell 3 uppsdka de tal, som svarar mot dessa index modulo 17. D3 fis

16sningarna
z=9, 15, 8, 2 (mod 17).

Exempel 2 Lés kongruensen 7% =5 (mod 17). Vi kan iven hir anvinda 3 som bas for indexen.
Eftersom ind 7 = 11 och ind 5 = 5 (tabell 3), fis med st6d av sats 8.12: 11z = § (mod 16). D3
3 ar en invers till talet 11 modulo 16 (ty 11-3 =1 (mod 16)), s& multiplicerar vi kongruensen
med 3 och far slutresultatet: £ =15 (mod 16).

Ovningsuppgifter

Uppgift 8.1 Bestim de exponenter, till vilka talen 1, 2, 3,..., 12 hér modulo 13.

Uppgift 8.2 Bestdm a) ords2, b) ordyo3, ¢) ord;310.

Uppgift 8.3 Bestim alla heltal a, som ér relativt primiska till 15 och for vilka ordisa = 4.
Uppgift 8.4 Visa att om @ ir en invers till heltalet @ modulo n > 1, sa géller: ord,a = ord,a.

Uppgift 8.5 Antag att a och b ir relativt primiska till heltalet n > 1. Antag vidare att @ och b
hor till exponenterna d resp. e modulo n och att (d,e) = 1. Visa att ab hor till exponenten de
modulo n. (Ledning: Undersdk forst f5r vilka positiva heltal m kongruensen (ab)™ =1 (mod n)
giller).

Uppgift 8.6 Lat n vara ett heltal > 1 och a ett heltal, relativt primiskt till n. Visa att om a hor
till exponenten n — 1 modulo 7, 83 &r n ett primtal. (Ledning: Uppgift 6.13 kan tilldmpas).

Uppgift 8.7 Bestim alla primitiva rétter modulo a) 22, b) 12.
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Uppgift 8.8 Visa att 5 ir en primitiv rot modulo 23 och bestim direfter alla modulo 23 inkon-
gruenta, primitiva rétter till talet 23. Svaret bér anges med positiva heltal < 23,

Uppgift 8.9 Lat p vara ett primtal med p = 1 (mod 4). Visa att det existerar ett heltal ¢ med
a*= -1 (mod p).

Uppgift 8.10 Talet 5 ir som bekant en primitiv rot till 18. Uppgér med 5 som bas en indextabell
modulo 18.

Uppgift 8.11 Lés kongruenserna a) 527 = 6 (mod 13),b) 2° =8 (mod 13).
Uppgift 8.12 Lés kongruensen 4215 = 5 (mod 13).

Uppgift 8.13 Fér vilka positiva heltal a ir kongruensen az* = 2 (mod 13) 16sbar? Lés kongru-
ensen for dessa virden p3 a.

Uppgift 8.14 Lit n > 1 vara ett heltal och 1at 7 och s vara tvi primitiva rétter till n, vilka ar
inkongruenta modulo n. L&t vidare a vara ett heltal, som &r relativt primiskt till n. Visa att

a) indsa = (ind,r)(indra) (mod ¢(n)), b) (ind,7)(indrs) =1 (mod ¢(n)).

Uppgift 8.15 Lat p vara ett udda primtal. Visa att ind,(-1) = (p — 1)/2 fér varje primitiv rot r
till p.
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§ 9. Kvadratiska rester

9.1 Legendre’s symbol och Eulers kriterium
I denna paragraf skall vi studera kongruensen
(9.1) z?=a (mod p),

dir p dr ett primtal och a ett heltal, som inte ar divisibelt med p. Sistnimnda antagande innebar

att @ och p ar relativt prima. Vi infor foljande

Definition: Talet a siges vara en kvadratisk rest modulo p eller till p, om kongruensen (9.1)

har nagon lésning . I motsatt fall kallas a en kvadratisk ickerest modulo p eller till p.

Det ir klart att om a r en kvadratisk rest (resp. ickerest) modulo p, s& dr dven varje tal i
den restklass modulo p, som a representerar, en kvadratisk rest (resp. ickerest). Vi sokandet efter
kvadratiska rester eller ickerester behdver vi alltsa endast beakta sidana tal a, som ar sinsemellan
inkongruenta modulo p. D& a dessutom skall vara relativt primiskt till p, kan vi foljaktligen
inskranka oss till ett reducerat restsystem modulo p, t.ex. till talen 1, 2, ..., p — 1. Detsamma
giller eventuella rétter z till kongruensen (9.1), ty om z ar en sadan rot, sa ir dven varje y med
z=y (mod p)en rot. Vidare maste varje rot z vara relativt primisk till p, ty d3 2% — a ar delbart
med p, s vore iven a delbart med p i den hindelse att vi skulle ha z = kp for nagot heltal k.
Méb jliga rétter till kongruensen (9.1) finns alltsa att soka bland talen 1, 2, ..., p— 1.

Exempel 1 Betrakta fallet p = 11. Fér att utrona vilka tal, som ar kvadratiska rester resp. icke-
rester till 11, kvadrerar vi de mdjliga rotterna z till kongruensen z? = a (mod 11), dvs. talen

1,2, ..., 10, och reducerar kvadraterna modulo 11. Vi fir da foljande kongruenser modulo 11:
12=10%=1, 2=92=4, 3*=8'=9, 2 =7 =5, 5*=6=3.

Vi ser alltsi att talen 1, 3, 4, 5 och 9 ar kvadratiska rester, medan talen 2, 6, 7, 8 och 10 ar
kvadratiska ickerester modulo 11. Antalet kvadratiska rester och ickerester ar alltsa lika i detta fall.

Detta giller allmint, nér p ar ett udda primtal, sisom foljande sats utvisar.
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Sats 9.1. Om p ir ett udda primtal, si existerar det (p—1)/2 inkongruenta kvadratiska rester
(ickerester) modulo p. Ett dylikt system av inkongruenta kvadratiska rester modulo p ar t.ex. talen

—1\?
(9.2) 12, 2%, 3., (%—) .

Bevis: Genom att som i exempel 1 kvadreratalen1,2,...,p~1och reducera modulo p far vi alla
kvadratiska rester a i intervallet [1,p — 1]. Mot varje dylikt a svarar tva heltal h och p—h i intervallet
(1,p — 1], eftersom h? = (p—h)? (mod p)forh =1,2,... ,(p—1)/2. Antalet kvadratiska rester blir
alltsa = (p—1)/2. D4 ir antalet kvadratiska ickerester modulo p iven = (p—1)/2, emedan summan
av antalet kvadratiska rester och ickerester ar = p — 1. Talen (9.2) 4r uppenbarligen kvadratiska
rester modulo p. De ar dessutom inkongruenta modulo p, ty vore h?* = k? (mod p) for ndgot par
h,kmed 1< h <k < (p—1)/2,s8 vore (b — k)(h + k) delbart med p, vilket enligt kor. 3.8 skulle
innebira att h — k eller h + k vore delbart med p. Men detta &r oméjligt, da |h—k| < (p—1)/2 och
0 < h+k < p. Talen (9.2) representerar alltsd ett fullstindigt system av inkongruenta kvadratiska

rester modulo p. (]

Vi skall nu infora en ny beteckning, som visat sig vara mycket praktisk vid rakning med
kvadratiska rester. Vi antar liksom tidigare att p ar ett primtal och a ett heltal, som inte ir delbart
med p. D4 definieras Legendre’s symbol (%) pa foljande satt:

(g) { 1, om a ar en kvadratisk rest modulo p,

p =1 -1, om a ar en kvadratisk ickerest modulo p.

Av exempel 1 framgar att
DY _(3) () 2 (5) 2 (L) =
1) ~\11/ " \11) ~\11) \11) -
2N _ (SN (Y= (8) = (28 -
1)~ \11) ~\11) " \1i1) " \11) 7
Eftersom tva tal, som tillhor samma restklass modulo p, antingen bagge ir kvadratiska rester eller

bagge kvadratiska ickerester modulo p, s& galler:
Sats 9.2. Oma=0b (mod p), sd ar (;‘;) = (%)

Nir man vill undersoka om ett givet tal @ ar en kvadratisk rest till p, kan man testa huruvida a
4r kongruent med nigot av talen (9.2). I jakande fall &r a en kvadratisk rest, i nekande fall ar a en

kvadratisk ickerest modulo p. Ett annat sitt att avgora denna friga innehalles i foljande sats.

Sats 9.3. (Eulers kriterium). Om p ar ett udda primtal och a ett heltal, som inte ir delbart

med p, sa géller:

(9.3) ’ (g) = q(P~-1/?  (mod p).




82

Bevis: Satsen utsiger att

(9.4) a?V/2 =1 (mod p), om a ir en kvadratisk rest modulo p
och
(9.5) al?~1/2 = _1 (mod p), om a ir en kvadratisk ickerest modulo p.

Vi bor alltsa pavisa riktigheten av (9.4) och (9.5). Enligt Fermat’s lilla sats ar a?~! =1 (mod p).
Talet (aP~! —1) = (aP~1/2 _1)(a(P=1)/2 1 1) ir alltsi divisibelt med p. Detta medfor enligt kor. 3.8

att a satisfierar nagondera kongruensen

(a) P~ D/2 =1 (mod p)
eller
(b) 2P V%= _1 (mod p).

Antag nu att a ar en kvadratisk rest modulo p. D& 4r a = h? (mod p) fér nagot heltal h, som inte
ar delbart med p. Da sistndmnda kongruens upphdjes till potensen (p — 1)/2, fis med beaktande
av Fermat’s lilla sats:
a? V2 = pp~1=1 (mod p).

Varje kvadratisk rest a till p satisfierar alltsa kongruensen (a). Enligt sats 9.1 ir antalet inkon-
gruenta kvadratiska rester modulo p lika med (p—1)/2. Eftersom kongruensen (a) enligt Lagranges
sats inte kan ha flere 4n (p—1)/2 inkongruenta rotter modulo p, s4 maste alla kvadratiska ickerester
till p satisfiera kongruensen (b). Dérmed har vi pavisat riktigheten av (9.4) och (9.5), dvs. Eulers

kriterium ar bevisat. [

Eulers kriterium ar ofta bekvamt att anvanda vid hirledning av olika egenskaper hos Legendre’s

symbol. Detta framgar av de foljande satserna.

Sats 9.4. Lat p vara ett udda primtal samt a och b hela tal, som inte ir divisibla med p. Da

géller:
& GG -G
K p/\p p)
Beuvis: Enligt Eulers kriterium ar

(%) =a?" V2 (mod p) och (§> = b(P-1/2  (mod p).

Da dessa kongruenser multipliceras, fas

-

(@) (2)(2) = @7 (mod .
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A andra sidan giller enligt Eulers kriterium:

(b) (E’?) = (ab)P~1/2  (mod p).

Ur (a) och (b) foljer nu b b .
()G =) @ean ‘

Eftersom vartdera ledet i denna kongruens ar antingen. +1 eller —1, s& maste bigge leden vara lika,
da ju p > 2. Alltsa giller (9.6). 0

Av sats 9.4 framgar att produkten av tva kvadratiska rester eller tva ickerester ir en kvadratisk
rest, medan produkten av en kvadratisk rest och en ickerest ir en kvadratisk ickerest. Om vi i

formel (9.6) sitter a = b, far vi

(9.7) (i‘;-) =1,

vilket uttrycker det sjalvklara faktum att varje jimn kvadrat, som inte ir delbar med p, ir en
kvadratisk rest modulo p. .
Varje udda primtal p ar antingen av formen p = 4n + 1 eller av formen p = 4n — 1. Virdet av

(:;l-) ar beroende av vilketdera av dessa fall som intriffar. Detta framgar av foljande sats.

Sats 9.5. Talet —1 4r en kvadratisk rest till alla primtal p av formen p = 4n + 1 och en
kvadratisk ickerest till alla primtal p av formen p = 4n — 1. Dessa resultat kan sammanfattas i
formeln

(9.8) (:3) — (<1)P-D/2,

Bevis: Enligt Eulers kriterium ar

(Z) =017 (mod ).

DA vartdera ledet i denna kongruens ir antingen +1 eller —1, finner vi precis som i foregaende

()=

Hogra ledet i denna likhet 4r nu = +1 eller = —1, beroende pad om p = 4n + 1 eller p = 4n — 1.

bevis att

Darmed ar satsen bevisad. O

Genom att kombinera formlerna (9.6) och (9.8) far vi for varje positivt heltal a, som inte ir
delbart med primtalet p > 2:

5)- Q)G

Vi ser alltsa att problemet att bestimma huruvida ett negativt heltal ar en kvadratisk rest eller ej

alltid kan aterforas pa motsvarande problem for talets absoluta belopp.

w
RTRITHRTPITAT A TR s wraponrn
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9.2 Gaufl lemma och reciprocitetssatsen

I detta avsnitt skall vi hirleda en berémd sats, som gar under namn av (den kvadratiska) reci-
procitetssatsen. Den ger ett samband mellan (£) och (2), nar p och, ¢ &r tvé olika udda primtal.
For detta dndamal behover vi en hjélpsats, som kallas Gaul lemma och som ger ett nytt sitt att
beridkna (%) -

Sats 9.6. (Gaufl lemma). Ldt p vara ett udda primtal och a ett heltal, som inte ar divisibelt
med p. D3 géller:

(9.10) (g) = (-1)%,

dar s betecknar antalet av de tal i f6ljden

p—1
2

(9.11) a, 2a, 3a,..., -a,

vilkas huvudrester modulo p ir > p/2.

Bevis: Vi konstaterar forst att talen (9.11) ir parvis inkongruenta modulo p, ty de utgér en del
av ett fullstindigt restsystem modulo p (jfr. kor. 5.8 med b = 0). Inget av talen ir delbart med p
(kor. 3.8), varfér ingen av huvudresterna = 0. Huvudresterna ligger alltsa alla i intervallet [1,p — 1].
L&t nu oy, @y, ..., @, vara de huvudrester, som ar > p/2, och fy, B, ..., Bt de huvudrester, som ar
<p/2. Daar s+t = (p—1)/2. Talen a, och g, ir alla olika, eftersom talen (9.11) ir inkongruenta

modulo p. Dessutom ar talen
(a') P—a1, p—Qy..., P— Qy, ﬂh ﬂ2"'~1 ﬂt

alla olika. Antag nimligen att vi skulle ha p — &, = B, for nagot par p,v. Eftersom o, = ma och
By, =na (mod p),dir 1 < m,n < (p—1)/2,sd skulle vi fA (m+n)a =0 (mod p). Men detta ar
omdjligt, da varken m + n eller @ ir delbart med p. Talen (a) ir allts3 alla olika. D4 de dessutom
ligger i intervallet [1,(p — 1)/2] och &r (p— 1)/ 2 till antalet, sd ar de i ndgon ordning lika med talen
1,2,3,..., (p—1)/2. Siledes galler:

(- a)p— o)~ (p- aif - = (L2 ):

Om vi ersdtter varje p — a, med det dirmed kongruenta —a,,, far vi

‘ ~1

1 (b) (=1)'aray - afrify -+ fr = (p—2->' (mod p).

‘ A andra sidan 3r talen oy, oy, .. . Qsy P1, B2, ..., Bt i ndgon ordning kongruenta med talen (9.11).
Detta ger .
(c) aag - a,fify - fr = alP7V/ (-——-é-—l-)' (mod p).

LTI T ok eyt
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Da (b) och (c) jamfores, fas
alp-1/2 (p_;__l.)! =(-1)° (]—);—1>' (mod p).

Denna kongruens kan enligt kor. 5.4 divideras med (E;—l)!, som ar relativt primiskt till p. Saledes
aP~1/% = (21)* (mod p). B

Med anvandning av Eulers kriterium (9.3) far vi hdrav

(&) =1 ot

vilket med beaktande av att vartdera ledet endast kan anta virdena +1 ger den efterstrivade
formeln (9.10). 0

Med hjilp av GauB lemma kan vi t.ex. bestimma virdet av (%), da p ar ett udda primtal. Vi
har da att i Gaufl lemma insitta a = 2 och betrakta talféljden

(d) 2, 4, 6,..., p—1.

Eftersom dessa positiva tal alla ar < p, utgor de dven sina egna huvudrester modulo p. Det galler nu
att bestimma huru manga av talen (d) som ar > p/2. Vi kallar detta antal 3, sasom i GauB lemma.
Talen (d) ar av formen 2u, dir v = 1,2,3,...,(p — 1)/2. Villkoret 2u > p/2 ger v > p/4. Det
minsta heltalet u, som uppfyller denna olikhet, r u = (p + 1)/4 eller u = (p + 3)/4, beroende pa
vilket av talen p+ 1 eller p+ 3 som ar delbart med 4. I det forra fallet &r p av formen p = 4m — 1,
i det senare fallet av formen p = 4m + 1. I fallet p = 4m — 1 far vi '

p—1 p+1 p+1

5 ) +1= 7 ™
och i fallet p = 4m + 1:

2 4 4

I bagge fallen &r alltsd s = m. Enligt GauB lemma ar da: (%) = (—=1)™. Talet 2 ar salunda en
kvadratisk rest eller ickerest modulo p, allteftersom m ar jamnt eller udda. Om m &r jamnt, sa ar
p av formen p = 8n £ 1, om m ir udda, si ir p av formen p = 8n £ 3. Vi fir dirmed féljande

resultat:

Sats 9.7. Talet 2 ir en kvadratisk rest till alla primtal p av formen p = 8n+1 och en kvadratisk

ickerest till alla primtal p av formen p = 8n £ 3.

Eftersom uttrycket (p? — 1)/8 antar virdet 8n? & 2n for p = 8n.+ 1 och virdet 8n® £ 6n + 1 for
p = 8n = 3, sa ser vi att (p? — 1)/8 ar jimnt i det forra fallet och udda i det senare. Detta medfor

att resultatet i sats 9.7 dven kan bringas i formen:

¢
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Kor. 9.7. Om p ir ett udda primtal, s3 ir

(9.12) G) = (-1)F*-1/8,

Exempel 1 Beriikna (%2). Vi reducerar férst talet 89 modulo 13 och fir 89 = —o (mod 13). Med
anvandning av sats 9.2 samt formlerna, (9.9) och (9.12) £3 vi sslundas

<-%)> B (%9?) = (-D(-1)" = -1,

bevis.” Gauf presterade sedermera, ytterligare sju olika bevis for satsen. Sedan dess har en mangd
olika bevis publicerats, bl.a. av Cauchy, Jacobi och Kronecker, For nagra ar sedan Presenterade en
matematiker vad han pastod vara det 152:dra beviset for satsen,

Sats 9.8. (Reciprocitetssatsen). Om p och q ir tvj olika udda primtal, s giller:

(9.13) (g) G) = (-1)FF

Bevis: Vi betraktar talrackorna

-1
(914) b, 2p7 3P,---, %—'P
och

-1
(9.15) 9, 2¢, 3q,..., pT—'q-

Antalet av de tal j foljden (9.14), vilkas huvudrester modulo g ar > ¢/2, m4i vara s, Analogt
betecknar ¢ antalet av de huvudrester modulo pifdljden (9.15), vilka ir > p/2. Enligt GauB lemma,

giller ds:
@) = (=1)* och (;q)) = (-1)"

-

Satsen ir silunda bevisad, om vi kan pavisa att

Multiplikation ger:

p-1 ¢g-1

(9.16) 3 "5 =s+t (mod 2).
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Vi konstaterar forst att antalet huvudrester > ¢/2 i talrdckan (9.14) ar = antalet minsta absoluta
rester < 0, alla rester tagna modulo ¢. Ty mot varje huvudrest r med (¢/2) < r < ¢ svarar en
absolut rest r — g med —(g/2) < r—¢ < 0. Detsamma galler givetvis talrickan (9.15):s motsvarande
rester modulo p. Vi kan alltsa i fortsittningen operera med minsta absoluta rester < 0, nér vi skall

bestimma talen s och t.
L4t nu hp vara nagot av talen (9.14). Dess minsta absoluta rest modulo ¢ fis_genom att bilda

hp—kq, dar k ir det entydigt bestimda (positiva) heltal, for vilket giller: —(¢/2) < hp—kq < (¢/2).
For en negativ rest hp — kq blir k bestdmt av olikheterna

(9.17) —% < hp—kg<0.

Harvid ir kq nigot av talen (9.15), ty vore k > (p+ 1)/2, s& skulle vi ha

g-1 p+1 P q q
— < e P = ——-—= —
hp —kq < 5P 5 4 55 < g

vilket strider mot (9.17). Enligt vira antaganden finns det siledes i talrickorna (9.14) och (9.15)
s talpar (hp,kq), som uppfyller olikheterna (9.17). P4 analogt satt visas att det i samma talrackor
finns t talpar (hp, kq), som uppfyller olikheterna

(9.18) —g < kq—-hp<O.

Av (9.17) och (9.18) foljer att det i talrickorna (9.14) och (9.15) finns s + ¢ talpar (hp, kq), som
uppfyller olikheterna

q 4
1 L <hp-kq<s.
(9.19) 5 <hp—kg<3

Alla dvriga talpar (hp,kq) i rickorna (9.14) och (9.15) uppfyller siledes nagondera av olikheterna

(9.20) hp — kg < —% eller hp—kq > g

Sitt B = (q+1)/2—h (1 <h<(g-1)/2 0ch k' =(p+1)/2-k 1<k < (p - 1)/2). D4 ar
h'p det h:te talet i rickan (9.14) fran slutet rdknat. Likasd ar k'q det k:te talet i rickan (9.15) fran

slutet raknat. En enkel rakning visar att

(hp  ka) + (W'p - k'g) = £ = 2.

Antag nu att hp — kg uppfyller den férsta av olikheterna (9.20). D3 ar

Wp—ba=L_ % _(hp—k p_9.9_
p-Fg=5-3 (hp—kq)>5 -5 +5

p
5"
Alltsa om hp—kq uppfyller den forsta av olikheterna (9.20), sa uppfyller h'p— k'q den andra. Analogt
kan man visa att om hp — kq uI;pfyller den andra olikheten (9.20), si uppfyller h'p — k’q den férsta.
Saledes om talparet (hp, kq) uppfyller den ena av olikheterna (9.20), s uppfyller talparet (h'p,k'q)
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den andra. Antag nu att den finns u talpar (hp,kq), som uppfyller den forsta olikheten (9.20).
D4 finns det &ven u talpar, som uppfyller den andra olikheten (9.20). Det finns alltsa totalt 2u
talpar (hp,kq), som uppfyller nigondera olikheten (9.20). Av talrickorna (9.14) och (9.15) kan
man bilda %1 . 9;—1 talpar (hp,kq). Av dessa uppfyller s + t stycken olikheterna (9.19), medan de
ovriga 2u talparen uppfyller ndgondera olikheten (9.20). Saledes ar

p—-1 ¢-1 -
t+2u=—- ——
s+1t+2u 2 5

vilket innebir att kongruensen (9.16) giller. Darmed &r reciprocitetssatsen bevisad. [J

Genom att underséka huru tecknet hos hogra ledet av (9.13) beror av talen p och ¢ finner man

foljande alternativa formulering av reciprocitetssatsen:

Kor. 9.8. Om p och q ir tva olika udda primtal, sd géller:

(9.21) (P> _ { (1), om p eller ¢ (eller bida) dr av formen 4n + 1,

£ P
q "(%), om p och ¢ ar av formen 4n — 1.
Legendre-symbolerna (5) och (%) ar alltsa lika utom i det fall att p och ¢ Va,rderavfir av formen

4n — 1, da de ir varandras motsatta tal.

Bevis: Eftersom (‘;3) och (%) vardera har a,bsolutbeloppet 1, sa giller (s) = (%) eller (5) = —(%),
beroende pa om hdgra ledet i formel (9.13) antar virdet +1 eller —1. Virdet —1 antas, om och
endast om %1 och 9;—1 bigge ar udda tal. Detta intraffar, da och endast da p och g vardera ar av
formen 4n — 1. I alla dvriga fall antar hogra ledet i formel (9.13) vardet +1. Darmed ar korollariet

bevisat.

Exempel 2 Berikna (170—10";-). Vi konstaterar forst att 713 = 23 - 31 och att 1009 ar ett primtal.
Sats 9.4 ger da:

() (121(39) B (1339> (13(1)9)

Vi tillimpar nu reciprocitetssatsen pa Legendre-symbolerna i higraledet av (a). Eftersom talet 1009

ir av formen 4n + 1, far vi enligt kor. 9.8:
(b)- 23\ _ (1009 31\ _ (1009
1009/ ~ \ 23 1009/ ~ \ 31 /°

Nu dr 1009 = 20 (mod 23) och 1009 = 17 (mod 31). Sats 9.2 ger da:

@ (%)= () = Gr)-&)

Eftersom 20 = 225, fir vi enligt formlerna (9.6) och (9.7):

@ () - &) ) - )
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Upprepad anvindning av reciprocitetssatsen och sats 9.2 ger:

()-6)-0-6-0--

varvid den sista Legendre-symbolen har berdknats enligt sats 9.7. D4 vi nu sammanstéller resultaten

i formlerna (b) - (e), far vi

(®) (.1%%5) .Y

Vi skall nu berdkna (313—;’) Satserna 9.2, 9.4, 9.7, 9.8 och formel (9.7) ger:

5)-6-6)-GE-G-0-0-0--0-©-

D3 detta resultat sammanstilles med formlerna (b) och (c), fis

() (ﬁ%) =-1l

Med stéd av formlerna (a), (f) och (g) far vi nu slutresultatet:

(1) = =11 =1

9.3 Kongruenser av andra graden

Betrakta en allmin kongruens av andra graden
(9.22) az* + bz +c=0 (mod p),

dar a, b och ¢ dr heltal och p ett udda primtal, som inte delar a. Vi skall underséka antalet rotter
till denna kongruens. Enligt Lagrange’s sats (sats 8.7) kan den inte ha mer &n tva inkongruenta

rétter modulo p. Sedan kongruensen multiplicerats med 4a, kan den bringas i formen
(2az +b)? = b* — 4ac  (mod p),

eller om vi sitter D = b% — 4ac:

(9.23) (2az +b)* =D (mod p).

Liksom i ekvationsliran kallas D kongruensens diskriminant. Vi far rotterna till kongruensen (9.23)

och dirmed aven till den givna kongruensen (9.22), om vi forst 15ser kongruensen

(9.24) v* =D (mod p)
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och direfter den linjdra kongruensen
(9.25) 2z +b=7y (mod p).
Vi sarskiljer nu tre fall:

1) D ir en kvadratisk rest modulo p. D4 har kongruensen (9.24) nagon rot y1 # 0. Harvid &r
iven —1; en rot, som ar inkongruent med y; modulo p. Vore ndmligen 41 = —%1 (mdd p), sa skulle
viha2y; =0 (mod p). Detta skulle innebira att p | y1 och dirmed &ven p | D pa grund av (9.24).
Men detta ir omdjligt, da D &r en kvadratisk rest modulo p. Kongruensen (9.24) har alltsa i detta
fall tvi inkongruenta rétter modulo p. Mot vardera roten y; och —y; svarar enligt kor. 5.9 en
modulo p entydigt bestimd rot z; resp. 2 till kongruensen (9.25). Dessa rotter ar d3 dven rétter till
kongruensen (9.22). Vidare ar 21 och z, inkongruenta modulo p. Vore ndmligen z1 = 22 (mod p),
s3 vore aven y; = —y1 (mod p) pa grund av (9.25), vilket ar omdjligt. Kongruensen (9.22) har
alltsd i detta fall tva inkongruenta rétter modulo p.

2) D =0 (mod p). Kongruensen (9.24) har da den enda l6sningen y = 0 (mod p), ty om
primtalet p delar y?, s delar det dven y (kor. 3.8). Darmed har kongruensen (9.25) och sdledes

sven kongruensen (9.22) en enda 16sning modulo p.

3) D ir en kvadratisk ickerest modulo p. Kongruensen (9.24) saknar d3 16sning och darmed

iven kongruensen (9.25). Detta betyder att kongruensen (9.22) saknar rétter.
Vi sammanfattar vira resultat i foljande sats.

Sats 9.9. Vi antar att a, b och ¢ ar heltal samt p ett udda primtal, som inte delar a. Satt
D = b? — 4dac. D4 ir antalet modulo p inkongruenta rotter till kongruensen (9.22):
1) tvd, om D ar en kvadratisk rest modulo p,
2) en,om D=0 (mod p),
3) ingen, om D ér en kvadratisk ickerest modulo p.

Ovningsuppgifter

Uppgift 9.1 Bestim alla kvadratiska rester modulo 17.

Uppgift 9.2 Bestam (%) fora=1,2,3,4,5,6.

Uppgift 9.3 Bestam ({5) med anvindning av a) Eulers kriterium, b) GauB lemma.

Uppgift 9.4 Visa att talet _9 ir en kvadratisk rest till alla primtal p av formen p = 8n + 1 och
p = 8n + 3 samt en kvadratisk ickerest till alla primtal p av formen p = 8n —1 och p=8n-3.
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Uppgift 9.5 Berikna a) (%), b) (&)
Uppgift 9.6 Berakna (ﬁﬁ)

Uppgift 9.7 Lat p vara ett primtal > 3. Visa att

3\ _ [+ om p ar av formen p = 12n + 1,
~ 1 -1, om p ir av formen p = 12n £ 5. N

(Ledning: Tillimpa reciprocitetssatsen och beakta att varje primtal > 3 ir av formen 6n £ 1).

Uppgift 9.8 Lit p vara ett udda primtal och a ett heltal, som inte ir delbart med p. Visa att

Q)+ )+ (552 -

Uppgift 9.9 Bestim de udda primtal, till vilka 5 ar en kvadratisk a) rest, b) ickerest.

Uppgift 9.10 Bestim alla l6sningar till kongruenserna
a) 22 +z+1=0 (mod7)

b) z2 +5z+1=0 (mod7)

c) 2 +3z+1=0 (mod?7).
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§ 10. Pytagoreiska tal och Fermat’s stora sats

10.1 Pytagoreiska tal

Om z och y betecknar lingderna av kateterna i en ratvinklig triangel, dir hypotenusans lingd = z,

sa galler som bekant enligt Pytagoras sats:
(10.1) z? 4yt = 2,

Av speciellt intresse ar heltalslsningar till ekvationen (10.1). Vi infor férdenskull fljande defini-

tion:

Definition: Tre positiva heltal z,y, 2, som utgér en 16sning till ekvationen (10.1), kallas en

pytagoreisk trippel (pytagoreiska tal).

Pytagoreiska tal ar t.ex. £ =3,y =4,2=>5ellerz =7, y = 24, z = 25. Vi staller oss nu
problemet att finna alla heltalslosningar z,y, z till ekvationen (10.1). Vi konstaterar forst att om
z,v, z ar en sddan 16sning, s ar dven kz, ky, kz (k € Z;) en 16sning. Omvént om en l6sning z,y, z
innehaller en gemensam faktor k € Z,, sd att = = k', y = ky', z = k2', sd ar dven 2',y',2' en
16sning. Det ar salunda tillrickligt att soka 16sningar, som saknar gemensamma faktorer k > 1,
eftersom alla andra losningar kan fas ur dessa genom multiplikation med en konstant faktor. Vi
uppstéller férdenskull f6ljande definition:

Definition: En pytagoreisk trippel z,y, z kallas primitiv, om (z,y,2) = 1.

Innan vi hirleder en allmin formel for alla heltalslosningar till ekvationen (10.1), skall vi bevisa

néagra forberedande lemmor.
Lemma 10.1. I en primitiv pytagoreisk trippel ar talen parvis relativt prima.

Bevis: Lat z,y,z var en primitiv pytagoreisk trippel och antag t.ex. att talen z och y inte
ar relativt prima. De innehaller d4 nigon gemensam primfaktor p, si att z = pz', y = py'’.
Ekvationen (10.1) ger 2% = p*(z” + y'?), varav féljer att p | 22 och siledes &ven p | z (kor. 3.8).
Allts3 innehaller dven talet z primfaktorn p, vilket strider mot att z,y,z ar en primitiv pytagoreisk
trippel. P4 analogt sitt visas att paren z, 2 och 7, z vardera ar relativt prima. [
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Definition Tva heltal siges vara av semma paritet, om bada ar jamna eller bdda ar udda. De

4r av olika paritet, om det det ena talet ar jamnt och det andra udda.

Tva heltal ir saledes av samma paritet, om de tillhér samma restklass modulo 2. De ar av

olika paritet, nir de tillhér var sin restklass modulo 2.

Lemma 10.2. Omz,y,2z aren primitiv pytagoreisk trippel, s4 ar talen = och y-av olika paritet.

Bevis: Talen = och y kan inte bada vara jimna, emedan (z,y) = 1 enligt lemma 10.1. Antag nu
y=2n+l. Dadrs? = 22 4+y? = 4(mP+nt+mtn)+2,

ty for varje jamn kvadrat giller: a? =0
Alltsa ar talen z och y av olika

att bada skulle vara udda, t.ex. T = 2m+1och
vilket medfor att 22 =2 (mod 4). Men detta 4r omdjligt,

eller ¢ = 1 (mod 4), beroende pa om a ar jamnt eller udda.

paritet. O

Lemma 10.3. Om a och b ar relativt prima positiva heltal med ab = c? (c € Z), sd ara

och b jamna kvadrater.

nagot av talen a eller b = 1. Vi kan alltsi anta att @ > 1ochd> 1.

Bevis: Satsen ar trivial, om

Lat primfaktoriseringen av a och b vara
{

010 a _ b b b
a=pi'py"  Pms b=q'q’ " (

Harav fas
(10.2) ab = pps P ay g
..., qn alla olika. Lat

D4i a och b ir relativt prima, ar primfaktorerna pi, P2, -+ Pms q1, 92,

primfaktoriseringen av talet ¢ vara

— pC1.C2 . nCk
cC=T{ Ty Te s

vilket ger
2 2¢1,.2¢C2 2¢p
1‘2 Y ’,‘k . é

(10.3) =1
D4 nu ab= c? och primtalsuppdelningen ir entydig, s ar primfaktorerna i hogra ledet av (10.2) 1
négon ordning identiska med primfaktorerna i hogra ledet av (10.3). Detta betyder bl.a. att talen
ey (B=12,... ,m)och b, (v= 1,2,...,n) ar jamna. Vi kan alltsa skriva a, = 2a, och b, = 28,.
Da ar
o= (ppgpi ), b=(@d ) <

dvs. @ och b ar jimna kvadrater. O
(

mitiva heltalslésningar till ekvationen (10.1).,

7 ir en sadan 16sning. Da talen z och y enligt lemma 10.2 ar av olika paritet,

Vi skall nu hirleda en allman formel for alla pri

{

Antag forst att z,9,




94

kan vi t.ex. anta att z 4r jimnt och y udda. D4 &r dven z udda. Vi skriver ekvationen (10.1) i

formen
(10.4) gt =2 -y = (24 y)(z ).

Talen z 4+ y och z — y ar bigge jimna. Saledes kan vi skriva

(10.5) z+y = 2u, z—y=2w,
varayv fas
(10.6) y=u-—v, z=u+v.

Eftersom z > y > 0, sa foljer av (10.5) och (10.6) att u > v > 0. Vidare ar talen u och v relativt
prima, emedan y och z &r relativt prima. Detta foljer omedelbart av (10.6). Ekvationen (10.4) kan

nu skrivas i formen

(10.7) uv = (;)2

Av lemma 10.3 foljer da att u och v ar jimna kvadrater. Saledes

(10.8) u=m?, v = n?.

Hérvid &r talen m och n relativt prima, eftersom u och v ir relativt prima. Vidare giller att
m > n > 0. Genom att insitta virdena (10.8) pa u och v i formlerna (10.6) och (10.7) fir vi den
slutliga framstallningen for z, y och z:

(10.9) zg=2mn, y=m?-n? z=m?+nl

Talen m och n &r av olika paritet, eftersom y ir udda. Déarmed har vi visat: Om z,y,z r en
primitiv pytagoreisk trippel, sa existerar det relativt prima heltal m och n av olika paritet med
m > n > 0, sidana att z, y och z kan skrivas i formen (10.9). Antag nu omvint att m och n
ar givna heltal med de nyssnimnda egenskaperna. Om vi d& definierar talen z, y och z genom
formlerna (10.9), s& visar en enkel rikning, att z, y och z satisfierar ekvationen (10.1). Talen z,
y och z &r uppenbarligen positiva heltal, varvid z och y ir av olika paritet (z jaimnt och y udda).
Vidare ar z, y och z relativt prima. Ty om dessa tal hade en primfaktor p > 2 gemensam, s3 foljer
av relationerna z + y = 2m? och z — y = 2n?, att p skulle dela savil m som n. Men detta ir
omdjligt, d& m och n ar relativt prima. Talen z,y, z bildar alltsi en primitiv pytagoreisk trippel.

Vi sammanfattar vara resultat i foljande sats.

Sats 10.4. Tre heltal z,y,z bildar en primitiv pytagoreisk trippel, om och endast om det
existerar relativt prima heltal m och n av olika paritet med m > n > 0, sidana att =, y och z
kan framstéllas genom ekvationerna (10.9). Alla évriga pytagoreiska tripplar kan skrivas i formen
kz, ky, kz, dir k &r ett heltal > 1.

-

Anmadrkning. Eftersom z och y ingar symmetriskt i ekvationen (10.1), kan dessa tal byta roller

i ekvationerna (10.9). De sa erhallna 13sningarna betraktas dock inte som skilda 13sningar.

[2Ee sl (s A TR ILEIOANN AL
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Genom att i formlerna (10.9) successivt insdtta virden pa m och n, som uppfyller villkoren i
sats 10.4, far vi en tabell Gver primitiva pytagoreiska tripplar. Nedan ges en sadan tabell for alla
m < 5. I tabellen har vi ordnat talen z,y,2 i vixande storleksordning. Detta har till foljd att
talen z och y i vissa fall ir omkastade i forhallande till formlerna (10.9). Detta ar tillitet enligt

anmarkningen ovan.

m n T 4
2 1 3 5 )
3 2 5 12 13
4 1 g 15 17
4 3 7 24 25
5 2 20 21 29
5 4 9 40 41

10.2 Fermat’s stora sats

Pierre de Fermat var en gang sysselsatt med att lasa igenom Diofantos’ ” Arithmetica” (omndmnd
i avsnitt 5.4). Nar han kom till det stalle i boken, dir Diofantos hirledde formlerna (10.9) och
s3lunda visade att det finns odndligt manga kvadrater, som kan skrivas som en summa av tva andra
kvadrater, skrev Fermat i marginalen: "Daremot 4r det omdjligt att dela en kub i tva kuber, en
fjarde potens i tva fjarde potenser, eller i allmanhet nigon hogre potens n den andra i tva potenser
av samma grad. Jag har funnit ett verkligt underbart bevis, vilket dock inte fir rum i marginalen”.

T modernt sprakbruk innebér Fermat’s anmirkning i marginalen att foljande sats skulle vara sann:

Sats 10.5. (Fermat’s stora sats, Fermat’s sista sats). Ekvationen

n

(10.10) "yt =2
saknar positiva heltalslésningar z,y, z for alla heltal n > 3.

Fermat’s eget exemplar av boken har gatt forlorat, men hans son gav ar 1670 (efter faderns
déd) ut en ny upplaga av Diofantos » Arithmetica”, som Aven inneh6ll Fermat’s egna anteckningar.
Tack vara detta har manga av Fermat’s satser blivit bevarade it eftervirlden. Fermat brukade i
allminhet inte nedteckna bevisen for sina pastienden i marginalen. Men under arens lopp har alla
hans satser blivit bevisade utom denna ena rorande de n:te potenserna. Darfor kallas den ocksa
"Fermat’s sista sats”. Tusentals matematiker har under 300 ars tid forgives forsokt bevisa Fermat’s

sista sats. Man kan darfor med éott fog saga att denna sats for narvarande utgor det mest berémda

olésta problemet i matematiken.
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Vad har man da astadkommit ifraga om Fermat’s stora gats? For det forsta ar det klart att
man inte behdver bevisa satsen for alla heltalsexponenter n 2 3. Har man namligen bevisat satsen

f5r en viss exponent 7, s ir den ocks3 bevisad for alla heltaliga multipler kn av n. Ty da
a;k" + ykn = zkn — (mk)n + (yk)n = (zk):n.’

s34 skulle en heltalslosning z,Y,2 till den vianstra ekvationen medfora att ekvationen (10.10) har
losningen z*,y*, z¥, vilket ar omd iligt pa grund av antagandet. Detta betyder att vi-endast behover
bevisa Fermat’s sats for n = 4 och for alla udda primtalsexponenter. Varje helt taln > 3 ar namligen
divisibelt med 4 eller med nagot udda primtal (eller med vardera). Ty om n inte ar divisibelt med
nigot udda primtal, s3 ir det av formen n = 2™ med m > 2 och siledes delbart med 4. Det ar
mycket troligt att Fermat hade ett bevis i fallet n = 4. Han visade namligen att ekvationssystemet
o +y? = 2%, u? = zy/2 saknar heltalslosningar, och fallet n =4 kan hirledas ur denna sats.

Vi 6vergar nu till fallet n = 3. T ett brev till Christian Goldbach ar 1753 pastod Leonard
Euler att han hade bevisat Fermat’s sats for n = 3. Brevet innehdll emellertid inget bevis. Forst
ar 1770 publicerade han ett bevis, som emellertid visade sig vara bristfalligt. Felet i beviset gar
dock tamligen latt att reparera, varfor Euler brukar fa dran av att ha bevisat Fermat’s stora sats i
fallet n = 3. Foljande steg ar fallet n = 5. Detta fall bevisades ar 1825 av Dirichlet och Legendre.
Direfter bevisades satsen for n = 7 av Gabriel Lamé ar 1839. Atta ar senare trodde han sig ha
funnit ett bevis i det allmanna fallet (n > 3) och presenterade detta for vetenskapsakademin i
Paris. Efter att mycket entusiastiskt ha redogjort for sitt bevis togs han ned pa jorden igen av
Joseph Liouville, som papekade att beviset innehdll ett allvarligt fel. Lamé tillbringade darefter
flera veckor med att forsoka reparera felet men utan resultat. Foljande stora framsteg i teorin
f6r Fermat’s sats gjordes i medlet av 1800-talet av Ernst Eduard Kummer (1810-1893). Han
utvecklade da den s.k. idealteorin, med vars hjalp han ar 1847 bevisade Fermat’s sats for alla udda
primtalsexponenter p < 100 utom fér p = 37, 59 och 67. Senare lyckades han med andra metoder
bevisa satsen aven for dessa exponenter. Kummers idealteori har visat sig vara mycket anvdndbar
iven inom andra grenar av talteorin.

P4 detta sitt har man under 3rens lopp lyckats bevisa Fermat’s sats for allt storre och storre
exponenter n. I detta nu vet man att satsen ar riktig stminstone for alla n < 150000 (Tanner
och Wagstaff, 1987). Detta betyder att om det finns nagon heltalslosning z,¥,2 till Fermat’s
ekvation, sa maste n'vara storre an 150000. Dessutom visade Grinert redan ar 1856 att i en dylik
16sning talen z,¥,2 maste vara minst lika stora som 7. Senare har denna grins hojts ytterligare,
bl.a. av Inkeri (1953). Tett motexempel till Fermat’s sats maste man alltsd behandla tal av minst
storleksordningen (150000)1%0000. Av allt det ovansagda foljer, att det forefaller mycket sannolikt
att Fermat’s sats ar riktig. Hur kommer det sig d&, att ingen har lyckats rekonstruera Fermat’s
bevis? Det kan mycket val hinda, att Fermat’s bevis inneholl nagot fel, som visserligen inte

kullkastar satsen men som gor att det korrekta beviset mahinda inte ar sa enkelt och underbart

som Fermat trodde.
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Ett stort genombrott skedde sommaren 1983, d4 en ung tysk matematikprofessor, Gerd Faltings,
bevisade Mordells formodan. En konsekvens av denna formodan (som egentligen handlar om vissa
algebraiska kurvor) ir nimligen foljande sats.

Sats 10.8. Om ekvationen (10.10) har nigon heltalslésning z,y, z for n > 3, sd existerar det
endast ett indligt antal sidana lGsningar.

Vid en ytlig betraktelse kan det mahinda forefalla ovidkommande, om ekvationen (10.10) har ett
dndligt eller oindligt antal 16sningar, nar Fermat sjilv pistod att den saknar losningar. Men
i matematiken betyder steget mellan oindligt och andligt, att problemet s.a.s. har forts ned p3
ett helt nytt plan. Darfor maste Faltings bevis av Mordells formodan betraktas som ett stort
genombrott ifriga om Fermat’s stora sats. For denna bedrift fick Faltings ar 1986 Fields-medaljen,
av ménga kallad "matematikens nobelpris”. Manga tror nu att det slutliga beviset kan komma

inom en nara framtid.

Ovningsuppgifter
Uppgift 10.1 Bestim a) alla primitiva, b) alla pytagoreiska tripplar z,y, z for vilka z < 50.

Uppgift 10.2 Visa att varje pytagoreisk trippel z,y,z med z = ¥+ 1 ar av formen z = 2n + 1,
y=2n(n+1),z=2n(n+1)+1 (n € Z;). Bestim alla sidana tripplar, for vilka z < 100.

Uppgift 10.3 Visa att om Z,Y,2 ar en primitiv pytagoreisk trippel, sd ir antingen z eller y delbart
med 3.

Uppgift 10.4 Visa att om z,y, z ir en primitiv pytagoreisk trippel, si ir exakt ett av talen z, y
och z delbart med 5.

Uppgift 10.5 Fermat bevisade att det inte existerar nagon ratvinklig triangel med heltaliga sidor,
vars yta ar en jimn kvadrat, eller m.a.0. att ekvationssystemet z? + 42 = 22, u? = zy/2 saknar
positiva heltalslosningar. Visa att detta medfér att ekvationen (10.10) saknar positiva heltalslds-
ningar {or # = 4. (Ledning: Antag att vi skulle ha z* + y* = 2* for heltaliga z,y, z och sitt a = ¢*,
b=2222%, c =zt + 24, d = zy?2).

Uppgift 10.6 Visa att en pytagoreisk trippel inte kan satisfiera ekvationen (10.10) for n > 3.

-
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31
73
127
179
233
283
353
419
467
547
607
661
739
811
877
947
1019
1087
1153
1229
1297
1381
1453
1523
1597
1663
1741
1823
1901
1993
2063
2131
2221
2293
23N
2437
2539
2621
2689
2749
2833
2909
3001
3083
3187
3259

Tabell 2. Primtalen < 3331. (Tabellen &r lanad fran [9]).

3

37
79
131
181
239
293
359
421
479
557
613
673
743
821
881
953
1021
1091
1163
1231
1301
1399
1459
1531
1601
1667
1747
1831
1907
1997
2069
2137
2237
2297
2377
2441
2543
2633
2693
2753
2837
2917
3011
3089
3191
2n

5

41
83
137
191
241
307
367
431
487
563
617
677
751
823
883
967
1031
1093
1171
1237
1303
1409
1471
1543
1607
1669
1753
1847
1913
1999
2081
2141
2239
2309
2381
2447
2549
2647
2699
2767
2843
2927
3019
3109
3203
3299

2
43
89

139
193
251
i
373
433
491
569
619
683
757
827
887
971

1033

1097

1181

1249

1307

1423

1481

1549

1609

1693

1759

1861

1931

2003

2083

2143

2243

2311

2383

2459

2551

2657

2707

21

2851

2939

3023

3119

3209

3301

11
47
97

149
197
257
313
379
439
499
571
631
691
761
829
907
977

1039

1103

1187

1259

1319

1427

1483

1553

1613

1697

1777

1867

1933

2011

2087

2153

2251

2333

2389

2467

2557

2659

2711

2789

2857

2953

3037

3121

3217

3307

13
53
101
151
199
263
Ky
383
443
503
577
641
701
769
839
911
983
1049
1109
1193
1277
1321
1429
1487
1559
1619
1699
1783
1871
1949
2017
2089
2161
2267
2339
2393
2473
2579
2663
2713
2791
2861
2957
3041
3137
3221
3313

17
59
103
157
211
269
331
389
449
509
587
643
709
K
853
919
991
1051
1117
1201
1279
1327
1433
1489
1567
1621
1709
1787
1873
1951
2027
2099
2179
2269
2341
2399
2477
2591
2671
2719
2797
2879
2963
3049
3163
3229
319

19
61
107
163
223
271
337
397
457
521
593
647
719
787
857
929
997
1061
1123
1213
1283
1361
1439
1493
1571
1627
1721
1789
1877
1973
2029
2111
2203
2273
2347
2411
2503
2593
2677
2729
2801
2887
2969
3061
3167
3251
3323

23
67
109
167
.227
277
347
401
461
523
599
653
727
797
859
937
1009
1063
1129
1217
1289
1367
1447
1499
1579
1637
1723
1801
1879
1979
2039
2113
2207
2281
2351
2417
2521
2609
2683
2731
2803
2897
2971
3067
3169
3253
3329

29
71
113
173
229
281
349
409
463
541
601
659
733
809
863
941
1013
1069
1151
1223
1291
1373
1451
1511
1583
1657
1733
1811
1889
1987
2053
2129
2213
2287
2357
2423
2531
2617
2687
2741
2819
2903
2999
3079
3181
3257
3331
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p=3 p=35 p=1 p=11
ol1]2 0/1(214}3 0]1]3(216]4]5 0{1{2|4{8|5110]|9{7|3|6
Nloltl2] Inlol1 2134 | |NJOf1]|2{3]4]|5]6]| [N]O[1|2]|3!45|6]7(8|9
0 0j1]1]0 0{1{312110 0{21114]53]10 ol1l8[2| 4{9]7|3]6
1|5
p=13 p=17
Oj1|2]|4|813|6][12111]9]5 0]113| 9|10{13] 5|15{11{16}14
1{10]7 1 7| 4112f 21 6
Njo|1|2]3]4]5]|6] 7|89 NjO|1]2]34[5|6] 7| 8{9
0 0]1]4{2]|9) 5|11|38 0 014} 1]12] 515]11]|10] 2
11101716 1{3({713] 4] 96| 8
p=19 p=23
o] 1] 2] 4] 8|16{13] 7|14]9 18 0| 1] 5] 2|10 4]20] 8]17{16}1]
117 (1511 3] 6|12] 5]10 1] 9221182113119} 3|15] 6
2112]14
N|lo|1;2;3|4|5]6[7/8}9
Nlo|1]2]3]| 4| 56| 7 89
0 0] 1[13} 2|16/14| 6|3 | 8
117112415} 5} 7|11 41019 0 0] 2|16 4| 1}18]19] 6110
11 3] 9{20(14}21|17| 8| 71215
21 51311
p =29 p =31
0] 1] 24| 8j16f 3| 6{12124]19 Of 1] 3] 9(27{19{26]16{17]/2029
1] 9]18] 7(14(28(27]25{21 13|26 112513 812410(30{28)22| 4|12
2123117 5(10|20|11{22(15 2| 5{15]1411] 2| 611823 7|21
Nlol1]2)3]4]5/6[7]8/9 N{o|1]2]3]4] 5 67| 8|9
of 115 2|22 6[12] 3{10 0 0|24 1(18|20(25(28 (12 2
1 (23125 7]18}13127| 4|21 |11} ¢ 111412311911 (22|21| 6} 7|26} 4
2 {24117]26 |20 8{16]19|15{14 2§ 829{17]27113(10}] 5| 3{16} 9
3|15

Tabell 3. Indextabell for alla udda primtalsmoduler p < 31. Basen ar alltid den minsta
primitiva roten till p. Tabellen anvinds pa foljande sitt: Antag t.ex. att man soker index for talet
16 modulo 29. Man gir d4 in i tabellen p = 29 och tar den forsta siffran 1 ur kolumnen langst
till vinster (nedre halvan). Den andra siffran 6 tas ur den mellersta raden N. Dar ettans rad och
sexans kolumn skir varandra, far man det sokta indexet 4. Sdledes ind 16 = 4. Om man scker det

tal, som har ett givet index, férfar man pa samma satt med den skillnaden att man nu tar den

forsta siffran i indexet ur ovre halvan av kolumnen lingst till vinster. Exempelvis géller for p = 29:
Om indz = 18, s3 ar z = 13. Basen ar £.6. alltid det tal, vars index = 1, i detta fall 2. (Tabellen

ar ldnad fran [10]).
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