Stokastiska processer, teori

Sannolikhetsteorins axiom

Givet

(1) Q en méngd, utfallsrummet (perusjoukko, sample space). Ett element w i méngden
kallas ibland ett elementarutfall, en elementarhindelse (alkeistapaus, elementary event),

(2) F en familj av delméngder av utfallsrummet. Dessa delmangder kallas hdindelser (ta-
pahtumat, events),

(3) Pr en sannolikhet (ett sannolikhetsmdatt) (todenndkdisyys(mitta), probability (measure))
definierat pa F.

Trippeln (Q, F, Pr) ar ett sannolikhetsrum (todenndkéisyysavaruus, probability space) om
F ar en o-algebra, dvs.

(i) F ar sluten under numrerbar union (numeroituva yhdiste, countable union) och num-
rerbart snitt (numeroituva leikkaus, countable intersection)

A1, A9, Az...e F=> U2 AiNiey € F

(ii) F ar sluten under komplementbildning

Ac F= A€ F

(iii) 0, Q € F

For ett sannolikhetsmatt Pr:F— [0, 1] géller

(iv) 0 = Pr(0) < Pr(A) <Pr(2) =1, Ac F

(v) Pr ar o-additivt:

Ay, Ay, As, ... disjunkta dvs. 4;NA; =0, i#j = Pr(U;2, 4i) = 22, Pr(4;)

Exempel. Om utfallsrummet Q &r dndligt véljs F som potensméngden P(Q2), familjen av
alla delméngder av Q. F = {A|A C Q}.

Om Q = {w1,ws,...wy} ir sannolikheten Pr fullstindigt bestdmd av dess vérde pé ele-
mentarutfallen Pr(w;) = p;, i =1,2,...n dir de icke-negativa talen p; har summan 1.

For A C Q fas forstas Pr(A) = X,,ca pi-

Ofta ar sannolikhetsmodellen symmetrisk vilket betyder att alla elementarutfallen har sam-
ma sannolikhet % Sannolikheten for handelsen A ar da antalet element i A dividerat med
totalantalet element n.

Om 2 ar en numrerbart oandlig mangd, kan vi ocksa definiera Pr utgiende fran elemen-
tarsannolikheter Pr(w;).



Stokastiska processer, teori

Exempel. Q2 = { utfallet vid fem kast med en tirning }.
| Q| =65 ="7776, P(Q) — 27776

Definition. En stokastisk variabel (satunnaismuuttuja, random variable) X
X:Q—-R

ar en funktion med egenskapen att
X Ha,b={w | a< X(w)<b}eF

for alla a,b, —oo < a < b < oco. X ar alltsd en funktion mdtbar (mitallinen, measurable)
med avseende pa F.

Med andra ord tillordnar X ett numeriskt varde till varje utfall w. T. ex. X (w) = maximala
utfallet vid fem tarningskast.

Observera att matbarheten betyder att méngden {w | a < X(w) < b} &r en héndelse
och att dess sannolikhet kan berdknas (i princip). Denna sannolikhet betecknas ofta
Pr{a < X <b}.

Exempel. Q = {(w1,wa,...) | w; =0 eller 1,5 =1,2,...} ={0,1}> = 2N. T detta fall
ar P(Q) nog en o-algebra men alltfor stor for att Pr skulle kunna definieras pad den pa ett
konsistent satt.

F valjs har som den minsta oc—algebra som innehdller de andligt-dimensionella rektang-
ulara cylindermangderna

{w ‘ wlzil,w2:i2,...wn:in}
(n = 1,2,. “ey 7:1,’1:2,.. .in = 0 eller 1)
Vi sager ocksé att dessa andligt-dimensionella cylindermangder genererar F.

De tre avbildningarna w — wyp3, W+ wi+ wgq+ w%z och w — limsup % ar
stokastiska variabler med avseende pa F.

Vanligen kallas avbildningen w +— w,, den n-te koordinatavbildningen och betecknas X,,.
Alltsd : X, (w) = wh.

Exempel. Q = RN = {w = (w1, ws,...) | w; €R,i=1,2,...}.

F ar igen den o—algebra som cylindrarna genererar, dvs. den minsta o—algebra som in-
nehaller alla mangder av formen

{w ‘ wie(ai,bi], ?:21,2,...77,}.
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Notera att F innehéller mangden {w | (w1,ws2) € B} (en tvidimensionell cylinderméngd)
dir B C R2 ar en godtycklig oppen, sluten eller allmannare Borelméngd. Motsvarande
giller i alla andra dimensioner. (Borel-o-algebran i %2 &r den minsta o—algebra som
innehéller alla rektanglar (a1, b1] X (ag,b2].)

Det vanliga tillvigagingssittet d& man bygger upp (definierar) en stokastisk process ar
att forst precisera Pr pa rektangulara cylinderméngder, bevisa att dessa uppfyller vissa
konsistensvillkor. Kolmogorovs konsistensteorem (1933), se nedan, garanterar sedan
att Pr kan utvidgas till hela o-algebran F.

D& man en gang definierat en stokastisk process, kan man mycket val utnyttja den for att
bygga upp nya. Exempel: Antag att vi lyckats definiera foljden X;, Xs, ... av stokastiska
variabler pa ett visst sannolikhetsrum (€2, F, Pr). D& utgor

Yn:X1+X2+...Xn, TL:]_,2,...

en foljd av stokastiska variabler pd samma rum.

Betingade sannolikheter, oberoende

Om X ir en stokastisk variabel pa (2, F, Pr), sig, definieras dess fordelningsfunktion
(kertymdéfunktio, (cumulative) distribution function) F genom

F(z) =Pr{X <z}

for alla reella z. F ar vixande, hogerkontinuerlig, 0 i -co och 1 i co. (Visa dettal)

Om X &r en icke-negativ stokastisk variabel definieras dess vdntevdrde (odotusarvo, expec-
tation) EX som

EX — / 2dF(z) = / io 2dF(z)

dar integralen ar en s. k. Stieltjes-integral. Vi har 0 < EX < oo.
Material frén Hyltén-Cavallius och Sandgren utdelas (ss. 260-275).

Om [ |z|dF(z) ar konvergent definierar vi EX medelst formeln ovan ocksd for stokastiska
variabler som kan byta tecken. I detta fall ar dock vantevardet alltid andligt. - Om funktio-
nen F' &r deriverbar med derivatan f, tathetsfunktionen (tiheysfunktio, density function),
kan EX beraknas genom den bekanta formeln

EX = /OO zf(x)dz.
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Beteckna med o(X) den minsta under-o-algebra av F som innehaller alla hindelser av
formen {w | a < X(w) < b}, —00 < a < b < co. o(X) kallas den av X genererade
o-algebran, den bestar av de handelser om vilka vi vet om de intraffat eller ej precis da
X (w) ar kind.

F i exemplet ovan dir Q = RN kunde skrivas (X1, X3, X3, ...) dir X; ir den ite koordi-
natavbildningen.

Antag att Y ar en annan stokastisk variabel pa (2, F, Pr). Med betingade vintevirdet
(ehdollinen odotusarvo, conditional expectation) av 'Y givet X, betecknat E{Y|X} avses
den bésta o(X)-métbara approximationen till Y. Mera precist kraver vi att E{Y|X} &r
en funktion, en stokastisk variabel med avseende pé sannolikhetsrummet (2, o(X), Pr),
sddan att

E(E{Y|X}14) = E(Y1,), A€ o(X).

Hér betecknar 14 : Q — {0, 1} indikatorfunktionen for méngden A: 14(w) =1 om w € A,
lpy(w)=0o0om w ¢ A.

Funktionen E{Y|X} &r inte helt entydigt bestdmd, den ar bestdmd ndstan sdkert, n. s.
(melkein varmasti, m. v.; almost surely, a. s.) dvs. sénér som pa4 en méngd med Pr-mattet
0.

Vi definierar Pr{A|X} = E{14|X}.

Denna definition pd betingat vantevarde sammanfaller, lampligt tolkad, med den i
elementar sannolikhetsteori brukade definitionen. - Definitionen av betingat vantevarde
E{Y| G } med avseende pa en godtycklig under-o-algebra G C F kan formuleras nistan
ord for ord lika som definitionen ovan, ersitt bara o(X) med G.

Vi séger X och Y ar oberoende (riippumattomat, independent) om
Pr(AN B) =Pr(A)Pr(B), A€ o(X),Bea(Y).

Vi noterar att i s fall &r E{Y| X} konstant, E{Y|X} = EY.
Utdelas material: Williams s. 88. Egenskaper hos betingade vantevarden.

Hénvisning: Taylor-Karlin, Ch. 2. "Hur man rdknar med betingade sannolikheter och
betingade tatheter."

Kolmogorovs konsistensteorem

Lat T vara en indexméngd ("tider", i var kurs vanligen ickenegativa heltalen, ickenegativa
reella talen, méjligen ocksd hela heltalsmangden resp. hela R). Antag att det for varje
positivt heltal n och varje n-tupel t1,ts,...t, i T ges en funktion Fy, 4, .+, (1,%2,...2n) :
R™ — [0, 1], de dndligtdimensionella fordelningsfunktionerna som uppfyller
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0 < Fi by, t,(T1,%2,...25) <1
Fi, ty,. 4, (21, %2, . .. n) vixande, hogerkontinuerlig i alla argument

(

(

(¢) Fi tg,..tn (21, T2, ... 2n) — 1 d& alla z; — 0o, — 0 d& nagot z; - —o0

(d) Ftl,tQ,...ti...tj...tn ($1,$2, AR R o xn) = Ftl,t2,...tj...ti...tn (331, T2y - Lj..-Tj.. -xn)
(

e) (konsistensvillkoren) Fy, ¢, . t, 1t (1,22, - Tn—1,Zn) = Fiy 4, .4, 1 (X1, %2, ... Tn_1)
da z,, — oo.

D4 existerar ett sannolikhetsrum (€2, F, Pr) och stokastiska variabler X;,¢ € T definierade
pé detta med egenskapen att, for alla n och alla val av 1,9, ...t, ar den n-dimensionella
fordelningsfunktionen for (X, , Xt,,...Xt,) Fi, ty,..t, (T1, T2, ... Tp), dvs.

PI‘{th S I, Xt2 S o, .. .th S .’En} = Ft1,t2,...tn (.Tl,ﬂfQ, .o .Sﬂn)

Obs! Att sla fast de andligtdimensionella fordelningsfunktionerna &r precis detsamma
som att bestamma sannolikhetsmattet pa de andligtdimensionella rektangulara cylinder-
mangdernal

Utdelas material: Hjorth ss. 7-8.

Exempel. Betrakta Q2 = 2N med den av de dndligtdimensionella rektangulira cylindrarna
genererade g-algebran. Om vi slar fast att sannolikheten for hindelsen

{w ‘ (%} Z’il,W2=i2,...wn=in}

ar 27 for alla de 2" mojliga valen av vektorn (i1, 4s,...4,), fis en familj av fordelnings-
funktioner som uppfyller villkoren i satsen.

Koordinatavbildningarna X, X, ... bildar en f6ljd av parvis oberoende binara stokastiska
variabler. Pr{X; =1} = %

Lat Y vara ) .o, X;27°. Y &r en stokastisk variabel pA samma sannolikhetsrum.

Markovkedjor

Lat E vara en numrerbar (dndlig eller odndlig) méngd. E kommer att bli tillsténdsrummet
(tila-avaruus, state space) for var stokastiska process.

Utfallsrummet Q later vi vara EN = {(wy,ws,...) | w; € E,i=1,2,...}.
F ar igen o-algebran genererad av de andligtdimensionella cylindermangderna.
Om Pr pa F ar sadant att

Pr{Xn+1 = in—i—l‘Xn; Xn—l; R X17 XO} = Pr{Xn—i—l = Zn+1|Xn}
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for alla n och alla val av tillstandet 1,11 € FE, kallas X, X1, Xo,... en Markovkedja
(Markovin ketju, Markov chain) pa E.

Villkoret kan ocksa skrivas
Pr{Xn+1 = in+1|X'n, = in; Xn—l = in—l; ey XO = Zo} = Pr{Xn+1 = in+1|X'n, = Zn}

for alla val av ¢'n i E (med Pr{X,, =i,} > 0).

Fordelningen for X, 1 kan alltsd vara beroende av de foregéende tillstanden (processens
historia), men bara genom X,,. Hur vi kommit till tillstdndet X,, paverkar ddremot inte
sannolikhetsfordelningen for X, 1.

Allminnare Markovkedjor kan ocksd undersokas, t. ex. sidana med E = R, R2,.... Vi
skall senare behandla Markovkedjor i kontinuerlig tid.

Om dessutom
Pr{X,11=j|X, =i} =Pr{X;=j|Xo=1i}, i,j€ E

for alla n sidgs Markovkedjan X vara tidshomogen (aikahomogeeninen (ajan suhteen homo-
geeninen), time homogeneous).

Pr{X,41 = j|X, = i} = Pl

ar dvergdngssannolikheten (siirtymatodenndkdisyys, transition probability) vid tiden n. I
det tidshomogena fallet skriver vi

Py =Pr{X, =j|[Xo=1}, 1,j € E.

P kallas dvergangs(sannolikhets)matrisen (siirtymd(todenndkdéisyys)matriisi, transition
(probability) matriz), ibland for tydlighetens skull ett-stegs (yhden askeleen, one-step) Gver-
gangsmatrisen. Tidshomogena Markovkedjor betecknas ocksa i litteraturen som kedjor
med stationara overgangssannolikheter.

Om E =1{0,1,2,3,4} har vi

Poo Por DPo2 Po3 Poa
Pio P11 P12 P13 DPi4
P = (P;j)=| P20 D21 D22 D23 Do
P30 P31 P32 P33 D34
D40 P41 P42 P43 P44

P ar en s. k. stokastisk matris vilket betyder att

0<pi; <1, i,j€E, Y pj=1i€E
jeE



(Om kolonnsummorna ocksé ar 1 kallas matrisen dubbelt stokastisk.)

Teorem. FEn tidshomogen Markovkedja Xg, X1,... dr fullstandigt bestimd av sin be-
gynnelsefordelning (fordelningen L(Xo) for Xo) och sin évergangsmatris P. Mera exakt
uttryckt innebdr detta att sannolikhetsmdattet pé o(Xo, X1, Xo...) dr entydigt bestamt av
L(Xo).

Bevisskiss: Enligt Kolmogorovs konsistensteorem racker det att pa ett konsistent satt
specificera de andligtdimensionella fordelningarna. Man kan visa att villkoren i konsistens-
teoremet ar uppfyllda om vi slar fast att sannolikheten for handelsen

{w: (wo,wl,...) | wO:io,wl :il,wZ:iz,...wn:in}

AT QioDigiy Pivia = * * Piy,_1in fOr alla val av n och element g, i1, . . .1, € E dir vektorn ¢ = (¢;)
star for begynnelsefordelningen.

Anm. Om tillstindsrummet F dr ickenumrerbart, %2, siig, kan évergangssannolikheten
fran z till varje enskilt tillstand vara 0. I stallet for matrisen P definierar vi d& en over-
gangs(sannolikhets )kdrna (siirtymdydin, transition kernel)

P($,A) = PI‘{Xl € A|X0 = .73}

dar z € E och A ar en Borelmangd i F.

Vad vill vi veta?

Vilka tillstand kan nas fran ett givet starttillstand? Vilka tillstdnd besoks "ofta"? I vilken
mening ar processen stabil? Vad hander om P modifieras en aning? Tillampningar?

Allmant taget dr man intresserad av att kdnna till kedjans asymptotiska beteende. Vad
hénder efter en lang tid? En annan klass av fragestallningar ar absorptionsproblem. Vad
ar sannolikheten for att processen nar tillstindet 20 innan den besokt 147 Vad ar san-
nolikheten for att processen overhuvudtaget nar tillstdndet 07 Den sistnamnda fragan ar
speciellt aktuell i ssmband med hasardspels- och forsakringsmodeller, att berakna konkurs-
eller ruinsannolikheter (rauniotodenndkéisyys, ruin probability).

Representativa exempel

(1) Oberoende lika fordelade stokastiska variabler, i. i. d. = independent identically distri-
buted

Beteckna med ¢ en stokastisk variabel som antar virdena 1,2,3,...N (N = oo ocksa
tankbart) med sannolikheterna aj, ao, ...an dir a’na ar icke-negativa med Zfil a; = 1.
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Lat &1,&o, ... vara oberoende observationer av denna variabel:
Pr{¢, =i} =a; Pri{&, =1i,& =37} =aia; (m#n).

Om vi definierar X = 1, X; = &1, Xo = &5, ... sd ar Xy, X1, X5... en Markovkedja med
tillstdndsrummet E = {1,2,3,... N}. I 6vergangsmatrisen P ar elementet p;; = a;.

(2) Slumpvandring eller irrfird (satunnaiskulku, random walk)

(Jfr. Graphical Aids for Stochastic Processes GASP modul B)
Satt Xg =0, X7 = &1, Xo = & + & och allmant

Xnt1=Xn + &1, n=0,1,2,...
Da fas

B . . _]0 om j <1
pij—Pr{Xl—ﬂXo—z}_{Pr{&:j—i}:aj_i om j > 1

dar £ ={0,1,2,...} (och ar =0 for &k > N).

0 a; ag as
0 0 a; a
P=1lo 0 0 o

Om vi tillater &'na att ocksd anta negativa virden, Pr{{ = —i} = a_; > 0, s& blir
E = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} =7 OChpij =a;—g, i,7 € E.

... Qo a1 a9 as a4 ...
a_1 Qo a1 a9 as
P = N ) N | ago a1 a9
a_3 aG_9 a_1 ago ai
a_4 a_3 QAaA_9 0a_1 aop

dar elementet pgg = ag ligger "mitt i matrisen".

(3) Klassiska absorptionsproblem

Lat E vara heltalsméangden {a,a+ 1,a+2,...,b—1,b} (dér det i vissa problem kan vara
andamaélsenligt att tillita a = —oo och/eller b = cc.) Antag att vi har

r;, omj =41

p; omj=i+1(0omi=>b)
gi omj=1i—1(0omi=na)
0 annars

Pij =
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med r; + p; + ¢; = 1 och givetvis r;, p;, q; > 0.
Om E =10,1,2,3,4} blir

To Do 0 0 0
g1 . pr 0 O
P=10 g rm p2 0
0 0 g3 73 p3
0 0 0 qa T4

Hasardspelarens ruin/konkurs (Uhkapelurin tuho, Gambler’s ruin)

Betrakta ett spel med spelarna A och B (banken, kasinot). I varje steg (spelomgang) &r
sannolikheten for att A vinner p och sannolikheten for att B vinner ¢ = 1 — p. Spelom-
gangarna antas vara oberoende av varandra. Den som vinner fir 1 mk (eller vad de nu kan
ha som enhet) av motspelaren. Spelet slutar da A:s kapital tar slut, A gar i konkurs. B:s
kapital antas vara odndligt stort (en idealiserad matematisk formulering av antagandet att
B ir valdigt mycket kapitalstarkare dn A).

Lat X,, beteckna A:s kapital efter n omgéangar. X, ar A:s startkapital. Xg, X1, X, ...
blir en Markovkedja vars overgangsmatris ar tridiagonal som ovan med a = 0, b = oo och
ro =1, po =0, tillstdndet 0 &r absorberande (absorboiva, absorbing). Vidare ar r; = 0, ,
pi=p, ¢g=q=1—p,1=1,2,3,...

Fragor vi stiller oss: Gar A i konkurs och i s fall efter hur manga spelomgangar (i
medeltal)? Kan spelet eventuellt pagd odndligt linge? P& vilket sitt inverkar A:s start-
kapital pa spelets langd?

Fylleristens vandring (Drunkard’s walk)
(Jfr. GASP, modul B)

Om A:s startkapital &r K och B:s L < oo (B antas inte lingre vara oéndligt rik) blir
tillstaindsrummet F = {0,1,... K+L—1, K+ L}. Tillstindet K + L &r ocksd absorberande
(B gar i konkurs), dvs. rgyr = 1. For ovrigt ar r; =0, , p; =p, ¢ =q=1—p, i =
1,2,3,....K+L—1.

Samma Markovkedja (med p = ¢ = 1) anvénds for att beskriva en fyllerists vandring fran
krogen.

En mycket berusad kroggast lamnar krogen. K steg till vanster om krogen ligger det
absorberande hemmet (tillstdndet 0), medan det L steg till héger om krogen ligger ett
likaledes absorberande dike (tillstindet K + L). Om vi antar att krogbesokaren tar ett
steg till hoger eller vanster, oberoende av de foregaende stegen, vartdera med sannolikheten
%, kan hans vandring beskrivas som en Markovkedja med tva absorberande tillstand pa
samma, satt som i hasardspelssituationen ovan.

Utdelas material, sidan T14.

Uppgift: Skriv program som kan simulera ovan beskrivna modeller!
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Ehrenfests diffusionsmodell

a+1i
2a °

E={-a,—a+1,...,0,...a—1,a}, 7, =0 for alla i, p; = “2—;", g =
Modellen ar foljande: Vi har 2a stycken kulor i en behallare som delats i tva delar A och
B, sag. Beteckna med Y;, antalet kulor i A vid tiden n, efter det nte steget. Antalet kulor
i B vid denna tid ar foljaktligen 2a —Y,,. Det n+ 1-sta steget gar till s3 att en kula utvdljs
slumpmdssigt (ur hela behéllaren A U B). Denna kula byter sida , dvs. flyttas till B om

den var i A och flyttas till A om den var i B.
Satt X,, =Y, —a.

X, X1, Xo,... ar en Markovkedja. Om X,, = 7 ar sannolikheten att valja en kula i A “2—*:

ati a—1t

varfor ¢; = p; ;1 = %-* och, genom ett analogt resonemang, p; = p; ;11 = %_"-

Slumpvandring i Z¢

Lat E = {(il,ig) | i1,i2 heltal } = Z2 och 14t Pr{Xn+1 = (21 + 1,?:2)‘Xn = (?:1,’1:2)} = i
och p4 samma sétt for de tre andra narmaste grannpunkterna till (iy,45) i Z2. Man brukar
ofta definiera Xy = (0, 0).

Den resulterande stokastiska processen ar en Markovkedja pa Z2, den enkla symmetriska
slumpvandringen pa Z? (startad i origo).

I Z2 ir definitionen helt analog, 6vergangssannolikheterna &r 2—1d eftersom varje punkt i det
d-dimensionella heltalsgittret har 2d grannpunkter.

(4) Autoregressiva (AR) processer

Lat &'na vara t. ex. N(0,1)-fordelade (normalférdelade med medelviardet 0 och variansen
1).

Sétt Xo = 0och X, 11 = aX,,+&,11 (dir a ar ett reellt tal). Den resulterande processen ar
en autoregressiv process av 1 ordningen, AR(1)-process. Den &r samtidigt en Markovkedja
pa R. Overgangskérnan beriknas litt genom att Pr{X, ., € A|X, = z} ir detsamma
som Pr{¢,;1 € A — x} vilket ju &r sannolikheten for att en standard normalférdelad
stokastisk variabel ligger i A—z={y—z | y € A}.

Om vi definierar
Xn+2 = G,Xn+1 + bXn -+ §n+27 n= 0, ]_, 2...

med a,b € R och Xy = 0,X; = & far vi en andra ordningens AR-process, en AR(2)-
process. Lampligt omformad blir processen en Markovkedja pa R2:

Y, = (X)Té—i_l) € §R2.

_f(a b Ento
e 5 ()
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Ickelinjara AR-processer
Om &1,&, ... dreni. i d. f5ljd i R? och f: R? — R kan vi bilda
Xnt1 = f(Xn) + &nt1,
en Markovkedja pa R<.
En modell for populationstathet ges t. ex. av
Npy1 = Npexp(r — Np + &na)
(No > 0). Om vi kallar log(N,,) for X,, har vi en reellvird Markovkedja
Xnt1 = Xp + 71— exp(Xpn) +&nt1

som ar ovanstiaende typ d& f(z) = z+r —e®. N, ir nog en Markovkedja pa £, = (0, 00)
men den ar inte ndgon AR-process enligt var definition.

(5) Itererade funktionssystem IFS (iteroidut funktiosysteemit, iterated function systems)
Hir &r tillstAndsrummet vanligen $2, i synnerhet i de fall d4 bilder pa datorns bildskirm
undersoks.

Ett exempel: Lat fi, fo, f3 : ®2 — R? vara givna funktioner och a1, as, a3 givna positiva

tal med summan 1. X, far vara nagon given punkt i %2, t. ex. origo.

f1(Xn) med sannolikheten a;
Xp+1 =1 f2(X,) med sannolikheten asy
f3(X,) med sannolikheten a3

definierar d& ett IFS, en speciell typ av Markovkedja pa 2. For stora n genomloper X,
ofta en s. k. fraktal figur.

Exempel: Sierpinskis triangel genereras av funktionerna

1 11 1
fl(xay)_(§$+ Eaiy)a al—g
1 1 1
f2($ay) - (537, iy)a ag = g
1 11 1 1
f3(93ay):(§33+ Z’§y+ §)a a3 = 3

Om det finns bara en funktion f (a; = 1) blir X, ett deterministiskt dynamiskt system.
Xn+1 = f(Xn)

11



(6) Kdteori (jonoteoria, theory of queues)

Vi tanker oss kunder som anlander slumpmassigt till ett betjaningsstalle. Kunden blir
antingen betjinad genast eller sa stéller han sig i k6. Betjaningstiden (palveluaika, ser-
vice time) ar ocksd stokastisk i manga modeller. 1 exemplet nedan sittes i varje fall
betjaningstiden = 1.

Exempel: Lat &, vara en i. i. d. foljd av icke-negativa heltaliga stokastiska variabler med
fordelningen a, Pr{{, = i} = a; (1 = 0,1,2,...). Vi tolkar &, som antalet kunder som
anlander till systemet under den nte tidsperioden.

Beteckna med X,, kons langd i slutet av den n-te tidsperioden.
Da ar forn=20,1,2,...

. Y )& om X,, =0eller 1
Xn—l—l_(Xn 1) +§n_{Xn_1_l_£n Oan>1

TillstAndsrummet for Markovkedjan Xg, X7, Xo,... 4r £ ={0,1,2,3,...} och

a; omz?=0,1
Pij = § aj—it1 omi>1,j2i—1
0 annars

Vad onskar vi veta? Vi vill veta hur systemet fungerar efter "lang tid". Exempelvis vill vi
ha reda

fordelningen for X,, for stora n

E(X,,) for stora n

variansen for X,, for stora n

systemets overksamhetstid (idle time) pa lang sikt
belastningen (kuormitus, load) pa lang sikt.

(7) En lagermodell (varastomalli, inventory model)

Se utdelat material T21

En dammodell (patomalli, dam model)

Se utdelat material T22

Denna modell analyseras bl. a. for att fa reda pa hur X,, fluktuerar over lang tid. Ar S
valvald? Bor kanske dammens kapacitet utokas? Hur ofta leder de olika alternativen till
vattenbrist?

(8) En blandningsmodell

S = {permutationer av {1,2,3,...51,52}}, |S| = 52!

12



o, 3, bijektioner pd S ("omordningar av S"), t. ex.
[0 (?:1, iz, .. .i52 — (7;117 i12, .. .?:52,’1:1, .. .ilo)
B : (i1, 92, .. .i52) = (i1,%27, I2, i28, %3, I29 - . . 26, 152)
Lat Xo = (1,2,3,...52) och satt

a(X,) med sannolikheten a;
B(X,) med sannolikheten asy
Xn+1 =194 v(X,) med sannolikheten a3

Problem: Kommer kortleken att blandas "fullstandigt"? Tar det lange? Finns det nagon
statistisk stabilitet i det langa loppet?

(9) Fdrgreningsprocesser (haarautumisprosessit, branching processes)

Vi startar med Xy > 0 individer. X,, betecknar antalet individer i den nte generationen.
Varje individ (i den nte generationen) har ett slumpméssigt antal dttlingar oberoende av
varandra. Avkommans (offspring) storlek har fordelningen a = (ag, a1, as2,...). Om den
kte individen i den nte generationen har & (k =1,2,...X,,) attlingar blir

Pr{X,1=j|Xn=1i} =Pr{&i + &+ -+ & =4}

(om ¢ > 0). Tillstdndsrummet ar {0,1,2,...}. Tillstdndet 0 &r absorberande.

Om storleken pa avkomman till individerna i den nte generationen fortfarande ar sinse-
mellan oberoende, men fordelningen beror av X,, talar vi om populations- eller storleks-
beroende (population-dependent, size-dependent) forgreningsprocesser.

Egenskaper hos Markovkedjor

Till skillnad fran vissa av exemplen ovan, atergar vi till fallet med diskret (dndligt eller
numrerbart oéndligt) tillstandsrum E. Markovkedjorna vi behandlar dr tidshomogena.
Overgangssannolikhetsmatrisen betecknas P.

Teorem. m-stegs overgangssannolikhetsmatrisen ar P™.

Bevis. Se utdelat material T25.
Korollarium. Om p; = Pr{X, =1i},i € E, sd

Pr{X,, =j} = (pP™); = Zpi(Pm)ij7 JjeE
i€EE

13



Definition. Kedjan ar stationar om

Anm. (1) Betrakta p som en radvektor.
(2) p ar invariant m. a. p. P.
(3) I sa fall har X,, samma fordelning som begynnelseférdelningen:

Pr{X, =i} =Pr{X, =1}

for alla n och alla i.
(4) p ar en vdnsteregenvektor till P. Motsvarande egenvirde ar 1.

P opererar ocksd pa kolonnvektorer f = (f;),j € E
(Pi= Y vif; =B{f(X1)|Xo =i}
JjEE

ty
E{f(X1)|Xo =i} = ) f;Pr{X; = j|Xo = i}.
JEE
Anm. (1) P1 =1 dér 1 star f6r en kolonnvektorer bestdende av ettor

(2) Vektorn 1 &r en egenvektor (egentlig egenvektor eller hogeregenvektor) till P. Mot-
svarande egenvarde ar 1.

Klassificering av tillstand

Definition. Vi definierar relationen — pa E genom

i — j om och endast om Im : P} >0

Vi sager att "¢ leder till 5", "7 kan nés fran ¢" eller "5 ar accessibel fran ¢".

Definition. Relationen <+ definieras genom
1 <> j om och endast om ¢ — j och 7 — 1.

Vi séger att ¢ och j kommunicerar (kommunikoi, communicate). Enligt definitionen géller
alltsa
(i < j) & (Fm,n: P7, P > 0).

Om ¢ <> ¢ kallas i ett returtillstand (paluutila, return state). Kommunikationsrelationen
> ar en ekvivalensrelation p4 méangden returtillstand i E.

14



Bevis: Se utdelade T28.

Definition. Kedjan &r irreducibel (jakamaton, irreducible) om den bestar av en enda
ekvivalensklass m. a. p. <.

Tillstandet 4 &r absorberande (absorboiva, absorbing) om p;; = 1.

Ekvivalensklassen C' &r absorberande om p;; = 0, j ¢ C (vilket &r detsamma som

Zjec pij = 1.)

Ekvivalensklassen C' ar daremot icke-absorberande om p;; > 0 for ndgot ¢ € C' och nagot

jé¢cC.

Exempel: Se utdelade T30.

Definition. Antag att i ar ett returtillstdnd. i:s period (jakso, period) d(i) definieras om
d(i) =sgf{n>1 | Pj; >0} =ged{n>1 | P > 0}.

(sgf = storsta gemensamma faktorn, ged = greatest common divisor, syt = suurin yhteinen
tekija) - Om d(¢) = 1 for alla tillstdnd ¢ € E kallas kedjan operiodisk (jaksoton, aperiodic).

Exempel: Se utdelade T31, T32.
Man kan visa (T32,T33) att d(i) ar det minsta positiva elementet i B déar

BE{’I’Ll—’I’LZ | P P,Z2>O}

1 )

Teorem. For alla tillrackligt stora m ar P 5 .

21

Bevis. Se utdelade T33, T34.

Korollarium. Om E dr dndlig kan N(¢) vdljas oberoende av i, sd att

AN :m > N = P 5 ¢

Om E ar andlig och kedjan operiodisk och irreducibel sd

AN :m >N = P >0, i,j € E.

Bevis. Se utdelade T34.

Korollarium. Perioden ar konstant pa varje klass, dvs.

i j=d(i) =d(j).
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Bevis. Se utdelade T35.

(Utdelade T36 belyser heltalsméngders tdthet (tiheys, density).)

Teorem. Ldt tillstandsrummet E vara dndligt. Antag att Markovkedjan definierad av
overgangsmatrisen P ar operiodisk och irreducibel. Da existerar

lim P™.
n—oo

Gransvardet ar en strangt positiv stokastisk matris II med identiska rader

™

m
lim P" =

7
dar radvektorn m ar Markovkedjans entydigt bestamda stationdra fordelning.

Bevisskiss i utdelade T37-39.

Korollarium. Om P ar irreducibel och periodisk med perioden d s konvergerar

l(Pmd + pmd+1 + .. _P(m+1)d—1)
d

mot matrisen 11, ddé m — oo. Det gdller ocksd att (den reducibla) évergangsmatrisen
P™4 konvergerar mot en blockmatris med d block ddr blocken dar stokastiska matriser med
identiska rader.

Anm. For att bevisa teoremet behover vi visa att

1. gransvardet existerar

2. gransvardet ar positivt

3. gransmatrisen ar stationar, och

4. entydigheten hos den stationdra fordelningen.

Utdelas T41-42

Stopptider

Definition. En stokastisk variabel T : Q — Z, = {0,1,2,...,00} kallas en stopptid
(pysihdysaika, stopping time) eller Markovtid (m. a. p. Markovkedjan X) om, for varje
n=0,1,2,... handelsen
{T < n}
tillhor o-algebran
O'(X(), Xl, . Xn)

Med andra ord ar det mojligt att avgora om T ar < n genom att observera processen X
under tiden 0,1,2,...n — 1, n.

16



Utdelas: Williams sid. 219-220.

Ett speciellt slag av stopptider ar trifftiderna (osuma-ajat, hitting times): Lat A vara en
delmangd av tillstandsrummet E. Satt

T inf{n>0| X, € A} om3I nmed X, € A
| o om X, ¢ A for alla n > 0.

Anm. (1) Observera att T = T'(w) ar en stokastisk variabel (om vi utvidgar definitionen
en aning for att inkludera oo).

(2) Det &r viktigt att inte "nonchalera" odndliga virdenal

(3) Vanligaste fallet ar att A &r en enskild punkt i F.

I vissa fall infor man i tillstAndsrummet E ett speciellt tillstand (gravgdrden) A dér pro-
cessen kan absorberas. (Exempelvis i ruinproblemen eller fylleristvandringen kan vi tdnka
oss att de absorberande tillstinden gemensamt bendmns "gravgérden" .) I sa fall kallas
trafftiden
T:{inf{nZO | X, =A} om3dnmedX,=A
00 om X, # A for alla n > 0,

processens livstid (elinaika, lifetime).

Livstiden ar alltsd egentligen en absorptionstid (férsta ankomsten till en absorberande
klass).

Betrakta sannolikhetsrummet (2, F, Pr).

Definition. En filtration i (2, F, Pr) ar en vixande f6ljd av under-o—algebror till F.
FoCF C...F,C...

Det vanligaste exemplet ar den filtration som genereras av en stokastisk process Xy, X1,

. Xp,...dir F, = 0(Xo,X1,...X,), den naturliga filtrationen. A andra sidan om
filtrationen F,, ar genuint stérre &n o(Xo, ... X,) ar tolkningen den att man vid tiden n
har mer information an vad som observationerna Xy, ..., X,, ger.

Om filtrationen F,, (n = 0,1,2,... ) ar given séigs foljden Xg, X1, X5, ... vara adapterad
till filtrationen om for varje n giller att X,, ar en méatbar m. a. p. F,, eller med andra ord
att X, ir en stokastisk variabel m. a. p. undersannolikhetsrummet (2, F,, Pr:s restriktion
till F,).

Om T i definitionen pé stopptid ovan har egenskapen att {T' < n} €F,, n = 0,1,2,...
sager vi att T ar en stopptid med avseende pa filtrationen F,.

Definition. Lat T vara en stopptid med avseende pafiltrationen F,,. Fr definieras som
familjen av alla de delmangder A av  som har egenskapen att AN{T < n} € F, for alla
n.
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Denna familj, som ar en o-algebra (varfor?), bestar av de hindelser som intraffar fore (eller
samtidigt som) 7.

Definitionen pa Markovkedja X innebar att, for prediktering av framtida varden, all kun-
skap om processen fram till tiden n kan ersattas med kunskapen om tillstandet X,,. Denna
egenskap kallas Markovegenskapen. Den kan till exempel uttryckas

Pr{X,41 € Alo(Xo,...,Xn)} =Pr{X,41 € A|X,,} ns.

dir A C E. En Markovkedja i diskret tid har ocksd den starka Markovegenskapen: Vi far
ersatta den deterministiska tiden n med vilken som helst stopptid 7. Vi har alltsa
PI‘{XT_|_1 € A| fT} = PI‘{XT+1 S A|XT}

dar X, sattes lika med A.

Anm. I de flesta konkreta situationer forsoker man definiera T sd att T' < oo n. s.
Absorptionstider

Vi atergar nu till att betrakta Markovkedjor Xg, X1,... pa tillstandsrum E.

Teorem. Antag att tillstandsrummet E dar andligt. Da existerar minst en absorberande
klass © E. Definiera absorptionstiden T som tidpunkten for den ankomsten till ndgon av
de absorberande klasserna. Vi har att T dr dndlig n. s. och till och med E(T) < oo.

Den exakta definitionen ar alltsi

T— inf{n>0| X, €C} om3 nmed X, €C
| o om X, ¢ C for allan > 0.

dar C ar unionen av de absorberande klasserna.

Bevis. Se utdelade T46-47.

Forstastegsanalys

Tillampningarna pa konkreta exempel gors ofta via s. k. first step analysis eller forsta-
stegsanalys. Resonemanget ar intuitivt men skall naturligtvis i sista hand kunna aterforas
pa vart sannolikhetsrum (2, F, Pr). Vi utnyttjar att den probabilistiska struktur som
gillde vid starten (tiden 0) ar exakt densamma efter ett steg (Markovegenskapen). Det
"enda" som hant ar att tiden gatt framat med 1 enhet. Jfr. exemplen!

Utdelas T48-51.

Definition. Lat C beteckna unionen av de absorberande klasserna. Antag att T ar
absorptionstiden. Fordelningen

Pr{Xr =k|Xo=1i}, keC
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kallas traffordelningen (osumajakauma, hitting distribution/entrance distribution pa C.

Anm. Om i € C blir T =0 och X7 =4, men om 7 ¢ C s& blir T > 0 och trafférdelningen
en icke-trivial fordelning.

Vid denna punkt gors en liten utvikning till

Martingaler

Lat F,, vara en filtration pa sannolikhetsrummet (€2, F, Pr). Vi kallar den av filtrationen
genererade o- algebran for F,. Givetvis galler F, C F.

Definition. En stokastisk process Xg, X1, ... definierad pa (2, F, Pr) med filtrationen
F, kallas en martingal (m. a. p. F,,) om

(i) X ar adapterad, dvs. X,, ar en stokastisk variabel m. a. p. F,, for alla n

(ii) E|Xp| < oo for alla n

(iii) E{X,| Fpn1} = Xpn—1, n=1,2,...

Om (i), (ii) och

(iii’) E{ X, | Frn1} < Xp1, n=1,2,...

giiller kallas processen en supermartingal. Om olikheten i (iii’) omvinds

E{X,| Fn-1} > Xpn_1, n=1,2,...

ir resultatet en submartingal.

Anm. Vi kan anta att Xy = 0 ty X,, — X ar en martingal (resp. sub-, supermartingal) om
och endast om X,, ar det.

Vi har vidare (enligt inkapslingsegenskapen for betingade vantevirden (Tower property))

E{X,| Fn} = Xm, m<n.

Exempel (a) Slumpvandringar pa (R, +)
(b) Slumpvandringar pa (R*,-)
(c) Ackumulerad information om en stokastisk variabel

Se Williams, sid. 95-96

Definition. En process C1,Cy, ... kallas prediktabel eller previsibel om

C, ar matbar m. a. p. F,_1, n=1,2,....
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Om X ar en martingal kallas processen C e X, definierad genom

(C.X)():O, (C.X)n:ZCk(Xk_Xk—l)
k=1

martingaltransformen av X med C.

(Williams 10.7) Lat X vara en martingal. Om C &r en positiv, likformigt begrinsad
prediktabel process si ar C' ¢ X en martingal.

Antag att T ar en stopptid m. a. p. filtrationen F,,, dvs. hindelsen {T < n} tillhoér F,, for
varje n.

Definition. Processen X7, processen X stoppad (stannad) vid tiden T , definieras genom

Xp (W) = X1@yan (W) = Xmin(r(w),n) (W), n=0,1,2,...

(Williams, s. 99) Om X ir en (super)martingal s& dr X7 en (super)martingal.

Teorem. (Doob’s Optional Stopping Theorem) Om X dar en supermartingal resp. mar-
tingal sd galler
E(Xr) < E(Xo) resp. E(X7) = E(X))

datminstone 1 foljande situationer

(i) T dr begrinsad,

(ii) X ar begransad och T n. s. andlig,

(iii) ET < oo och X, — X,,—1 dr begrdnsad.

Teorem (Framéat konvergensteorem for martingaler och positiva supermartingaler) Lat
X wara en supermartingal som ar begansad i L', dvs. sup,, E(|X,|) < co. Dd existerar
gransvardet lim,, .o X, n. s. och ar andligt.

Varje ickenegativ supermartingal konvergerar n. s.

Vi definierar ofta X, som gransvardet lim,,_,, X,. Xo ar matbar m. a. p. Fo.-

Vi namner annu ett av de viktiga dekompositions- eller sonderdelningsresultaten:

(Williams 12.11) Om X &r adapterad med E(|X,,|) < oo for alla n s kan X skrivas som
summan av Xy, en martingal M (som startar i 0) och en prediktabel process A som startar
i 0. Denna Doobska sonderdelning ar vasentligen entydig.

Om X &r en submartingal s& blir den prediktabla processen A vdzande.
Ap = o B{Xg — Xp 1| Fr1}
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Poissonprocesser

Vi 6vergar nu (tillfalligt) till att betrakta kontinuerlig tid i st. f. diskret.
Se Taylor-Karlin kap. 5

Definition. En Poissonprocess med intensiteten A > 0 ar en heltalsvard stokastisk process
Xi,t >0 med foljande egenskaper:

(i) For alla val av tp = 0 < t; < t2 < ... < t, ar tillvixterna eller inkrementen X;, —
Xy, Xey — Xy, ... Xy, — Xy, |, parvis oberoende stokastiska variabler,

(ii) for alla 0 < s < t &r den stokastiska variabeln X; — X, Poissonfordelad med parametern
At — s), dvs.

Ak
Pr{X,— X, =k} = ue—W—S), k=0,1,2,...

k!
, (i) Xo = 0.

Anm. En heltalsviird process definierad pa R+, R, R?, ... som beskriver antalet punkter
(ev. av olika typ) pad delméngder av definitionsomrédet kallas i allménhet f6r punktprocess
(pisteprosessi, point process). En punktprocess kan ses som ett slumpméssigt heltalsvart
matt pd definitionsmangden. Om vi i Poissonfallet sdtter N((s,t]) = X; — X och tolkar
detta som antalet punkter i intervallet (s,t] s& blir N en additiv mangdfunktion pa de
halvoppna intervallen. Pa vanligt satt kan N utvidgas till ett matt pa alla Borelmangder
A C Rt. N(A) ar helt enkelt antalet punkter i A. Observera att X och ddrmed N varierar
med w; N ar darfor ett slumpmassigt matt pd RT.

Poissonprocessen ar en submartingal, ty
E{X:| Fs} = Xs + A(t — 5)

for s < t, dvs.

E{X;| Fs} > X;, s <,

analogin i kontinuerlig tid till submartingalvarianten av (iii) i def. av martingaler ovan. Fj
ar naturligtvis o(Xy,u < s) i analogi med den "diskreta" definitionen.

Den véxande processen A; i Doobuppdelningen X = (Xo+)M + A blir helt enkelt At.
(Varfor?)

En inhomogen Poissonprocess far vi om vi ersitter parametern A i (ii) ovan med

/: Au)du

dar A(u) ar en integrabel funktion pd RT. A(u) representerar en lokal intensitet i punkten
u. Om A(u) ar konstant aterfas den homogena processen definierad i bérjan av avsnittet.
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Punkterna kan vara av olika slag (t. ex. vita och svarta). Den process som da fas kallas
markt (merkkinen, marked). Markningen av punkterna sker oberoende av varandra men
markena har alla samma fordelning.

Antag att Y7,Ya,... dr en i. i. d. f6ljd av (reella) stokastiska variabler. Processen

7 - 0 om Xt =0
£ Xt Yy annars

ar en sammansatt (yhdistetty, compound) Poissonprocess. Processen ar ett mycket viktigt
hjalpmedel i forsakringsmatematiken.

Absorptionskalkyler (forts.)

Vi atergar nu till tidshomogena Markovkedjor X,, i diskret tid. TillstAndsrummet E antas
vara andligt, med N tillstdnd. Kedjans overgangsmatris kallas P. Vi antar att inte alla
element tillhor de absorberande klasserna C' utan r av de N elementen ligger i C°.

Efter ev. omnumrering av tillstinden kan P skrivas i blockmatrisform dar de r forsta
raderna beskriver overgangarna fran de icke-absorberande tillstinden medan de N — r
sista raderna anger overgangssannolikheterna inom de absorberande klasserna C:

Q R

0 P
dar ) ar en r X r substokastisk matris, R en r x N — r substokastisk matris och P en
stokastisk matris. Inget av blocken forutsatts vara irreducibelt.

Utdelas T53-54.

Om T igen betecknar absorptionstiden si ger
Ui = PI‘{XT = k|X0 = ’1;}, keC,ieFlk

den s. k. traffordelningen av C vid start fran s.
Forstastegsanalys ger
Wik = DPik + Y Pijtjk =Tik + Y GijUjk, kK €C,i¢C
i¢C i¢C
och
Uik = i, k€ C,1eC.

Organiserar vi rakningarna i matrisform dar U &r en r X N — r matris av w;,1 ¢ C, k € C
sa fas
U=R+QU dvs. U=(I-Q) 'R
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Matrisen (I —Q)~! (dér I forstas ar en r x 7 identitetsmatris) kallas fundamentalmatrisen.

Eftersom radsumman i Q™ inte vixer med m (varfor?) och &r begrdnsad av nigot p™ déar
p < 1 for tillrackligt stora m har vi

ZQm<oo och (I-Q)” ZQ’”

|Att radsumman &r begriansad av p™ visas pa4 samma sétt som vi visade att ET < oo.|

Allmént kan vi inféra en "kostnad" g(j) forbunden med varje besok i tillstandet j ¢ C
(och g(j) =0, j € C). Satter vi

E{Zg n)| Xo =i}

anger w; forvantade kostnaden vid start fran 7. Summan ar beroende av slumpen w men
den ar andlig n. s.

Forstastegsresonemanget ger

w; = g(i) + Zpijwj eller i matrisform w =g+ Quw
i¢C

Losningen ar

w=(I-Q) g
Rekurrens och transiens
Definition. f/: = Pr{X, = j, X1, X2,... X1 # | Xo = i}
le = Dij; zOJ =

Till att borja med intresserar vi oss speciellt fér fallet 7 = 4. Om T betecknar forsta gangen
(efter tiden 0) processen besoker i &r alltsd f! = Pr{T = n|Xy, =i}

’L’I,

Vi har en first-passage decomposition eller dekomposition efter forsta besoket

Z k(Pr=F)u, n=1,2,...

Utdelas: T59

Definition. i € E ségs vara rekurrent (palautuva, recurrent) om

e.9]
Z =1, dvs. Pr{T < oo} =1
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transient (vdistyvd, transient) om

S fr<1, dvs. Pr{T < oo} < 1.

n=1

Teorem. i rekurrent <= - (P™);; = oo.
For beviset se utdelade T60-66.
Korollarium. Rekurrens ar en klassegenskap.
Bevis: Se utdelade T67.

Kalla summan >, f7 for f%. Igen tar vi ofta j = i.

Beteckna med Pr{X, = j atminstone N génger |Xy, = ¢} med Qg och 1at Q;; vara
Impy_ o0 Qi}( = Pr{X,, = j for odndligt ménga n|Xy = i}.

Proposition. i rekurrent <= Q;; = 1.
Om i och j kommunicerar, dvs. tillhor samma ekvivalensklass, och © ar rekurrent, sd ar

Qij =1

Bevis: Se utdelade T74-75.

Anm. Beteckningen
X, =1 1. o.

(infinitely often) betyder att X,, = ¢ for odndligt manga n med sannolikheten 1. X,, =
i f. o. (finitely often) betyder att med sannolikheten 1 &r X,, = i for hogst dndligt ménga
n.

Exempel. (Obrutna vinstfoljder, success runs, jfr. Taylor och Karlin, avsnitt 4.4, samt
utdelade T72-73)

Lat tillstandsrummet E vara de icke-negativa heltalen och definiera

Po 1—p0 0 0 0
y4| 0 1—p 0 0
P=| P2 0 0 1—po 0

P3 0 0 0 1—p3

Vi studerar aterkomster till origo, tillstdndet 0. Vi har
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foo =10, foo=10—=po)p1, -+, fo=(1—=po) (1 = pn_2)Pn_
Slutresultatet (se T72-73):

Origo &r rekurrent om och endast om Y .~ p; = oc.

Fornyelseekvationen
Utdelas T76-78.

Lat &1,&, ... vara positiva oberoende lika fordelade stokastiska variabler (livstider for
glédlampor exempelvis). Glodlamporna byts ut niar de gar sonder, dvs. vid tidpunkterna
£1,61+ &2, 61+ &2+ &3, . ... Vid dessa tidpunkter sker alltsd en fornyelse (uusiutuminen el.
toisto, renewal)

Definiera U,, som antalet fornyelser i intervallet [0, n)].

U,=0o0m¢& >n,

Up=10m¢& <n <&+ &,

Un=komé +...+&<n<&+.. &

Om vi nu kallar ¢:s fordelning a | a; = Pr{¢ =i}, i =0,1,2,...] och betecknar EU,, med

U, har vi
n n
un—g un_kakzg ag, n=0,1,2,...
k=0 k=0

eller, om vi betecknar summan i hogra membrum med b,,,

n
Up — E Up_ k0 =bp, n=0,1,2,...
k=0

eller annorlunda uttryckt (fornyelseekvationen (wusiutumisyhtdls /toistoyhtdld, renewal
equation)
u—uxa=>.

I vér speciella tillampning ar u,, = Pj},

an = flt och b= (1,0,0,...).

Teorem. (Fornyelseteoremet) Om a, u och b dar foljder med a > 0,% ", ar =1, >, kag <
oo samt Y |bg| < 0o, sgf{n|a, > 0} och u dr begrinsad och uppfyller

u—a*xu==~=s

sa galler

b
: Zk:o k
lim u, = S&—.
n—roo > ko kag

Om ZZO:() kar = oo men forutsattningarna ¢ ovrigt ar i kraft sd ar lim,,_, o u, = 0.
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Asymptotiska beteendet hos P"

Refereras till utdelade T78-83.

Teorem. For en irreducibel operiodisk rekurrent Markovkedja galler
lim (P™);; = _r
n—oo " Yoo NI

Under samma betingelser har vi

lim (Pn)ji = lim (Pn)ii, 1,7 € F.

n—00 n—>00
I bagge fallen dr gransvardena 0 ifall Z;ozo nfir = oo.
Beviset bygger pa fornyelseteoremet, se T78-79.

Korollarium. Ouanstiende resultat galler ocksa for det fall atti och j hor till en rekurrent
operiodisk klass C.

Bevis: Restriktionen av P till C' ar overgangsmatrisen for en irreducibel kedja med till-
standsrummet C.

Korollarium. Om klassen C' dr periodisk med perioden d har vi

(P™);i =0 om d inte delar m

(P m)ii —

T dnf" om d delar m.

Om j € C s dar (P**),; > 0 for nagot positivt k och nédgot 1, 0 <1< d. For detta j fés
(P™)ji =0 omm#!l (modd) och
(P™) ;i — Z nfp OM M= [ (mod d).

For alla 57 € C har vi alltsa

—_

d—
1
—Z_Pkd_H Was k — oo.
=0

Q.

n= Onzz

Anm. Om ¢ och j ligger i olika rekurrenta klasser s& &r forstas (P™);; = 0 for alla m.

Om 7 ligger i en absorberande klass och j till en icke-absorberande klass sd beror (P™);;:s
asymptotik vésentligt pad de enskilda tillstinden i och j (och inte i avgérande grad pa
ekvivalensklasserna).

Definition. Det rekurrenta tillsté’mdet i sags vara positivt rekurrent (positiivisesti palau-
tuva, positive recurrent) om Y - nf < oo.
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Tillstdndet 7 &r nollrekurrent (nollapalautuva, null recurrent) om Y > nf = oco.

Anm. i ar positivt rekurrent om och endast om

lim (P™%) >0

m—00

(dar d ar i:s period). Ett annat ekvivalent villkor &r

lim sup(P™);; > 0

m—00

(vilket i sin tur betyder att (P™);; inte gar mot 0 d& m — 00).
Se resumén pa T8&3.

Teorem. Ladt X wvara operiodisk irreducibel och positivt rekurrent. Definiera

lim (Pn)“ =m; >0, 1€ E.

n—00

Da dr uppfyller radvektorn m = (m;) ekvationerna
m=nmnP, Z ™ =1.
i

m ar den enda positiva vektor som uppfyller dessa ekvationer, mao. ar w den entydigt
bestamda invarianta sannolikhetsfordelningen (map. P).

For beviset se T84-86.

P& sid. T89 beskrivs det asymptotiska beteendet hos (P™);; i de dvriga fallen d& ¢ och j
ar rekurrenta. Aterstar att beskriva fallet j transient, 7 rekurrent.

Proposition. Om i ar operiodisk och rekurrent galler att

lim (Pn)ﬂ = aj(C)m.

n—infty

Om i ar periodisk med perioden d galler ovanstaende formel lampligt modifierad for
(P"d);;. Grinsvirdet for (P™t*);; fas genom att berdkna

( lim P"d). Pk,

n—00

Bevisskiss sid. T90.
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Rekurrens- och transienskriterier

Idén bakom dessa ar ungefir denna: Det finns en liten méngd (kompakt da E ar ett topolo-
giskt rum, dndlig da tillstAndsrummet ar diskret) K sa att rérelsen/hoppen/6vergangarna

utanfor K i medeltal gar i riktning mot K. Det finns mao. en tendens till attraktion mot
K.

Sjélva idén ar bekant fran teorin fér dynamiska system (differentialekvationssystem), dar
den introducerades av A. M. Ljapunov (1857-1918) pa 1890-talet. De funktioner vi kom-
mer att introducera kallas ofta Ljapunovfunktioner eller stokastiska Ljapunovfunktioner.
Kriterierna kallas ofta &dven Fosters kriterier (efter artikel av Foster 1953) eller Tweedi-
es villkor (efter en lang serie artiklar av Richard L. Tweedie fr. o. m. ca 1976). Ibland
forekommer alla tre namnen i olika permutationer.

Teorem. Lit F vara {0,1,2,3,...} och antag att kedjan dr irreducibel. Kedjan dr transient
(dvs. varje element i E dr transient) om och endast om ekvationen

(Py)i=yi, 1 #0

har en begransad, icke-konstant losning.
Anm. Om y ar konstant galler ju alltid Py = y.

Bevis: T92-94.

Teorem. Ldt igen E vara {0,1,2,3,...} och kedjan irreducibel. Ett tillrackligt villkor for
rekurrens dr existensen av en funktion (vektor)y;, i € E sidan att

1 — 00 = Y; — QO

och
> piy; <wi, i #0.

JEE

Anm. y; = f(i) kallas Ljapunovfunktion foér kedjan. Tolkningen &r att f &r ett slags
"generaliserad energi" som alltsd minskar i medeltal. Den lilla mangden K &r i detta fall

{0}.
Pf(i) =EB{f(X1)|Xo =i} = D _pijfi
JEE
Teoremets innehall ar att
[E{f(X1)|Xo =14} < f(i),i # 0, och funktionen f obegr.] = X rekurrent.

Det forsta villkoret skrivs ofta

E{f(X1) — f(Xo)|Xo =i} <0, 1 #0.
Bevis: Se T95-96.
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