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1 Inledning

Vad ar statistik?

Statistik dr inte ldran om att fora statistik.

Statistiska undersékningar — malséttningar.
e Strivar i allménhet efter att

— beskriva
— forklara
— gora prognoser for

— kontrollera
olika fenomen.

e En férutsittning &r att man ska kunna samla in information om fenomenet
numerisk form.

e Man hoppas kunna skilja at de regelbundna och de slumpmdssiga karak-
tarsdragen i fenomenet.
Statistiska undersdokningar — delmoment.
I en statistisk undersdkning ingar i allménhet f6ljande tre moment:
e att insamla
e att sammanstélla

e att dra slutsatser

av ett datamaterial.

2 Deskriptiv statistik

2.1 Variabler och datamaterial

Variabler
e En variabel ar en storhet som varierar fran individ till individ.
e Exempel pa variabler dr

— langd
— antal barn
— utbildning

e En variabel kan anta olika virden.

e Ett datamaterial bestar av flera observationer pa en eller flera variabler.



Kvantitativa och kvalitativa variabler

Kvantitativa variabler antar numeriska virden
e t.ex. alder och vikt.
Kvalitativa variabler antar inte numeriska varden

e t.ex. utbildning och kon.

Kontinuerliga och diskreta variabler

Kontinuerliga variabler kan anta alla tdnkbara virden i ett visst intervall
e t.ex. langd och vikt.
Diskreta kan endast anta vissa distinkta virden

e t.ex. antal barn och kon.

Skaltyper

Métningar av variabler kan goras pa olika skalnivaer:
e nominalskala
e ordinalskala
e intervallskala
e kvotskala

Skaltypen paverkar séttet att framstilla och analysera datamaterialet.

Nominalskala
e Talar om for oss vilken klass en observation tillhor.
e Klasserna kan inte rangordnas sinsemellan.
e Exempel pa observationer métta pa nominalskala:
— kén
— blodgrupp

— hemstad.



Ordinalskala

e Talar om for oss vilken klass en observation tillhor samt om observationen
har mer av en egenskap &n en annan observation.

e Klasserna kan rangordnas sinsemellan

e Exempel pa observationer métta pa ordinalskala:
— militargrad
— kladstorlek: S, M, L, XL

— vitsord i studentexamen.

Intervallskala

e Talar om for oss hur mycket en observation skiljer sig fran en annan ob-
servation.

e Observationerna har numeriska virden men saknar en absolut nollpunkt.
e Exempel pa observationer métta pa intervallskala:

— temperatur métt i Celsius eller Farenheit
— vattenstand i cm Gver en viss referenspunkt

— datum.

Kvotskala

e Talar om for oss hur mdanga ginger en observation har mer av en egenskap
dn en annan observation har.

e Numeriska virden som det dr mojligt att bilda kvoter av.
e Exempel pa observationer métta pa kvotskala:

— temperatur métt i Kelvin (dar en absolut nollpunkt &r definierad)
— langd, bredd, vikt

— alder.

Fo6rdelning av ett datamaterial

e For vidare analyser dr det viktigt att bilda sig en uppfattning om det
insamlade datamaterialet.

e Kan vara svart att greppa utan nagon form av sammanstéllning eller sam-
manfattning.

e Vi ir ofta intresserade av hur observationerna ar fordelade.



o Olika sitt att beskriva en fordelning:

— tabulering
— grafisk beskrivning

— anvindning an central- och spridningsmatt.

2.2 Tabulering och grafisk beskrivning
2.2.1 Diskreta observationer
Frekvenstabeller

e Fordelningen av ett diskret datamaterial kan presenteras i form av en
frekvenstabell

e Anger i tabellform antalet (=frekvensen) observationer tillhérande respek-
tive klasser.

e Ofta anges ocksa de relativa frekvenserna.

Tabell 1: Exempel pa en frekvenstabell.

asikt frekvens rel. frekv.
A 12 12/73 ~ 0.16
B 29 29/73 ~ 0.40
C 14 14/73 ~ 0.19
D 7 7/73 = 0.10
E 11 11/73 = 0.15
sammanlagt 73

e De relativa frekvenserna kan ocksa anges som procentandelar.

Stolpdiagram
e Diskreta fordelningar kan ocksa presenteras grafiskt i form av stolpdiagram.
e Innehaller samma information som en frekvenstabell.

e En variant av stapeldiagram.

Korstabeller

Fordelningen av bivariata observarioner (tvi variabler observerade av samma
individ) kan presenteras i form av en korstabell.



Figur 1: Exempel pa ett solpdiagram.
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Tabell 2: Korstabell.

INTELLIGENS
lag | medel | hog
ANPASSNINGS- lég 26 43 20
FORMAGA medel | 54 96 45
hog 22 45 24

2.2.2 Kontinuerliga observationer
Klassindelning

e For kontinuerliga variabler far vi sillan tva observationer med exakt sam-
ma vérde.

e Det blir dirmed meningslost att i tabellform rikna upp frekvenserna for
alla observerade virden.

e For att kunna konstruera en frekvenstabell blir det nddvéindigt med klassindelning
av datamaterialet.

Histogram

e Ett histogram &r ett slags stapeldiagram dar staplarna &dr fast i varandra.



Tabell 3: Frekvenstabell pa klassindelat datamaterial Gver langder.

laingd (cm) | frekvens rel. frekv.
150-159 10 10/39 ~ 0.26
160-169 15 15/39 ~ 0.38
170-179 11 11/39 =~ 0.28
180-189 4 4/39 ~ 0.10
sammanlagt 39

e Om klasserna dr lika breda motsvarar staplarnas hojd klassfrekvenserna.

e Om klasserna inte dr lika breda maste frekvenserna korrigeras i forhallande
till klassbredden.

Figur 2: Histogram p& datamaterialet over langder.
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Korrigering av klassfrekvens
Kumulativ frekvens

e Ofta vill inte endast veta klassfrekvenserna utan &ven hur manga obser-
vationer som dr mindre an ett visst vérde.

e Vi talar d& om den kumulativa frekvensen




Figur 3: Histogram 6ver samma datamaterial med jamn och ojamn klassindel-
ning.
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Tabell 4: Frekvenstabell med korrigerad klasfrekvens.

klass klassbredd | frekv. | korrigerad frekv.
12.5-13.4 1 2 3
13.5-14.4 1 7 7
14.5-15.4 2 12 12/2 =6
16.5-20.4 4 6 6/4=15
sammanlagt 28

e Den kumulativa frekvensen av den forsta klassen dr samma som klassfre-
kvensen.

Summapolygon

e Summaplygonet dr en grafisk beskrivning av den kumulativa frekvensen.

e En annan bendmning pa summapolygonet &r empirisk fordelningsfunktion.

Andra typer av diagram

e En forteckning 6ver vanliga diagramtyper:
http://sv.wikipedia.org/wiki/Diagram


http://sv.wikipedia.org/wiki/Diagram

Tabell 5: Frekvenstabell med kumulativa frekvenser.

klass frekv. | kumulativ frekv. | relativ kumulativ frekv.
37.3-40.2 2 2 2/40 - 100% = 5.0%
40.3-43.2 10 24+10=12 12/40 - 100% = 30.0%
43.3-46.2 12 124+ 12 =24 24/40 - 100% = 60.0%
46.3-49.2 13 24 +13 =37 37/40 - 100% = 92.5%
49.3-52.2 3 37+3=140 100%

Figur 4: Summapolygon.
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e Se dven den engelsksprakiga sidan for lite utforligare férklaringar av de
vanligaste diagramtyperna:
http://en.wikipedia.org/wiki/Chart

3 Central- och spridningsmétt

3.1 Centralmatt
Typvérde

e Typvirdet &r den klass / det vdrde som har den hogsta frekvesnsen i en
frekvenstabell.

o I ett stapeldiagram /histogram ar den hogsta stapeln vid typvérdet.
e Det kan finnas flera typvirden i ett datamaterial.

e Kan bestdmmas for observationer mitta pa alla skalnivaer.


http://en.wikipedia.org/wiki/Chart

Medelvarde

e Det aritmetiska melevirdet definieras som

_ summan av observationerna Y . ; Z;
Tr= < = .
antalet observationer n

o Medelvardet kan endast riknas for intervall- och kvotskalevariabler.

Exempel. 1. Medelvirdet av talen 3, 6 , 8, 4, 7, 1 riiknas som

3+6+8+4+T7+1
5

=4.83.

Viktat medelviarde

e For att rdkna medelvirdet pa ett datamaterial pa basen av en frekvensta-
bell anvénder vi oss av ett viktat medelvirdet.

e Det viktade medelvirdet riknas genom att vikta (=multiplicera) varia-

belns varje virde med antalet ganger det har dykt upp i datamaterialet
(=frekvensen).

e For ett kontinuerligt klassindelat datamaterial kan klassmedelpunkterna
anvindas som virde for variabeln.

Exempel. 2. Vi betraktar foljande frekvenstabell:

antal bilar per hushall | frekvens
0 5
1 3
2 1
3 1
sammanlagt 10

Det viktade medlvirdet av datamaterialet ar

5.043-1+1-24+1-3

0.8.
10

Viktat medelvirde med relativa frekvenser.

Har vi tillgang till de relativa frekvenserna far vi medeltalet direkt som en viktad
summa av de observerade virdena.

Exempel. 3.

antal bilar per hushall | frekvens | rel. frekv.

0 5 5/10=0.5

1 3 3/10=0.3

2 1 1/10=0.1

3 1 1/10=0.1
sammanlagt 10

10



Det viktade medlvardet raknas nu som
05-0+03-1+02-1+02-1=0.8.

Jfr utrdkningen i féregidende exempel!

Median

e Medianen dr det mittersta virdet i ett datamaterial som &r ordnat fran
den minsta observationen till den storsta.

e Medianen ldmpar sig for variabler av alla andra skaltyper féorutom nomi-
nalskalan.

e Om datamaterialet innehaller ett jamnt antal observationer dr medianen
nagondera av de tva mittersta observationerna eller, om mojligt, medel-
talet av dem.

Median, kvantiler och fraktiler

e For ett kontinuerligt datamaterial &r medianen det varde dér den relativa
kumulativa frekvensen &r 0.5 (dvs. 50%).

e P4 samma sétt kan dven den undre kvartilen (rel. kum. frekv. 0.25) och
6vre kvartilen (rel. kum. frekv. 0.75) bestdmmas.

e Mer allmant kan fraktiler for vilken relativ kumulativ frekvens som helst
betammas.

e Om de relativa kumulativa frekvenserna dr angivna i procent kallas frak-
tilerna ofta percentiler.
Grafisk bestdmning av median och kvartiler
Medianen, kvantiler och fraktiler kan dven bestimmas grafiskt fran en empirisk
férdelningsfunktion.
Boxplot

En boxplot (kallas &ven laddiagram, ladogram) sammanfattar grafiskt en for-
delning i foljande 5 punkter (rdknat uppifran ner):

e hogsta virdet
e Ovre kvartilen
e medianen

e undre kvartilen

e mista vardet.

Boxplot lampar sig speciellt bra {or jaimforelser av en och samma, variabel mellan
olika grupper eller experiment.
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Figur 5: Grafisk bestdmning av median och kvartiler.
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3.2 Spridningsmatt
Variationsvidd

e Variationsvidden anger avstandet mellan det mista och det stérsta virdet
i ett datamaterial.

e Variationsvidden definieras som

variationsvidd = storsta virdet — minsta vardet .

e Variationsvidden kan endast bestdmmas for intervall- och kvotskalevari-
abler.

Kvartilavstand

e Kvartilavstandet anger avstandet mellan den undre och den 6vre kvartilen.

o Kvartilavstandet definieras som

kvartilavstand — 6vre kvartilen — undre kvartilen .

o Kvartilavstandet kan endast bestdmmas for intervall- och kvotskalevariab-
ler.

12



Figur 6: Boxplot.
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Standardavvikelse och varians.

e Standardavvikelsen anger hur mycket observationerna i ett kvantitativt
datamaterial i genomsnitt avviker fran medelvérdet.

e Standardavvikelsen berdknas enligt

dér z; ar den i:te observationen, T dr medelvirdet pa alla observationer
och n ar antalet observationer.

e Liamnar vi bort kvadratroten i uttrycket ovan far vi variansen s2.

e Standardavvikelsen anges i samma enhet som observationerna (t.ex. c¢m)
medan variansen dr en dimensionslos storhet.

Exempel. 4. Vi beriknar variansen och standardavvikelsen av talen
1,3,5,8,9,10 .

Vi borjar med att rdkna avvikelsen mellan varje observation och deras medelvirde 6.
Da avvikelserna ar
-5,-3,-1,2,3,4

och det totala antalet observationer &r 6, blir variansen

(=5)° 4+ (=3)° + (=1)* +2° +3° +4°
5

=128

och standardavvikelsen 1/12.8 =~ 3.6 .

13



Variationskoefficient

e Variationskoefficienten &r en normaliserad standardavvikelse som uttryc-
ker hur manga procent i genomsnitt observationerna avviker fran medel-
vérdet.

e Variationskoefficienten definieras som

standardavvikelse
variationskoefficient = -100% =

-1 .
medelvarde 00%

ST

e Mojliggdr jamforelser av standardavvikelser berdkande av datamaterial
dér observationerna &r métta i olika enheter.

e Anviinds endast pa icke-negativa data.

Om anvindninga av summatecknet

e Kort om anvinding av summatecknet > som forekommer i en del av form-
lerna for central- och spridningsmatt:
http://sv.wikipedia.org/wiki/Summatecken

Fallgropar med vanliga central- och spridningsmatt

http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/jc/statistikl/DeskriptivtExempel.pdf

4 Korrelation och regression

Spridningsdiagram

e Da ett datamaterial bestar av tva (eller flera) variabler & man ofta in-
tresserad av att veta om det finns ett samband mellan variablerna.

e Om variablerna ar kvantitativa kan man bilda sig en uppfattning om ett
eventuellt samband genom att grafiskt mérka ut observationerna i ett ko-
ordinatsystem.

e En sadant diagram kallas kallas spridningsdiagram eller scatter plot.

Korrelation

e Korrelation anger styrkan och riktningen av sambandet mellan tva vari-
abler.

e Om vi anpassar en rit linje genom punkterna i ett spridningsdiagram
anger korrelationen hur stor eller liten spridningen kring linjen &r.

e Fast inte alla samband &r linjéra, ger korrelationen dnda ofta (men inte
alltid!) en god uppfattning om huruvida ett samband finns eller inte.

14
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Figur 7: Ett spridningsdiagram som visar sambandet mellan alder och l&ngd hos
ett antal individer. Vi ser ett klart linjirt samband mellan variablerna.

Helght
8

Pearson’s korrelationskoefficient

e Pearson’s korrelationskoefficient definieras som

,— S (i —T)(yi — 1)
(n—1) 858y ’

dér s, dr standardavvikelsen av talen z;, s, &r standardavvikelsen av talen
y; och n dr antalet observationspar.

e Korrelationskoefficienten r far ett varde mellan —1 och 1:

— om r = —1, befinner sig alla punkter pa en linje med negativ lutning
— om r = 0, finns inget linjirt samband mellan variablerna

— om r = 1, befinner sig alla punkter pa en linje med positiv lutning.

Regression

e Ett samband mellan tva variabler kan vidare granskas genom regressionsanalys.

e Regression &r en allmén bendmning pa modeller dir virdet pa en sk. bero-
ende variabel forklaras med hjalp av en eller flera sk. forklarande variabler.

e Den vanligaste formen av regression dr linjdr regression, dir sambandet
mellan variablerna antas vara linjért.
Enkel linjir regression

e Aningen forenklat kan ekvationen for enkel linjar regression (linjar regres-
sion med en forklarande variabel) skrivas som

y=a+b -z,

15



Figur 8: Datamaterial med olika grader av korrelation.
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dér y ar den beroende variabeln och z &r den férklarande variabeln.
e Konstanterna a (skirningspunkten med y-akseln) och b (riktningskoeffici-
enten) skattas fran datamaterialet men hjélp av minsta kvadrat-metoden.
Regressionskoefficienten

e Riktings- eller regressionscoeflicienten b talar om for oss hur mycket den
beroende variabeln y dndras da den férklarande variabeln = 6kar med 1.

e T.ex. i den linjara modellen y = a + b -2 = 1.70 4+ 0.62z nedan leder en
okning av enhetsléngd i variabeln z till en dkning av 0.62 i variabeln y.
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Forklaringsgrad

e Forklaringsgraden anger vilken andel (ofta i procent) av den beroende
variablens viirde i en regressionsmodell som kan forklaras med den forkla-
rande variabeln.

e Forklaringsgraden betecknas R? och definieras som
R? =r?.100% ,
dér r ar korrelationskoefficienten.

e Om korrelationen #r —1 eller 1, blir R? = 100%. D& kan datamaterialets
y-varden fullstdndigt forklaras med .

e Om korrelationen dr 0 blir R? = 0%. Da kan datamaterialets y-virden
over huvudtaget inte forklaras med x.

En del vanliga misstolkningar

e Aven om y delvis kan forklaras med 2 kan vi inte siga att y fororsakas av
T.

e Ett synbarligen starkt samband mellan tva orelaterade variabler kan upp-
sta om bada paverkas av en tredje variabel:

— t.ex. kan man pavisa ett positivt samband mellan glassférséljning
och antalet drunkningsolyckor. Fast variablerna &r totalt orelaterade
paverkas de bada av arstiden.

Partiell korrelation och justering

Ibland kan ett samband mellan tva variabler x och y pa nagot sitt forvringas
av en tredje variabel z. Savil korrelations- som regressionskoefficienten kan da
fa felaktiga virden.

e En korrelationskoefficient mellan = och y déar inverkan av z har beaktats,
kallas partiell korrelation och betecknas 7,.. (se definition samt exempel
http://faculty.vassar.edu/lowry/ch3a.html)).

e Regressionsmodellen y = a + bx justeras for inverkan av z genom att
man ligger till z som férklarande variabel i modellen. I den nya modellen
y = a+ bx + cz far koefficenten b ett virde dér inverkan av z har beaktats.

Rangkorrelation

e Pearson’s korrelationskoefficient (dvs. “vanlig” korrelation) ldmpar sig en-
dast for intervall- och kvotskalevariabler.

17
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e For ordinalskalevariabler kan man i stéllet andvinda sig av Spearman’s rang-

korrelationskoefficient

6-> i, 7

5:1— )
" n(n? —1)

dér d; ar differensen mellan rangtalen av observationerna for individ ¢ och
n dr antalet observationspar (individer).

e Ett motsvarande rangkorrelationsmatt dr Kendall’s tau, se http://en.
wikipedia.org/wiki/Kendall_tau_rank_ correlation_coefficient!

Spearman’s rangkorrelation

Exempel. 5. Tva vinsmakare A och B ordnar sex vinprover i rangordning fran den
bista (1) till den sdmsta (6). Hur vil stdmmer asikterna Gverens?

vinprov | rang d; | d?
A|B

a 513 4

b 2 |1 1 1

C 112 | -1 1

d 4 | 4 0] 0

e 3156|214

f 6 | 6 0] 0

Rangkorrelationen blir da
6-10 2
=1 —1_Z
" 6(36 — 1) 7
~ 0.71.

5 Grunderna 1 sannolikhetslara

Satistik och sannolikhetslira

e Statistik handlar om att utvinna information fran data. I praktiken in-
hehaller de data man analyserar oftast nagon form av variabilitet eller
osdkerhet. Denna variabilitet strdvar man efter att kvantifiera med hjalp
av sannolikhetsldra.Sannolikhetsldra dr saledes nédvindigt for att forsta

statistiska analysmetoder.

5.1 Grundbegrepp

Slumpméssiga forsok

o Ett slumpmiéssigt forsok dr en féreteelse som kan upprepas under likartade

forhallanden.

18
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e Resultatet kan inte anges i forvig dven om man manga ganger tidigare
utfort samma forsok.

e T.ex. att kasta tdrning kan ses som ett slumpmassigt forsok.

Utfall och hindelser
o Ett utfall &r resultatet av ett slumpméssigt forsok.
e Alla tinkbara utfall tillsammans kallas utfallsrummet.
— T.ex. i tdrningskast &r utfallsrummet {1,2,3,4,5,6}.
e En hiindelse dr en samling ufall.

— T.ex. "vi far ett udda tal” = {1,3,5}
— Héndelser betecknas ofta med stora bokstaver A, B, C, ...

— Ibland kan det vara nyttigt att visualisera kombinationer av héndelser
med hjélp av sk. Venn diagram.

Sannolikhet

e Sannolikhet dr ett tal mellan 0 och 1 som forknippas med en hindelse eller
kombination av héndelser.

— 0 betyder att héndelsen &r omdjlig.

— 1 betyder att hindelsen dr sdker.
e Sannolikheten for héndelsen A betecknas P(A).
e Sannolikheten for héndelsen A eller B betecknas P(A U B).
e Alternativt kan man explicit skriva ut P(A intréaffar),
P(A eller B)...
Tolkning av sannolikhet

Sannolikhet kan tolkas pa flera olika sétt:

e Enligt den klassiska tolkningen definieras sannolikhet som
_ Tantalet for A gynnsamma utfall”

P(A) =
(4) “totala antalet utfall”

e Den empiriska (eller frekventistiska) tolkningen av sannolikhet &r
P(A) = den relativa frekvensen for A i ett stort antal forsok.

e Det finns dven en subjektiv tolkning dér
P(A) = subjektiv uppfattning om hur trolig héndelsen A &r.

19



Figur 9: Venndiagram med union av tva hindelser: AU B = "A eller B”.

A B

O

Figur 10: Snitt av tva héndelser: AN B ="A och B”.

A B

O

Figur 11: Differens av tva hindelser: A\B = ”A men inte B”.

A B

O

Figur 12: Komplementhindelse: A¢ = "inte A”.

-
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5.2 Egenskaper och rikneregler
Komplement.
e Om hindelsen E bestar av hela utfallsrummet far vi P(F) = 1.

e Sannolikheten for komplementhindelsen till A, dvs. hindelsen A¢ = ”inte
A’ ar P(A°) =1— P(A).

e Sannolikheten for komplementet till utfallsrummet &r P(E°) = 1—-P(E) =

0.
— Utfallsrummets komplement E¢ (den omdgjliga handelsen) betecknas
ofta (.
Additionssatsen

e Sannolikheten for att hindelsen A eller B intraffar ar
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

e Ordet "eller” forknippas i sannolikhetskalkyl med addition.

e For att inte rikna de gemensama utfallen for A och B tva ganger subtra-
herar vi P(AN B) fran summan av sannolikheterna P(A) och P(B).

Exempel. 6. Av ett tillverkat parti enheter har 2% fel vikt, 4% fel firg och 1% béade
fel vikt och farg. Vi réknar sannolikheten att en slumpmaéssigt vald enhet har antingen
fel vikt eller fel fiarg (eller bada)?

Lat A = “enheten har fel vikt” och B = "enheten har fel firg”. De angivna sanno-
likheterna ar da P(A) = 0.02, P(B) = 0.04 och P(ANB) = 0.01. Fran additionssatsen

far vi

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0.02 + 0.04 — 0.01 = 0.05.

Of6renliga hindelser

e Om héndelserna A och B é&r oftrenliga utesluter de varandra (endast en
av dem at gangen kan intraffa).

e Sannolikheten f6r ”A och B” blir d& P(AN B) = 0.
e Additionssatsen for oférenliga hindelser forenklas till
P(A eller B) = P(AUB) = P(A) + P(B).
e T.ex. sannolikheten att fa resultatet 2 eller 3 vid ett tarningskast &r

11
+o=

1
P(vi far 2) + P(vi far 3) = sts=3

eftersom resultaten utesluter varandra.
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Betingad sannolikhet

e Den betingade sannolikheten fér A givet B betyder att vi begransar oss
till att endast betrakta sddana utfall som tillhér handelsen B.

e Vi kan ocksa ténka oss den betingade sannolikheten for A givet B som
sannolikheten for A da vi vet att B har intréffat.

e Sannolikheten for A paverkas av var kunskap om héndelsen B.

e Den betingade sannolikheten for A givet B definieras som

P(ANB)

P(A|B) = ———

(A1B)= =
dér vi antar att P(B) > 0.

e Den betingade sannolikheten kan dven tolkas som:

“antalet for A gynnsamma utfall i B”
“totala antalet utfall i B”

P(A|B) =

Exempel. 7. Vi drar slumpmissigt ett kort ur en kortlek pa 52 kort. Vi fragar oss
férst vad sannoikheten &r att det dragna kortet &r en kung. Vi betecknar A = "kung”.
Eftersom det finns sammanlagt 4 kungar i en kortlek blir sannolikheten d&

P(A) =4/52 ~ 0.08 .

Lat oss vidare anta att vi vet att det dragna kortet &r ett bildkort. Vi betecknar B =
"bildkort”. Vad sannolikheten nu att det dragna kortet &r en kung? Eftersom det finns
sammanlagt 12 bildkort i en kortlek av vilka 4 &r kungar blir sannolikheten

P(A|B) = 4/12 ~ 0.33 .

Sannolikheten ovan &r den betingade sannolikheten for att fa en kung givet att vi har
dragit ett bildkort.

Multiplikationssatsen

e Sannolikheten for att handelserna A och B intréffar ar
P(ANB)=P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A).

e Ordet "och” forknippas i sannolikhetskalkyl med multiplikation.

e Betydelsen av den betingade sannolikheten i formeln blir tydligare om vi
tdnker oss att A och B intraffar i foljd: forst intréffar A och da vi vet att
A har intraffat intréffar B.
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Exempel. 8. Vi har en skil med 3 vita bollar och 5 réda bollar, dvs totalt 8 bollar.
Vi rédknar sannolikheten for att da vi slumpmadssigt drar tva bollar ur skilen &r bada
réda. Vi har da héndelserna

A ="vi drar en rdd boll”

B|A ="vi drar en rod givet att vi redan dragit en rod boll”

som ger sannolikheten

:@’“036.

PAPEBIA) = =2

Oberoende hindelser

e Tva hédndelser A och B ar oberoende (betecknas ofta A L B) om héndel-
serna inte pa nagot sitt paverkar varandra.

e For de oberoende hindelserna A och B géller att
P(ANnB)=P(A)P(B),
jfr. den allménna multiplikationssatsen!

e Sannolikheten for B paverkas inte av var kunskap om héndelsen A:
P(B|A) = P(B)

dvs. sannolikheten for B forblir densamma oberoende om vi betingar med
A eller inte.

Exempel. 9. Vi har hindelserna

A ="vi far krona da vi singlar slant”

B ="vi far resultatet 4 i tirningskast”.

Det ar uppenbart att hindelserna ar oberoende och sannolikheten for ”A och B” blir
saledes 11 1
P(ANB)=P(A)P(B) = 5 6-13 ~ 0.08 .

Total sannolikhet och Bayes sats.

e Den totala sannolikheten anger sannolikheten for en héindelse som kan
intraffa pa ett antal alternativa sétt.

e Med hjidlp av Bayes sats rdknar man ut sannolikheterna for de enskilda
alternativa sétten da vi vet att hindelsen har intréffat.

e Vi belyser begreppen genom ett exempel:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/statistikl/TotSann&Bayes.pdf
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5.3 Fordelningar
Slumpvariabler

e En variabel som for varje utfall av ett slumpmissigt forsck antar ett reelt
tal kallas slumpvariabel.

e Slumpvariabler betecknas ofta med stora bokstéver fran slutet av alfabe-
tet: X,Y, Z, ...

Exempel. 10. Vi singlar tva slantar och observerar antalet kronor. I stillet for att
definiera héndelserna A = "vi far 0 kronor”, B = "vi far 1 krona”, C' = "vi far 2 kronor”
kan vi definiera en slumpvariabel X som kan anta vérdena 0, 1, 2.

e En diskret slumpvariabel kan anta ett uppréakneligt antal distinkta vérden,
medan en kontinuerlig slumpvariabel kan anta ett odndligt antal virden i
ett givet intervall.

Sannolikhetsférdelning

e Sannolikhetsfordelningen for en slumpvariabel anger med vilken sannolik-
het variabeln antar olika virden.

Exempel. 11. Lat den diskreta slumpvariablen X beteckna antalet kronor da vi
singlar tva slantar. Vi far da f6ljande sannolikhetsférdelning f6r variablen:

Vianteviarde och varians

e Vi har tidigare sett att empiriska fordelningar av datamaterial kan beskri-
vas med hjilp av central- och spridningsmatt.

e Motsvarande matt anvinds dven for att beskriva sannolikhetsfordelningar
for slumpavriabler.

e Det genomsnittliga virdet av slumpvariabeln X kallas véintevirde och be-
tecknas F(X) eller p.

— Vintevirdet motsvarar medelvardet av en slumpvariabel da vi upp-
repar ett slumpmissigt forsok odndligt manga ganger.

e Variansen, som betecknas Var(X) eller o2

fordelningen dr kring véntevirdet.

, &r ett matt pa hur utspridd

— Variansen definieras som Var(X) = E[(X — u)?].
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Vantevarde

Vintevardet for en diskret slumpvariabel fas genom att rékna en viktad summa
av variabelns alla virden, dir vikterna utgors av sannolikheterna for virdena.

Exempel. 12. Vintevirdet fér slumpvariabeln X som betecknar antalet kronor déa
vi singlar tva slantar &r

E(X)=P(X=0)-0+P(X=1)-1+P(X =2)-2
=025-0405-14+025-2=1.

Om vi m.a.o. skulle upprepa forséket oéndligt manga ganger skulle medelvirdet av
antalet kronor per forsck bli 1.

Sannolikhets- och tathetsfunktion

o I stillet for att rdkna upp sannolikheter for olika virden av en slumpva-
riabel dr det ofta mera praktiskt att beskriva en fordelning i fom av en
funktion av slumpvariabeln.

En sannolikhetsfunktion anger sannolikheten for ett givet virde av en
diskret slumpvariabel.

e For en kontinuerlig slumpvariabel dr sannolikheten for enskilda vérden 0,
varfor man i stillet anvinder en sk. tithetsfunktion som konstrueras sa
att

— mer sannolika varden far hogre tédthet (inte samma som sannolikhet!)

— ytan mellan tdthetsfunktionen och x-axeln blir 1.

Figur 13: Sannolikhets- och téthetsfunktion.
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Fordelningsfunktion

e En fordelningsfunktion anger for bade diskreta och kontinuerliga slump-
variabler sannolikheten att fa ett varde som &r mindre an eller lika med
ett visst varde x

Flz)=P(X <x).

e Sannolikheten for att en slumpvariabel ska anta virden stérre &n a och
mindre eller lika med b kan berdknas med:

Pla< X <b)=F(b) — F(a) .

Diskret och kontinuerlig férdelningsfunktion.

Figur 14: Diskret och kontinuerlig férdelningsfunktion.
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e Med diskreta slumpvariabler bér man se upp med att fa grénserna ritt da
man gor utrdkningar med fordelningsfunktionen.

Exempel. 13. Lat oss anta att X kan fa viirdena 0, 1, 2, 3. Vi far da

P1<X<3)=F2) - FQ1)=P(X =2)
P(1< X < 3) = F(2) - F(0)

P(1< X <3)=F@3)—F(1)

P(1< X <3)=F(3)—F(0).

e Da det giller kontinuerliga variabler gor vi ingen skillnad mellan ”<” och
9 S”.

e Om alltsd X i exemplet ovan hade varit kontinuerlig skulle samtliga san-
nolikheter ha riknats F'(3) — F(1).
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Bernoulliférsok och tvapunktsfordelningen

e Vi utfor ett forsék som kan resultera i endast tva olika utfall A och A°.

e Forsok med endast tva mdjliga utfall som utgdr varandras komplement
kallas ofta Bernoulliférsok.

e Vibetecknar framéver P(A) = p och foljaktligen P(A¢) = 1—-P(A) = 1—p.

o Sannolikhetsfordelningen av de tva mojliga virdena av ett Bernoulliférsok
kallas Bernoulli- eller tvapunktsfordelning.

Binomialférdelningen

Binomialférdelningen kan karakteriseras pa foljande sétt:

e Ett Bernoulliférsok upprepas sa att

— antalet upprepningar &r n
— sannolikheten P(A) = p halls konstant 6ver alla upprepningar

— forsoken upprepas oberoende fran varandra.

e Vi definierar en slumpvariabel X som anger antalet forsok som resulterar
iA.

e Slumpvariabeln X foljer d& en binomialférdelning med parametrarna n
och p, vilket betecknas

X ~ Bin(n,p) .

o Sannolikhetsfunktionen for en binomialférdelad slumpvariabel definieras
som

P(X =k) = (Z)p’“(l -p)" ",

dér k dr antalet forsok dar A intréffar, n dr totala antalet forsok och p
ar sannolikheten for att A intréffar i ett férsok.Binomialkoefficienten (Z)
anger pa hur manga sétt man kan ordna en f6ljd av n forsok dar A intréffar
i k av forsoken.

e Féordelningsfunktionen for en binomialférdelad slumpvariabel X definieras
som

FR) = PX <) =Y ()=

i=0
e Vintevirdet fér binomialférdelningen dr E(X) = np.

e Variansen for binomialférdelingen dr Var(X) = np(1 — p).
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Exempel. 14. Lat oss anta att andelen ljushariga i en stad dr 30%. Om vi slump-
méssigt plockar 5 personer ur befolkningen, vad dr sannolikheten att vi far minst 2
och hogst 4 ljushariga i vart stickprov? Vi later splumvariabeln X beteckna antalet
ljushariga. Vi far da

PR<X<4)=P(X=2)+P(X=3)+P(X =4) =

5 2 3 5 3 2 3 4 _
(2>0.3 0.7° + <3>0.3 0.7 + <4)0.3 0.7 =

0.3087 4+ 0.1323 4 0.02835 = 0.46935 .

Alternativt kan vi anvianda oss av fordelningsfunktionen. Fran en tabell eller med hjalp
av ett statistiskt programpaket kan vi direkt lasa ut virden f6r F(4) = P(X < 4) och
F(1) = P(X <1) och far da

P(2< X <4)=F(4) — F(1) = 0.99757 — 0.52822 = 0.46935 .
Exempel. 15. Vintevirdet for slumpvariabeln X i féregdnede exempel ar
E(X)=n-p=5-03=15.
Vi kan tolka det som att vi i ett mycket stort antal stickprov i medeltal skulle fa 1.5
ljushariga per stickprov.

Variansen for X &r

Var(X)=n-p-(1—p)=5-0.3-0.7=1.05.

Normalférdelningen

Normalférdelningen har en mycket central plats inom statistik. Detta &r bl.a.
for att

e manga (men langt ifran alla!) variabler foljer en normal fordelning

e icke-normalfordelade variabler kan ibland transformeras sa att de foljer en
normalférdelning

e manga statistiska méatt (t.ex. medelvirdet for stora stickprov) foljer en
normalférdelning,.

Normalférdelningen dr en kontinuerlig sannolikhetsférdelning med en sym-
metrisk och “klockformad” téathetsfunktion. Férdelningen bestdms helt av véin-
tevirdet u och standardavvikelsen o.

e 1 anger var toppen av kurvan befinner sig.
e o anger hur koncentrerad kurvan &r kring p.

Att en slumpvariabel X foljer en normalférdelning med parametrarna p och o
betecknas
X ~ N(u,0) .
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Standardiserad normalférdelning

e Eftersom det for varje tdnkbart virdepar (u, o) finns en normalfordelning
finns det oédndligt manga normalférdelningar.

e Allanormalférdelningar kan standardiseras till en sk. standardiserad normal-
fordelning som har vantevirdet 0 och standardavvikelsen 1, dvs. N (0, 1).

e Om X ~ N(u,0) far vi genom standardisering en ny variabel

X —p)

7=\ ~ N(0,1) .

g

e Fordelingsfunktionen for en slumpvariabel Z som f6ljer en standardiserad
normalférdelning betecknas ®(z) = P(Z < z).

Exempel. 16. Vid anvindning av en viss métmetod antas de erhallna virdena vara
normlaférdelade med véntevirdet 28.0 och standardavikelsen 0.25, dvs. N(28.0, 0.25).
Vi fragar oss nu vad sannolikheten &r att ett métvirde ligger mellan 27.5 och 28.5.
Utrdkningen blir som f6ljande:

27.5 — 28.0 < 28.5 — 28.5
0.25 =025

= 0(2) — (-2)

=0.9772 — 0.0228 = 0.954 .

P(27.5 < X < 28.5) = P( )

Om man anvédnder en tabell dir endast icke-negativa virden dr tabulerade kan man
ersitta ®(—2) med 1 — ®(2).

I statistik ofta anvinda sannolikheter
e For en standardiserad normalférdelning N (0, 1) géller att

— 95% av alla virden ligger mellan -1.96 och 1.96, dvs.
P(~1.96 < Z < 1.96) = 0.95
— 99% av alla virden ligger mellan -2.58 och 2.58, dvs.
P(—2.58 < Z < 2.58) = 0.99
— 99.9% av alla virden ligger mellan -3.29 och 3.29, dvs.
P(—3.29 < Z < 3.29) = 0.999 .

e Pa motsvarande sitt giller for en allmén normalfordelning N (u, o) att

P(u—1.96-0 <X < p+1.96-0) =0.95
P(n—258 0 <X < ju+258-0) =099
P(u—329-0 <X <p+329-0)=0.999 .

29



Andra fordelningar

Andra i statistiska sammanhang ofta férekommande fordelningar ar
o t-fordelningen
o x2-fordelningen ("khi i kvadrat” -férdelningen)

e F-fordelningen .

6 Punktskattning och konfidensintervall

6.1 Population och stickprov
Population
e Vi har en population vars nidgon métbar egenskap X vi dr intresserade av.

e Den mitbara egenskapen har inom populationen en fordelning som kan
beskrivas med nagon ldmplig parameter, t.ex.:

— véntevirdet u
— standardavvikelsen o

— andelen p av individer i populationen som har nagon egenskap av
intresse.
Stickprov
o I praktiken kan man oftast inte gbra observationer pa en hel population.

o I stillet har man ofta tillgang till ett stickprov, dvs. ett slumpméssigt
urval av n st individer fran populationen.

e Utgaende fran stickprovet férséker man dra slutsatser om populationsfor-
delningens okinda parametrar. Detta kallas statistisk inferens.

Fran sannolikhetslira till inferens

e Med hjilp av sannolikhetsldra kan vi dra slutsatser om ett stickprov fran
en population med vissa kéinda egenskaper.

o | statistisk inferens vénder vi pa fragestéllningen: vad kan vi séga om en
population pa basen av ett stickprov?

e Bl.a. innefattar statistisk inferens

— punktskattning
— intervallskattning (=berdkning av konfidensintervall)

— hypotesprévning.
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Figur 15: Samband mellan sannolikhetsléra och inferens.

Inferens

Population

Sannolikhetsléra

6.2 Skattning av populationsparametrar
Punktskattning

I punktskattning anvinder man data fran ett stickprov for att rikna ut ett virde
som fungerar som en “gissning” pa det okinda virdet pa en populationsparame-
ter av intresse.

e For vintevirdet p andvinder man som punktskattning oftast stickprovsme-
delvardet 7.

e For populationsstandardavvikelsen o andvinder man som punktskattning
oftast stickprovsstandardavvikelsen s.

e For proportionen p av individer i en population med en viss egenskap
anvinder man proportionen p i stickprovet med samma egenskap.
Stickprovsfordelningen

e Eftersom virdet pa en punktskattning avgors slumpmdssigt beroende pa
vilka individer som kommer med i stickprovet kan en skattning betraktas
som en slumpuvariabel.

e Foljaktligen har punktskattningen en sannolikhetsférdelning. Vi kallar den-
na fordelning stickprovsfordelningen (dven samplingférdelningen).

e Stickprovsférdelningen talar om for oss hur skattningarna skulle variera om
vi hade tillgang till ett mycket stort (oéndligt) antal lika stora stickprov?
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e Ju storre vart stickprov dr, desto mindre spridning har stickprovsfordel-
ningen och desto palitligare ar skattningen.

Konfidensintervall

e Eftersom en punktskattning inte ger en bild av hur palitlig skattningen
ar, vill man vanligtvis ocksa bestdmma ett sk. konfidensintervall fér en
parameter.

e Ett konfidensintervall dr ett intervall som med en bestdmd sannolikhet 1 —
« ticker det sanna parametervirdet. Sannolikheten kallas konfidensgrad.

e Konfidensgraden viljs ofta sa att 1 — « dr lika med 0.95 eller 0.99 (kan
dven anges i procent, t.ex. 95% eller 99%).

e Da man bestdmmer ett konfidensintervall fér en parameter maste man
kinna till vissa egenskaper hos stickprovsfordelningen for dess punktskatt-
ning.

Medelvirdesférdelningen

e For att kunna hérleda ett konfidensintervall for vintevirdet p maste vi
forst ta en ndrmare titt pa stickprovsfordelningen for medelvirdet X, dven
kallad medelvirdesférdelningen.

e Medelvirdesfordelningen

— &r centrerad kring populationens véntevirde pu.
— har standardavvikelsen o /+/n.
— &r approximativt normalférdelad (oavsett hur populationen &r forde-

lad) om stickprovsstorleken n r tillriackligt stor.

Sammanfattningsvis: Tar vi ett stort antal stickprov pa n observationer
fran en godtyckligt férdelad population och riknar ett medelvirde T for varje
stickprov, kommer medelvirdena att vara ungefér fordelade enligt N (p, 0/+/n).

e For att sjilv experimentera med medelvirdesférdelningar dragna ur olika
populationer, se
http://ccl.northwestern.edu/curriculum/ProbLab/CentrallimitTheorem.
htmll

Konfidensintervall for vintevirde

Vi ska i foljande hérleda oss till ett 95% konfidensintervall for vintevirdet p:

e Vi vet fran sannolikhetsldra att 95% av virdena i en allmén normalfordel-
ning N (u, o) ligger mellan p — 1.96 - 0 och p+ 1.96 - o, dvs.

Plp—196-0 <X <pu+19-0)=0.95.
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e Pa motsvarande sitt giller for medelvirdesférdelningen N(u,o/v/n) att

P(p—196-0/yn<X <pu+1.96-0/yn)=0.95.
e Vi vet nu att avstandet mellan medelvirdet T och vintevirdet p med 95%
sannolikhet dr hogst 1.96 - o/y/n.

e Likvil kan vi da sdga att intervallet

T4+1.96 ——

Vn
med 95% sannolikhet técker det okiinda véintevirdet p.

e Vi har alltsi konstruerat ett 95% konfidensintervall for p.

Figur 16: Hundra st. 95% konfidensintervall for vintevirdet p fran en och samma
population. Vi ser att ca 95% av intervallen tacker det sanna parametervirdet.

e Ett allmint konfidensintervall f6r vintevirdet p med konfidensgraden 1—a«

ges av formeln
g

Vi
dér z ar ett sddant virde fran den standardiserade normalférdelningen att
P(—2<Z<z)=1-a.

Ttz

e Ofta anvinda konfidensgrader med motsvarande virden for z &r
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11—« Z
1 0.95 | 1.96

0.99 | 2.54

0.999 | 3.29

Exempel. 17. Vi har en population som f6ljer en normalférdelning med oként vin-
tevirde p och standardavvikelsen o = 3. Da vi drar ett stickprov om 36 observationer
fran populationen far vi att medelvirdet dr T = 10.0. Ett 95% konfidensintervall riknas
da enligt

p=104+1.96. —o

V36
=10+1.

Lat oss nu anta att vi i stillet vill bestimma ett 99% konfidensintervall f6r u. Vi far
da

3
=10£254- —
. V36

=10+1.29.

Genom att 6ka konfidensgraden blir intervallet bredare!

e Vi har vid berdkning av konfidensintervall hittils antagit att populationens
standardavvikelse o ar kdnd.

e I praktiken &r detta sdllan fallet och vi maste i stéllet andvinda oss av
standardavvikelsen fran stickprovet, s.

e Da det nu féorutom osdkerheten i skattningen 7 har tillkommit en osdkerhet
form av skattninen s, kommer konfidensintervallet att bli bredare.

Student’s t-féordelning

e Vid hirledning av konfidensintervallet for p utgar man fran variablen X
som efter standardisering f6ljer en standardiserad normalférdelning, dvs.

X-pn
ST~V

e Om vi nu ersitter o med skattningen s f6ljer den motsvarande variabeln

X —p
s/v/n

inte langre en normalférdelning, utan i stéllet en sk. Student’s ¢-fordelning.

Student’s t-fordelning (eller bara ¢-férdelningen):
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e liknar den standardiserade normalférdelninen men &r nagot bredare

e ir precis som den standardiserade normalférdelningen alltid centrerad
kring 0

e bestams fullt av frihetsgraderna df = n— 1, dér n dr antalet observationer
i ett stickprov.

Konfidensintervall for viantevirde da ¢ ar okind

e Ett allmént konfidensintervall for vintevirdet pu med konfidensgraden 1 —
«, da o &r okdnd, ges av formeln

s
Tt ——,

T NG

dar t ar ett sddant virde ur Student’s ¢-férdelning att P(—t < T < t) =
1—oa.

e Eftersom t-fordelningens exakta form beror pa antalet observationer n
maste det aktuella virdet ¢ alltid slas upp i en tabell eller bestdmmas med
hjilp av ett statistiskt programpaket.

e Anvindning av t-fordelningen forutsétter att populationen dr "nagorlun-
da” normalférdelad, speciellt om vi har ett litet stickprov.

Exempel. 18. Vi har en population som filjer en normalférdelning, dir vintevirdet
v och standardavvikelsen o dr okdnda. Da vi drar ett stickprov om 9 observationer
fran populationen far vi medelvirdet T = 148.0 och standardavvikelsen s = 4.87. Ett
99% konfidensintervall riknas da enligt

p=148.0+¢. 287

\/§ )

dér ¢ &r ett virde motsvarande konfidensgraden 99% fran en ¢-férdelning med frihets-
graderna df =9 —1 = 8. Da t = 3.36 blir det sokta konfidensintervallet

= 148.0+3.36. =57

V9
=148.0+5.5.
Konfidensintervall for proportioner

e Parametern p anger proportionen eller andelen individer med en viss egen-
skap i en population.

— T.ex. kan vi vara intresserade av andelen diabetiker bland den vuxna
befolkningen i Finland.

e Vi har tidigare talat om proportionen p i samband med binomialférdel-
ningen.
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— T.ex. om vi vet att var tionde vuxen i Finland ar diabetiker kan vi
med hjilp av binomialférdelningen rikna ut vad sannolikheten &r att
ett stickprov om n = 1000 individer ska innehéalla mellan 90 och 110
diabetiker.

Da n &r tillrdckligt stort och X ~ Bin(n,p) far vi approximativt att

X ~ N(np, Vnp(1 —p)) .

Om nu X nu star for antalet individer med t.ex. diabetes i ett stickprov pa n
individer, far vi andelen av diabetiker i stickprovet med att dividera X med n.
Fordelningen for proportionen blir da

]

vilket alltsa dr stickprovsférdelningen fér proportionen pP= % I princip kan vi
nu anvinda oss av samma logik som tidigare for att bilda ett konfidensintervall
for p, dvs. p = p+ z - y/p(1 — p)/n, men eftersom p dr parametern vi forsdker
skatta och alltsa &r okdnd for oss, maste vi i kavadratroten ersitta p med den
fran stickprovet skattade proportionen p.

e Konfidensintervallet for en okind proportion p kan nu slutligen skrivas
som
p(1—p)

NG

Exempel. 19. I en liten stad finns 8820 hushéll av vilka man plockar ett stickprov
pa 200 hushall. Av dessa visar det sig att 60 har en tavel-TV. Vi berdknar nu ett 95%
konfidensintervall for andelen hushall i hela staden med tavel-TV. Da andelen hushall
med tavel-TV i stickprovet dr p = 60/200 = 0.30, blir konfidensintervallet

p=ptz

p=03+1.96. Y0307
/200
= 0.3+0.06.

Med 95% sannolikhet finns det alltsd mellan 2100 och 3200 hushall med tavel-TV i
staden.

Egenskaper hos konfidensintervall

For konfidensintervall géller allméint:

e Om vi dkar konfindensgraden (fran t.ex. 95% till 99%) blir konfidensinter-
vallet bredare.

e Om vi 6kar stickprovsstorleken n blir konfidensintervallet smalare.
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7 Hypotesprovning

7.1 Allmanna principer och grundbegrepp
Inledande exempel

Exempel. 20. Vi ér intresserade av en variabel X om vilken vi kan anta att den dr
(approximativt) normalférdelad med standardavvikelsen ¢ = 15 i den givna popula-
tionen. Pa basen av tidigare erfarenheter &r man bendgen att tro att populationsme-
delvirdet (dvs. vantevirdet p) ligger kring 100. Det finns dock en misstanke om att
det eventuellt skett en 6kning i populationsmedelvirdet.

For att undersoka saken drar man ett stickprov om n = 25 enheter och rdknar
medelvirdet pa observationerna. Vi far ett stickprovsmedeltal pa T = 118.7, vilket &r
betydligt storre &n 100, men kan detta tas som ett bevis pa att det faktiskt skett en
foréndring i populationen?

e Modell fér populationen:
X ~ N(p,15)

e Stickprovsfordelningen for X &r da n = 25:

- 15
X~ N(Ha\/iz—s

Om vi nu utgar ifran att populationsmedelvirdet verkligen ar 100, dvs. att ingen
férandring har skett, kan vi rdkna ut sannolikheten for att t.ex. fa ett stickprovsme-
delvdrde som dr storre &n 115:

).

Vi har p = 100 vilket betyder att X ~ N(100,15/+/25). Sannolikheten for att medel-
vardet av 25 observationer dr storre an 115 ar i detta fall

115 — 100

15/+/25 )

Det observerade stickprovsmedelvirdet var 118.7, vilket ju ar storre &n 115. Vi har
da tva alternativa forklaringar:

P(X >115) =1— 9( = 0.000000287 .

1. Nagot ytterst osannolikt har intréffat.

2. Vart antagandde om att g = 100, dvs. att ingen foréndring i populationsmedel-
vardet har skett, dr felaktigt.

Aven om den férsta forklaringen #r mojlig (ocksa osannolika hindelser kan ibland
intréffal) forefaller den senare férklaringen betydligt rimligare.

e Det antagande vars riktighet vi 6nskar préva (testa) kallar vi nollhypotes
— t.ex. "populationsmedelvirdet &r 100”.

e Ett alternativt antagande som vi har storre benfgenhet att tro pa ifall
nollhypotesen verkar orimlig kallar vi mothypotes

— t.ex. ”populationsmedelvirdet har ckat”.
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Oversikt av stegen i hypotesprévning
1. Bestdm noll- och mothypotes.
2. Berdkna vad som kan férviantas om nollhypotesen vore sann.
3. Jamfor det faktiska utfallet med vad som kan forvintas.
4. Om utfall och férvintan inte stimmer 6verens forkastar vi nollhypotesen
och drar slutsatsen att mothypotesen dr mera rimlig.
Hypotesprovning: Steg 1

Formulera en nollhypotes (betecknas Hjp) och en mothypotes (betecknas
H,).

e Hypoteserna bor vara sa formulerade att de ticker alla tdnkbara mojlig-
heter och &r varandra uteslutande.

e Till Hy viljes vanligen det som "gillt tidigare” eller det som man ar beredd
att halla fast vid tills man blivit 6vertygad om att hypotesen &r felaktig.

e Vid jamforelser ar Hy vanligen den att det inte finns nagra skillnader
mellan de populationer som man jamfor.

e Vid studier av samband formuleras Hy vanligen som sa att det inte finns
nagot samband.
Hypotesprovning: Steg 2
Drag ett stickprov och berdkna virdet pa nagon lamplig teststatistika.

o Teststatistikan (kallas &ven testvariabel) dr en sddan funktion av stick-
provsobservationerna att man vet dess férdelning om Hj dr sann.

e Detta dr nodvandigt for att vi skall kunna bedoéma vad som ar "sannolika”
och “osannolika virden” pa teststatistikan om H, vore sann.

e Ett exempel pa en teststatistika ar stickprovsmedelvirdet.

Hypotesprovning: Steg 3

Utgaende fran fordelningen for teststatistikan, dela in alla dess mdgjliga

virden i sddana som &r ”sannolika” resp. “osannolika” om H, &r sann.

e Ofta ar teststatistikan sadan att bade "vildigt sma&” och vildigt stora”
virden dr osannolika om Hy ar sann. Ett test dr da tvasidigt.

e Om endast "vildigt sma” eller "véldigt stora” virden ar osannolika dr ett
test ensidigt.
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e Formuleringen av mothypotesen H; bestimmer huruvida ett test ar tva-
eller ensidigt.

e De virden i teststatistikans fordelning som kan anses vara "mycket osan-
nolika” om Hj &r sann, utgor det sk. kritiska omradet.
Hypotesprovning: Steg 4
Om viardet pa teststatistikan faller inom det kritiska omradet férkastas Ho.

e Det kritiska omradet brukar vanligen viljas sa att sannolikheten for att fa
ett virde pa teststatistikan som faller inom det kritiska omradet &r bara
0.05 eller 0.01 om Hj &r sann.

e Sannolikheten for att observera ett virde pa teststatistikan som faller inom
det kritiska omradet givet att Hy dr sann kallas testets signifikansniva och
betecknas «.

— Man talar ofta om t.ex. "test pa 5%-nivan” eller "test pa 1%-nivan”.

e Ett virde pa teststatistikan som faller inom det kritiska omradet sdgs vara
signifikant.

OBS! Att Hj inte forkastas bevisar ingalunda att nollhypotesen ar sann.

Figur 17: Kritiskt omrade for ett tvasidigt test pa 5%-nivan (o = 0.05) da
teststatistikan foljer en normalfordeling.

Typ I och typ II -fel och testets styrka

o Testets signifikansniva o kan &ven tolkas som sannolikheten att forkasta
Hy da den &r sann, dvs. sannolikheten for ett typ I -fel.

e I hypotesprévning kan man ocksa bega ett annat slags fel, nimligen att 1a-
ta bli att forkasta Hg da Hy r sann. Sannolikheten for det sk. typ II -felet
brukar betecknas f3.

e De tva felen hinger ihop sa att om man minskar risken for den ena kommer
risken for den andra att 6ka. Genom att oka pa stickprovsstorleken kan
man dock minska bada riskerna samtidigt.
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o Testets styrka dr dess formaga att forkasta en felaktig nollhypotes. Da Hy
ar sann definieras styrkan som 1 — S.

Tabellen nedan sammanfattar de olika besluten samt deras konsekvenser vid
hypotesprévning:

Verklighet Beslut

H, forkastas Hj forkastas ej
Hy sann | Typ I -fel (a-fel) | Korrekt

H, sann | Korrekt Typ II -fel (3-fel)

p-varden

e Vi paminner oss om att ju mera extremt ("véldigt stort” och/eller "vildigt
litet”) virde pa teststatistikan vi observerar, desto mindre stod far Hp.

e p-virdet dr sannolikheten for att erhalla ett virde pa teststatistikan som
ar minst lika extremt som det som man faktiskt observerat givet att Hy
ar sann.

o T.ex dr da

— ett p-virde som #r < 0.05 dr signifikant pa 5%-nivan
— ett p-virde som ar < 0.01 &r signifikant pa 1%-nivan.

Signifikans och tolkning av p-virden

o Ett statistiskt signifikant resultat behover inte nddvindigtvis ha nagon
praktisk relevans.

— T.ex. d& man jamfoér virdet pa en variabel hos tvd mycket stora
grupper kan man ldtt upptécka en statistiskt signifikant skillnad som
dock &r sa liten att den i praktiken inte har nagon relevans.

e Da uppdelningen i ”signifikanta” och "icke-signifikanta” resultat &r nagot
konstgjord, dr det i manga fall mera meningsfullt att endast rapportera
det erhallna p-virdet och sedan verbalt tolka huruvida resultatet talar
emot Hy.

e En vanlig missuppfattning ar att tro att p-viirdet dr anger sannolikheten
for att Hy ar sann. Detta stimmer inte.

o I stéllet anger alltsa p-virdet hur trovirdigt det observerade datamateri-
alet dr ifall Hy vore sann. Foga trovirdiga data (litet p-vérde) talar da
alltsd emot Hj.

e Mer om p-vérden, se

— http://en.wikipedia.org/wiki/P_value
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samt speciellt den i Wikipedia-artikeln ovan citerade artikeln

— http://www.pubmedcentral.nih.gov/articlerender.fcgi?tool=
pubmed&pubmedid=11159626.

7.2 En del vanliga test
Test av vantevirde da ¢ ar kiant

Vi har ett stickprov fran en population vars vintevirde p dr okéint medan stan-
dardavvikelsen o antas vara kdnd, och vi 6nskar testa hypotesen

Ho:p=po.
En lamplig testvariabel dr da

_y_/io
~ a/yn

I ett tvasidigt test lagger vi upp mothypotesen

Hy:p# o

~ N(0,1).

I ett test pé signifikansnivé « forkastar vi Ho om 2 < —z4/2 eller z > z, /o, dér
nagra vanligt anvinda véirden for z, /o dr:

Zasp | 196 254 3.29
o [0.05 0.01 0.001

Har vi i stéllet ett ensidigt test formuleras mothypotesen antingen som
Hy:p < pp.

eller som
Hy:p> po-

Om Hi : p < pg forkastas Hy ifall 2 < —z, och om Hy : p > pg férkastas Hy
ifall z > z,. Nagra vanligt anvinda virden for z, ar:

Zo | 164 233 3.09
a [ 0.05 0.01 0.001

Test av viantevirde da o ar okint

Vi har ett stickprov fran en normalférdelad population vars vantevirde p och
standardavvikelse o dr okdnda, och vi 6nskar testa hypotesen

Ho:p=po.
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En lamplig testvariabel ar da

:X*MO
s/ymn

vilken foljer en t-fordelning med frihetsgraderna df = n—1. De tva- och ensidiga
mothypoteserna lagger vi upp som tidigare.

T

o I ett tvasidigt test pa signifikansniva a forkastas Ho om ¢ < —t,/5 eller
t>tq2, dir t,)o ér ett sddant véirde ur en ¢-fordelning att

P(T < —to)s) + P(T > toys) = .

o | ett ensidigt test med mothypotesen H; : p < po och signifikansnivan o
forkastas Hy om t < —t,.

e | ett ensidigt test med mothypotesen H; : p > po och signifikansnivan o
forkastas Hyg om t > t,.

e t, ar ett sddant virde ur en t-férdelning att

PT>t,) =«.

Det ovan beskrivna testet kallas ofta for ¢-test, eftersom testvariabeln foljer en
t-fordelning.

Exempel. 21. Vi antar att variablen X i en population dr normalférdelad med u och
o okédnda. Vi drar ett stickprov om n = 60 enheter och rdknar stickprovsmedelvirdet
och -standardavvikelsen, vilka blir = 16.51 resp. s = 1.23. Lat oss nu préva hypotesen

Hop:p=17.0 mot
Hy:p#170.

Vi har da ett tvasidigt test och bor alltsa forkasta Ho om 7 dr antingen tillrackligt
stort eller tillrackligt litet.Vi rdknar nu véirdet pa testvariabeln

Tpo _ 1651170 _ o

= s/vn  1.23/1/60
Det erhallna vérdet jamfor vi med det kritika vérdet for signifikansnivin o = 0.05 i
en t-fordelning med frihetsgraderna df = 60 — 1. T.ex. med hjélp av en tabell finner
vi att det kritiska vdrdet i detta fall &r ¢,/o = 2.00. Eftersom teststatistikans virde ar
t = —3.09 < —tq/2 = —2.00 foérkastar vi Hp. Vi kunde alternativt ha baserat beslutet
pa att det tvasidiga p-virdet 0.003 &r mindre dn 0.05.

Jamforelse av tva vanteviarden da o ar oként

Vi har tva normalférdelade populationer och drar ett stickprov fran vardera.
Lat storleken pa stickproven vara nq respektive no. Vi antar att populationernas
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standardavikelser oq resp. o9 dr okdnda men har orsak att tro att de dr (néstan)
lika, dvs. 07 = 09 = 0. Vi Onskar testa hypotesen

Ho:pa = p2,
vilken &ven kan formuleras som Hg : 1 — 2 = 0. En ldmplig testvariabel dr da
X - X
Sp/ 7%1 + E

dér s, ar den "poolade” standardavvikelsen. T f6ljer da en t-férdelning med
frihetsgraderna df = n; 4+ no — 2. Mothypotesen dr nagon av foljande:

o Hy:pa # po
o Hy:pp < po
o Hy:pqg > po.

H, forkastas enligt samma principer som i det nyss introcuerade t-testet (dven
detta ar ett t-test).

Jamfo6relse av proportioner

Vi har tva populationer. I vardera populationen har en okéind andel av enheterna
en viss egenskap. Vi betecknar andelarna p; och ps. Vi drar var sitt stickprov
av storlek ny resp. no fran de tva populationerna. Lat X; beteckna antalet
enheter i det forsta stickprovet med den sokta egenskapen och lat Xs beteckna
motsvarande antal i det andra stickprovet. Andelen enheter med egenskapen i

vardera stickprov ges da av 2 resp. &2,
ny no

e Vi vill nu understka om andelarna p; och ps, vilket motsvaras av nollhy-
potesen

Hy:p1=p2,
vilken &ven kan formuleras som Hy : p1 — p2 = 0.
e En lamplig testvariabel ar da
X, X
7 - n1 na
JEO-DGE+ L)

déir p = 2122 Variabeln Z foljer en N(0, 1)-fordelning.

ni

e Mothypotesen &r nagon av foljande:

— Hy:p1 # p2
— Hy:p1 <p2
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— Hy:p1 > pa.

Eftersom testvariabeln foljer en standardiserad normalfordelning, forkastas Hy
enligt samma principer som t.ex. vid test av vintevirde da o ar ként.

Exempel. 22. 1 ett forberedande skede av en genetisk studie vill man ta reda pé
om andelen brunégda invanare i tva stider A och B ir lika. De okinda proportionerna
betecknas pa resp. pp. Ett stickprov dras ur populationerna i vardera stéder. I stad
A omfattar stickprovet na = 150 individer, av vilka antalet brundgda ar x4 = 103.
Motsvarande tal for stad B ar ng = 120 och 5 = 77

Vi ldgger upp hypoteserna

Ho :pa =pB
Hy :pa #pB.

Testvariabeln raknar vi enligt den angivna formeln:

103 7

z = 150 120 ~ 0.78 .
2 1 1 1
5'5’(150+ 120)

Testar vi hypotesen pa signifikansnivan o = 0.05 far vi att z = 0.78 < zo = 1.96, alltsa
later vi bli att forkasta Hop.
Test av regressionskoefficient

Vi har i borjan av kursen bekantat oss med regressionsmodeller dir man &r
intresserad av ett funktionellt samband mellan en beroende variabel och en
eller flera forklarande variabler.

e Lat oss nu anta att tva variabler X och Y i en population har foéljande
linjéra samband

Y =a+ (- X + (slumpméssigt fel) .
e « och (8 ar har okdnda parametrar vars virden skattas fran ett stickprov.
I praktiken gors detta oftast med hjilp av ett statistiskt programpaket.

e [ utskriften av en dylik regressionsanalys brukar det utdver det skattade
virdet pa regressionskoefficienten dven anges ett p-virde, vilket hor ihop
med ett test av hypoteserna

Ho:ﬂ:O
leﬁ#ov

didr Hy innebér att det inte finns nagot samband mellan variablerna X
och Y medan H; innebéar att det finns ett samband.

Testet dr baserat pa en t-férdelning och har den bekanta tolkningen av att ju
mindre p-viardet dr desto mer talar det emot Hy.
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Forteckning 6ver vanliga test

En forteckning 6ver vanliga test hittas pa sidan
http://en.wikipedia.org/wiki/Hypothesis_testing#Common_test_statistics

7.3 Nagra icke-parametriska test
Icke-parametriska test

e DA vi inte testar vardet pa en parameter utan dr ar t.ex. intresserade av
formen pa en fordelning talar vi om ett icke-parametriskt test.

e Icke-parametriska test anviands ofta d4 man inte kan gbra antaganden om
normalfordeling eller da data dr métta pa nominal- eller ordinalskala.

e Ett par vanliga icke-parametriska test ar

— Mann-Whitney-Wilcoxon testet
http://en.wikipedia.org/wiki/Mann-Whitney-Wilcoxon

— Kolmogorom-Smirnov testet
http://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov-Smirnov_test

e Ett av de mest anvinda icke-parametriska testen ar det sk. y2-testet, vilket
det finns flera olika varianter av.
Test av fordelning med y2-test

For att testa hur vél frekvensfordelningen pa ett klassificerat datamaterial stam-
mer &verens med en forvintad fordelning kan man anvinda ett y2-test. Hypo-
teserna i ett dylikt test laggs upp som foljande:

e Hj : Den forvantade och observerade férdelningen ar lika.
e H; : Den forvantade och observerade férdelningen &r olika.
Viardet pa testvariabeln berdknas enligt formeln
2\~ (00 — Ey)?

dér O; = observerad frekvens och F; = forvantad frekvens under antagande att
Hy ar sann. Summeringen sker 6ver alla klasser i férdelningen.

e Di Hy &r sann, foljer testvariabeln en y2-férdelning med frihetsgraderna
df = k—r—1, dar k dr antalet klasser och r &r antalet parmametrar som
har skattats fran datamaterialet.

e | det allra enklaste fallet jAmf6r vi den observerade fordelningen med en
likformig fordelning, vilket inte kriver skattning av parametrar. Frihets-
graderna blir da df =k — 1.
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e H, forkastas om testvariabelns viirde y? 6verskrider det signifikansnivan
« motsvarande kritiska virdet x2 i en y?-férdelning med frihetsgraderna

df.

Exempel. 23. Ledningen for ett féretag misstéinker att en del anstéllda har tagit for
vana att forlinga veckoslutet genom att sjukanmila sig for fredag och/eller mandag.
Saken f6ljdes upp under fyra veckors tid. Ifall ledingens misstanke &r obefogad, skulle
vi forvénta oss att sjukfranvarona fordelar sig jamnt 6ver alla arbetsdagar. Resultatet
blev foljande:

Veckodag ma | ti | on | to | fre
Observerade franvaron | 49 | 35 | 32 | 39 | 45
Forvantade franvaron 40 | 40 | 40 | 40 | 40

Vi lagger upp f6ljande hypoteser:

Hy : Franvarona fordelar sig jimnt 6ver alla veckodagar.

H; : Franvarona fordelar sig inte jamnt Gver alla veckodagar.

Enligt den tidigare angivna formeln blir virdet pa testvariabeln

4.9.

2 (49 —40)* (35 —40)* (45 — 40)*
X= 40 + 40 Tt 40 =

Eftersom den forvintade fordelningen ar likformig behdver inga parametrar skattas.
Vi jamfor saledes testvariabelns virde med en x2-fordelning med frihetsgraderna df =
5 — 1 = 4. Viljer vi signifikansnivdn o = 0.05 far vi det motsvarande kritska virdet
9.488 t.ex ur en tabell. Eftersom testvariabelns vérde inte Gverskrider det kritiska
vérdet forkastar vi inte Ho.

8 Analys av korstabeller
Korstabeller
e Vi har tidigare under kursen redan bekantat oss med korstabeller.

e [ en korstabell redovisar man fordelningen pa tva eller flere, vanligen kva-
litativa variabler.

e Ocksd om man har att gora med i princip kvantitativa variabler kan det
ibland vara skil att Gvergd till att studera enbart fordelningen pa olika
klasser.

Test av oberoende med y2-test

Ett liknande y2-test som anviindes for test av fordelning kan #ven anviindas for
att testa oberoende av tva korstabulerade variabler.
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Tabell 6: Exempel pa en korstabell.

Rokvanor Socioekonomisk status || Summa
Hog | Medel Lag
Roker 51 22 43 116
Rokt tidigare 92 21 28 141
Aldrig rokt 68 9 22 99
[ Summa | 211 [ 52 93 [ 356

e Virdet pa testvariabeln beriknas enligt formeln

5 (Oij — Eij)?
X - Z EZJ )

i=1 j=1

dér O;; = observerad cellfrekvens och E;; = forvintad cellfrekvens under
antagande att Hy ar sann. Summeringen sker 6ver de k raderna och [
kolumnerna i korstabellen.

e Da Hy ér sann, foljer testvariabeln en y2-férdelning med frihetsgraderna
df = (k—=1)(1-1).

e H, forkastas enligt samma principer som i det tidigare introducerade y2-
testet.

Hypoteserna i ett y?-oberoendetest &ir

Hy : Inget samband, dvs. variablerna oberoende av varandra.
H; : Det finns ett samband.

Vi later p;; beteckna sannolikheten for att en observation tillhér en viss cell i
korstabellen. Om variablerna ir oberoende blir sannolikheten for att en obser-
vation tillhor en viss cell

pi; = P(observationen tillhér rad ¢ och kolumn j)

= P(observationen tillhor rad ¢) - P(observationen tillhér kolumn j) .

De forvintade cellfrekvenserna réknas alltsa

P (summan av rad 7) - (summan av kolumn j)
ij = :

n

Exempel. 24. For att underséka effekten av ett nytt vaccin pa en sjukdom ges 70
frivilliga férsékspersoner vaccinet. I undersékningen ingar &ven en lika stor kontroll-
grupp. De sammanlagt 140 personerna f6ljs upp under en viss tid och man erhaller
foljande resultat:

47



Har insjuknat | Har ej insjuknat | Tot.

Har vaccinerats 20 50 70
Har ej vaccinerats 40 30 70
Tot. 60 80 140

Fo6ljande hypoteser formuleras:

Hy : Vaccinet har ingen effekt.
H, : Vaccinet forebygger sjukdomen.

Om vaccin och sjukdom &r oberoende skulle vi férvianta oss f6ljande:

Har insjuknat | Har ej insjuknat | Tot.
: 70-60 _ 70-80 _
Har vaccinerats 120 = 30 110 = 40 70
. . 70-60 __ 70-80 __
Har ej vaccinerats 110 = 30 120 = 40 70
Tot. 60 80 140

Fran de tva korstabellerna riknar vi sedan viardet pa testvariablen

2 (20-30)%  (40-30)* = (50 —40)*> (30 —40)*
X = 30 + 30 + 10 + 10 =11.7.
Med signifikansnivan o = 0.01 och frihetsgraderna df = (2 —1)(2 —1) = 1 foérkastar vi

Hy eftersom x? = 11.7 > x2 = 6.635.

Betingat oberoende och Simpson’s paradox

Tva variabler som till synes verkar beroende kan vara oberoende om man tar
hénsyn till en tredje variabel. Detta kallas betingat oberoende.

o I foljande introduktion till analys av korstabeller behandlas &ven betingat
oberoende:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/statistikl/AnalysAvKorstabeller.pdf.

e Texten tar d&ven upp det sk. Simpson’s paradoxet. For definition och flera
exempel, se

http://en.wikipedia.org/wiki/Simpson’s_paradox.

e Allmént om betingat oberoende:
http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/statistikl/MarginelltBetingat.pdf

Oddskvot och relativ risk

Ett matt som ibland anvinds for att beskriva graden av ett samband mellan tva
korstabulerade dikotoma (=av typen ja/nej) variabler r oddskvoten (férkortas
ofta OR fran odds ratio).
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Vi definierar forst oddset for hindelsen A:

P(Aintriffar) ~ P(A)  P(A)
P(A intriiffar j)  P(A¢) 1— P(A)’

Om det ar lika sannolikt att handelsen A intraffar som att den inte intraffar
far oddset vardet 1.

Odds kan dven berdknas for betingade sannolikheter. T.ex. rdknas oddset
for att insjukna i ev viss sjukdom givet att man har vaccinerats:

P(Sjuk|Har vaccinerats)  P(Sjuk|Har vaccinerats)
P(Ej sjuk|Har vaccinerats) 1 — P(Sjuk|Har vaccinerats) -

Oddskvoten definieras som kvoten mellan tva odds. Vi kan d& t.ex. rdkna

P(Sjuk|Har vaccinerats)
OR — P(Ej sjuk|Har vaccinerats)
P(Sjuk|Har ej vaccinerats)
P(Ej sjuk|Har ej vaccinerats) ’

vilket talar om for oss hur stort oddset ar for att insjukna da man blivit
vaccinerad i forhallande till motsvarande odds da man ej blivit vaccinerad.
Resultatet tolkas pa foljande sétt

— OR < 1: vaccinering minskar oddset for att insjukna

— OR = 1: vaccinering pdverkar inte oddset for att insjukna

— OR > 1: vaccinering dkar oddset for att insjukna.

Ett matt som #r ganska likt oddskvoten &r den sk. relativa risken (forkor-
tas ofta RR), vilken i fallet ovan rdknas som

RRE — P(Sjuk|Har vaccinerats)
~ P(Sjuk|Har ej vaccinerats)
For sma virden &r OR ~ RR.

Fastdn RR dr nagot enklare och mera intuitiv &n OR dr den senare ofta
mera anviandbar i statistiska analyser.

Mera om oddskvoten och dess egenskaper:

http://www.pubmedcentral.nih.gov/articlerender.fcgi?artid=1127651

9 Variansanalys och forsoksplanering

Variansanalys

Vi har tidigare i form av ett ¢-test bekantat oss med jamforelse av vintevirden
fran tva normalférdelade populationer med lika standardavvikelse. Variansanalys
(forkortas ofta ANOVA fran analysis of variance) ar en generalisering av det
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ovannidmnda testet for tva eller flera vintevirden. Namnet kan te sig nagot vil-
seledande da det ju dr vdntevirden man testar. Det har dock sitt ursprung i
att den sk. F-testvariabeln som metoden bygger pa kan tolkas som en kvot av
varianser bildade pa tva olika sétt.

e I variansanalys antar vi alltsd att vi har k oberoende (mdojligtvis olika
stora) stickprov fran lika manga normalférdelade populationer med lika
standardavvikelse, dvs. 01 =09 = ... =0 = 0.

e Hypoteserna kan formuleras pa foljande sétt:

Hy:pr=po=...= g
H; : Atminstone ett av viinteviirdena skiljer sig fran de andra.

e F-testvariablen dr en kvot av spridningen mellan och spridningen inom
de k grupperna. Om H, &ar sann foljer variabeln en F-férdelning med
frihetsgraderna df = (k—1,n—k), dir n dr det totala antalet observationer.

o H, forkastas pa signifikansnivan o om testvariabelns virde 6verskrider det
kritiska véardet f, i en F-fordelning med frihetsgraderna (k — 1,n — k).

Exempel. 25. Vi har fyra stickprov fran normalt férdelade populationer. Av tabellen
nedan framgar storleken, medelvirdet och variansen for respektive stickprov:

n; 7 5 6 6
Z | 24 33 34 26
s2 1025 034 010 0.05

Enligt Ho har alla populationer samma vintevirde. Om det nu visar sig att sprid-
ningen mellan stickproven &dr stor jamfért med spridningen inom stickproven har vi
orsak att tro att Ho dr falsk. Spridningen mellan stickproven &r 1.53 medan den ge-
nomsnittliga spridningen inom stickproven ér 0.18 (vi hoppar hiir 6ver utrdkningarna).
F-testvariabeln far da virdet 1.53/0.18 = 8.66. Det kritiska virdet for en F-fordelning
med frihetsgraderna (4 — 1,24 — 4) pa signifikansnivin a = 0.05 dr 3.10. Eftersom
8.66 > 3.10 forkastar vi Ho.

Experimentella forsok

e Variansanalysen &r en metod som primirt utvecklats for att analysera
resultat av experimentella férsok.

o [ ett typiskt experimentellt forsok jamfor man effekten av olika behand-
lingar, vilket har ska uppfattas som en allmin bendmning pa nagot som
man utsatter forsoksenheter for.

e Till skillnad fran ett icke-experimentellt forsok kan man i ett experimen-
tellt forsok paverka vilka enheter som far vilken behandling.
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o Ett vil utfort experimentellt forsck medger sékrare slutsatser dn ett icke-
experimentellt forsok.

Exempel. 26.

e For att jimfora tva medicinska preparat A och B ger en likare det ena till en
patientgrupp och det andra till en annan patientgrupp och jamfor resultaten.

o Ett foretag 6verviger att ersétta nuvarande tillverkningsmetod A med en ny me-
tod B. Fér att underséka om den nya metoden dr battre &n den gamla tillverkar
man ett antal enheter enligt vardera metoden och jamfor resultatet.

e For att jamfora tre olika undervisningsmetoder delas eleverna i en arskurs i
borjan av terminen slumpmaissigt in i tre grupper. I slutet av terminen jamfor
man den genomsnittliga utvecklingen bland eleverna i de tre grupperna.

Flervigs variansanalys

e Den typ av variansanalys vi ovan har diskuterat kallas for envégs variansanalys

eftersom indelningen i grupper sker enligt en typ av behandling (t.ex. me-
dicinskt preparat, tillverkningsmetod, undervisningsmetod. . .).

e Analyserar man kombinationer av flera typers behadlingar anvinder man
sk. flervigs variansanalys.

e Mera om variansanalys, se
http://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of _variance

Forsoksplanering

e Med forsoksplanering strdvar man efter att kontrollera effekten av faktorer
som kan paverka tillforlitligheten av statistiska analyser i samband med
ett experimentellt forsok.

e Nagra for forscksplanering centrala begrepp och tekniker ar:

— Randomisering, dvs. slumpmissig allokering av férstksenheter i olika
behandlingsgrupper for att minska pa inverkan av okinda systema-
tiska fel pa slutsatserna.

— Replikering, vilket betyder att man gor upprepade matningar av sam-
ma enhet for att fa en uppfattning av métfelet.

— Indelning av liknande enheter i block for uppna béttre precision ifall
det finns stor variation bland enheterna.

e Ett par vanliga forscksplaner &r:

— Fullsténdigt randomiserat experiment (CRD, Completely Randomi-
zed Design), se t.ex.
http://courses.ncssm.edu/math/Stat_Inst/PDFS/RanDesgn.pdf.
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— Randomiserat blockexperiment (RBD, Randomized Block Design), se
t.ex.
http://en.wikipedia.org/wiki/Randomized_block_design.
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