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Kapitel 1InledningDetta kompendium är i huvudsak skrivet av Daniel Djupsjöbaka. Jag hargjort en del korrigeringar, satt till några exempel samt ritat �gurer.Det som tas upp är integraler (kapitel 2), komplexa tal (kapitel 3), sanno-likhetslära (kapitel 4) samt summor oh talföljder (kapitel 5). Kompendietbaserar sig på bökerna Gymnasiematematik FII oh FIII, skrivna av Oinas-Kukkonen m.�.Sådant som tagits upp i kompendiet för Propedeutisk matematik I (skrivetav Daniel Djupsjöbaka, bearbetat av Mikael Kurula) antas vara bekant.Åbo 29.9.2007, Malin Hägg
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Kapitel 2Integraler
2.1 Derivata oh primitiv funktionI kursen Propedeutisk matematik I bestämde vi derivatan till en viss funktion.Exempel 2.1

Dlnx =
1

x

D
1

4
x4 =

1

4
· 4x3 = x3.Vi skall nu gå baklänges. Vi skall bestämma en funktion vars derivata ärgiven.Exempel 2.2Om det är givet att f ′(x) = 3x2, hur ser då f(x) ut?De�nition 2.1 Funktionen f är de�nierad i intervallet I. Då är F en pri-mitiv funktion till f om

F ′(x) = f(x), för alla x ∈ I.Exempel 2.3
F (x) = x3

3
+ x2

2
oh G(x) = x3

3
+ x2

2
+ 1 är primitiva funktionertill f(x) = x2 + x, ty:

F ′(x) = G′(x) = x2 + x = f(x).4



KAPITEL 2. INTEGRALER 5Till en funktion �nns det alltså många primitiva funktioner.Exempel 2.4Visa att F (x) =
√

x2 + 1 är en primitiv funktion till f(x) =
x√

x2+1
.Från Propedeutisk matematik I vet vi att Dfn = nfn−1 · f ′. Medhjälp av detta fås att derivatan av F (x) blir

D(
√

x2 + 1) = D(x2 + 1)
1

2 =
1

2
(x2 + 1)−

1

2 · 2x =
x√

x2 + 1
.Sats 2.2 Om F är en primitiv funktion till f , är alla funktioner av typen

F + C (där C är en konstant) oh endast dessa, primitiva funktioner till f idet intervall där f är de�nierad.Detta betyder alltså att om vi har hittat en primitiv funktion, så har vi hittatalla! Dessa är av formen F + C.2.2 Primitiv funktion till intervallfunktionerVad krävs av en primitiv funktion?
• Enligt de�nitionen bör den vara deriverbar på hela sin de�-nitionsmängd, oh därför kontinuerlig.
• För polynomfunktioner är detta inget problem, men med in-tervallfunktioner måste vi vara försiktiga, speiellt i de punk-ter där funktionen kan vara diskontinuerlig.Exempel 2.5Bestäm alla primitiva funktioner till

f(x) =

{
x + 1, x ≤ 1
2, x > 1.Hur ser F (x) ut? (Vi går närmare in på hur man räknar ut dennai nästa avsnitt.)

F (x) =

{
1
2
x2 + x + C1, x ≤ 1

2x + C2, x > 1.Vi hade två krav, kontinuitet oh deriverbarhet:



KAPITEL 2. INTEGRALER 61. Är F (x) kontinuerlig?Krav:
lim

x→1+
F (x) = lim

x→1−
F (x) = F (1).Här gäller:

lim
x→1+

F (x) = lim
x→1+

(2x + C2) = 2 + C2

lim
x→1−

F (x) = lim
x→1−

(1

2
x2 + x + C1

)

=
3

2
+ C1Nu måste det gälla att 2 + C2 = 3

2
+ C1. Detta ger att

C1 = C2 + 1
2
.

∴ F (x) =

{
1
2
x2 + x + 1

2
+ C2, x ≤ 1

2x + C2, x > 1.2. Är F (x) deriverbar?Krav:
lim

x→1+
F ′(x) = lim

x→1−
F ′(x).Här fås:

lim
x→1+

F ′(x) = lim
x→1+

2 = 2

lim
x→1−

F ′(x) = lim
x→1−

(x + 1) = 2.

F (x) är alltså deriverbar oh ges av
F (x) =

{
1
2
x2 + x + 1

2
+ C2, x ≤ 1

2x + C2, x > 1.Exempel 2.6Undersök om det �nns primitiva funktioner till
f(x) =

{
x, x ≤ 1
0, x > 1.Här är

F (x) =

{
1
2
x2 + C1, x ≤ 1

C2, x > 1.



KAPITEL 2. INTEGRALER 7Kontinuitetskravet ger att
lim

x→1+
F (x) = lim

x→1−
F (x) ⇔ C2 =

1

2
+ C1.

∴ F (x) =

{
1
2
x2 + C1, x ≤ 1

1
2

+ C1, x > 1.Är denna deriverbar?Nej, ty
lim

x→1+
F ′(x) = lim

x→1+
0 = 0 6= lim

x→1−
F ′(x) = lim

x→1−
x = 1.I det första exemplet existerade det en primitiv funktion, men inte i det and-ra. I det första exemplet var funktionen kontinuerlig, men inte i det andra.Följande sats gäller, men bevisas inte:Sats 2.3 Om f är kontinuerlig på intervallet I existerar primitiva funktio-ner.Anmärkning 2.4 Det kan �nnas primitiva funktioner även om f är diskon-tinuerlig.2.3 Primitiv funktion till polynomfunktionerAtt derivera är ofta mekaniskt. Vi har klara regler som det är lätt att använ-da. För att hitta primitiva funktioner krävs ofta upp�nningsrikedom.Vi har dok en hel del regler som hjälper oss oh i nästan alla de exempel vigår igenom på kursen klarar vi oss med dessa.Man kan ej uttryka elementära primitiva funktioner till exempelvis följandefunktioner: √

x3 + 1,
sin x

x
.Att hitta en primitiv funktion kallas att integrera. I Propedeutiska matema-tik I hade vi:



KAPITEL 2. INTEGRALER 8Derivataoperatorn: DNu använder vi:Integrationsoperatorn: D−1Det gäller att
Df(x) = f ′(x),

D−1f(x) = F (x) + C.Integrationsoperatorn oh derivataoperatorn är varandras inverser, ty
D(D−1f(x)) = f(x),

D−1(Df(x)) = f(x) + C.Vi presenterar nu några regler som vi kan använda vid integration:1. D−1[cf(x)] = cD−1f(x),d.v.s. en konstant kan �yttas utanför operatorn.2. D−1[f(x) + g(x)] = D−1f(x) + D−1g(x).3. D−1xa = xa+1

a+1
+ C, a 6= −1.Jag presenterar ett bevis för påstående 3:Bevis: D xa+1

a+1
= 1

a+1
Dxa+1 = 1

a+1
(a + 1)xa = xa. Observera att detta gällerdå a 6= −1.De regler vi har gör nu att vi kan bestämma primitiva funktioner till allapolynomfunktioner.Exempel 2.7

D−1(3x4)
(1)
= 3D−1x4 (3)

= 3
5
x5 + C.Exempel 2.8

D−1(x2 +5x+1)
(2)
= D−1x2 +D−15x+D−11 = 1

3
x3 + 5

2
x2 +x+C.



KAPITEL 2. INTEGRALER 9Exempel 2.9
D−1

√
x = D−1x

1
2 = 1

3

2

x
3
2 + C = 2

3
x
√

x + C.Exempel 2.10
D−1 1

x2 = D−1x−2 = 1
−1

x−1 + C = − 1
x

+ COvanstående resultat gäller om de�nitionsmängden är samman-hängande. Om vi har Df = R \ {0} så leder detta till att
D−1 1

x2
=

{
− 1

x
+ C1, x > 0

− 1
x

+ C2, x < 0.Här är konstanterna C1, C2 oberoende av varandra, ty vi kanändå inte göra funktionen kontinuerlig för x = 0.Exempel 2.11Sök primitiva funktioner till
f(x) =

1 + x2

x5
, x > 0.Vi skriver om f(x) oh får

f(x) =
1 + x2

x5
=

1

x5
+

1

x3
= x−5 + x−3.Detta ger

F (x) = D−1f(x) = D−1(x−5 + x−3) =

−1

4
x−4 +

(

−1

2
x−2
)

+ C = − 1

4x4
− 1

2x2
+ C.Om vi här antar att Df = R \ {0} skulle vi få följande primitivafunktion:

F (x) =

{

− 1
4x4 − 1

2x2 + C1, x > 0
− 1

4x4 − 1
2x2 + C2, x < 0.



KAPITEL 2. INTEGRALER 102.4 Primitiv funktion till transendenta funk-tionerVad är transendenta funktioner?
• Det är funktioner som ej kan de�nieras med +,−, ∗, / eller rotdragning.
• Exempel är log x, ex, sin x o.s.v.Exempel 2.12

D ln x =
1

x
, x > 0,

D ln(−x) =
1

x
, x < 0.

∴ D−1 1

x
= ln x + C, x > 0,

D−1 1

x
= ln(−x) + C, x < 0.Vi har följande regler för transendenta funktioner:1. D−1 1

x
= ln |x| + C, i ett intervall som inte innehåller x = 0.2. D−1ex = ex + C,3. D−1ax = ax

ln a
+ C,4. D−1 sin x = − cos x + C,5. D−1 cos x = sin x + C,6. D−1 1

cos2 x
= D−1(1 + tan2 x) = tan x + C,för alla intervall som inte innehåller x = π

2
+ nπ, n ∈ Z, d.v.s. där

cos x = 0,7. D−1 1
sin2 x

= D−1(1 + cot2 x) = cot x + C,för alla intervall som inte innehåller x = nπ, n ∈ Z, d.v.s. där sin x = 0.



KAPITEL 2. INTEGRALER 11Exempel 2.13Bestäm de primitiva funktionerna F (x) dåa)
f(x) =

3

x − 4
.Vi skriver om f(x) som f(x) = 3 · 1

x−4
. Med hjälp av regel 1 fåsdå att

F (x) = 3 ln |x − 4| + C.b)
f(x) =

32x

3x
.Här fås att f(x) = 32x

3x = 3x oh då fås med hjälp av regel 3 att
F (x) =

3x

ln 3
+ C.)

f(x) =
sin2 x + 1

sin2 x
.Nu gäller att f(x) = sin2 x+1

sin2 x
= 1 + 1

sin2 x
. Då fås enligt regel 7 att

F (x) = x + cot x + C.d)
f(x) = tan2 x.Omskrivning ger f(x) = tan2 x = (1 + tan2) − 1. Enligt regel 6fås

F (x) = tan x − x + C.



KAPITEL 2. INTEGRALER 12Exempel 2.14Bestäm primitiva funktioner till
f(x) =

1 −√
x +

√
x3

x
.Vi börjar med att dela upp f(x) oh får

f(x) =
1 −√

x +
√

x3

x
=

1

x
− x

−

1
2 + x

1
2 .Vi drar oss till minnes att D−1xa = xa+1

a+1
+ C.Då fås

F (x) = ln |x| − 2x
1
2 +

2

3
x

3
2 + C.Det måste gälla att x > 0 för att uttryket skall vara de�nierat.Detta ger att

F (x) = ln x − 2
√

x +
2

3
x
√

x + C.Exempel 2.15Bestäm f(x) då f ′′(x) = − sin x.Vi använder oss av reglerna 4 oh 5 oh får
f ′′(x) = − sin x,

f ′(x) = cos x + C,

f(x) = sin x + Cx + C1.



KAPITEL 2. INTEGRALER 132.5 Primitiv funktion till sammansatta funk-tionerDetta är ett viktigt oh myket grundläggande avsnitt. I tidigare avsnitt harvi sett på en del grundregler, men på enbart dessa klarar man sig inte. Viskall se på ett exempel som belyser detta:Exempel 2.16
D−1 sin 2x 6= − cos 2x + C,ty

D(− cos 2x) = 2 sin 2xp.g.a. inre derivatan.Vi drar oss till minnes deriveringsregeln för sammansatta funktioner:
D(g(f(x)) = g′(f(x))f ′(x),där f ′(x) är det vi kallar inre derivata.Ovanstående regel ger oss integreringsregeln

D−1(g′(f(x))f ′(x)) = g(f(x)) + C.Den inre derivatan �äts alltså upp� vid integrering.Exempel 2.17
D−1 sin 2xFör att kunna använda ovanstående regel bör f ′(x) �nnas med iuttryket. I detta fall är inre derivatan 2 (D2x = 2). Vi kan intebara sätta till 2, ty då ändrar vi den ursprungliga funktionen.Därför sätter vi in 1

2
· 2 framför sin 2x. Då fås

D−1 sin 2x = D−1
(1

2
· 2 · sin 2x

)

=
1

2
D−1(2 sin 2x) =

1

2
· (− cos 2x) + C = −1

2
cos 2x + C.



KAPITEL 2. INTEGRALER 14Speiellt gäller följande regel:
D−1(f ′(x)(f(x))a) =

1

a + 1
(f(x))a+1 + C, a 6= −1.Exempel 2.18Bestäm primitiva funktioner tilla)

g(x) = (4x + 3)3Här är inre derivatan 4, ty D(4x + 3) = 4.Detta ger:
G(x) = D−1g(x) = D−1(4x + 3)3 = D−1 1

4
· 4 · (4x + 3)3 =

1

4
D−14(4x + 3)3 =

1

4
· 1

4
(4x + 3)4 + C =

1

16
(4x + 3)4 + C.b)

g(x) =
√

1 − 4xVi skriver om g(x) som g(x) =
√

1 − 4x = (1 − 4x)
1
2 .Inre derivatan är −4, ty D(1 − 4x) = −4 oh vi får:

G(x) = −1

4
D−1

(

(−4)(1 − 4x)
1
2

)

=

−1

4
· 2

3
(1 − 4x)

3
2 + C = −1

6
(1 − 4x)

3
2 + C.)

g(x) = (3x + 3)(x2 + 2x − 1)3Inre derivatan fås som D(x2 + 2x − 1) = 2x + 2. Denna �nns�nästan�.



KAPITEL 2. INTEGRALER 15För att ändra om 3x + 3 till 2x + 2 multiplierar vi med 2
3
. Kor-rigeringstermen blir alltså 3

2
.Då kan g(x) skrivas som:

g(x) = (3x + 3)(x2 + 2x − 1)3 =
3

2
· (2x + 2)(x2 + 2x − 1)3.Nu kan regeln ovan användas oh vi får

G(x) =
3

2
· 1

4
(x2 + 2x − 1)4 + C =

3

8
(x2 + 2x − 1)4 + C.d)

g(x) =
1

√
x
2
− 1Vi börjar med att skriva om g(x). Det gäller att g(x) = (x

2
−1)

−

1
2 .Inre derivatan är 1

2
. Detta ger

G(x) = D−1
(

2 · 1

2

(x

2
− 1
)−

1
2 )

=

2 · 2
(x

2
− 1
) 1

2

+ C = 4

√
x

2
− 1 + C.e)

g(x) =
2x − 1√

x2 − x + 1Skriver om g(x):
g(x) =

2x − 1√
x2 − x + 1

= (2x − 1)(x2 − x + 1)
−

1
2 .Deriverar x2−x+1 oh får att inre derivatan är 2x−1. Denna �nnsredan i g(x), vi behöver alltså inte sätta till någon inre derivata.

∴ G(x) = 2(x2 − x + 1)
1
2 + C = 2

√
x2 − x + 1 + C.



KAPITEL 2. INTEGRALER 16f)
g(x) = x2 sin x3Inre derivatan är 3x2. Vi sätter till 1

3
· 3. Detta ger

G(x) =
1

3
D−1(3x2)(sin x3) =

1

3
· (− cos x3) + C = −1

3
cos x3 + C.g)

g(x) =
cot x

sin xVi börjar än en gång med att skriva om g(x). Vi vet att
cot x =

1

tan x
=

cos x

sin x
.Detta ger

g(x) =
cot x

sin x
=

cos x

sin2 x
= cos x(sin x)2.Inre derivatan av sin2 x är cos x.Då fås

G(x) = D−1 cos x(sin x)2 =
(sin x)−1

−1
+ C = − 1

sin x
+ C.Vi sa att regeln för D−1(f ′(x)(f(x))a) inte gäller för a = −1. Vad händerifall a = −1?Vid derivering av ln f(x) fås:

f(x) > 0 : D ln f(x) =
f ′(x)

f(x)

f(x) < 0 : D ln(−f(x)) =
f ′(x)

f(x)



KAPITEL 2. INTEGRALER 17Detta ger upphov till regeln
D−1f ′(x)

f(x)
= ln |f(x)| + C, i alla intervall där f(x) 6= 0.Exempel 2.19Bestäm alla primitiva funktioner tilla)

f(x) =
x2

1 − x3
, x > 1.Derivatan av 1 − x3 är −3x2. Då fås

f(x) =
x2

1 − x3
= −1

3
· −3x2

1 − x3
.Detta ger

F (x) = −1

3
ln |1 − x3| + C.Det var givet att x > 1. Detta leder till att 1− x3 < 0, vilket geratt

F (x) =
1

3
ln(1 − x3) + C.b)

f(x) = tan x.Vi vet att tan x = sin x
cos x

samt att D cos x = − sin x. Det enda somsaknas är alltså minusteknet. Vi får
F (x) = D−1

(

−− sin x

cos x

)

= − ln | cos x| + C.Här vet vi inget om värdet på cos x, därför måste absolutbeloppetvara kvar.



KAPITEL 2. INTEGRALER 18)
f(x) =

sin 2x

1 + cos2 x
.Inre derivatan fås som

D(1 + cos2 x) = 2 cos ·(− sin x) = −2 sin x cos x.Vi vet att sin 2x = 2 sin x cos x så därför får vi
f(x) =

sin 2x

1 + cos2 x
= −−2 sin x cos x

1 + cos2 x
,vilket ger

F (x) = − ln |1 + cos2 x| + C = − ln(1 + cos2 x) + C,ty 1 + cos2 x > 0.d)
f(x) =

x2 + 2x

x − 1
.Här har täljaren högre gradtal än nämnaren. Då kan man dividerade rationella polynomen. (Detta görs t.ex med �trappstegsmeto-den�.) När detta gjorts erhåller vi att

f(x) =
x2 + 2x

x − 1
= x + 3 +

3

x − 1
.Nu använder vi kända metoder oh får

F (x) =
1

2
x2 + 3x + 3 ln |x − 1| + C.Om man deriverar funktionen ef(x) så får man f ′(x)ef(x). Detta ger regeln

D−1ef(x)f ′(x) = ef(x) + C.



KAPITEL 2. INTEGRALER 19Exempel 2.20Bestäm alla primitiva funktioner tilla)
f(x) =

e2x + 1

e2x
.Vi börjar med att skriva om f(x) en aning:

f(x) =
e2x + 1

e2x
= 1 +

1

e2x
= 1 + e−2x.Inre derivatan är −2 oh då får vi

F (x) = D−11 + D−1
(

−1

2
· (−2)e−2x

)

= x − 1

2
e−2x + C.b)

f(x) =
1

e2x+1
.Denna funktion kan skrivas som f(x) = e−2x−1. Inre derivatan är

−2 oh vi får
F (x) = D−1

(

−1

2

)

· (−2)e−2x−1 = −1

2
e−2x−1 + C = − 1

2e2x+1
+ C.)

f(x) = sin xecos x.Eftersom D cos x = − sin x så fås f(x) = (−1) · (− sin x)ecos x.De primitiva funktionerna ges nu av
F (x) = −ecos x + C.



KAPITEL 2. INTEGRALER 202.6 Sammanfattning över regler1. D−1[cf(x)] = cD−1f(x),d.v.s. en konstant kan �yttas utanför operatorn2. D−1[f(x) + g(x)] = D−1f(x) + D−1g(x)3. D−1xa = xa+1

a+1
+ C, a 6= −14. D−1 1

x
= ln |x| + C, i ett intervall som inte innehåller x = 05. D−1ex = ex + C6. D−1ax = ax

ln a
+ C7. D−1 sin x = − cos x + C8. D−1 cos x = sin x + C9. D−1 1

cos2 x
= D−1(1 + tan2 x) = tan x + C,för alla intervall som inte innehåller x = π

2
+ nπ, n ∈ Z, d.v.s. där

cos x = 010. D−1 1
sin2 x

= D−1(1 + cot2 x) = cot x + C,för alla intervall som inte innehåller x = nπ, n ∈ Z, d.v.s. där sin x = 011.
D−1(g′(f(x))f ′(x)) = g(f(x)) + C12.

D−1(f ′(x)(f(x))a) =
1

a + 1
(f(x))a+1 + C, a 6= −113.

D−1f ′(x)

f(x)
= ln |f(x)| + C, i alla intervall där f(x) 6= 014.

D−1ef(x)f ′(x) = ef(x) + C



KAPITEL 2. INTEGRALER 212.7 De�nition på integralVi skall i detta avsnitt de�niera begreppet integral. För att göra det börjarvi med ett exempel.Exempel 2.21Uppskatta storleken av det område som begränsas av parabeln
y = x2, koordinataxlarna oh linjen x = 1. (Se �gur 2.1).

1
x

y

y=x 2

1

Figur 2.1:Vi beteknar arean med A. Vi kan inte beräkna arean exakt medde metoder vi hittills har lärt oss, för den begränsas inte av ra-ka linjer. Grafen av y = x2 är ju inte en rät linje! Hur skall vi göra?Man kan tänka sig att på olika sätt uppskatta det begränsade om-rådet. Om vi drar en linje mellan punkterna (0, 0) oh (1, 1) servi att grafen ligger under denna. Arean måste alltså vara under
1
2
. (Se �gur 2.2).Arkimedes hade ett förslag. Han bestämde arean genom att delsunderskatta oh dels överskatta arean. Detta gjorde han genomatt dela in x-axeln i ett antal lika stora bitar oh med olika rek-tanglar skatta ytan.Vi delar in intervallet [0, 1] i fyra lika stora delar, så att vi får fyradelintervall med ändpunkterna 0, 1

4
, 2

4
, 3

4
, 1. Vi ritar sedan rektang-lar vars ena punkt ligger på grafen. (se �gurerna 2.3 oh 2.4). Vi
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1

x

y

1

y=x 2 y=x

Figur 2.2:får nu två �gurer, där �gur 2.3 säkert är en underskattning avarean för x2 oh �gur 2.4 med säkerhet är en överskattning avarean för x2.
11/4 3/41/2

x

y

y=x 2

Figur 2.3:Genom att räkna ut arean av rektanglarna kan vi skatta areanunder grafen med ganska stor noggrannhet.Den mindre arean kallas en undersumma medan den större kallasen översumma.Undersumman beteknas med ett ett litet s, där ett index talarom hur många rektanglar vi arbetar med. Den beräknas för dettaexempel som:
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11/4 3/41/2

x

y

y=x 2

Figur 2.4:
s4 =

1

4
· 02 +

1

4
·
(1

4

)2

+
1

4
·
(2

4

)2

+
1

4
·
(3

4

)2

=

1

43
· (12 + 22 + 32) =

14

64
= 0, 21875.Översumman beteknas på motsvarande sätt med stort S därindexet anger hur många rektanglar man använder. Vi beräknarden i detta fall som:

S4 =
1

4
·
(1

4

)2

+
1

4
·
(2

4

)2

+
1

4
·
(3

4

)2

+
1

4
·
(4

4

)2

=

1

43
· (12 + 22 + 32 + 42) =

30

64
= 0, 46875.Vi har nu fått ett intervall, ]0.21875, 0.46875[, inom vilket areanmed säkerhet ligger. Som vi ser har vi ett ganska stort intervall.För att minska detta intervall krävs det att vi ökar antalet rek-tanglar. Genom att indela intervallet i åtta delar fås att arean Aligger i intervallet ]0.273, 0.398[. Detta är ett bättre resultat menännu är intervallet rätt stort. För att få ett bättre värde bör videla in intervallet i ännu �er rektanglar.Denna metod som vi nu har sett på skall vi använda för att de�niera begrep-pet integral. Vi skall utgå från en kontinuerlig funktion f som är de�nieradpå ett slutet intervall [a, b]. Vi indelar detta intervall i n styken lika storadelar oh bildar n styken delintervall. Deras ändpunkter kallar vi a = x0,

x1, . . . , xn−1, xn = b oh det gäller att a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.



KAPITEL 2. INTEGRALER 24Detta att funktionen är kontinuerlig innebär även att alla delintervall ärkontinuerliga. Vi minns från första delen i Propedeutisk matematik att dettamedför att det i varje delintervall [xk−1, xk] �nns ett minsta värde mk oh ettstörsta värde Mk.Vi kallar nu mängden av intervalländpunkter D = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} in-delningen D. Med en indelning D kan vi med hjälp av minsta oh störstavärdena i varje delintervall räkna ut under- oh översummorna:
s(D) = m1(x1 − x0) + m2(x2 − x1) + . . . +

mn−1(xn−1 − xn−2) + mn(xn − xn−1) =
n∑

k=1

mk(xk − xk−1).

S(D) = M1(x1 − x0) + M2(x2 − x1) + . . . +

Mn−1(xn−1 − xn−2) + Mn(xn − xn−1) =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1).Speiellt för situationen att f(x) ≥ 0 i hela intervallet [a, b] kan man geomet-riskt tolka under- oh översummorna som summor av rektangelareor.Vi skall se på några egenskaper som utmärker under- oh översummor.1. Undersumman kan inte vara större än översumman, alltså
s(D) ≤ S(D) för alla indelningar D.2. Med en �nare indelning (d.v.s. �er intervall) får vi även en bättre ap-proximation av arean. Detta betyder att undersumman växer oh över-summan avtar. Om vi antar att vi har två indelningar, D oh D′, där

D′ är en �nare indelning, så gäller det att:
s(D) ≤ s(D′) ≤ S(D′) ≤ S(D).3. Oberoende av hur vi indelar intervallet, så är varje undersumma s(D1)mindre än eller lika med varje översumma S(D2).Hur skall vi nu gå vidare härifrån? Jo, med större noggrannhet i indelning avintervall oh genom att tillämpa regel nummer två kan vi tänka oss att �nnsexakt ett tal A, så att talet är större än eller lika med varje undersumma ohmindre än eller lika med varje översumma. Detta tal är lika stort som densökta arean A. Detta utgör grunden för begreppet integral.



KAPITEL 2. INTEGRALER 25De�nition 2.5 Antag att funktionen f är kontinuerlig på det slutna inter-vallet [a, b] (detta betyder samtidigt att den är begränsad). Låt s(D) oh
S(D) betekna under- respektive översumman för en godtyklig indelning Dav intervallet. Det går då att bevisa att det existerar ett oh endast ett tal
I, så att:

s(D) ≤ I ≤ S(D).Vi kallar funktionen f integrerbar oh talet I kallar vi integralen av funk-tionen f över intervallet [a, b]. Vi beteknar integralen med:
I =

∫ b

a

f(x)dx eller ∫ b

a

f.Betekningen ∫ b

a
f(x)dx utläses "integralen av f(x) från a till b". Talen aoh b kallas den undre respektive den övre integrationsgränsen, f(x) kallasintegrand oh x integrationsvariabel.2.8 Geometrisk tolkning av integralenI förra avsnittet de�nierade vi begreppet integral oh såg på sambandenmellan arean under en funktion oh integralen. Vi skall nu fortsätta på dettatema oh se på integralen som en geometrisk tolkning av arean.Exempel 2.22Visa att den konstanta funktionen f : f(x) = C är integrerbar iett godtykligt intervall [a, b] oh att

∫ b

a

Cdx = C(b − a).Funktionen är kontinuerlig på ett slutet intervall oh därför inte-grerbar.Vid uträkning av integralen skall vi minnas att oberoende av in-delning D i intervallet [a, b] så är funktionens minsta värde mklika stort som största värdet Mk som är lika med C, ty C är hären konstant. Det gäller alltså att
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s(D) = S(D) =

n∑

k=1

C(xk − xk−1) =

C(x1 − x0) + C(x2 − x1) + . . . + C(xn − xn−1) =

−Cx0 + Cx1 − Cx1 + Cx2 − . . . − Cxn−1 + Cxn =

Cxn − Cx0 = C(xn − x0) = C(b − a).Vi har alltså hittat ett värde för integralen genom att vi kunde�låsa in� det mellan under- oh översummorna. Svaret är alltså:
∫ b

a

Cdx = C(b − a).Geometriskt kan man tolka denna integral som arean av en rek-tangel.Exempel 2.23Bestäm ∫ 3

1

(4 − x)dx.Geometriskt kan man räkna ut integralen som arean under linjen
y = 4 − x (se �gur 2.5). Denna blir 4, ty arean för rektangeln är
2 · 1 = 2 oh arean för triangeln är 2·2

2
= 2.

y

x

y=4−x
1 3

4

Figur 2.5:



KAPITEL 2. INTEGRALER 27Vi skall ändå använda den metod vi lärt oss:Vi tänker oss att vi delar in intervallet i n lika stora delintervall.Längden för delintervallen är då 3−1
n

= 2
n
.Ändpunkterna för delintervallen ges av

x0 = 1

x1 = 1 + 2
n

x2 = 1 + 2 · 2
n

x3 = 1 + 3 · 2
n...

xn−1 = 1 + (n − 1) · 2
n

xn = 1 + n · 2
n

= 3.Funktionen är strängt avtagande. Detta betyder att den för varjedelintervall [xk−1, xk] antar sitt största värde i f(xk−1) oh sittminsta värde i f(xk).Undersumman s(D) var ju de�nierad som ∑n

k=1 mk(xk − xk−1).I summan är mk = f(xk) = 4 − xk = 4 − (1 + k · 2
n
) = 3 − k · 2

n
.Di�erensen xk−xk−1 ges av xk−xk−1 = 1+k · 2

n
−(1+(k−1)· 2

n
) =

2
n
.När vi nu ska beräkna undersummorna sn får vi följande uttryk:

sn =
n∑

k=1

mk(xk − xk−1) =
n∑

k=1

(

3 − k · 2

n

)

·
( 2

n

)

=

2

n

[(

3 − 1 · 2

n

)

+
(

3 − 2 · 2

n

)

+ . . . +
(

3 − n · 2

n

)]

=

2

n

[

3n − 2

n
(1 + 2 + . . . + n)

]

=
6n

n
− 4

n2
(1 + 2 + . . . + n).



KAPITEL 2. INTEGRALER 28Här använder vi sedan regeln för summan av den aritmetiskaserien: (tas upp i kapitel 5)
1 + 2 + . . . + n =

n(n + 1)

2
=

n2 + n

2
.Detta gör att sn kan skrivas som

sn = 6 − 4

n2

(n2 + n

2

)

= 6 − 2
(n2 + n

n2

)

=

6 − 2
(n2

n2
+

n

n2

)

= 6 − 2 − 2

n
= 4 − 2

n
.Vi skall fortsätta med att beräkna översumman. Översumman

S(D) var ju de�nierad som ∑n

k=1 Mk(xk − xk−1). Funktionen ärsträngt avtagande vilket leder till att i intervallet [xk−1, xk] antarfunktionen sitt maximivärde Mk i punkten f(xk−1).Här fås Mk som Mk = f(xk−1) = 4−xk−1 = 4−(1+(k−1) · 2
n
) =

3 + (k − 1) · 2
n
. Di�erensen xk − xk−1 ges fortfarande av 2

n
.Vi räknar ut översumman:

Sn =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1) =
n∑

k=1

(3 − (k − 1) · 2

n
) ·
( 2

n

)

=

2

n

[(

3 − 2

n
· 0
)

+
(

3 − 2

n
· 1
)

+ . . . +
(

3 − 2

n
· (n − 1)

)]

=

2

n

[

3n − 2

n
(1 + 2 + . . . + (n − 1))

]

=

6n

n
− 4

n2
(1 + 2 + . . . + (n − 1)).Summan för den aritmetiska serien 1 + 2 + 3 + . . . + (n − 1) är

(n−1)((n−1)+1)
2

= n2−n
2

. Vi får nu att
Sn = 6 − 4

n2

(n2 − n

2

)

= 6 − 2
(n2 − n

n2

)

=

6 − 2
(n2

n2
− n

n2

)

= 6 − 2 +
2

n
= 4 +

2

n
.



KAPITEL 2. INTEGRALER 29Vi har nu ett uttryk för såväl under- som översummorna somvarierar beroende på hur många intervall vi valt att indela [1, 3]i. Genom att öka antalet intervall så att deras antal går motoändligheten kan vi undersöka gränsvärden för sn oh Sn. Dessablir
lim

n→∞
sn = lim

n→∞
Sn = 4.Det enda tal I som kan uppfylla villkoret sn ≤ I ≤ Sn för varje

n är 4.Funktionen är alltså integrerbar (kontinuerlig på ett slutet inter-vall) oh
∫ 3

1

(4 − x)dx = 4.Vad vi sett här om förhållandet mellan storleken på integralen oh areanunder grafen kan sammanfattas i en sats:Sats 2.6 Antag att funktionen f är kontinuerlig i intervallet [a, b] oh ike-negativ. Då är arean av det område som begränsas av kurvan y = f(x),
x-axeln oh linjerna x = a oh x = b

A =

∫ b

a

f(x)dx.Exempel 2.24Beräkna ∫ 1

−1

√
1 − x2dx.Vi börjar med att rita upp grafen (se �gur 2.6) av funktionen√

1 − x2. Grafen är halvirkeln x2 + y2 = 1 där vi ser på y ≥ 0.Funktionen är kontinuerlig på [−1, 1] oh ike-negativ, alltså kanvi använda ovanstående sats. ∫ 1

−1

√
1 − x2dx är lika med areanunder funktionen √

1 − x2. Denna är π·r2

2
= π·1

2
= π

2
.
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Figur 2.6:Vi kan okså de�niera begreppet integral för vissa typer av diskontinuerligafunktioner. Om vi tänker oss integralen som arean under grafen kan mantänka sig att addera ihop olika areor mellan diskontinuitetspunkterna. Viskall utvidga vår de�nition på begreppet integrerbar.De�nition 2.7 Antag att en funktion f är begränsad oh har ett ändligtantal diskontinuitetsställen x1, x2, . . . xn i intervallet [a, b]. Då är f integrerbaroh
∫ b

a

f(x)dx =

∫ x1

a

f(x)dx +

∫ x2

x1

f(x)dx + . . . +

∫ xn

xn−1

f(x)dx +

∫ b

xn

f(x)dx.

Exempel 2.25Bestäm
∫ 2

−3

f(x)dx, då f(x) =







1, för − 3 ≤ x < −1
3, för − 1 ≤ x < 1
2, för 1 ≤ x ≤ 2Vi inser att i intervallet [−3, 2] �nns 2 diskontinuitetspunkter,nämligen −1 oh 1. Enligt ovanstående de�nition kan vi då skriva

f(x) som
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∫ 2

−3

f(x)dx =

∫ −1

−3

f(x)dx +

∫ 1

−1

f(x)dx +

∫ 2

1

f(x)dx.Värden på f(x) inom delintervallen var givna oh i exempel 2.22visade vi att då C är konstant gäller det att ∫ b

a
Cdx = C(b − a).Därför fås

∫ 2

−3

f(x)dx =

∫ −1

−3

1dx +

∫ 1

−1

3dx +

∫ 2

1

2dx =

1(−1 − (−3)) + 3(1 − (−1)) + 2(2 − 1) = 2 + 6 + 2 = 10.Exempel 2.26Bestäm
∫ 1

−1

f(x)dx, då f(x) =

{
−2, för x > 0
2, för x ≤ 0Funktionen f är diskontinuerlig, men begränsad oh har ett änd-ligt antal diskontinuitetspunkter på [−1, 1], närmare bestämt en(i x = 0). Funktionen är alltså integrerbar oh

∫ 1

−1

f(x)dx =

∫ 0

−1

2dx +

∫ 1

0

(−2)dx =

2(0 − (−1)) + (−2)(1 − 0) = 2 − 2 = 0.Grafen till f(x) �nns uppritad i �gur 2.7.Anmärkning 2.8 I exemplet räknade vi med att arean blev negativ. Dettabrukar vi inte göra oh det känns kanske lite ovanligt. Arean är alltid positiv,men integralen kan vara negativ. Om funktionen ligger under x-axeln blirvärdet på integralen negativt. I föregående exempel subtraherade vi alltsåarean som ligger under x-axeln från den som ligger ovanför. I oh med attareorna är lika stora blir svaret 0.
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x

1
−1

−2

2

y

Figur 2.7:Fråga: Vad betyder betekningen dx?Svar: dx anger med avseende på vilken variabel vi integrerar. På samma sättsom x:et i f(x) anger att vi har en funktion som varierar med avseende på xså betyder dx att vi integrerar m.a.p. x.2.9 Integralens egenskaperNär vi börjar räkna lite mer med integraler behöver vi några regler så att vikan hantera dem. Genom att tänka på integralens geometriska tolkning kanman förstå att de är riktiga. Vi kommer inte att analytiskt bevisa dem.Regler:Antag att funktionerna f , g är kontinuerliga på [a, b] oh c är en konstant.Då gäller:1. ∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx +

∫ b

a

g(x)dx.2. ∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx.3. ∫ a

a

f(x)dx = 0.



KAPITEL 2. INTEGRALER 33Om funktionen är kontinuerlig i ett intervall som innehåller a, b oh cgäller4. ∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx5. ∫ c

a

f(x)dx +

∫ b

c

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx,oberoende av storleksordningen på a, b oh c.6. ∫ b

a

f(x)dx ≥ 0, om f(x) ≥ 0 på hela intervallet [a, b].7.
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx, om f(x) ≤ g(x) på hela intervallet [a, b].

Exempel 2.27Bestäm ett reellt tal a så att
∫ a

1

(x + 1)dx −
∫ a

2a

(x + 1)dx = 6.Med hjälp av regel 4 kan vi skriva
−
∫ a

2a

(x + 1)dx =

∫ 2a

a

(x + 1)dx.Sedan använder vi regel 5 oh får att
∫ a

1

(x + 1)dx +

∫ 2a

a

(x + 1)dx = 6 ⇔
∫ 2a

1

(x + 1)dx = 6.Vi ritar upp funktionen f(x) = x + 1 (se �gur 2.8).
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y

x
1 2a

y=x+1

Figur 2.8:Funktionen skall integreras i intevallet [1, 2a].I punkten 1 är funktionsvärdet f(1) = 1 + 1 = 2 oh i 2a är
f(2a) = 2a + 1.Utgående från grafen kan vi dela upp arean i två delar; en rek-tangel oh en triangel.Arean för rektangeln är AR = b · h = (2a − 1) · 2 = 4a − 2.Motsvarande area för triangeln är

AT =
b · h
2

=
(2a − 1)((2a + 1) − 2)

2
=

(2a − 1)2

2
.Nu gäller det att lösa ekvationen AR+AT = 6. Detta är ekvivalentmed

4a − 2 +
(2a − 1)2

2
= 6 ⇔ 8a − 4 + (4a2 − 4a + 1)

2
= 6 ⇔

4a − 3 + 4a2 = 12 ⇔ 4a2 + 4a − 15 = 0.Detta ger, enligt lösningsformeln för andragradsekvationer, att
a =

−4 ±
√

16 − 4 · 4 · (−15)

2 · 4 =
−4 ±

√
256

8
=

−4 ± 16

8

⇒
{

a1 = 3
2

a2 = −5
2



KAPITEL 2. INTEGRALER 352.10 IntegralfunktionenVi har nu försökt oss på två metoder att beräkna integraler, geometriskt(gra�skt) oh med över- oh undersummor. Det har varit arbetsdrygt ävenför enkla integraler oh ännu vet vi inte t.ex. lösningen till
∫ 1

0

x2dx.Vi skall i fortsättningen se på sambandet mellan integralfunktionen oh dessprimitiva funktion. Integralfunktionen de�nieras som:De�nition 2.9 Antag att funktionen f är integrerbar i intervallet [a, b]. In-tegralen av funktionen f från a till x är då en funktion F , som är kontinuerligi intervallet [a, b]. (Här är alltså a ≤ x ≤ b.) Funktionen F benämns i inte-gralfunktion oh vi skriver
F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.Vi använder här t som variabel för f oh x som variabel för F . Detta för attde inte i onödan skall bindas till varandra.Exempel 2.28Se på funktionen f(t) = t. Om vi ritar upp den får vi följande�gur (se �gur 2.9).
y

y=t

tx

x

Figur 2.9:



KAPITEL 2. INTEGRALER 36Om vi undersöker arean under kurvan i intervallet [0, x] kan viräkna ut den som:
A =

x · x
2

=
x2

2
.Detta ger alltså att (om funktionen F (x) beskriver arean underlinjen):

F (x) =

∫ x

0

tdt =
x2

2
.Observera här att F (x) är en primitiv funktion till f(x) = x, ty F ′(x) = x.Senare kommer vi att se att detta samband inte är slumpmässigt.Sats 2.10 (Analysens huvudsats) Antag att funktionen f är kontinuerligi intervallet [a, b]. Då är integralfunktionen F ,

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,deriverbar i intervallet [a, b] oh för alla x ∈ [a, b] gäller att
F ′(x) = f(x).Anmärkning 2.11 I satsen är alltså f(x) samma funktion som f(t), menmed en annan variabel.Korollarium 2.12 Till varje kontinuerlig funktion f existerar det (åtminsto-ne) en primitiv funktion, nämligen integralfunktionen
∫ x

a

f(t)dt.Exempel 2.29
D

∫ x

a

(t2 + ct)dt = x2 + cx,ty om
F (x) =

∫ x

a

(t2 + ct)dtså gäller det att
F ′(x) = f(x) = x2 + cx.



KAPITEL 2. INTEGRALER 37Exempel 2.30Är
F (x) =

∫ x

1

et2dtsträngt monoton?Vi vet att om derivatan för en funktion är strängt positiv ellernegativ så är funktionen strängt monoton.
F ′(x) = ex2 är strängt positiv. Detta betyder att F är strängtväxande, alltså strängt monoton.Gra�skt kan man okså tänka sig detta resultat. Det är ju na-turligt att arean under grafen växer när x blir större (et2 är jupositiv).2.11 Integralräkning med hjälp av primitiv funk-tionI detta avsnitt kommer vi att bestämma integraler med hjälp av den primitivafunktionen. Den sats som nu följer brukar kallas insättningsformeln.Sats 2.13 Antag att funktionen f är kontinuerlig i intervallet [a, b]. Om Fär en primitiv funktion till f , gäller

∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a).När man bestämmer en integral, subtraherar man alltså värdet av den primiti-va funktionen för den undre integrationsgränsen från värdet av den primitivafunktionen för övre integrationsgränsen.Betekningar:
F (b) − F (a) =

[

F (x)
]b

a
=

b/

a

F (x).Begreppet integral de�nierades som gränsvärden av över- oh undersummornär antalet intervall gik mot oändligheten. Det de�nierades utgående frånatt man ville ha ett mått på arean under en graf. Primitiva funktionen ärdäremot de�nierad som en invers operation till derivering.



KAPITEL 2. INTEGRALER 38Exempel 2.31Beräkna ∫ 2

−1

(6x2 − 2x + 1)dx.

∫ 2

−1

(6x2 − 2x + 1)dx =
[6

3
x3 − 2

2
x2 + x

]2

−1
=
[

2x3 − x2 + x
]2

−1
=

(2 · 23 − 22 + 2) − (2 · (−1)3 − (−1)2 + (−1)) = 14 − (−4) = 18.Fråga: Varför har vi ingen konstant med nu, när vi bestämmer primitivfunktion?Svar: Det är onödigt. Vid subtraktionen skulle ändå två konstanter ta utvarandra.Exempel 2.32Beräkna
∫ π

2

−π

sin 2x cos2 2xdx.Här använder vi oss av regeln
D−1f ′(x)(f(x))a =

(f(x))a+1

a + 1
+ C, a 6= −1,ty cos2 2x är ju ett annat sätt att skriva (cos 2x)2.Inre derivatan för cos2 2x är − sin 2x · 2. Då fås

∫ π

2

−π

sin 2x cos2 2xdx =

∫ π

2

−π

(

−1

2

)

(−2 sin 2x) cos2 2xdx =

(

−1

2

)∫ π

2

−π

(−2 sin 2x) cos2 2xdx =
(

−1

2

)[1

3
cos3 2x

]π

2

−π
=

(

−1

2

)[1

3
cos3

(

2 · π

2

)

− 1

3
cos3

(

2 · (−π)
)]

(1)
=

(

−1

2

)[1

3
· (−1)3 − 1

3
· 13
]

=
(

−1

2

)[

−1

3
− 1

3

]

=
2

6
=

1

3
,där (1) fås ty cos π = −1 oh cos(−2π) = cos 2π = 1.



KAPITEL 2. INTEGRALER 39Exempel 2.33Beräkna ∫ 2

−1

|1 − x|dx.Enligt de�nitionen vet vi att
|1 − x| =

{
1 − x, om x ≤ 1
x − 1, om x > 1Detta ger

∫ 2

−1

|1 − x|dx =

∫ 1

−1

(1 − x)dx +

∫ 2

1

(x − 1)dx =

[

x − x2

2

]1

−1
+
[x2

2
− x
]2

1
=

[(

1 − 1

2

)

−
(

−1 − 1

2

)]

+
[

(2 − 2) −
(1

2
− 1
)]

=
[1

2
+

3

2

]

+
[

0 +
1

2

]

= 2 +
1

2
=

5

2
.Exempel 2.34Bestäm största oh minsta värdet för funktionen

f(x) =

∫ 2

1

∣
∣
∣
1

t
− 1

x

∣
∣
∣dti intervallet 1 ≤ x ≤ 2.Observera att vi integrerar m.a.p t oh inte x som vi är vana med.Vi börjar med att reda ut absolutbeloppet. Enligt de�nitionen är

|f(t)| =

{
f(t), om f(t) ≥ 0
−f(t), om f(t) < 0Detta betyder att
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∣
∣
∣
1

t
− 1

x

∣
∣
∣ =







1
t
− 1

x
, om 1

t
− 1

x
≥ 0, d.v.s. om 1

t
≥ 1

x
⇒ t ≤ x

1
x
− 1

t
, om 1

t
− 1

x
< 0, d.v.s. om 1

t
< 1

x
⇒ t > xNotera att t behandlas som variabel medan x behandlas som enkonstant.Vi skriver om funktionen f(x) oh beräknar sedan integralen:

f(x) =

∫ 2

1

∣
∣
∣
1

t
− 1

x

∣
∣
∣dt =

∫ x

1

(1

t
− 1

x

)

dt +

∫ 2

x

(1

x
− 1

t

)

dt =

[

ln |t| − t

x

]x

1
+
[ t

x
− ln |t|

]2

x

t>0
=
[

ln t − t

x

]x

1
+
[ t

x
− ln t

]2

x
=

[(

ln x − x

x

)

−
(

ln 1 − 1

x

)]

+
[(2

x
− ln 2

)

−
(x

x
− ln x

)]

=

ln x − 1 − 0 +
1

x
+

2

x
− ln 2 − 1 + ln x = 2 ln x − 2 +

3

x
− ln 2.Vi drar oss till minnes att maximi- oh minimivärden kan hittas:1. i derivatans nollställen,2. i f :s diskontinuitetspunkter,3. för x-värden där derivata saknas,4. i de�nitionsintervallets ändpunkter.Vi undersöker dessa punkter en i gången:1. Här börjar vi med att derivera f(x) oh får

f ′(x) =
2

x
− 3

x2
=

2x − 3

x2
.Vi räknar sedan ut för vilka värden på x som f ′(x) = 0.Detta ger att 2x − 3 = 0 ⇔ x = 3

2
.Eftersom 3

2
∈ [1, 2] duger denna som en kandidat till varmax- eller min-värdena kan �nnas.



KAPITEL 2. INTEGRALER 412. f saknar diskontinuitetspunkter i [1, 2].3. Det �nns inga x-värden i [1, 2] för vilka derivatan saknas.4. De�nitionsintervallet har ändpunkterna x = 1 oh x = 2.Även dessa är alltså kandidater för max- oh minvärden.Det fanns alltså totalt tre kandidater. Vi beräknar f(x) i dessapunkter:
x =

3

2
:

f(
3

2
) =2 ln

3

2
− 2 +

6

3
− ln 2 = 2 ln 3 − 2 ln 2 − 2 + 2 − ln 2 =

2 ln 3 − 3 ln 2 = ln 9 − ln 8 ≈ 0, 1178

x = 1 :

f(1) =2 ln 1 − 2 +
3

1
− ln 2 = 1 − ln 2 ≈ 0, 3069

x = 2 :

f(2) =2 ln 2 − 2 +
3

2
− ln 2 = ln 2 − 1

2
≈ 0, 1931Maximivärde är alltså f(1) oh minimivärde är f(3

2
).2.12 Areaberäkning, en funktionVi har sett att integralen kan tolkas som arean under funktionen. Vi skall nugå in lite djupare på detta område oh undersöka vad som händer vid olikaspeialfall.Exempel 2.35Bestäm arean av det område som begränsas av kurvan y2 = 4x,

y-axeln oh linjen y = 2. (se �gur 2.10)Metod I:Vi skriver om y2 = 4x som y = 2
√

x. (Vi väljer bort −2
√

x ty
y ∈ [0, 2].)



KAPITEL 2. INTEGRALER 42

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Figur 2.10:Härnäst integrerar vi 2
√

x från 0 till 1. Detta ger arean underkurvan.
∫ 1

0

2
√

xdx = 2

∫ 1

0

x
1
2 dx = 2

[2

3
x

3
2

]1

0
= 2
[2

3
− 0
]

=
4

3
.Detta är dok inte arean vi söker. För att få den �rätta� areansubtraherar vi bort 4

3
från 2 (se �gur).Detta ger svaret
A = 2 − 4

3
=

2

3
a.e.Metod II:Istället för att integrera m.a.p x kan vi integrera m.a.p. y.Vi börjar med att skriva om y2 = 4x som en funktion som berorav y:

y2 = 4x ⇔ x =
y2

4
.Vårt integrationsområde är [0, 2] (se på y-axeln i grafen!) Då fås:

A =

∫ 2

0

y2

4
dy =

1

4

∫ 2

0

y2dy =
1

4

[1

3
y3
]2

0
=

1

4

[8

3
− 0
]

=
2

3
a.e.



KAPITEL 2. INTEGRALER 43Anmärkning 2.14 a.e. = areaenhet. Exempel på areaenheter är cm2, m2.Vi drar oss till minnes att längden av en sträka inte kan bli negativ oh attvi därför använder abosolutbelopp när vi beräknar längden. På samma sättkan en area inte bli negativ. Vi vet att om funktionen ligger under x-axelnså blir integralen negativ. När vi beräknar areor måste vi korrigera detta, såatt inte arean blir negativ. Detta görs enklast genom att plaera ett minusframför integralen om funktionen är negativ. Om grafen av funktionen inte�nns på samma sida om x-axeln i hela integrationsintervallet kan vi dela inden i delintervall. Här gör vi alltså en särskillnad på integralen oh arean.Exempel 2.36Bestäm arean av det område som begränsas av y = − 1
x
, x-axelnoh linjerna x = 1 oh x = e. (se �gur 2.11)

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Figur 2.11:Här är
f(x) = −1

x
< 0, x ∈ [1, e].

f(x) är alltid negativt ⇒ vi plaerar ett minusteken framförintegralen. Nu fås
A = −

∫ e

1

(

−1

x

)

dx =

∫ e

1

1

x
dx =

[

ln x
]e

1
= 1 − 0 = 1 a.e.



KAPITEL 2. INTEGRALER 44Exempel 2.37Bestäm arean av det område som begränsas av kurvan y = x3−xoh x-axeln.Hur ser kurvan ut?Nollställen är {−1, 0, 1} oh för f(x) = x3 − x gäller att
lim

x→∞
f(x) = ∞

lim
x→−∞

f(x) = −∞Kurvan har alltså följande utseende: (se �gur 2.12)
-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Figur 2.12:Vi ser att det gäller att
f(x) > 0, för x ∈ [−1, 0],

f(x) < 0, för x ∈ [0, 1]Vi delar upp intervallet i delintervall oh får
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A = A1 + A2 =

∫ 0

−1

(x3 − x)dx +
(

−
∫ 1

0

(x3 − x)dx
)

=

∫ 0

−1

(x3 − x)dx +

∫ 1

0

(x − x3)dx =

[1

4
x4 − 1

2
x2
]0

−1
+
[1

2
x2 − 1

4
x4
]1

0
=

[

0 −
(1

4
− 1

2

)]

+
[(1

2
− 1

4

)

− 0
]

=

1

4
+

1

4
=

1

2
a.e.Man kan även direkt skriva A =

∫ b

a
|f(x)|dx. Detta ger sammaresultat.2.13 Areaberäkning, två funktionerI detta avsnitt beräknar vi areor som inte bara begränsas av en funktion oh

x-axeln, utan av två funktioner (exempel, se �gur 2.13).
x

g(x)

f(x)

a bFigur 2.13:För att bestämma denna area utgår vi från att f(x) ≥ g(x) på [a, b]. Viräknar nu ut areorna under både f oh g oh subtraherar arean under g frånarean under f .Exempel 2.38Kurvorna y = x2 + x + 1 oh y = 2 − x2 innesluter ett område.Beräkna arean.Vi börjar med att rita upp kurvorna (se �gur 2.14)
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-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Figur 2.14:
f(x) = x2+x+1 är en uppåtriktad parabel oh som saknar rötter(D = 1 − 4 · 1 · 1 < 0). Toppens x-koordinat är:

f ′(x) = 0 ⇔ 2x + 1 = 0 ⇔ x = −1

2
.

g(x) = 2 − x2 är en nedåtriktad parabel med rötterna ±
√

2.Toppens x-koordinat är:
g′(x) = 0 ⇔ −2x = 0 ⇔ x = 0.För att veta över vilket område vi skall integrera behöver vi kur-vornas skärningspunkter. Dessa fås genom att lösa ekvationssy-stemet

{
y = x2 + x + 1
y = 2 − x2

subtraherar
=⇒ 0 = 2x2 + x − 1Denna ekvation har lösningarna

x =
−1 ±

√

1 − 4 · 2 · (−1)

2 · 2 =
−1 ± 3

4
⇒
{

x1 = 1
2

x2 = −1Dessa x-värden ger i sin tur y-koordinaterna
{

y1 = 7
4

y2 = 1



KAPITEL 2. INTEGRALER 47Vi kan nu bestämma arean under g − f (den övre kurvan − denundre)
A =

∫ 1

2

−1

(2 − x2)dx −
∫ 1

2

−1

(x2 + x + 1)dx =

∫ 1

2

−1

(−2x2 − x + 1)dx =
[

−2

3
x3 − 1

2
x2 + x

] 1

2

−1
=

[

−2

3
·
(

1

2

)3

− 1

2
·
(

1

2

)2

+
1

2

]

−
[

−2

3
· (−1)3 − 1

2
· (−1)2 + (−1)

]

=

(

− 1

12
− 1

8
+

1

2

)

−
(

2

3
− 1

2
− 1

)

=
7

24
−
(

−5

6

)

=
9

8
.Exempel 2.39Bestäm areorna av det område som begränsas av kurvorna y =

sin x, y = cos x samt linjerna x = 0 oh x = 2π. (se �gur 2.15)
-1 1 2 3 4 5 6

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

Figur 2.15:Vi börjar med att undersöka linjernas skärningspunkter:Sätter sin x = cos x. Det gäller att sin x = cos
(

π
2
− x
). Då fåsekvationen

cos x = cos
(π

2
− x
)

,vilken har lösningarna
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x =

π

2
− x + 2nπ ∨ x = −π

2
+ x + 2nπ

x =
π

4
+ nπ Lösning saknasI intevallet [0, 2π] fås således skärningspunkterna x = π

4
oh

x = 5π
4
.Av denna orsak är vi tvungna att dela in [0, 2π] i delintervall. Vifår:

I1 =
[
0, π

4

], I2 =
[

π
4
, 5π

4

], I3 =
[

5π
4

, 2π
].I I1 är cos x > sin x, i I2 är sin x > cos x oh i I3 är cos x > sin x.Nu fås:

A = A1 + A2 + A3 =
∫ π

4

0

(cos x − sin x)dx +

∫ 5π

4

π

4

(sin x − cos x)dx +

∫ 2π

5π

4

(cos x − sin x)dx =

[

sin x + cos x
]π

4

0
+
[

− cos x − sin x
] 5π

4

π

4

+
[

sin x + cos x
]2π

5π

4

=

[

(sin
π

4
+ cos

π

4
) − (sin 0 + cos 0)

]

+
[

(− cos
5π

4
− sin

5π

4
) − (− cos

π

4
− sin

π

4
)
]

+
[

(sin 2π + cos 2π) − (sin
5π

4
+ cos

5π

4
)
]

=
[ 1√

2
+

1√
2
− 0 − 1

]

+
[ 1√

2
+

1√
2

+
1√
2

+
1√
2

]

+
[

0 + 1 +
1√
2

+
1√
2

]

=

2√
2
− 1 +

4√
2

+ 1 +
2√
2

=
8√
2

= 4
√

2 a.e,ty D−1 cos x = sin x oh D−1 sin x = − cos x.Låt oss härnäst räkna exempel 2.36 på nytt:



KAPITEL 2. INTEGRALER 49Exempel 2.40Bestäm arean av det område som begränsas av y = − 1
x
, x-axelnoh linjerna x = 1 oh x = e. (se �gur 2.11)Till skillnad från exempel 2.36 räknar vi nu ut detta som areanmellan två funktioner. På det sättet behöver vi inte bekymra ossom minusteket.Ur �gur 2.11 ser vi att övre gränsen är y = 0 oh den undre är

y = − 1
x
. Enligt uppgiften skall vi integrera från x = 1 till x = e.Då fås:
A =

∫ e

1

(

0 −
(

−1

x

))

dx =

∫ e

1

(1

x

)

dx =
[

ln x
]e

1
=

ln e − ln 1 = 1 − 0 = 1 a.e.Detta stämmer överens med svaret vi �k tidigare.2.14 VolymberäkningVid volymberäkning av olika �gurer har man ofta användning av integral-kalkyl. Detta beror på att man kan beskriva kropparna som funktioner somroterar kring x-axeln eller y-axeln.Vi vet att arean för en rak ylinder eller ett rakt prisma är bottenarean Bgånger höjden H. Eftersom man med hjälp av integralen kan beskriva bot-tenarean betyder det att integralkalkylen är viktig vid beräkning av volymer.Vi börjar med att tänka oss en funktion som är kontinuerlig på ett intervall
[a, b] (se �gur 2.16 a). Genom att tänka sig att denna kropp roterar kring
x-axeln bildar den en s.k. rotationskropp för vilken vi vill bestämma volymen(se �gur 2.16 b). Hur skall vi då gå till väga?När vi introduerade begreppet integral utgik vi från att dela in intervallet
[a, b] i olika delintervall. Genom att öka antalet delintervall kunde vi medstörre noggrannhet bestämma värdet på över- oh undersummorna för att sevilket värde vi �k på arean. Även här har vi ett liknande angreppssätt. Vitänker oss att vi delar in [a, b] i n lika stora delintervall. Dessa delintervall ärdå:
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[a = x0, x1], [x1, x2], . . . [xk−1, xk] . . . [xn−1, xn = b].Om vi ser på ett delintervall [xk−1, xk] är detta ett smalt segment (se �gur

2.16 ). Från detta delintervall tar vi en godtyklig punkt tk. Om vi nu tänkeross att detta segment roterar kring x-axeln så är frågan: vilken är volymenpå segmentet? (se �gur 2.16 d)Vi vet att volymen för en ylinder är basarean gånger höjden. Basareanfås ju här som πr2. I.o.m att vi har ett litet intervall kan vi approxime-ra basarean med π · f(tk)
2. Segmentets volym kan alltså approximeras med

(xk − xk−1) · π · f(tk)
2. Detta kan, med betekningen ∆xn för (xk − xk−1),skrivas som π · f(tk)

2∆xn.
a

tk xxk−1 k

b)

d)c)

a)

x

x x

x
ba

a b b

xn x− n−1

f(t )k

Figur 2.16:För att få volymen för hela kroppen, oh inte bara ett segment av kroppen,bör vi summera ihop de olika volymerna:
Vn =

n∑

k=1

π · f(tk)
2∆xn.Genom att öka antalet intervall får vi noggrannare volymberäkningar:
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V = lim

n→∞

n∑

k=1

π · f(tk)
2∆xn.Om vi går tillbaka i våra antekningar till avsnitt 2.7 (Geometrisk tolkningav integralen) ser vi att detta uttryk liknar myket det uttryk vi hade närvi de�nierade integralen m.hj.a. under- oh översummor. Dessa såg i priniput som följer:

A = lim
n→∞

n∑

k=1

f(tk)∆xn =

∫ b

a

f(x)dx.Med tillräkligt många intervall, n, gik under- oh översummorna mot sam-ma tal I. Vårt resonemang leder till att det är förståeligt att man kan de�-niera volymen m.hj.a. en integral.Sats 2.15 Se på en funktion f(x) som är kontinuelig på [a, b]. Den volymsom bildas av rotationskroppen då f(x) roterar kring x-axeln är:
V = π

∫ b

a

[f(x)]2dx.Exempel 2.41Området som avgränsas av kurvan y = x3, y-axeln oh linjen
x = 1 roterar kring x-axeln. Beräkna volymen av den rotations-kropp som uppstår.Vi börjar med att rita upp �guren (se �gur 2.17):Enligt satsen ovan fås:

V = π

∫ 1

0

(x3)2dx = π

∫ 1

0

x6dx = π
[1

7
x7
]1

0
=

π

7
v.e.

v.e står för volymenheter, ex cm3.
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Figur 2.17:
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Figur 2.18:Exempel 2.42Det område som begränsas av kurvan y = x3, y-axeln oh linjen
y = 1 roterar kring y-axeln. Beräkna volymen av �skålen� sombildas.Om vi betraktar �guren (�gur 2.18) inser vi att det är enklast atttänka sig att vi integrerar m.a.p. y-axeln, oh inte med avseendepå x-axeln. Vi börjar med att skriva om funktionen så att vi fåren funktion som beror av y:

y = x3 ⇔ x = 3
√

y.Vi kan nu direkt tillämpa formeln ovan oh får:
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V = π

∫ 1

0

(
3
√

y
)2

dy = π

∫ 1

0

y
2
3 dy = π

[3

5
y

5
3

]1

0
=

3π

5
v.e.Exempel 2.43Beräkna volymen av den rotationkropp som uppstår då områdetmellan kurvan y = x2, x-axeln oh linjen x = 2 roterar kringlinjen x = 2.Om vi sätter x = 2 får vi y = 4 (direkt insättning).Hur skall vi nu göra? I det förra exemplet integrerade vi m.a.p yeftersom �guren roterade kring y-axeln. Även denna gång har vien �gur som roterar i y-led (se �gur 2.19). Detta medför att viinte skall se på y = x2 utan på x =

√
y, y ∈ [0, 4].

-1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

Figur 2.19:I volymformeln integrerar vi upp arean av ett litet segment i �-guren. Hur skall vi beskriva arean av ett segment i det här fallet?Jo, om vi tar π · (2 − √
y)2 får vi ett korrekt uttryk, ty radi-en för segmentet är ju (2 − √

y) (se �gur). Detta ger i sin turvolymformeln:
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V = π

∫ 4

0

(2 −√
y)2dy = π

∫ 4

0

(4 − 4y
1
2 + y)dy =

π
[

4y − 4 · 2

3
y

3
2 +

1

2
y2
]4

0
= π

(
16 − 8

3
· 8 + 8

)
=

8π

3
v.e.Exempel 2.44Beräkna volymen av den kropp som bildas då området som be-gränsas av kurvan y =

√
x, y-axeln oh linjen y = 2 roterar kring

y-axeln.
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Figur 2.20:Här sker alltså rotationen kring y-axeln oh vi integrerar m.a.p
y. (Se �gur 2.20) Det första vi då måste göra är att skriva om
y =

√
x som en funktion av y:

y =
√

x ⇔ x = y2.Detta ger
V = π

∫ 2

0

(y2)2dy = π

∫ 2

0

y4dy =

π
[1

5
y5
]2

0
= π

[1

5
· 25 − 0

]

=
32π

5
v.e.Exempel 2.45Beräkna volymen av den rotationskropp som uppstår då det änd-liga området mellan kurvorna y = x2 oh y =
√

x roterar kring
x-axeln.



KAPITEL 2. INTEGRALER 55Då vi hade att göra med areor mellan två funktioner, subtrahe-rade vi arean under den undre kurvan från arean under den övreför att få den mellanliggande arean. När vi arbetar med rotaions-kroppar använder vi samma metod.Vi börjar med att räkna ut skärningspunkterna:
x2 =

√
x ⇔ x4 = x ⇔ x(x3 − 1) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = 1.

f(x) = x2 oh g(x) =
√

x skär alltså varandra i x = 0 oh x = 1.Detta är integrationsområdet. (se �gur 2.21) I intervallet [0, 1] är
g(x) ≥ f(x).

-1 -0.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.75 1
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0.5

0.75

1

Figur 2.21:Vi får alltså volymen:
V = π

∫ 1

0

(
√

x)2dx − π

∫ 1

0

(x2)2dx =

π

∫ 1

0

xdx − π

∫ 1

0

x4dx = π

∫ 1

0

(x − x4)dx =

π
[1

2
x2 − 1

5
x5
]1

0
= π

[1

2
· 12 − 1

5
· 15 − 0

]

=
3π

10
v.e.Tilläggsuppgift: Hur stort är området om �guren roterar kring

y-axeln? Eller kring linjen x = 1?



KAPITEL 2. INTEGRALER 56Anmärkning 2.16 Observera att volymen i föregående exempel INTE kanräknas ut som
V = π

∫ 1

0

(
√

x − x2)2dx!Exempel 2.46Det ändliga området mellan linjen y = x+3 oh kurvan y = 3−x2roterar kring x-axeln. Beräkna volymen av den uppkomna rota-tionskroppen.Vi räknar först ut skärningspunkterna:
x + 3 = 3 − x2 ⇔ x2 + x = 0 ⇔ x(x + 1) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = −1.Vi ritar upp kurvorna (se �gur 2.22) oh inser att i [−1, 0] är
g(x) = 3 − x2 ≥ f(x) = x + 3.

-3 -2 -1 1 2 3
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-1

1

2

3

Figur 2.22:Då fås:
V = π

∫ 0

−1

(3 − x2)2dx − π

∫ 0

−1

(x + 3)2dx =

π

∫ 0

−1

(9 − 6x2 + x4)dx − π

∫ 0

−1

(x2 + 6x + 9)dx =

π

∫ 0

−1

(9 − 6x2 + x4 − x2 − 6x − 9)dx =
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= π

∫ 0

−1

(x4 − 7x2 − 6x)dx = π
[1

5
x5 − 7

3
x3 − 6

2
x2
]0

−1
=

π
[

0 −
(1

5
· (−1)5 − 7

3
· (−1)3 − 3 · (−1)2

)]

=

π
(1

5
− 7

3
+ 3
)

=
13π

15
v.e.

Vi har nu sett hur man beräknar volymen för rotationskroppar. Vi kan ut-vidga detta oh se på kroppar som inte är rotationskroppar, men som viändå vill beräkna volymen på. Om arean av ett plan vinkelrätt mot x-axelnbeskrivs med A(x) så fås volymen i intervallet [a, b] som:
V =

∫ b

a

A(x)dx.2.15 Generaliserade integralerHittills har vi sett på integraler för funktioner som varit begränsade ohde�nierade på ett slutet intervall. Ofta är det dok intressant att undersökavad som händer om integrationsintervallet är oändligt, exempelvis
∫ ∞

2

f(x)dx,eller om funktionen är obegränsad, exempelvis
∫ 1

0

1

x
dx.Sådana integraler vars integrationsområde är oändligt eller där funktionen ärobegränsad kallas generaliserade integraler.Exempel 2.47Vi skall börja med att se på integralen

∫ 1

0

1√
x
dx.Denna är inte begränsad, ty
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lim
x→0

1√
x

= ∞.Den är inte heller de�nierad för x = 0.Om vi tänker oss att vi integrerar mellan ett tal s, som liggernära 0, oh 1 så skulle vi få:
∫ 1

s

1√
x
dx =

∫ 1

s

x
−

1
2 dx =

[

2
√

x
]1

s
= 2 − 2

√
s.Genom att undersöka gränsvärdet då s → 0 fås:

lim
s→0

∫ 1

s

1√
x
dx = lim

s→0
(2 − 2

√
s) = 2.Vad vi kommer att göra är att vi de�nierar den generaliseradeintegralen med hjälp av detta gränsvärde. Vi har alltså en obe-gränsad funktion men en begränsad yta.Exempel 2.48Beräkna ∫ 1

0

1

x
dx.Vi gör på samma sätt som i föregående exempel oh erhåller

∫ 1

0

1

x
dx = lim

s→0

∫ 1

s

1

x
dx = lim

s→0

[

ln x
]1

s
=

lim
s→0

(ln 1 − ln s) = − lim
s→0

ln s = ∞.Eftersom gränsvärde saknades så säger vi att den generaliseradeintegralen ∫ 1

0
1
x
dx inte existerar.Om en generaliserad integral existerar, d.v.s. om vi har ett ändligt gräns-värde, säger vi inom matematiken att integralen konvergerar eller att den ärkonvergent. Om gränsvärde saknas, d.v.s. om den generaliserade integraleninte existerar, sägs integralen vara divergent, eller divergera.



KAPITEL 2. INTEGRALER 59Exempel 2.49Undersök om integralen
∫ 8

−1

1
3
√

x
dxkonvergerar.Funktionen är inte de�nierad för x = 0. Vi delar upp funktioneni två delar,

∫ 8

−1

1
3
√

x
dx =

∫ 0

−1

1
3
√

x
dx +

∫ 8

0

1
3
√

x
dx,oh undersöker dessa skilt:

∫ 0

−1

1
3
√

x
dx = lim

s→0

∫ s

−1

x
−

1
3 dx = lim

s→0

[3

2
x

2
3

]s

−1
=

lim
s→0

[3

2

3
√

s2 − 3

2
3
√

(−1)2
]

= −3

2oh
∫ 8

0

1
3
√

x
dx = lim

s→0

∫ 8

s

x
−

1
3 dx = lim

s→0

[3

2
x

2
3

]8

s
=

lim
s→0

[3

2

3
√

82 − 3

2

3
√

s2
]

=
3

2
· 4 − 3

2
· 0 = 6.Båda integralerna konvergerar oh vi får

∫ 8

−1

1
3
√

x
dx =

∫ 0

−1

1
3
√

x
dx +

∫ 8

0

1
3
√

x
dx = −3

2
+ 6 =

9

2
.

Fråga: Vad skulle hänt om den ena integralen konvergerat oh den andradivergerat?Svar: Då skulle vi sagt att hela den generaliserade integralen skulle varadivergent. Det räker med att en del av en integral är divergent för att helaintegralen skall vara divergent. På motsvarande sätt måste alla delintervall i



KAPITEL 2. INTEGRALER 60en integral vara konvergenta för att hela integralen skall vara det.I följande två exempel skall vi gå in på en viktig matematisk sats. Vi antaratt vi har två funktioner f oh g oh det gäller att f ≤ g på hela de�nitions-mängden. Dessutom antar vi att g är konvergent. Eftersom f ≤ g för varje
x, måste då okså f vara konvergent. På motsvarande sätt gäller det att om
f ≥ g på hela de�nitionsmängden oh g är divergent så är f okså divergent.Exempel 2.50Konvergerar integralen

∫ ∞

0

e−xdx?Vi låter M betekna ett stort positivt tal. Då fås:
∫ ∞

0

e−xdx = lim
M→∞

∫ M

0

e−xdx = lim
M→∞

[

−e−x
]M

0
= 0 − (−1) = 1.

∴ Integralen konvergerar.Exempel 2.51Konvergerar integralen
∫ ∞

1

e−x2

dx?Till funktionen e−x2 �nns det inte direkt någon primitiv funktion.I detta fall är x > 1 (ty vi integrerar mellan 1 oh ∞). Då gällerföljande:
x < x2 ⇒ ex < ex2 ⇒ 1

ex
>

1

ex2
⇒ e−x > e−x2

.Nu kan vi med hjälp av satsen säga, att eftersom ∫∞
1

e−xdx kon-vergerar (den konvergerar ju på intervallet [0,∞]) så måste okså
∫∞

1
e−x2 konvergera.



KAPITEL 2. INTEGRALER 612.16 VariabelbyteVi kommer i de följande avsnittena att behandla tre speiella metoder atthitta en primitiv funktion. Dessa metoder är myket användbara oh är braatt behärska.Den första metoden kallas variabelbyte. Detta innebär att när vi hittills oftasthar integrerat m.a.p. x, så skall vi göra en substitution, ett utbyte, så att vifår ett lättare uttryk. Vi illustrerar med ett exempel:Exempel 2.52Bestäm integralen
∫ 1

0

(2x + 1)3dx.Vi har redan tidigare beräknat integraler av denna typ (se exem-pel 2.18 a)) Denna gång gör vi det dok m.h.a en variabelsubsti-tution, d.v.s. vi skall byta ut ett uttryk mot ett annat så vi fårnågot som är enklare att integrera.Att hitta ett lämpligt uttryk är inte alltid lätt, ibland handlardet om att gissa, men vi försöker:Vi sätter 2x+1 = t. För att kunna sätta in t på platsen för 2x+1oh sedan kunna integrera måste vi göra någonting åt dx. Vad viskall göra är1. Lös ut x ur substitutionen.2. Derivera båda sidorna med avseende på t.3. Lös ut dx.4. Sätt in i integralen oh ändra gränserna.Vi börjar:1. Lös ut x ur substitutionen.
2x + 1 = t ⇔ x =

t − 1

2
.



KAPITEL 2. INTEGRALER 622. Derivera båda sidorna med avseende på t.Här introduerar vi en ny betekning:
dx

dt
.Detta betyder att man deriverar uttryket x med avseendepå t.Vi vet att x = t−1

2
= t

2
− 1

2
. Deriverar vi detta med avseendepå t får vi att
dx

dt
=

1

2
.3. Lös ut dx.

dx

dt
=

1

2
⇔ dx =

1

2
dt.4. Sätt in i integralen oh ändra gränserna.Vi har de�nierat 2x+1 = t. Detta har lett till att dx = 1

2
dt.Vad blir då integrationsgränserna?För den övre gränsen gäller att t = 2x + 1 oh x = 1. Dettager t = 2 · 1 + 1 = 3. På motsvarande sätt fås den undregränsen, x = 0, som t = 2 · 0 + 1 = 1. Integrationsintervalletär alltså [1, 3].Vi får:

∫ 1

0

(2x + 1)3dx =

∫ 3

1

t3

2
dt.Vi beräknar den nya integralen:

∫ 3

1

t3

2
dt =

[1

2
· t4

4

]3

1
=
[34

8
− 14

8

]

=
80

8
= 10.Fråga: Vad betyder det att derivera m.a.p x oh m.a.p t?



KAPITEL 2. INTEGRALER 63Svar: Vi visar detta med ett exempel: Vi tar uttryket x2 − t2x + 4t. Omvi deriverar detta uttryk m.a.p x behandlar vi �alla andra bokstäver� somkonstanter. D.v.s. deriverar vi uttryket ovan m.a.p. x får vi 2x − t2. Om vidäremot deriverar m.a.p t behandlas alla bokstäver förutom t som konstan-ter. Uttryket, deriverat m.a.p. t, blir därför −2xt + 4.Att hitta lykade variabelsubstitutioner kan verka vara slumpmässigt. En brasubstitution är dok en som leder till att det uttryk man integrerar blir lät-tare.Exempel 2.53Beräkna ∫ π

3

0

sin x cos3 xdx.Även denna uppgift påminner om en vi räknat tidigare (ex 2.32).Vi skall nu använda oss av variabelsubstitution. Substitutionenvi använder är cos x = t. Vi följer punkterna från förra exempletoh får:1. Det är onödigt att lösa ut x, det blir bara myket krångligaredå, så vi �hoppar över� detta.2. Istället för att derivera m.a.p t så deriverar vi med avseendepå x. Då fås:
− sin x =

dt

dx
.3. Vi löser ut dx oh får

dx = − dt

sin x
.4. Härnäst ska vi ändra gränserna. Detta görs genom att turvistsätta in övre oh undre gränsen i substitutionen cos x = t:

x =
π

3
⇒ t = cos

π

3
=

1

2
x = 0 ⇒ t = cos 0 = 1.



KAPITEL 2. INTEGRALER 64Vi sätter in detta i integralen oh får
∫ π

3

0

sin x cos3 xdx
(1)
= −

∫ 1

2

1

t3dt.

(1) gäller ty termen sin x förkortas bort mot samma termi nämnaren för dt. Kom ihåg minusteknet, det försvinnerinte!Det enda som nu återstår är att lösa integralen
−
∫ 1

2

1

t3dt =

∫ 1

1

2

t3dt =
[1

4
t4
]1

1

2

=
1

4
· 14 − 1

4
· 1

2

4

=
1

4
− 1

64
=

15

64
.Exempel 2.54Beräkna ∫ 3

0

√
9 − x2dx.Detta är en integral som vi inte direkt kan hitta någon primi-tiv funktion till. Vi försöker med en variabelsubstitution. Det viförsöker med är:

x = 3 sin t.1. Uttryket är löst m.a.p x.2. Deriverar båda sidorna m.a.p t:
dx

dt
= 3 cos t.3. Löser sedan ut dx:

dx = 3 cos tdt.4. Ändra gränserna oh sätt sedan in allt i integralen.Gränsena kan inte bestämmas genom direkt insättning, detär dok inte svårt. Vi startar med den undre gränsen. För



KAPITEL 2. INTEGRALER 65den är x = 0. Substitutionen var ju x = 3 sin t. Vi ska alltsåhitta ett t för vilket 3 sin t = 0. Vi får att t = 0 (se exempelvisMAOL). På samma sätt fås för den övre gränsen att
x = 3 ⇒ 3 sin t = 3 ⇒ sin t = 1 ⇒ t =

π

2
.Vi sätter in i integralen oh får

∫ 3

0

√
9 − x2dx =

∫ π

2

0

√

9 − 9 sin2 t · 3 cos tdt =

∫ π

2

0

√

9(1 − sin2 t) · 3 cos tdt =

∫ π

2

0

√
9 cos2 t · 3 cos tdt =

∫ π

2

0

3 cos t · 3 cos tdt = 9

∫ π

2

0

cos2 tdt.Vi vet att
cos 2x = 2 cos2 x − 1 ⇔ cos2 x =

cos 2x + 1

2
,vilket ger att

9

∫ π

2

0

cos2 tdt =
9

2

∫ π

2

0

(cos 2t + 1)dt =
9

2

[1

2
sin 2t + t

]π

2

0
=

9

2

[(1

2
sin

2π

2
+

π

2

)

−
(1

2
sin(2 · 0) + 0

)]

=

9

2

(1

2
sin π +

π

2
− 1

2
sin 0

)

=
9

2
· π

2
=

9π

4
.2.17 PartialbråksuppdelningEn annan metod som ofta kan vara nödvändig är att partialbråksuppdela. Detbetyder att man skriver om ett rationellt uttryk så att man delar upp det i�era olika rationella uttryk.Vi skall se på ett exempel:Exempel 2.55Beräkna ∫ 4

2

1

x2 − 1
dx.



KAPITEL 2. INTEGRALER 66Detta är ett uttryk som vi inte direkt kan hitta någon primitivfunktion till. När vi har att göra med rationella uttryk är dokofta den mest framkomliga vägen att partialbråksuppdela. Dettagörs enligt:1. Faktorisera nämnaren.
1

x2 − 1
=

1

(x + 1)(x − 1)
.2. Uppdela bråket i så många termer som det �nns faktorer inämnaren.Detta görs enligt:

1

x2 − 1
=

1

(x + 1)(x − 1)
=

A

x + 1
+

B

x − 1
.3. Bestäm A oh B.Vi använder oss av den senare likheten i 2. oh multiplierarupp vänstra sidans nämnare:

1

(x + 1)(x − 1)
=

A

x + 1
+

B

x − 1
⇔

1 =
A(x + 1)(x − 1)

(x + 1)
+

B(x + 1)(x − 1)

(x − 1)
⇔

1 = A(x − 1) + B(x + 1).I detta skede skiljer vi på termer som innehåller variabeln xoh sådana som inte gör det.
1 = A(x − 1) + B(x + 1) ⇔
1 = Ax − A + Bx + B ⇔

0x + 1 = Ax + Bx − A + B ⇔
0x + 1 = (A + B)x + (−A + B).Vi bildar nu ett ekvationssystem:
{

1 = −A + B (1)
0 = A + B (2)Från (2) får vi att −A = B. Vi sätter in detta i (1) oh får
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{

1 = B + B = 2B
−A = B

⇒ A = −1

2
, B =

1

2
.4. Sätt in A oh B i ursprungsekvationen.

1

x2 − 1
=

A

x + 1
+

B

x − 1
=

−1
2

x + 1
+

1
2

x − 1
.

Detta är ett uttryk vi kan integrera:
∫ 4

2

1

x2 − 1
dx =

∫ 4

2

( −1
2

x + 1
+

1
2

x − 1

)

dx =

−1

2

∫ 4

2

1

x + 1
dx +

1

2

∫ 4

2

1

x − 1
dx =

−1

2

[

ln |x + 1|
]4

2
+

1

2

[

ln |x − 1|
]4

2
=

−1

2
(ln 5 − ln 3) +

1

2
(ln 3 − ln 1) = ln 3 − 1

2
ln 5.Exempel 2.56Beräkna

∫ 4

3

−2x2 + 3x − 4

x3 − x2 − 2x
dx.

1. Faktorisera nämnaren.Vi börjar med att räkna ut nämnarens nollställen:
x3−x2−2x = x(x2−x−2) = 0 ⇒ x = 0 ∨ (x2−x−2) = 0.För andragradsekvationen, x2 − x − 2 = 0, gäller att:
x =

1 ±
√

(−1)2 − 4 · 1 · (−2)

2 · 1 =
1 ± 3

2
⇒ x = 2 ∨ x = −1.



KAPITEL 2. INTEGRALER 68Vi får alltså
−2x2 + 3x − 4

x3 − x2 − 2x
=

−2x2 + 3x − 4

x(x − 2)(x + 1)
.2. Uppdela bråket i så många termer som det �nns faktorer inämnaren.

−2x2 + 3x − 4

x(x − 2)(x + 1)
=

A

x
+

B

x − 2
+

C

x + 1
.3. Bestäm A, B oh C.Vi förlänger högerled i ekvationen ovan för att kunna skrivaallt på ett bråkstrek. Vi får:

A

x
+

B

x − 2
+

C

x + 1
=

A(x − 2)(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x − 2)

x(x − 2)(x + 1)
=

A(x2 − x − 2) + B(x2 + x) + C(x2 − 2x)

x(x − 2)(x + 1)
=

Ax2 − Ax − 2A + Bx2 + Bx + Cx2 − 2Cx

x(x − 2)(x + 1)
=

(A + B + C)x2 + (−A + B − 2C)x + (−2A)

x(x − 2)(x + 1)

krav≡ −2x2 + 3x − 4

x(x − 2)(x + 1)Detta ger oss ekvationssystemet






A + B + C = −2, (1)
−A + B − 2C = 3, (2)
−2A = −4, (3)Vi ser direkt från (3) att A = 2. Sätter vi in detta i (1) oh

(2) fås






2 + B + C = −2
−2 + B − 2C = 3
A = 2

⇔







B + C = −4, (1)
B − 2C = 5, (2)
A = 2, (3)



KAPITEL 2. INTEGRALER 69Sedan löser vi ut B ur (2), sätter in detta i (1) oh får pådet sättet ut C. Sätter sedan in värdet på C i (2) för att fåett värde på B.
⇔







B + C = −4
B = 5 + 2C
A = 2

⇔







5 + 2C + C = −4
B = 5 + 2C
A = 2

⇔







3C = −9
B = 5 + 2C
A = 2

⇔







C = −3
B = 5 + 2 · (−3)
A = 2

⇔







A = 2
B = −1
C = −34. Sätt in A, B oh C i ursprungsekvationen.

−2x2 + 3x − 4

x3 − x2 − 2x
=

2

x
− 1

x − 2
− 3

x + 1
.

Nu kan vi integrera. Vi får:
∫ 4

3

−2x2 + 3x − 4

x3 − x2 − 2x
dx =

∫ 4

3

(2

x
− 1

x − 2
− 3

x + 1

)

dx =

[

2 ln |x| − ln |x − 2| − 3 ln |x + 1|
]4

3
=

(

2 ln 4 − ln 2 − 3 ln 5
)

−
(

2 ln 3 − ln 1 − 3 ln 4
)

=

2 ln 22 − ln 2 − 3 ln 5 − 2 ln 3 + 3 ln 22 =

4 ln 2 − ln 2 − 3 ln 5 − 2 ln 3 + 6 ln 2 = 9 ln 2 − 3 ln 5 − 2 ln 3.Här användes regeln log xr = r log x.



KAPITEL 2. INTEGRALER 702.18 Partiell integrationPartiell integration är en tredje metod att integrera när en primitiv funktioninte direkt går att hitta. Den är speiellt användbar när vi har en produktav två funktioner som skall integreras. Vi börjar med att härleda regeln förpartiell integration.Vi vet att deriveringsregeln för en produkt är:
D(f(x)g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).Vi �yttar om termerna oh får:
f(x)g′(x) = D(f(x)g(x)) − f ′(x)g(x).Skulle vi nu vilja integrera uttryken på båda sidorna av �likamed�-teknetskulle vi få (detta kan vi göra för om vi har två uttryk som är lika måsteäven integralen av dem vara lika):

∫ b

a

f(x)g′(x)dx =

∫ b

a

D(f(x)g(x))dx −
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx.Integralen är ju derivatans invers, vilket leder till att:
∫ b

a

f(x)g′(x)dx =
[

f(x)g(x)
]b

a
−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx.Om vi nu ser på det uttryk vi har är detta en regel för att skriva om enintegral. Vi belyser med några exempel.Exempel 2.57Beräkna ∫ e

1

x ln xdx.Här har vi en produkt av två funktioner, x oh ln x. Vi sätter
f(x) = ln x

g′(x) =x.Vi skall nu bilda f ′(x) oh g(x). Dessa är:
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f ′(x) =

1

x

g(x) =
1

2
x2.Vi tillämpar regeln ovan oh får

∫ e

1

x ln xdx =
[1

2
x2 ln x

]e

1
−
∫ e

1

(1

x
· 1

2
x2
)

dx =

[1

2
e2 ln e − 1

2
· 12 ln 1

]

− 1

2

∫ e

1

xdx =
e2

2
− 1

2

[x2

2

]e

1
=

e2

2
− 1

2

[e2

2
− 12

2

]

=
e2

2
− e2

4
+

1

4
=

e2 + 1

4
.Exempel 2.58Beräkna

∫ π

2

0

x sin xdx.Här väljer vi att sätta f(x) = x oh g′(x) = sin x. Detta ger
{

f(x) = x
g′(x) = sin x

⇒
{

f ′(x) = 1
g(x) = − cos xVi använder nu regeln för partiell integreration oh får

∫ π

2

0

x sin xdx = −
[

x cos x
]π

2

0
−
∫ π

2

0

(

1 · (− cos x)
)

dx =

−
[π

2
cos

π

2
− 0
]

+

∫ π

2

0

cos xdx = 0 +
[

sin x
]π

2

0
=

sin
π

2
− sin 0 = 1 − 0 = 1.



KAPITEL 2. INTEGRALER 72Exempel 2.59Bestäm konstanten a så att
∫ a

1

ln xdx = 1.

Här verkar det kanske som om vi inte har en produkt av tvåfunktioner, men om vi sätter :
f(x) = ln x

g′(x) =1ser vi att vi kan tolka ln x som en produkt. Vi bildar nu
f ′(x) =

1

x
g(x) =x.Vi kan direkt tillämpa regeln för partiell integration:

∫ a

1

ln xdx =
[

x ln x
]a

1
−
∫ a

1

(1

x
· x
)

dx =

a ln a − 1 ln 1 −
∫ a

1

1dx = a ln a −
[

x
]a

1
= a ln a − a + 1.Nu återstår ännu att bestämma a så att ∫ a

1
ln xdx = 1. Vi får

∫ a

1

ln xdx = 1 ⇔ a ln a − a + 1 = 1 ⇔

a ln a = a ⇔ ln a = 1 ⇔ a = e.



Kapitel 3Komplexa tal
3.1 De�nition på komplexa talVi har till en viss del diskuterat problematiken med att lösa ekvationer avtypen:

x2 + 2 = 0.I vår de�nition av kvadratroten har vi krävt att talet under kvadratrotenskall vara större än eller lika med noll. Ändå skulle det i många fall varapraktiskt att inte ha detta krav. Vi skall nu utvekla de talområden vi haroh se på den komplexa talmängden. För att göra detta antar vi att det �nnsett tal i, med den egenskapen att:
i2 = −1.Vi kallar detta tal i för en imaginär enhet. (imaginär=overklig, tänkt).Vi skall nu se på ett tal, a + bi, där a oh b är reella tal. Vi antar att vikan addera oh multipliera dessa, preis på samma sätt som med vanligapolynom. Dessutom skall vi inte glömma att i2 = −1.Exempel 3.1a) (3 + 2i) + (4 − i) = 3 + 2i + 4 − i = 7 + ib) (2+3i)(5−i) = 10−2i+15i−3i2 = 10−2i+15i+3 = 13+13i.

73



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 74För ett tal, a + bi, kan vi även införa betekningen (a, b). Med den betek-ningen gäller följande de�ntion:De�nition 3.1 De komplexa talen är talpar, för vilka addition oh multi-plikation de�nieras på följnade sätt:
(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)

(a, b)(c, d) = (ac − bd, ad + bc)De komplexa talens mängd beteknas med C.För ett komplext talpar gäller det att:
(a, b) = (c, d) ⇔ a = c oh b = d.När man behandlar komplexa tal använder man ofta symbolen z som betek-ning på ett komplext tal, dvs z = (a, b).Exempel 3.2Sätt z = (1, 2). Beräkna z + (2, 3) oh z2.
z + (2, 3) = (1, 2) + (2, 3) = (3, 5)

z2 = (1, 2)2 = (1, 2)(1, 2) = (1 − 4, 2 + 2) = (−3, 4)Exempel 3.3Bestäm x oh y så att z1 = z2 då z1 = (x2−2, 2) oh z2 = (0, |y|).För att likhet ska gälla måste de reella delarna vara lika oh deimaginära delarna av talen vara lika, d.v.s.
x2 − 2 = 0 ⇔ x = ±

√
2oh

2 = |y| ⇔ y = ±2.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 75Vi skall nu införa räkneregler som gäller för komplexa tal. Vi ser på tre god-tykliga komplexa tal, z1, z2 oh z3. Addition Multiplikation1. Kommutativa lagen z1 + z2 = z2 + z1 z1 · z2 = z2 · z12. Assoiativa lagen z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 z1 · (z2 · z3) = (z1 · z2) · z33. Distributiva lagarna z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3

(z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z34. Neutralt element (a, b) + (0, 0) = (a, b) (a, b) · (1, 0) = (a, b)
(0, 0) är neutralt element (1, 0) är neutralt element5. Inverst element (a, b) + (−a,−b) = (0, 0) z · z−1 = z · 1

z
= (1, 0)

(−a,−b) är det motsatta talet z−1 är det inverterade taletExempel 3.4Sätt z = (3, 2). Bestäm det motsatta oh det inverterade talet.Från tabellen ovan ser vi att det motsatta talet fås som
−z = (−3,−2).För det inverterade talet vet vi att z · z−1 = (1, 0). Om vi kallar

z−1 för (a, b) så gäller det att
(3, 2)(a, b) = (1, 0) ⇔ (3a − 2b, 3b + 2a) = (1, 0)

⇔
{

3a − 2b = 1
2a + 3b = 0

⇔
{

a = 2
3
b + 1

3

2a + 3b = 0
⇔

{
a = 2

3
b + 1

3

2
(

2
3
b + 1

3

)
+ 3b = 0

⇔
{

a = 2
3
b + 1

3
4
3
b + 2

3
+ 3b = 0

⇔
{

a = 2
3
b + 1

3
13
3
b = −2

3

⇔
{

a = 2
3
b + 1

3

b = − 2
13

⇔
{

a = 2
3
·
(
− 2

13

)
+ 1

3
= 3

13

b = − 2
13

.Det inverterade talet är alltså
z−1 =

( 3

13
,− 2

13

)

.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 763.2 Komplexa tal på formen a + ibVi tänker oss nu ett reellt tal c. Vi såg på betekningen a + bi för komplexatal. Talet c kan då skrivas som c + 0i, d.v.s som (c, 0).Vi skall multipliera ett reellt tal t med ett komplext tal (a, b). t kan skrivassom (t, 0) oh reglerna för multiplikation av komplexa tal ger att:
(t, 0) · (a, b) = (ta − 0b, tb + 0a) = (ta, tb).Detta ger upphov till följande regel:Regel: Produkten av det reella talet t oh det komplexa talet (a, b) är:

t · (a, b) = (ta, tb).Vi skall även utgående från vår de�nition på komplexa tal som talpar medvissa egenskaper, härleda den egenskap på talet i som vi eftersträvade, näm-ligen att i2 = −1.Eftersom i kan skrivas som 0 + 1i, kan vi betekna i som (0, 1). Om viundersöker i · i får vi:
i · i = (0, 1)(0, 1) = (0 − 1, 0 + 0) = (−1, 0),d.v.s vi har veri�erat att regeln

i2 = −1gäller.Vi skall sammanfatta vad vi hittills gått igenom:Sammanfattning:
• Det komplexa talet i = (0, 1), som benämns imaginär enhet, uppfyllerlikheten i2 = −1.
• Varje komplext tal z = (a, b) kan skrivas på formen z = a + bi, där

a, b ∈ R.

• I det komplexa talet z = a + bi kallas a för reell del oh b kallas förimaginär del. Man brukar betekna detta a =Re(z) oh b =Im(z).
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• Vi kallar det komplexa talet z = a + bi för:reellt om b = 0,imaginärt om b 6= 0,rent imaginärt om a = 0 oh b 6= 0.Exempel 3.5Beräknaa) 2(3 − i) − 3(−2 + 5i),b) (2 − 3i)(2 + 3i),) 1

3
(3 − 6i)2,d) (1 − i)4Vi använder det vi lärt oss oh får:a)

2(3 − i) − 3(−2 + 5i) = 6 − 2i + 6 − 15i = 12 − 17i.b)
(2 − 3i)(2 + 3i) = 22 − (3i)2 = 4 − 9i2 = 4 − 9 · (−1) = 13.)

1

3
(3 − 6i)2 =

1

3
(32 − 2 · 3 · (−6i) + (−6i)2) =

1

3
(9 + 36i + 36i2) =

1

3
(9 + 36i − 36) =

1

3
(−27 + 36i) = −9 + 12i.d)

(1 − i)4 = ((1 − i)2)2 = (1 − 2i + i2)2 =

(1 − 2i − 1)2 = (−2i)2 = 4 · (−1) = −4.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 78Exempel 3.6Beräknaa) i3,b) i23,) i4n+2a)
i3 = i2 · i = (−1) · i = −i.b)

i23 = i20 · i3 = (i2)10 · i3 = (−1)10 · i2 · i = 1 · (−i) = −i.)
i4n+2 = i4n · i2 = (i2n)2 · (−1)

(1)
= 1 · (−1) = −1,där (1) gäller ty i2n är alltid −1 eller 1 eftersom 2n alltid är ettjämnt tal. Kvadrerar man detta fås 1, oberoende av värdet på n.Exempel 3.7Lös ekvationen 5z − (5 − 4i) = 3 − 2i + 3z med avseende på z.

5z − (5 − 4i) = 3 − 2i + 3z ⇔ 5z − 3z = 3 − 2i + (5 − 4i) ⇔
2z = 8 − 6i ⇔ z = 4 − 3i.Exempel 3.8Bestäm de reella talen x, y ∈ R så att (x2 − i) − (x − 2yi) = 0.Här måste det gälla att (x2 − i) = (x − 2yi). Vi vet att för atttvå komplexa tal (a, b) oh (c, d), skall vara lika krävs att a = coh b = d. För att likheten skall gälla måste vi därför kräva att:
x2 = x oh − 1 = −2y.Detta ger

x2 = x ⇔ x2 − x = 0 ⇔ x(x − 1) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = 1



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 79oh
−1 = −2y ⇔ 2y = 1 ⇔ y =

1

2
.Alltså, talparen som löser ekvationen är (x, y) =
(
0, 1

2

) oh (x, y) =
(
1, 1

2

).Exempel 3.9Bestäm x ∈ R så att det komplexa talet z = x3+x2i+(i−1)x−2iära) reelltb) rent imaginärt.Vi börjar med att skilja på de reella oh de imaginära delarna:
z = x3 + x2i + (i − 1)x − 2i = (x3 − x) + (x2 + x − 2)i.a) Ett komplext tal z = a + bi är reellt om b = 0. I detta ex-empel bör det alltså gälla att x2 + x − 2 = 0. Vi löser dennaandragradsekvation:

x =
−1 ±

√

(−1)2 − 4 · 1 · (−2)

2 · 1 =
−1 ±

√
1 + 8

2
=

=
−1 ± 3

2
⇒ x = 1 ∨ x = −2.

∴ Talet z är reellt om x = 1 ∨ x = −2.b) Det gäller att z = a + bi är rent imaginärt då a = 0 oh b 6= 0.
x3 − x = 0 ⇔ x(x2 − 1) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = 1 ∨ x = −1.MEN: Här faller dok lösningen x = 1 bort, ty om x = 1 blir

b = 0.
∴ Talet z är rent imaginärt om x = 0 ∨ x = −1.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 803.3 Konjugatet, division med komplexa talOfta eftersträvar vi att skriva ett komplext tal på formen a + bi. Vi börjarmed ett exempel:Exempel 3.10Skriv det komplexa talet z = 1
1−i

på formen a + bi.Vi angriper problemet genom att förlänga bråket med talet 1+ i.Då fås
z =

1

1 − i
=

1 + i

(1 − i)(1 + i)
=

1 + i

12 − i2
=

1 + i

1 + 1
=

1 + i

2
=

1

2
+

1

2
i.Vad vi gjorde här var att vi förlängde med något som kallas konjugatet. Om

z = a + bi kallar vi talet a− bi för konjugatet. Vi kommer att märka att justkonjugatet spelar en viktig roll när vi behandlar komplexa tal.De�nition 3.2 Det komplexa talet z = a + bi har konjugatet a − bi. Kon-jugatet beteknas med z̄.Exempel 3.11Konjugatet tilla) z = 1 +
√

5i är z̄ = 1 −
√

5ib) z = −3i är z̄ = 3i) z = −3 är z̄ = −3.Vi inser att �konjugatet på konjugatet� är samma som vårt ursprungliga ut-tryk, d.v.s ¯̄z = z.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 81Exempel 3.12Lös ekvationen z̄ − ¯̄z = iz̄ + 4.Vi börjar med att betekna z = ¯̄z = a + bi oh z̄ = a − bi. Visätter sedan in detta i ekvationen oh får:
z̄ − ¯̄z = iz̄ + 4 ⇔ (a − bi) − (a + bi) = i(a − bi) + 4 ⇔

a − bi − a − bi = ai − bi2 + 4 ⇔
−2bi = ai + b + 4 ⇔ 0 − 2bi = (b + 4) + ai.Kravet för likhet ger

{
0 = b + 4
−2b = a

⇔
{

b = −4
a = 8

∴ z = 8 − 4i.En viktig egenskap som gäller för ett komplext tal oh dess konjugat är attbåde summan oh produkten är reella:
(a + bi) + (a − bi) = 2a ∈ R

(a + bi)(a − bi) = a2 − abi + abi − b2i2 = a2 + b2 ∈ R.Exempel 3.13Bestäma) summanb) produkten) kvotenav det komplexa talet z = 1−i
1+i

oh dess konjugat.Vi börjar med att skriva det komplexa talet på formen a + bi. Viförlänger alltså med nämnarens konjugat:
z =

1 − i

1 + i
=

(1 − i)(1 − i)

(1 + i)(1 − i)
=

1 − i − i + i2

12 − i2
=

−2i

2
= −i.Detta ger
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z = −i ⇒ z̄ = i.oh vi fåra)

z + z̄ = −i + i = 0b)
z · z̄ = (−i) · i = −i2 = −(−1) = 1)

z

z̄
=

−i

i
= −1.Exempel 3.14Lös ekvationen 2z = i(z + 1) oh skriv lösningen i formen a + bi.

2z = i(z + 1) ⇔ 2z = iz + i ⇔ z(2 − i) = i ⇔ z =
i

2 − i
.Vi skriver om z oh får

z =
i

2 − i
=

i(2 + i)

(2 − i)(2 + i)
=

2i + i2

22 − i2
=

2i − 1

5
= −1

5
+

2

5
i.Exempel 3.15Bestäm talet a ∈ R så att a

1−i
+ 1

ai
är reellt.Vi börjar med att skriva om uttryket:

a

1 − i
+

1

ai
=

a(1 + i)

(1 − i)(1 + i)
+

1(0 − ai)

ai(0 − ai)
=

a + ai

12 − i2
− ai

−a2i2
=

a + ai

2
− ai

a2
=

a

2
+

ai

2
− i

a
=

a

2
+
(a

2
− 1

a

)
i.För att detta ska vara reellt krävs att a

2
− 1

a
= 0. Vi löser ekva-tionen oh får

a

2
− 1

a
= 0 ⇔ a

2
=

1

a
⇔ a2 = 2 ⇔ a = ±

√
2.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 833.4 Det komplexa talplanetVi de�nierade komplexa tal utgående från talpar med vissa egenskaper. Visade att addition oh multiplikation av dessa talpar måste ske på ett särskiltsätt. När vi har att göra med talpar ligger det nära till hands att samman-koppla dessa med planet. Det första talet i talparet (a, b) är ju den reelladelen. Har vi att göra med planet motsvaras detta av x-koordinaten, b ärden imaginära delen oh motsvaras i planet av y-koordinaten. Vi skall se påett exempel:Exempel 3.16Sök de punkter i det komplexa talplanet som motsvarar punkter-naa) −2b) 2 + i) 2 − iVi skriver om dessa i formen (a, b) för att sen kunna sätta in demi ett koordinatsystem (se �gur 3.1)a) −2 = −2 + 0i = (−2, 0)b) 2 + i = (2, 1)) 2 − i = (2,−1)

Re z

Im z

a)

b)

c)

Figur 3.1:



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 84Observera att för varje punkt i det komplexa talplanet kan man hitta enmotsvarande ortsvektor1. Det komplexa talet z = a + bi motsvaras av vek-torn a~i + b~j. Addition oh subtraktion med komplexa tal är jämförbart medaddition oh subtraktion av vektorer.Vi skall nu de�niera absolutbeloppet av ett komplext tal. Här har man hjälpav vektortolkningen.De�nition 3.3 Absolutbeloppet av det komplexa talet z = a+bi är längdenav ortsvektorn (a, b), d.v.s.
|z| =

√
a2 + b2.Exempel 3.17Beräkna absolutbeloppet av följande tal:a) 2 − 3ib) √5i) a (OBS! a ∈ R)Vi använder oss av de�nitionen ovan oh får:a) |2 − 3i| =

√

22 + (−3)2 =
√

4 + 9 =
√

13b) |√5i| = |0 +
√

5i| =
√

02 + (
√

5)2 =
√

5) |a| = |a + 0i| =
√

a2 + 02 = |a|Vi ser alltså att absolutbeloppet av ett komplext tal är reellt. Detta är juokså förståeligt när man minns tolkningen av absolutbeloppet som längdenav motsvarande vektor. Vi skall se på några egenskaper som gäller för absol-utbelopp:
1Om vektorbegreppet är obekant kan man hoppa över denna tolkning



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 85Egenskaper hos absolutbelopp för komplexa tal:Tag de komplexa talen z, z1 oh z2. Nu gäller att:1.
|z| = 0 ⇔ z = 02.

|z| = |z̄|3.
|z| =

√
a2 + b2 =

√
zz̄4.

|z1z2| = |z1||z2|5.
∣
∣
∣
z1

z2

∣
∣
∣ =

|z1|
|z2|

, z2 6= 06.
|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| (triangelolikheten)Exempel 3.18Bestäm |z| då

z =
3 + 4i

2 + i
.

|z| =
∣
∣
∣
3 + 4i

2 + i

∣
∣
∣

5.
=

|3 + 4i|
|2 + i|

3.
=

√
32 + 42

√
22 + 12

=

√
25√
5

=

√

25

5
=

√
5.Exempel 3.19Visa att

z +
4

zär reellt, då |z| = 2.Här kan vi utnyttja regel 3. Enligt den är |z| =
√

a2 + b2 =
√

zz̄.Då gäller det att zz̄ = |z|2. Vi förlänger oh får
z +

4

z
= z +

4z̄

zz̄
= z +

4z̄

|z|2 = z +
4z̄

22
= z + z̄.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 86Vi har redan tidigare, i avsnitt 3.3, visat att z + z̄ ∈ R så sakenär klar.Exempel 3.20Bestäm det komplexa talet z för vilket det gäller att z = z̄2.Vi gör ansatsen z = a+bi. Detta innebär att z̄ = a−bi. Insättningger
z = z̄2 ⇔ a + bi = (a − bi)2 ⇔ a + bi = a2 − 2abi + b2i2

︸︷︷︸

=−b2

⇔

a + bi − a2 + 2abi + b2 = 0 ⇔ (a − a2 + b2) + (b + 2ab)i = 0.Detta leder till att vi får ekvationssystemet
{

a − a2 + b2 = 0
b + 2ab = 0Från den senare ekvationen får vi att

b + 2ab = 0 ⇔ b(1 + 2a) = 0 ⇔

b = 0 ∨ 1 + 2a = 0 ⇔ a = −1

2
∨ b = 0.Insättning av a = 1

2
i den första ekvationen i ekvationssystemetger

−1

2
−
(

− 1

2

)2

+ b2 = 0 ⇔ −1

2
− 1

4
+ b2 = 0 ⇔

b2 =
3

4
⇒ b = ±

√
3

2
.Insättning av b = 0 ger

a − a2 + 02 = 0 ⇔ a(1 − a) = 0 ⇔ a = 0 ∨ a = 1.Vi får alltså följande lösningar:
z = −1

2
+

√
3

2
i ∨ z = −1

2
−

√
3

2
i ∨ z = 0 ∨ z = 1.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 87Exempel 3.21Skriv det komplexa talet
z =

3 + 4i

1 + 2
√

2ipå formen z = a + bi, samt bestäm |z|.Vi börjar med att skriva talet på formen z = a + bi:
z =

3 + 4i

1 + 2
√

2i
=

(3 + 4i)(1 − 2
√

2i)

(1 + 2
√

2i)(1 − 2
√

2i)
=

3 − 6
√

2i + 4i − 8
√

2i2

1 − 8i2
=

(3 + 8
√

2) + (4 − 6
√

2)i

9
=

3 + 8
√

2

9
+

4 − 6
√

2

9
i.Nu ska vi ännu beräkna |z|:

|z| =
∣
∣
∣

3 + 4i

1 + 2
√

2i

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
(3 + 8

√
2) + (4 − 6

√
2)i

9

∣
∣
∣ =

√

(3 + 8
√

2)2 + (4 − 6
√

2)2

92
=

√

(9 + 2 · 3 · 8
√

2 + 64 · 2) + (16 − 2 · 4 · 6
√

2 + 36 · 2)

81
=

√

9 + 48
√

2 + 128 + 16 − 48
√

2 + 72

81
=

√

225

81
=

√

25

9
=

5

3
.3.5 Komplexa tal oh reella talNär vi behandlar reella tal är vi vana med att kunna ordna dem i storleks-ordning, 1 < 2 < 3 < 4 osv. När vi behandlar komplexa tal går det inte.Vi kan t.ex. fråga oss om i > 0 eller i < 0. I båda fallen borde det gälla att

i2 > 0. Vi vet dok att i2 = −1.Detta ger upphov till följande sats:



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 88Sats 3.4 De komplexa talen kan inte ordnas i storleksordning.Vad vi kan jämföra är absolutbeloppet, som alltid är reellt. Detta motsvararju längden för motsvarande ortsvektor. Vi kan alltså jämföra avståndet tillorigo för en punkt i det komplexa talplanet.3.6 AndragradsekvationerNär vi började behandla komplexa tal utgik vi från att vi saknade lösning tillekvationen x2 = −1. Vi de�nierade då den imaginära enheten i som lösning-en till den ekvationen. Vi skall i detta avsnitt i en vidare mening undersökakomplexa lösningar till andragradsekvationer.Vi skall utgå från den lösningsformel vi har för andragradsekvationer medreella rötter:Andragradsekvationen ax2 + bx + c = 0 har lösningen
x =

−b ±
√

b2 − 4ac

2a
.Vi har de�nierat diskriminanten D som b2 − 4ac. Om D > 0 har vi två re-ella lösningar, om D = 0 har vi en dubbelrot oh om D < 0 saknas reellalösningar.Vi kommer i det här kapitlet att undersöka fallet D < 0, d.v.s. då diskrimi-nanten är negativ. Kan vi då hitta komplexa lösningar till ekvationen? Viskall börja med att undersöka speialfallet då b = 0.Exempel 3.22Undersök om ekvationen z2 + c = 0 har lösningar i den komplexatalmängden. (c > 0)En lösning måste vara av formen a+bi. Detta betyder att vi sökerlösningar till ekvationen:

z2 = −c ⇔ (a + bi)2 = −c ⇔ (a2 − b2) − 2abi = −c + 0i.För att denna likhet ska gälla måste
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{

a2 − b2 = −c
−2ab = 0Det senare kravet, −2ab = 0, ger att a = 0 ∨ b = 0.Vi sätter in dessa i den första oh får

a = 0 : 02 − b2 = −c ⇔ b2 = c ⇔ b = ±√
c.

b = 0 : a2 − 02 = −c ⇔ a2 = −c.Vi inser alltså att då a = 0 får vi enbart reella lösningar, men då
b = 0 får vi däremot något som saknar reella lösningar. Vi får

a2 = −c ⇔ a2 = ci2 ⇔ a = ±
√

ci2 = ±i
√

c.Det �nns alltså två lösningar: (a, b) = (0,
√

c) ∨ (a, b) = (0,−√
c).

∴ Lösningarna till ekvationen z2 + c = 0 ges av z = 0 ± i
√

c.Sats 3.5 Ekvationen z2 = −c, c > 0, har i den komplexa talmängden Clösningarna
z = ±i

√
c.För andragradsekvationer härleder vi inte lösningsformeln, utan enbart pre-senterar den:Sats 3.6 Andragradsekvationen az2 + bz + c, där a, b oh c är reella har iden komplexa talmängden C lösningarna

z =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
, om b2 − 4ac > 0 (två olika stora reella rötter)

z =
−b

2a
, om b2 − 4ac = 0 (en reell dubbelrot)

z =
−b ± i

√
b2 − 4ac

2a
, om b2 − 4ac < 0 (två olika stora imaginära rötter)När vi löser andragradsekvationer, oh även tillåter komplexa lösningar, an-vänder vi lösningsformel vi tidigare har haft.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 90Exempel 3.23Lös ekvationen 2z2 − 5z + 4 = 0.

z =
5 ±

√
25 − 4 · 4 · 2
2 · 2 =

5 ±
√

25 − 32

4
=

5 ±
√
−7

4
=

5 ± i
√

7

4
=

5

4
± i

√
7

4
.Observera att uttryket √−7 är ode�nierat. Det är alltså inte matematisktkorrekt att skriva √

−7 = i
√

7. Vi gör det dok för enkelhetens skull. I.o.m.att i2 = −1, kan man tänka sig att i =
√
−1 oh därmed

√
−7 =

√

(−1) · 7 =
√
−1

√
7 = i

√
7.Detta tillvägagångssätt är inte korrekt, men ger en intuitiv bild av hur mankommit fram till den formel som nämns i satsen ovan.Vi kan okså använda formeln ovan för ekvationer där koe�ienterna inte ärreella:Exempel 3.24Lös ekvationen 4z2 − 5i − 1 = 0.Här är koe�ienten framför förstagradstermen −5i. Insättning ilösningsformeln ger:

z =
5i ±

√

25i2 − 4 · 4 · (−1)

2 · 4 =
5i ±

√
−25 + 16

8
=

5i ±
√
−9

8
=

5i ± 3i

8
⇒ z = i ∨ z =

1

4
i.Anmärkning 3.7 Vi kan märka att komplexa lösningar till andragradsekva-tioner med reella koe�ienter är varandras konjugat. Detta är dok inte falletför lösningar till ekvationer med komplexa koe�ienter. Jämför de båda ex-emplen!



Kapitel 4Sannolikhetslära
4.1 KombinatorikVad är sannolikhetslära? Man kan allmänt säga att inom sannolikhetslä-ran försöker man beräkna hanser eller risker. Det kan sedan vara fråga omhansen att vinna på lotto eller risken att insjukna i en viss sjukdom. För attkunna beräkna olika sannolikheter krävs att man kan beräkna antalet möj-ligheter som kan uppkomma. I det här avsnittet jobbar vi med kombinatorik.Vi har olika regler vi kan följa, oh vi skall nu se på några av dem.MultiplikationsprinipenExempel 4.1Man vill komma från staden A till staden D via städerna B oh

C. Mellan A oh B går 2 vägar, mellan B oh C går 4 vägar ohmellan C oh D går 2 vägar. Hur många olika rutter kan manvälja mellan A oh D?
A B C DFigur 4.1:Situationen �nns uppritad i �gur 4.1. Från A till B kan man väljatvå olika rutter. Mellan B oh C kan man välja fyra olika rutteroh från C till D kan man välja mellan två rutter. Antalet olikarutter mellan A oh D är därför 2 · 4 · 2 = 16.91



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 92Sats 4.1 Om man står inför en serie valsituationer numrerade 1, 2, . . . , nmed k1, k2, . . . , kn valmöjligheter, är det totala antalet valmöjligheter k1 · k2 ·
. . . · kn. Om man har n styken valsituationer, med k valmöjligheter var, ärdet totala antalet valmöjligheter kn.Exempel 4.2Hur många olika stryktipsrader kan man tippa?Den som tippar gör 13 val. I varje val har han tre möjligheter,

1,X eller 2. Antalet kombinationer är:
313 = 1594323.

Val med hänsyn till ordningenExempel 4.3På hur många sätt kan 6 personer plaeras i en kö?Den första personen i kön kan väljas på 6 olika sätt, den andrakan väljas på 5 olika sätt, den tredje på 4 olika sätt, den fjärde på
3 olika sätt, den femte på 2 olika sätt oh den sista på ett sätt.Antalet möjligheter blir enligt multiplikationsprinipen:

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 720 olika sätt.
Allmänt kan man resonerna på samma sätt för n personer. Den första kanväljas på n olika sätt, den andra på n− 1 olika sätt osv. Antalet möjligheterär: n · (n − 1) · . . . · 2 · 1. Det är ju ganska opraktiskt att varje gång behövaskriva ut hela uttryket oh därför har man infört följande de�nition:De�nition 4.2 Med n! avses för alla ike-negativa naturliga tal n:

n! = n(n − 1)(n − 2) · . . . · 2 · 1.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 93Ytterligare har man de�nierat
0! = 1.

n! utläses �n fakultet�.Vi skall ge några intuitiva förklaringar på ord som ofta kommer att dykaupp inom kombinatoriken oh sannolikhetsläran. I kursen Propedeutisk ma-tematik I de�nierade vi begreppen element oh mängd. I det ovanståendeexemplet kallas en person ett element. Gruppen på 6 personer räknar vi somen mängd. Att plaera element ur en mängd i en bestämd ordning, eller somvi gjorde, plaera personer ur en grupp i en bestämd ordning, kallas att bildaen permutation.Sats 4.3 Antalet permutationer av en mängd bestående av n element är n!Låt oss ta ett exempel:Exempel 4.4Styrelsen i en föreningen består av ordförande, vieordförande,kassör, sekreterare oh informationsansvarig.a) I år har 5 personer blivit invalda till styrelsen. På hur mångaolika sätt kan de fördela posterna mellan sig?b) På hur många sätt kan de båda ordförandeposterna fördelasmellan de 5 invalda?a) Posterna kan fördelas på 5! olika sätt, detta med stöd avovanstående sats. Alltså kan de fördelas på
5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120 olika sätt.b) Till den första posten, ordförande, väljs en person av de 5invalda oh till den andra, vieordförande, kan man välja mellande 4 återstående personerna. Antalet permutationer är 5 ·4 = 20.Vi skall nämna resultatet i b) i en sats. Vi såg ju på antalet permutationerdå vi valde 2 element ur en mängd med 5 element.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 94Sats 4.4 Antalet permutationer om k element ur en mängd med n elementär:
n(n − 1)(n − 2) · . . . · (n − (k − 1)) =

n!

(n − k)!I b)-fallet exempel ovan var ju k = 2 oh n = 5. Detta ger att antaletpermutationer är
5!

(5 − 2)!
=

5!

3!
= 5 · 4 = 20.Exempel 4.5Vid en busshållplats står 5 kvinnor oh 4 män. På hur mångasätt kan dessa människor ställa siga) i en köb) i en kö så att kvinnorna står först) i en kö så att varannan person är en kvinna oh varannan enman?a) De är totalt 9 personer som ska plaeras i en kö. Detta kan skepå 9! = 362880 olika sätt.b) Kvinnorna kan ställa sig i kön på 5! olika sätt, männen på 4!.Antalet olika köer blir då, enligt multiplikationsprinipen, 5!·4! =

2880.) I oh med att kvinnorna är �er vet vi att en kvinna måste ståförst i kön för att det ska vara möjligt att varannan person ären kvinna oh varannan en man. Kvinnorna kan även nu ordnaspå 5! sätt oh männen på 4! olika sätt. Svaret är alltså även här
5! · 4! = 2880.Val utan hänsyn till ordningenExempel 4.6Inom en förening skall man bilda en kommitté. Till denna skall tvårepresentanter från styrelsen i exempel 4.4 väljas. På hur mångasätt kan detta ske?



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 95Detta är inte samma exempel som i 4.4b) ovan. Här är det ju barafråga om att välja två personer av fem, den inbördes ordningenmellan dem spelar ingen roll. I exempel b) bildade varje par avpersoner två olika kombinationer, då person ett kunde vara ord-förande oh person två vieordförande, oh vie versa. Rimligtvisborde antalet kombinationer vara hälften så många som om mantar hänsyn till ordningen. Detta betyder att två personer skullekunna väljas till kommittéen på 10 olika sätt.Allmänt kan vi resonera likadant. Skall vi välja k element ur en mängd på nelement utan hänsyn till ordningen går det till på följande sätt:Om man väljer med hänsyn till ordningen �k vi:
n!

(n − k)!
olika permutationer.I detta antal ingår dok k! sätt, som endast skiljer sig ifrån varandra i frågaom de utvaldas inbördes ordning. Vi måste därför dividera uttryket ovanmed k! för att rätta till detta. Vi kan alltså välja k element ur en mängd med

n element utan hänsyn till ordningen på
n!

k!(n − k)!olika sätt.Detta brukar beteknas på ett speiellt sätt:De�nition 4.5 Med (
n

k

)

,(utläses �n över k�) avses för de naturliga talen n oh k (n > 0 oh k ≤ n):
(

n

k

)

=
n(n − 1)(n − 2) · . . . · (n − (k − 1))

k!
=

n!

k!(n − k)!
.Vi brukar kalla en följd utan bestämd ordning för en kombination (jfr. per-mutation).Sats 4.6 Antalet kombinationer om k element av en mängd med n elementär:

(
n

k

)

=
n!

k!(n − k)!
.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 96Exempel 4.7I en klass �nns 11 pojkar oh 15 �ikor. Klassen har 8 lärare. Föratt ordna en klassresa väljs en kommitté, som består av 3 pojkar,
4 �ikor oh 4 lärare. På hur många olika sätt kan kommittéenväljas?Pojkarna kan väljas ut på (11

3

) sätt, �ikorna på (15
4

) sätt oh lä-rarna kan väljas på (8
4

) sätt.Alla dessa grupper kan man kombinera fritt. Det betyder att dettotala antalet sätt man kan välja kommittéen på är:
(

11

3

)

·
(

15

4

)

·
(

8

4

)

=
11 · 10 · 9
3 · 2 · 1 · 15 · 14 · 13 · 12

4 · 3 · 2 · 1 · 8 · 7 · 6 · 5
4 · 3 · 2 · 1 =

54486432000

3456
= 15765750.I exemplet ovan kan varje person bara väljas en gång. T.ex för pojkarnagäller att den första personen kan väljas på 11 sätt, nästa på 10 (ty personensom valdes först kan inte väljas igen) o.s.v. I exemplet nedan kan däremotsi�rorna väljas på nytt. Om vi exempelvis får en sjua som första si�ra är detmöjligt att även den andra si�ran är en sjua. Detta brukar kallas att manväljer med återläggning. Om varje si�ra bara kunde väljas en gång heter detatt man väljer utan återläggning.Exempel 4.8I Jokerspelet utlottas ett sjusi�rigt tal. Varje si�ra är något avtalen 0, 1, . . . , 8, 9. Hur många olika tal kan lottas ut i Jokerspelet?Varje si�ra kan väljas på 10 olika sätt. Vi får alltså att 107 =

10000000 olika tal kan lottas ut.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 974.2 Empirisk sannolikhetVad menas med sannolikhet? Vi skall se på ett klassiskt exempel:Exempel 4.9Vi tänker oss att vi kastar tärning. När vi kastar en tärning kanvi få upp antingen 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. Vi tänker oss att vi haren symmetrisk tärning. Detta leder till att hansen att få upp enetta är lika stor som hansen att få upp en sexa.Vi skall nu göra ett empiriskt försök (ett experimentellt försök). Vi skall kas-ta en tärning n antal gånger oh se hur stor proent av kasten som visar 1,
2 osv. Deras proentuella andel kallas den relativa frekvensen.I följande försök har jag simulerat tärningskast med n = 100, n = 500,
n = 1000 oh n = 10000: 100 500 1000 100001 0,1900 0,1760 0,1720 0,16742 0,2000 0,1800 0,1610 0,16743 0,1200 0,1800 0,1750 0,16314 0,1800 0,1620 0,1580 0,16625 0,1900 0,1500 0,1690 0,16856 0,1200 0,1520 0,1650 0,1675Summa 1 1 1 1,0001Den teoretiska sannolikheten för att få en etta när man kastar en tärning är:

1

6
= 0, 1667.Vi ser att med större antal kast kommer vi i regel närmare det talet. Vi serokså att skillnaden mellan den största relativa frekvensen oh den minstarelativa frekvensen minskar med större antal tärningskast. Sannolikheternanärmar sig varandra, vilket vi okså kan se ur tabellen.Detta ger upphov till följande sats:



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 98Sats 4.7 Antag att A är en bestämd händelse, som ansluter sig till ett slump-mässigt försök. Försöket utförs n gånger oh antalet försök som leder till att
A inträ�ar antas vara n(A). Om den relativa frekvensen visar sig vara stabil,d.v.s. om den varierar kring ett bestämt tal oh närmar sig detta tal alltef-tersom antalet försök ökar, sägs talet vara den empiriska sannolikheten förhändelsen A. Vi beteknar talet (d.v.s. den empiriska sannolikheten) P (A)oh skriver:

P (A) = lim
n→∞

n(A)

n
.4.3 Det klassiska sannolikhetsbegreppetVi har de�nierat sannolikheten utgående från empirisk sannolikhet. Med em-pirisk sannolikhet menade vi den sannolikhet man får fram genom upprepadeförsök av samma experiment. Vi experimenterade oh simulerade kast meden tärning. Denna de�nition saknar dok en del. Hela de�nitionen bygger påexperiment, som kan få olika utfall beroende på förhållanden i experiementetosv. Vi skall därför bygga upp en mer matematisk hållbar modell.Först måste vi de�niera en del begrepp. De olika resultat eller utfall man kanfå vid ett försök kallar vi elementarhändelser. Alla möjliga elementarhändel-ser bildar en mängd. Den mängden kallar vi ett utfallsrum. Det betyder attde olika resultat man kan få vid ett försök kallas ett utfallsrum. Vi betek-nar utfallsrummet med stor bokstav, ex. U . Om vi ser på en delmängd avutfallsrummet kallar vi detta för en händelse.Exempel 4.10I vårt exempel med kast med tärningar var elementarhändelser-na 1, 2, 3, 4, 5 oh 6. Tillsammans bildade de utfallsrummet

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Utfallsrummet är alltså mängden av elemen-tarhändelser.Om vi kastar en tärning oh undersöker hur ofta vi får 5 eller 6,då undersöker vi hur ofta händelsen {5, 6} inträ�ar. Händelsen ären delmängd av utfallsrummet.Nu när vi har de�nierat endel grundbegrepp kan vi gå över till att de�nierabegreppet sannolikhet.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 99De�nition 4.8 Antag att U är en (ändlig) mängd, som består av möjligautfall vid ett slumpmässigt försök, oh att A är en godtyklig händelse, så att
A ⊂ U . Sannolikheten för händelsen A, d.v.s sannolikheten för att resultatetav försöket skall vara ett element i A är då:

P (A) =
n(A)

n(U).Den klassiska sannolikheten för en händelse är således �Kvoten av antaletgynnsamma utfall oh antalet möjliga utfall.�Exempel 4.11Vi undersöker försöket �dra ett kort ur en vanlig kortlek� ohhändelserna:a) det dragna kortet är spaderb) det dragna kortet är rött) det dragna kortet är en knekt, en dam eller en kung.Enligt vår de�nition ovan skall vi dividera antalet gynnsammautfall med antalet möjliga utfall för att få sannolikheten. n(U),d.v.s. antalet möjliga utfall är 52, eftersom vi kan få 52 olika kortnär vi drar ett kort ur en kortlek.a) Vi ser på händelsen att kortet är spader: Det �nns 13 möjligaelementarhändelser som satis�erar denna händelse (d.v.s. de 13spaderkorten). Sannolikheten är således:
P (A) =

n(A)

n(U)
=

13

52
=

1

4
.b) För händelsen att vi får ett rött kort har vi att n(A) = 26.Detta leder till att:

P (A) =
n(A)

n(U)
=

26

52
=

1

2
.) För händelsen att vi får en knekt, en dam eller en kung har viatt n(A) = 12. Vi får:

P (A) =
n(A)

n(U)
=

12

52
=

3

13
.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 100När vi drar ett kort ur en kortlek tänker vi oss att det är lika stor sannolik-het att dra vilket kort som helst. Detta kallas likformig sannolikhetsfördelningoh används alltid när man räknar med den klassiska sannolikheten. Vi kom-mer senare att gå in på möjligheten att olika elementarhändelser inträ�armed olika stor sannolikhet.Att vi har att göra med en likformig sannolikhetsfördelning förstår vi av attman �slumpmässigt� drar ett kort. Man kan okså förstå det utgående frånproblemets natur.Exempel 4.12Bestäm sannolikheten att få poängsumman 7 eller 8 vid kast medtvå tärningar.Vilket är utfallsrummet? Jo, U består av olika talpar (x, y) somman kan få när man kastar två tärningar. Vi kan bilda U som:
U = {(1, 1), (1, 2), . . . , (2, 1), (2, 2), . . . , (6, 1), (6, 2), . . . , (6, 6)}.Om vi ser på:

A =�poängsumman 7 eller 8 vid kast med två tärningar�får vi att det gynnsamma utfallet är:
A = {(1, 6), (2, 5), (2, 6), (3, 4), (3, 5),

(4, 3), (4, 4), (5, 2), (5, 3), (6, 1), (6, 2)}Alltså, n(A) = 11 oh n(U) = 36 vilket ger
P (A) =

11

36
.Exempel 4.13Ur en kortlek dras 5 kort. Vad är sannolikheten att alla 5 är spa-derkort?



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 101Vi skall nu se på händelsen A = �5 kort dras oh alla är spader�.Utfallsrummet U är alla kombinationer av kort som vi kan få närvi drar fem kort. En elementarhändelse är t.ex.
u1 = {spader 4, klöver 6, hjärter kung, hjärter knekt, klöver 9}.Antalet elementarhändelser, n(U), är enligt de regler vi lärde ossi avsnittet om kombinatorik

n(U) =

(
52

5

)

.Händelsen A innefattar alla händelser sådana att de fem kortenär spader. Hur många sådana kombinationer �nns det? n(A), somär antalet gynnsamma kombinationer ges av:
n(A) =

(
13

5

)Sannolikheten P (A) ges nu av
P (A) =

n(A)

n(U)
=

(
13
5

)

(
52
5

) =
13!

5! · (13 − 5!)
· 5! · (52 − 5)!

52!
=

13 · 12 · 11 · 10 · 9
52 · 51 · 50 · 49 · 48

≈ 0, 000495.Alltså, hansen att alla fem är spaderkort är under 0, 1%!Exempel 4.14Dra fem kort ur en kortlek. Vilken är sannolikheten att exakt treav dem är spader?Antalet spaderkombinationer som vi kan bilda med tre kort är
(
13
3

). De två kort som inte ska vara spader kan kombineras på
(
39
2

) olika sätt. Detta eftersom det �nns 39 ike-spaderkort oh viväljer två styken av dem. Dessa kombinationer av spaderkort ohike-spaderkort kan fritt varieras. Eftersom antalet kombinationerdå fem kort väljs ur en pake är (52
5

) är sannolikheten att få exakttre spaderkort när man på måfå väljer fem kort ur en pake:
(
13
3

)
·
(
39
2

)

(
52
5

) ≈ 0, 0815.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 1024.4 RäknereglerVi skall nu bilda oh härleda några regler, utgående från den klassiska san-nolikhetsde�nitionen.Regler:Vi antar att A oh B är händelser i utfallrummet U . Då gäller:1. 0 ≤ P (A) ≤ 1.Bevis:
0 ≤ n(A) ≤ n(U) ⇔

0

n(U)
≤ n(A)

n(U)
≤ n(U)

n(U)
⇔ 0 ≤ P (A) ≤ 1.2. P (U) = 1, P (∅) = 0.3. P (A ∪ B) = P (A) + P (B) om A ∩ B = ∅Bevis: n(A) = h oh n(B) = k oh något element i A �nns inte i B.Mängden A ∪ B innehåller då h + k element.

P (A ∪ B) =
n(A ∪ B)

n(U)
=

h + k

n(U)
=

h

n(U)
+

k

n(U)
=

n(A)

n(U)
+

n(B)

n(U)
= P (A) + P (B).Utgående från regel 2 brukar man tala om att sannolikheten för en omöjlighändelse är 0 oh sannolikheten för en säker händelse är 1.Vi skall ta ett exempel på räkneregel 3:Exempel 4.15Vad är sannolikheten att få samma sida upp tre gånger eftervarann när man singlar slant?Man kastar alltså ett mynt. Vad är sannolikheten att få {krona,krona, krona} eller {klave, klave, klave}?



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 103Vi har 8 möjliga utfall (varför?). Två av dessa är:
A ={krona, krona, krona} oh
B ={klave, klave, klave}.
A oh B innehåller inga likadana element. Det �nns ett elementi A oh ett element i B. Sannolikheten blir alltså:

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) =
1

8
+

1

8
=

1

4
.Vi skall fortsätta med ytterligare några regler:Regler:Antag att A oh B är händelser i utfallsrummet U . Då gäller:1. P (U \ A) = P (AC) = 1 − P (A),d.v.s. sannolikheten för komplementhändelsen AC är 1 minus sannolik-heten för A.2. Antag att A ⊂ B. Då gäller:

P (B \ A) = P (B) − P (A),d.v.s. sannolikheten för händelsen B minus händelsen A, där A är enundermängd till B, är sannolikheten för B − sannolikheten för A.3. För alla händelser A,B ⊂ U gäller:
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B).Bevis: Antag att det �nns h element i A, k element i B oh j elementi A ∩ B. (j ≤ h, k) Då fås

P (A ∪ B) =
n(A ∪ B)

n(U)
=

n(A) + n(B) − n(A ∩ B)

n(U)
=

h + k − j

n(U)
=

h

n(U)
+

k

n(U)
− j

n(U)
=

n(A)

n(U)
+

n(B)

n(U)
− n(A ∩ B)

n(U)
= P (A) + P (B) − P (A ∩ B).



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 104Exempel 4.16En lottförsäljare har 100 lotter, varav 5 ger vinst. En person kö-per 2 lotter. Vad är sannolikheten att han får åtminstone en vinst?Komplementhändelsen är här att han inte får någon vinst. Detär i många fall mer praktiskt att räkna ut sannolikheten för kom-plementhändelsen.
A ="åtminstone en vinst"
AC="ingen vinst".Det gäller att P (A) = 1 − P (AC).Sannolikheten att inte få vinst med den första lotten är 95

100
, ef-tersom det �nns 95 lotter som inte ger vinst oh sammanlagt 100lotter.Sannolikheten att få en nitlott även i den andra omgången är 94

99
,eftersom det �nns 94 nitlotter oh totalt 99 lotter kvar.Då fås:

P (AC) =
95

100
· 94

99
= 0, 902

⇒ P (A) = 1 − P (AC) = 1 − 0, 902 = 0, 098.Denna sannolikhet kunde även ha beräknats som:
P (A) = 1 −

(
95
2

)

(
100
2

) .Exempel 4.17Beräkna P (A ∩ B) då U = A ∪ B, P (A) = 0, 8 oh P (B) = 0, 5.Direkt insättning i formeln P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B)ger att:
1 = 0, 8 + 0, 5 − P (A ∩ B) ⇔ P (A ∩ B) = 0, 3.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 1054.5 Oberoende händelserVi skall i de följande avsnitten gå in på vissa spei�ka sannolikhetsproblem.Det är ofta till just dessa man kommer tillbaka när man vill ha löst någotproblem. Det första begreppet är �oberoende händelse� som introdueras medhjälp av ett exempel.Exempel 4.18Ett kort dras ur en kortlek. Med vilken sannolikhet är kortet spa-der äss?Svaret är som bekant 1
52
, ty det är endast 1 av totalt 52 kort som�duger�.Vi kunde okså tänka oss tillvägagånssättet:

P (�spader�)·P (�äss� )= 1
4
· 1

13
= 1

52
= P (�spader äss�).Vi kan fråga oss om detta är en allmän regel eller om det är en tillfällighet.När vi de�nierar begreppet oberoende händelser utgår vi från just detta.Om två händelser är oberoende av varandra betyder det att sannolikhetenatt båda händelserna skall inträ�a är sannolikheten att den ena händelsenskall inträ�a gånger sannolikheten att den andra händelsen skall inträ�a. Visammanfattar i en de�nition:De�nition 4.9 Antag att A oh B är händelser i utfallsrummet U . Omhändelserna är oberoende, gäller:

P (A ∩ B) = P (A) · P (B).Detta betyder i klarspråk: information om att den ena har inträ�at påverkarinte sannolikheten för den andra händelsen att inträ�a.De�nitionen kan i det allmänna fallet gälla mer än två händelser.Exempel 4.19Tre bowlare slår strike med sannolikheten 50%, 60% respektive
70%. Vilken är sannolikheten för minst en strike om alla slår engång?



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 106Vi ser på händelsen:
A =�minst en strike�.Komplementhändelsen Ac är den att �ingen slår en strike�. Viskall se på denna:De tre bowlarnas resultat är oberoende av varandra oh vi får
P (Ac) = (1 − 0, 5) · (1 − 0, 6) · (1 − 0, 7) = 0, 5 · 0, 4 · 0, 3 = 0, 06.

∴ P (A) = 1 − 0, 06 = 0, 94.4.6 Oberoende försökBegreppet �oberoende försök� ligger myket nära �oberoende händelse�. Närvi de�nierade oberoende händelse utgik vi från två händelser i samma ut-fallsrum U . När vi de�nierar oberoende försök utgår vi från händelser i olikautfallsrum. Om dessa händelser inte påverkar varandra talar vi om �oberoendeförsök�.De�nition 4.10 Antag att e är en godtyklig händelse i utfallsrummet Eoh f är en godtyklig händelse i utfallsrummet F samt att E oh F ärutfallsrum i två oberoende försök. Då gäller:
P (e ∩ f) = P (e) · P (f).Exempel 4.20Vi singlar först slant oh kastar sedan en tärning. Vilken är san-nolikheten att få en klave oh en 5:a eller en 6:a?Vi har två utfallsrum, som de�nieras som:

E = {krona, klave}
F = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 107De händelser vi ser på kallar vi e oh f :
e = {klave}
f = {5, 6}.Sannolikheten att få klave oh en 5:a eller en 6:a fås (eftersomförsöken görs oberoende av varandra) som:

P (e ∩ f) = P (e) · P (f) =
n(e)

n(E)
· n(f)

n(F )
=

1

2
· 2

6
=

1

6
.Vi kunde okså tänka oss att försöken skulle vara beroende av varandra. Ettexempel vore om vi ser på väderleken. Vi kan tänka oss att vi undersöker hurstor sannolikheten är att Aura å är frusen oh sannolikheten att vi har kallareän tio minusgrader i Åbo. Utfallet i dessa två försök är rimligtvis beroendeav varandra. Ser vi på sannolikheten att Aura å är frusen oh det är kallareän tio minusgrader gäller inte sambandet:

P (�frusen å oh kallare än −10�)= P (�frusen å�)·P (�kallare än −10�).Exempel 4.21Vi singlar slant n gånger. Vilken är sannolikheten att klave före-kommer åtminstone en gång?Vi kan se på varje slantsingling som ett oberoende försök. Det-ta eftersom resultatet av ett kast inte är beroende av föregåendekast.Komplementhändelsen till åtminstone en klave är att vi inte fåren enda klave. Vi sätter:
AC =�bara kronor när vi singlar slant n gånger�.Denna räknas ut som:

P (AC) =

(
1

2

)n

.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 108Sannolikheten för �åtminstone en klave�, P (A), ges då av:
P (A) = 1 −

(
1

2

)n

= 1 − 1

2n
.4.7 Addition oh multiplikation av sannolikhe-terExempel 4.22Tre kort dras ur en kortlek. Vilken är sannolikheten att det förstaoh det tredje kortet är spader? Vilken är sannolikheten att exakttvå kort är spader?Vi vet att när man drar ett kort får man antingen ett spaderkorteller så får man inte det.Om vi inför betekningarna:

S =�spader�
A =�annat kort�gäller det att vi skall få kombinationen SAS. Sannolikheten fördenna händelse är:

13

52
· 39

51
· 12

50
= 0, 0459.Om vi istället anlayserar sannolikheten att exakt två kort är spa-der, ser vi att följande kombinationer är godtagbara:SSA, SAS, ASS.Dessa händelser är tydligen uteslutande av varandra. Vi vet att

P (A∪B ∪C) = P (A) + P (B) + P (C) om händelserna är uteslu-tande. Vi får:
P (SSA) + P (SAS) + P (ASS) =

13

52
· 12

51
· 39

50
+

13

52
· 39

51
· 12

50
+

39

52
· 13

51
· 12

50
≈ 0, 138.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 109Att veta när man skall addera eller multipliera sannolikheter är inte alltidså lätt. En regel är att när ordet �oh� nämns så handlar det ofta om mul-tiplikation, medan ordet �eller� oftare kan assoieras till addition. Dessutomså gäller att ∪ hör ihop med addition medan ∩ hör ihop med multiplikation.Sannolikheten att händelsen A oh händelsen B inträ�ar är P (A) ·P (B) omde är oberoende. Sannolikheten att händelsen A eller händelsen B inträ�arär P (A) + P (B), om A oh B är oberoende av varandra.Ett gott råd när man skall lösa sannolikhetsproblem är att rita upp allamöjligheter på ett papper, samt att noggrannt tänka igenom uppgiften. Inomsannolikhetsläran lönar det sig aldrig att ha bråttom!Exempel 4.23Sannolikheten att en bra kok gör god mat är 90% oh sanno-likheten att en dålig kok gör god mat är 20%. En kok väljs påmåfå ur en grupp med 60% bra kokar oh 40% dåliga. Vad ärsannolikheten att den valda koken lagar god mat?Vi har två typer av kokar oh två typer av mat. Genom att kom-binera dem på olika sätt kan vi få olika mat. Situationen �nnsuppritad i �gur 4.2.
Bra
kock

Dålig
kock

God matEj god matGod mat Ej god mat

0,9 0,1 0,2 0,8

0,6 0,4

Figur 4.2:För att få god mat kan vi alltså antingen ha en dålig kok somgör god mat eller en bra kok som gör god mat. Vi får:
P (�god mat�)= 0, 4 · 0, 2 + 0, 6 · 0, 9 = 0, 62.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 110Exempel 4.24I urna A �nns fyra röda oh tre vita kulor oh i urna B �nns femröda oh sex vita kulor. En kula tas ur A oh sätts i B. Därefterdras fyra kulor ur B. Vilken är sannolikheten att alla dessa ärvita?Antingen dras en vit eller en röd kula ur A:
P (�vit kula�)= 3

7

P (�röd kula�)= 4
7I urna B �nns nu 12 kulor. Om vi �yttat en röd kula till B så�nns det sex röda oh sex vita kulor i B. Om vi �yttat en vit kulatill B �nns det fem röda oh sju vita kulor i B. Sannolikheten attalla fyra kulor vi sedan drar ur B är vita är

P (fyra vita) = P (vit dras ur A) · P (fyra vita dras ur B)+

P (röd dras ur A) · P (fyra vita dras ur B) =

3

7
· 7

12
· 6

11
· 5

10
· 4

9
+

4

7
· 6

12
· 5

11
· 4

10
· 3

9
= 0, 04762.Exempel 4.25På Anders skolväg �nns två tra�kljus som oberoende av varannvisar rött 70% oh 40% av tiden. Vilken är sannolikheten atta) båda visar röttb) ingetdera visar rött) exakt ett visar röttd) åtminstone ett visar röttdå Anders kommer till tra�kljusen?a) P (�båda visar rött�)= P (�första visar rött�)·P (�andra visarrött�)= 7

10
· 4

10
= 0, 28.b) P (�ingetdera visar rött�)= 3

10
· 6

10
= 0, 18.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 111) P (�exakt ett visar rött�)= P (�första visar rött, andra grönt el-ler första visar grönt, andra rött�)= 7
10

· 6
10

+ 3
10

· 4
10

= 0, 54.d) P (�åtminstone ett visar rött�)= 1−P (�inget visar rött�)= 1−
0, 18 = 0, 82.4.8 BinomialsannolikhetVi tänker oss att vi gör ett försök n gånger. Vi är intresserade av händelsen

A som inträ�ar med sannolikheten P (A) = p.Antingen inträ�ar händelsen A i ett försök eller så gör den det inte. Sanno-likheten att händelsen A inte skall inträ�a är (1 − p).Vi undersöker den speiella händelsen att A inträ�ar k gånger på n försök.Antag att k = 0, d.v.s. att händelsen A inte alls inträ�ar. Sannolikheten fördetta är (1−p)n. Sannolikheten att händelsen A inträ�ar i varje försök är pn.Vi kan beskriva vilka k styken gånger A inträ�ar genom att välja en del-mängd med k styken element ur mängden {1, 2, 3, . . . , n}. På hur mångaolika sätt kan dessa delmängder väljas? Hur många kombinationer av k ele-ment kan vi välja ur en mängd på n element? Jo, enligt satsen i avsnitt 4.1kan delmängderna väljas på
(

n

k

) olika sätt.Vi skall se på fallet att A inträ�a i de k första försöken men inte sedan.Eftersom vi har n försök allt som allt gäller det att sannolikheten för dettaär:
pk · (1 − p)n−k.Detta är okså sannolikheten för varje händelseserie som innebär att A in-trä�ar k gånger. Eftersom antalet kombinationer är (n

k

) så är sannolikhetenatt A skall inträ�a exakt k gånger:
(

n

k

)

pk(1 − p)n−k.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 112Sats 4.11 Ett försök, där händelsen A inträ�ar med sannolikheten p, utförs
n gånger så, att försöken är oberoende av varandra. Om Ak står för händelsenatt �A inträ�ar exakt k gånger på dessa n försök�, 0 ≤ k ≤ n, gäller det att:

P (Ak) =

(
n

k

)

pk(1 − p)n−k.Denna sats kallas satsen om binomialsannolikhet.Exempel 4.26Sannolikheten att det regnar en viss dag är 0, 2. Vad är san-nolikheten att det regnar två dagar under en veka? Vilken ärsannolikheten att det regnar på måndag oh fredag?Vi antar att händelsen �det regnar� är oberoende av om det reg-nat föregående dag.Sannolikheten att det regnar två dagar under en veka ges enligtsatsen ovan av:
(

7

2

)

0, 22(1 − 0, 8)7−2 =
7!

2! · 5!
· 0, 22 · 0, 85 = 0, 275.Sannolikheten att det regnar en viss dag är 0, 2. Därför är san-nolikheten att det regnar på måndag oh fredag (händelsernaoberoende):

0, 2 · 0, 2 = 0, 04.Exempel 4.27Sannolikheten att ett frikast i korgboll lykas antas vara 80%.Beräkna sannolikheten att åtminstone 3 av 5 frikast lykas.Vi skall fundera på problemet lite. Att åtminstone 3 av 5 kastlykas betyder att 3, 4 eller 5 kast lykas. Dessa händelser är ute-slutande, för man kan ju inte lykas 4 gånger samtidigt som manlykas 3 gånger.Vi beteknar:



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 113
Ak =�lykas k gånger på 5 kast�.Då fås

P (A3 ∪ A4 ∪ A5) = P (A3) + P (A4) + P (A5) =
5∑

k=3

(
5

k

)

· 0, 8k · (1 − 0, 8)5−k =

(
5

3

)

0, 830, 22 +

(
5

4

)

0, 840, 21 +

(
5

5

)

0, 850, 20 =

0, 2048 + 0, 4096 + 0, 3277 ≈ 0, 94.Exempel 4.28Vilken är sannolikheten att krona uppträder för andra gången idet sista kastet om man singlar slant fem gånger?Vi skall behandla detta som två oberoende försök. I det förstaförsöket undersöker vi händelsen att få en krona när man singlarslant fyra gånger. I det andra försöket undersöker vi sannolikhe-ten för händelsen krona. Dessa försök är oberoende av varandraoh därför fås sannolikheten som:
P (�en krona på fyra försök�)·P (�krona�)

=
(
4
1

)
0, 510, 53 · 0.5 = 0, 125.Exempel 4.29Hur många barn bör det �nnas i en familj för att sannolikhetenskall vara ≥ 3

4
att åtminstone två av barnen är pojkar? Vi tänkeross att sannolikheten för pojke oh �ika är lika stor.Komplementhändelsen till �åtminstone två pojkar� är �ingen elleren pojke�. Sannolikheten för denna händelse är 1−P (�åtminstånetvå pojkar�).

P (�åtminstone två pojkar�)= 1−P (�ingen eller en pojke�)≥ 3
4
⇔
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1 −

1∑

k=0

(
n

k

)

· 0, 5k · 0, 5n−k ≥ 3

4
⇔

1 −
((

n

0

)

· 0, 50 · 0, 5n−0 +

(
n

1

)

· 0, 51 · 0, 5n−1

)

≥ 3

4
⇔

1 − (1 · 0, 5n + n · 0, 5n) ≥ 3

4
⇔

1 − 3

4
≥ 0, 5n(1 + n) ⇔ 0, 5n(1 + n) ≤ 1

4
.Denna ekvation är inte lätt att lösa expliit, men vi kan prövamed olika värden oh se vad vi får. Eftersom vi undersöker san-nolikheten för åtminstone två pojkar börjar vi med n = 2:

n = 2 ⇒ (1 + n) · 0, 5n = 3 · 0, 52 = 0, 75

n = 3 ⇒ 4 · 0, 53 = 0, 5

n = 4 ⇒ 5 · 0, 54 = 0, 3125

n = 5 ⇒ 6 · 0, 55 = 0, 1875 < 0, 25 =
1

4Vi drar alltså konklusionen att om vi har fem barn eller �er så ärsannolikheten att vi har åtminståne två pojkar större än 75%.4.9 Stokastisk variabelI förra avsnittet beräknade vi binomialsannolikheter. I det här avsnittet kom-mer vi att bredda oss lite.Vi tänker oss att vi kastar pil på en piltavla. Sannolikheten att trä�a tavlanär 0, 8 oh sannolikheten för en miss är 0, 2. Om vi antar att vi har n pilaroh vi vill undersöka sannolikheten för k trä�ar, kan vi få denna sannolikhetsom:
(

n

k

)

· 0, 8k · 0, 2n−k.Antag nu att vi vill undersöka sannolikheten för att få 0, 1, 2, 3, 4 eller 5trä�ar då vi har 5 pilar. Vi skall se på denna:
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(

5

0

)

· 0, 80 · 0, 25 = 0, 00032

(
5

1

)

· 0, 81 · 0, 24 = 0, 0064

(
5

2

)

· 0, 82 · 0, 23 = 0, 0512

(
5

3

)

· 0, 83 · 0, 22 = 0, 2048

(
5

4

)

· 0, 84 · 0, 21 = 0, 4096

(
5

5

)

· 0, 85 · 0, 20 = 0, 3277.Om vi summerar de olika sannolikhterena kommer vi till 1. Detta är ju gans-ka naturligt, eftersom vi har täkt alla möjligheter, d.v.s. hela utfallsrummet.När vi kastar med 5 pilar kan vi få 0−5 trä�ar. Vi ritar upp ett stolpdiagramsom visar de olika sannolikheterna (se �gur 4.3):
0,4

0,2

0,1

0 1 2 3 54Figur 4.3:Detta kallas en binomial sannolikhetsfördelning. Vi kan läsa ut sannolikhetenför antalet trä�ar.För varje kastomgång kan vi få olika resultat, t.ex. serien {t,m, t, t,m} (t=trä�oh m=miss) eller serien {t, t, t, t,m}. Om vi ser på dessa resultat är �antaletträ�ar� en funktion av varje resultatserie. Om vi läser in serien {t,m, t, t,m}i funktionen �antalet trä�ar� spottar den ut svaret 3.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 116En funktion som tar in en händelse från ett utfallsrum oh spottar ut ettreellt tal kallas en stokastisk variabel. En stokastisk variabel är alltså ingenvariabel som namnet missvisande säger, utan den är en funktion. En stokas-tisk variabel beteknas med en understrekad liten bokstav, exempelvis x.Om vi kallar den stokastiska variabeln (=s.v.) �antalet trä�ar på fem försök�för x får vi att de�nitionsmängden är alla olika resultatserier man kan bilda.Värdemängden är {0, 1, 2, 3, 4, 5}.Den stokastiska variabeln x har en ändlig värdemängd oh kallas diskret.Sambandet mellan de värden som den stokastiska variabeln antar oh derassannolikheter beskrivs med frekvensfunktionen f . För antalet trä�ar gällert.ex att f(4) = 0, 4096. Man brukar betekna:
f(4) = p4 = P (x = 4) = �sannolikheten att x antar värdet 4�.Vi skall nu sammanfatta dessa nya begrepp i en de�nition:De�nition 4.12 En stokastisk variabel x är en funktion från ett empirisktutfallsrum till en delmängd av R.Den stokastiska variabeln x (oh dess fördelning) är diskret, om dess värde-mängd är ändlig (eller oändlig men uppräknelig).Frekvensfunktionen f för den stokastiska variabeln x anger sannolikheten förvarje värde som x antar oh

f(xk) = pk = P (x = xk).Sats 4.13 Antag att {x1, x2, . . . , xn} är värdemängden för den s.v. x. Dågäller det att
f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn) = 1.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 1174.10 Diskreta sannolikhetsfördelningarDen fördelning som vi kallade binomial sannolikhetsfördelning kallas oksåför en binomialfördelning. Vi såg hur binomialfördelningen såg ut med n = 5.Allmänt de�nieras den som:BinomialfördelningFör en binomialfördelning gäller:
pk =

(
n

k

)

pk(1 − p)n−k,där p ∈]0, 1[, n ∈ Z+ oh k = 0, 1, 2, 3, . . . , n. Att den stokastiskavariabeln x är binomialfördelad brukar beteknas med att:
x ∼ Bin(n, p)där n oh p kallas parametrar. När man känner till parametrarnakänner man helt till fördelningen.Exempel 4.30Bestäm sannolikhetsfördelningen för den stokastiska variabeln

x = �antalet ögon som fås vid ett tärningskast�.Varje ögontal har sannolikheten 1
6
. Vi kan skriva:

f(1) = f(2) = f(3) = f(4) = f(5) = f(6) =
1

6
.Vi skall åskådliggöra detta i ett diagram: (se �gur 4.4)Vi kallar detta för en likformig fördelning.Likformig fördelningFrekvensfunktionen för en likformig fördelning är:

p1 = p2 = . . . = pn =
1

n
.
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1 2 3 4 5 6

1/6

Figur 4.4:4.11 En fördelnings karakteristikorVi såg att man helt kunde beskriva en binomialfördelning m.hj.a. dess para-metrar n oh p. Med hjälp av dessa kan vi exakt få reda på sannolikhetsför-delningen. Om vi vill jämföra olika fördelningar säger dok inte parameter-värdena så myket. I en fördelning kan ju ett parametervärde betyda en heltannan sak än i en annan fördelning. För att kunna jämföra olika fördelningaroh speiellt för att få en beskrivning av en fördelning har man de�nierat ka-rakteristikor. Dessa är värden som är karakteristiska för fördelningen, värdensom på ett objektivt sätt beskriver fördelningen.Den första karakteristikan vi skall de�niera anger ett väntevärde. Återkallaexemplet med pilkastning. Vi tänker oss några pilkastare, innan de kastat.Vi vet hur fördelningen ser ut för antalet trä�ar i tavlan. Nu beskriver vän-tevärdet det antal trä�ar vi kan förvänta oss att var oh en får, innan dekastat. Vi de�nierar:De�nition 4.14 En stokastisk variabel x antas ha värdemängden Vx =
{x1, x2, . . . , xn} med tillhörande sannolikhetsfördelning p1, p2, . . . , pn. Vän-tevärdet av den stokastiska variabeln x är ett vägt medelvärde av elementeni värdemängden med motsvarande sannolikheter som vikter, d.v.s om vänte-värdet beteknas Ex är

Ex =
n∑

i=1

pixi = p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 119Vi skall nu se på den likformiga fördelningen. För den likformiga fördelningengäller det ju att p1 = p2 = . . . = pn = 1
n
. Insättning i formeln för väntevärdetger då:

Ex = p1x1+p2x2+. . .+pnxn =
1

n
x1+

1

n
x2+. . .+

1

n
xn =

1

n
(x1+x2+. . .+xn).För en binomialfördelad s.v. med parametrarna n oh p oh värdemängden

Vx = {0, 1, . . . , n} gäller (utan bevis) att:
Ex = np.Exempel 4.31Väntevärdet för kast med tärning är:

Ex =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2
= 3, 5.Detta för att vi har att göra med en likformig fördelning med pi =

1
6
. Värdemängden för den stokastiska variabeln är {1, 2, 3, 4, 5, 6}.Exempel 4.32Antalet trä�ar i en piltavla tänker vi oss att är binomialfördelatmed parametrarna 5 oh 0, 8. Beräkna väntevärdet.Från formeln oven vet vi att väntevärdet Ex = np vilket ger att

Ex = 5 · 0, 8 = 4.Nu säger inte väntevärdet allt. Man kan kanske undra hur fördelningen serut kring väntevärdet. Är det stor sannolikhet att den s.v. antar värden näraväntevärdet eller antar den s.v. ofta värden långt från väntevärdet?För att mäta detta har man de�nierat spridningsmått. Dessa anger hur stortavståndet i medeltal är från det observerade värdet till väntevärdet. Hur skul-le ett sådant mått se ut?Vi tänker oss att avståndet mellan den stokastiska variablen x oh väntevär-det Ex beskrivs med:
|x − Ex|.Det förväntade värdet för detta värde är då:
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E|x − Ex|.För att få ett bättre mått har det visat sig att man bör kvadrera dettauttryk. Vi de�nierar:De�nition 4.15 Den stokastiska variabeln x har variansen V ar x, vilkenbestäms som väntevärdet av den stokastiska variabeln (x − Ex)2, d.v.s.

V ar x = E(x − Ex)2.Variansen beteknas ofta med σ2.Kvadratroten ur variansen benämns standardavvikelse. Den beteknas oftamed σ oh
σ =

√

V ar x =
√

E(x − Ex)2.

Väntevärdet beteknas ofta med µ.Vi kan nu sammanfatta hur man beräknar dessa tre karakteristikor:Regler:Om den stokastiska variabeln x har värdemängden {x1, x2, . . . , xn} med san-nolikhetsfördelningen p1, p2, . . . , pn är:
µ =

n∑

i=1

pixi = p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn

σ2 =
n∑

i=1

pi(xi − µ)2 = p1(x1 − µ)2 + p2(x2 − µ)2 + . . . + pn(xn − µ)2

σ =

√
√
√
√

n∑

i=1

pi(xi − µ)2 =
√

p1(x1 − µ)2 + p2(x2 − µ)2 + . . . + pn(xn − µ)2



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 121Exempel 4.33Se på exemplet med pilkastning (ex 4.32). Beräkna variansen ohstandardavvikelsen för variabeln.Vi vet att variabeln är binomialfördelad med parametrarna 5 oh
0, 8. Väntevärdet ges av:

µ = 5 · 0, 8 = 4.Vi vet från tidigare att variabeln antar värdena {1, 2, 3, 4, 5}. San-nolikheten för dessa är:
p0 = 0, 00032

p1 = 0, 0064

p2 = 0, 0512

p3 = 0, 2048

p4 = 0, 4096

p5 = 0, 3277.Vi kan nu räkna ut variansen:
σ2 =

5∑

i=0

pi(xi − µ)2 =

0, 00032(0 − 4)2 + 0, 0064(1 − 4)2 + 0, 0512(2 − 4)2+

0, 2048(3 − 4)2 + 0, 4096(4 − 4)2 + 0, 3277(5 − 4)2 = 0, 80002.Standardavvikelsen blir då kvadratroten ur variansen, vilket härär √0, 80002 = 0, 8944.För en binomialfördelad variabel gäller att variansen kan uträknas enligt:Regel:Om den stokastiska variabeln x är binomialfördelad med parametrarna n oh
p gäller att:
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V ar x = np(1 − p).Vi kan kontrollera att svaret i exemplet ovan gäller:

V ar x = 5 · 0, 8 · (1 − 0, 8) = 0, 8.4.12 Kontinuerliga fördelningarVi de�nierade i avsnitt 4.9 begreppet stokastisk variabel, s.v. En s.v. harsom de�nitionsmängd ett utfallsrum oh som värdemängd ett reellt tal. Iexemplet med antalet trä�ar i en tavla när man kastade pil minns vi t.ex.att utfallet {t,m, t, t,m} avbildades på talet 3 (=antalet trä�ar).Den fördelning vi har behandlat mest noggrannt, binomialfördelningen haralltid heltal som värdemängd. Vi kommer i detta kapitel att utvidga begrep-pet s.v. att även innefatta en fördelning vars värdemängd är hela R eller ettdelintervall av R. Vi kan t.ex. tänka oss att den stokastiska variabeln x har
Vx = [0, 10], d.v.s. x kan anta alla värden mellan 0 oh 10.De�nition 4.16 Den stokastiska variabeln x (oh dess fördelning) är konti-nuerlig, om dess värdemängd Vx är hela R eller ett delintervall av R. Fördel-ningen för en kontinuerlig stokastisk variabel bestäms av frekvensfunktionenf med egenskaperna:1. f ≥ 0 för alla x ∈ R.2. f är kontinuerlig överallt, utom möjligen i ett ändligt antal x-värden.3. Arean av området mellan kurvan y = f(x) oh x-axeln är 1.När vi bestämmer sannolikheterna P för en kontinuerlig stokastisk variabelhar vi till vår hjälp frekvensfunktionen f . Varje funktion som uppfyller punk-terna 1 − 3 i de�nitionen ovan är en frekvensfunktion.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 123Exempel 4.34Är f(x) en frekvensfunktion för en kontinuerlig stokastisk varia-bel, då
f(x) =

{
2
25

x, 0 ≤ x ≤ 5,
0, för övriga xFrekvensfunktionen �nns uppritad i �gur 4.5.

1                 2                  3                  4                 5

2/25

4/25

6/25

8/25

10/25

Figur 4.5:Vi undersöker nu de tre punkterna i de�nitionen:Punkt 1 oh 2 är utan tvekan uppfyllda. Vi kontrollerar punkt 3:
∫ 5

0

2

25
xdx =

2

25

[
x2

2

]5

0

=
2

25

(
52

2
− 0

)

= 1.

∴ f(x) är alltså en frekvensfunktion.Vi minns att sannolikheten för en säker händelse är 1. Arean under frekvens-funktinen måste även den vara 1, enligt de�nitionen. Just arean under fre-kvensfunktionen beskriver sannolikheten för en kontinuerlig s.v. Därför gällerföljande regel för en kontinuerlig s.v. x:



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 124Regel:Antag att x är en kontinuerlig stokastisk variabel med frekvensfunktionen f .Sannolikheten att x skall anta ett värde i intervallet [a, b], som tillhör de�-nitionsmängden, är då arean av området under f som begränsas av linjerna
x = a oh x = b, d.v.s:

P (a ≤ x ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx.Exempel 4.35Se på samma fördelning f som i föregående exempel. Beräknaföljande sannolikheter:a) P (2 ≤ x ≤ 4)b) P (x ≤ 3)) P (x ≥ 3)d) P (x = 3)Vi använder regeln ovan oh får:a)
P (2 ≤ x ≤ 4) =

∫ 4

2

2

25
xdx =

2

25

[
x2

2

]4

2

=

2

25

[
42

2
− 22

2

]

=
2

25
· 6 =

12

25b)
P (x ≤ 3) =

∫ 3

0

2

25
xdx =

2

25

[
x2

2

]3

0

=

2

25

[
32

2
− 0

]

=
2

25
· 9

2
=

9

25)
P (x ≥ 3) =

∫ 5

3

2

25
xdx =

2

25

[
x2

2

]5

3

=

2

25

[
52

2
− 32

2

]

=
2

25
· 8 =

16

25
= 1 − P (x ≤ 3)
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P (x = 3) =

∫ 3

3

2

25
xdx = 0.I d)-fallet får vi att sannolikheten för att den s.v. antar värdet 3 är 0. Förkontinuerliga fördelningar gäller allmänt att P (x = a) = 0 för en konstant a.Hur kan detta stämma? Man kan tänka sig att eftersom den s.v. x kan antapreis alla värden i R eller i ett delintervall av R så är sannolikheten attvariabeln preis skall anta värdet a noll. Det �nns ju oändligt många värdeni R eller i ett delintervall av R.4.13 NormalfördelningenDen utan tvekan vanligaste förekommande kontinuerliga fördelningen är nor-malfördelningen. Den är användbar p.g.a. att den beskriver många olika fe-nomen, ex. befolkningslängder, poäng i tenter, IQ, längden på pek�ngret osv.Mest användbar är den ändå för att det har visats att summor av stokastiskavariabler är normalfördelade. Detta kommer vi dok inte att gå in på här.Vi skall börja med att de�niera normalfördelningen:De�nition 4.17 Frekvensfunktionen för en normalfördelning är:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1

2(
x−µ

σ
)
2

.Här är parametrarna µ oh σ reella tal oh σ > 0.Om den s.v. x är normalfördelad beteknas detta med:
x ∼ N(µ, σ).

µ står för fördelningens väntevärde oh σ är fördelningens standardavvikelse.Om µ = 0 oh σ = 1 kallar vi detta en standardiserad normalfördelning. Dessfrekvensfunktion beteknas med ϕ (uttalas �lilla ��). Alltså:
ϕ(x) =

1√
2π

e−
x
2

2 .



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 126Normalfördelningen har som värdemängd hela den reella talaxeln. Vi skallse på vad som händer om vi varierar värdena på parametrarna µ oh σ. Viutgår från en fördelning som är ∼ N(0, 1). Om µ varierar har vi sammautseende på fördelningen, men plaeringen är olika. µ beskriver ju väntevär-det. Om däremot σ varierar får vi olika utseende på grafen. Om σ < 1 ärstandardavvikelsen mindre. Detta betyder att de observerade värdena medstörre säkerhet ligger nära väntevärdet. Vi får alltså en fördelning, vars toppär spetsig. Om däremot σ > 1 leder det till att sannolikheten är större attde observerade värdena ligger längre från medelvärdet. Detta leder till att vifår en trubbigare �gur.Eftersom det är svårt att integrera fördelningsfunktionen för en normalfördel-ning har man gjort upp tabeller för den standardiserade normalfördelningen.Vi skall senare se att alla normalfördelningar kan överföras på denna.Regler:Vi ser på ett reellt tal k > 0. Vi undersöker den s.v. x ∼ N(0, 1). Nu gällerdet att
P (x ≤ k) = Φ(k) (eller F (k)).Följande räkneregler gäller för k, k1, k2 ∈ R:1. P (x ≥ k) = 1 − P (x ≤ k) = 1 − Φ(k).2. P (k1 ≤ x ≤ k2) = Φ(k2) − Φ(k1).För k < 0 gäller följande:

Φ(k) = 1 − Φ(−k).Tabell �nns t.ex. i MAOL:s tabeller.Exempel 4.36Antag att x ∼ N(0, 1). Bestäm följande sannolikheter:a) P (x ≤ 1)b) P (x ≥ 1)



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 127) P (1 ≤ x ≤ 2)d) P (−1 ≤ x ≤ 2)Vi använder reglerna ovan samt en tabell över normalfördelning-ens fördelningsfunktion. Då fås:a)
P (x ≤ 1) = Φ(1) = 0, 8413b)

P (x ≥ 1) = 1 − P (x ≤ 1) = 1 − Φ(1) =

1 − 0, 8413 = 0, 1587)
P (1 ≤ x ≤ 2) = Φ(2) − Φ(1) = 0, 9772 − 0, 8413 = 0, 1359d)

P (−1 ≤ x ≤ 2) = Φ(2) − Φ(−1) =

Φ(2) − (1 − Φ(1)) = 0, 9772 − 1 + 0, 8413 = 0, 8185.Vi nämnde att man kan standardisera en variabel som är normalfördelad.Detta betyder att oberoende av värdena på µ oh σ kan man göra om vari-abeln till en N(0, 1)-fördelad.Vi utgår från att vi har en variabel x som är ∼ N(µ, σ). Observera här att
µ oh σ är reella tal. Om vi bildar variabeln z enligt:

z =
x − µ

σ
,så kommer z att vara normalfördelad med parametrarna 0 oh 1.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLÄRA 128Exempel 4.37Antag att längden av en fullvuxen �nländsk kvinna är normal-fördelad med väntevärdet 160 m oh standardavvikelsen 6, 5 m.Vi vill bestämma sannolikheten att en kvinna, som vi väljer påmåfå, har en längd som ligger mellan 150 oh 170 m.Nu fås att längden ∼ N(160, 6.5).Vi vill nu standardisera denna normalfördelning så att µ = 0 oh
σ = 1. Den s.v. �längden� kallar vi x oh vi har:

x ∼ N(160, 6.5)Härnäst bildar vi den s.v. z som:
z =

x − 160

6, 5
.Nu är z normalfördelad med parametrarna 0 oh 1.Eftersom vi ville undersöka

P (150 ≤ x ≤ 170)måste vi även standardisera gränserna. Detta sker på samma sätt:
P (150 ≤ x ≤ 170) = P

(
150 − 160

6, 5
≤ z ≤ 170 − 160

6, 5

)

=

P (−1, 54 ≤ z ≤ 1, 54).Nu kan vi räkna ut denna sannolikhet med våra vanliga reglereftersom z är en standardiserad normalfördelning.
P (−1, 54 ≤ z ≤ 1, 54) = Φ(1, 54) − Φ(−1, 54) =

Φ(1, 54) − (1 − Φ(1, 54)) =

2 · Φ(1, 54) − 1 = 2 · 0, 9382 − 1 = 0, 8764.



Kapitel 5Summor oh talföljder
5.1 TalföljderVi skall börja med att se på några exempel på talföljder:Exempel 5.1

1, 2, 3, 4, 5, 6, . . .

1, 4, 9, 16 . . .

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .Genom att undersöka talföljderna ovan ser vi att de följer en regel, som ka-rakteriserar dem. Detta ligger okså i grunden för vår de�nition av talföljder:De�nition 5.1 En (reell) talföljd är en avbildning eller en funktion f :Z+ → R. Talföljden bildas av funktionsvärdena oh funktionsföreskriftenutgör regel för talföljden. Det allmänna elementet i en talföljd beteknas oftamed an oh f(n) = an.Exempel 5.2För talföljderna i exemplet ovan kan vi ge följande regler:

f(n) = an = n,

f(n) = an = n2

f(n) = an =
1

n129



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 130Den italienska matematikern Leonardo Fibonai (. 1170 - . 1250) är bl.a.känd för att han undersökte kaninernas förökningstakt oh kom fram tillen talföljd som kallas Fibonais talföljd (det är den talföljden som �nnspå elverkets skorsten i Åbo). I den uttryks inte regeln som en funktion av
n utan som en funktion av tidigare observationer i talföljden. Detta är ettvanligt tillvägagångssätt som ofta används.Exempel 5.3Fibonais talföljd har utseendet:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .Regeln för denna är:
a1 = a2 = 1

an = an−1 + an−2Vi skall se på två olika typer av talföljder som är vanligt förekommande. Dehar okså den fördelen att de är lättbearbetliga.De�nition 5.2 En talföljd sägs vara aritmetisk, om di�erensen mellan tvåpå varandra följande element i talföljden är konstant. Det bör alltså gällaatt:
an+1 − an = d.

d kallas di�erens.En talföljd sägs vara geometrisk, om förhållandet mellan två på varandraföljande element i talföljden är konstant. Då gäller följaktligen:
an+1

an

= q,där q kallas kvot.



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 131Exempel 5.4Är talföljden an = 3 − 8n aritmetisk?
an+1 − an = (3− 8(n + 1))− (3− 8n) = 3− 8n− 8− 3 + 8n = −8Di�erensen är konstant (d = −8), vilket ger att talföljden äraritmetisk.Exempel 5.5Är Fibonais talföljd aritmetisk?Vi undersöker di�eresen:

an+1 − an = (an + an−1) − (an−1 + an−2) = an − an−2Denna är inte konstant (vilket vi ser om vi undersöker serien) ohdärmed är Fibonais talföljd inte aritmetisk.Exempel 5.6Är talföljden 1, 1
2
, 1

4
, 1

8
, . . . geometrisk?Regeln för denna talföljd är an = 1

2n . Beräknar kvoten mellan tvåpå varandra följande element:
an+1

an

=
1

2n+1

1
2n

=
2n

2n+1
=

1

2Kvoten är konstant ⇒ Talföljden är geometrisk.Det allmänna elementet i en geometrisk talföljd kan skrivas som:
an = a1 · qn−1Exempel 5.7Bestäm det åttonde elementet i den geometriska talföljden
2

5
,−1

5
,

1

10
, . . .Vi använder oss av att an = a1 · qn−1. Här är
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a1 =

2

5
oh q =

a2

a1

= −1

5
· 5

2
= −1

2
.Då fås

a8 = a1 · q8−1 =
2

5
·
(

−1

2

)7

=
2

5
·
(

− 1

128

)

= − 1

320
.5.2 Monotona oh begränsade talföljderTalföljder är egentligen funktioner med de�nitionsmängden Z+. Detta bety-der att vi kan undersöka monotonitet för talföljder.De�nition 5.3 Talföljden (an) är för alla n ∈ Z+:Växande, om an+1 ≥ anSträngt växande, om an+1 > anAvtagande, om an+1 ≤ anSträngt avtagande, om an+1 < anOm vi ser på talföljder som är monotona betyder det inte att de skulle varaobegränsade för det. En monoton funktion, oh en strängt monoton funktion,kan vara begränsad eller obegränsad. Detta de�nieras som:De�nition 5.4 Talföljden (an) är begränsad uppåt om det �nns en konstant

M ∈ R, så att an ≤ M för alla n ∈ Z+.Talföljden (an) är begränsad nedåt om det �nns en konstant m ∈ R, så att
an ≥ m för alla n ∈ Z+.En talföljd är begränsad om den är begränsad både uppåt oh nedåt.Exempel 5.8Är talföljden

an =
2n − 1

n + 1begränsad?



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 133Vi måste undersöka såväl om den är begränsad uppåt som nedåt.Talföljden är begränsad nedåt, eftersom
2n − 1

n + 1
> 0,Detta ty 2n − 1 > 0 oh n + 1 > 0 för varje n ∈ Z+.Talföljden är begränsad uppåt, ty:

2n − 1

n + 1
<

2n

n + 1
<

2n

n
= 2.Dessa båda påståenden ger att talföljden är begränsad.5.3 Gränsvärde av en talföljdVi skall nu se på vad som händer med en talföljd när n → ∞. Vi säger attvi undersöker gränsvärdet för en talföljd.Vi såg i förra avsnittet på talföljden an = 2n−1

n+1
. Vi såg att den var begrän-sad i det avseendet att dess värde inte kunde överstiga 2. För talföljden gäller:

n an1 0,5002 1,0003 1,2504 1,4005 1,50010 1,727100 1,9701000 1,99710000 1,9997100000 1,99997Vi inser att di�erensen mellan varje observation blir mindre oh mindre allteftersom funktionsvärdena närmar sig 2. Vi kan komma �hur nära talet 2som helst�, när ett tillräkligt stort tal n ligger som grund. Funktionsvärdet



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 134kommer dok aldrig att överstiga 2.De�nition 5.5 (Intuitiv) Talföljden (an) har gränsvärdet a eller konvergerarmot gränsvärdet a, om elementen i talföljden ligger godtykligt nära talet a,så snart n väljs tillräkligt stort. Detta beteknas med:
lim

n→∞
an = a.En talföljd som inte konvergerar divergerar. För de talföljder vi såg på tidi-gare, aritmetisk oh geometrisk, är det speiellt lätt att avgöra om de kon-vergerar eller divergerar. Det gäller nämligen att en aritmetisk talföljd alltiddivergerar om di�erensen är 6= 0. För geometriska talföljder gäller följandesats:Sats 5.6 Talföljden (qn)

{ konvergerar, då − 1 < q ≤ 1divergerar, då q ≤ −1 ∨ q > 1
ty

lim
n→∞

qn =







0, då |q| < 1
1, då q = 1
∞, då q > 1saknas, då q ≤ −1Exempel 5.9Vi ser på den geometriska talföljden an = a1 · qn−1.Sätter vi q = 3

4
oh a1 = 1, gäller det t.ex. att
a1000 = 1 ·

(
3

4

)999

≈ 1, 53 · 10−125.Sätter vi däremot q att vara 5
4
gäller det att:

a1000 = 1 ·
(

5

4

)999

≈ 6, 50 · 1096.Med dessa värden är det inte svårt att tro på satsen ovan.



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 135Exempel 5.10Beräkna gränsvärdet för
an =

(1

2

)n

(2n+2 − 2)då n → ∞.
lim

n→∞

(
1

2

)n
(
2n+2 − 2

)
= lim

n→∞

(
2n+2

2n
− 2

2n

)

=

lim
n→∞

(
2n+2−n − 21−n

)
= lim

n→∞

(

22 −
(

1

2

)n−1
)

= 4 − 0 = 4.Exempel 5.11För vilka värden på x konvergerar talföljden an = (x − 1)n?Detta är en geometrisk följd, med kvoten q = x−1. För att dennaskall konvergera krävs att:
−1 < 1 − x ≤ 1 ⇔ 0 < x ≤ 2.5.4 SerierVi har hittills konentrerat oss på talföljder. Vi har sett på enskilda ele-ment oh utgående från en regel bestämt det n:te elementet. Ofta är manintresserad av att undersöka summor av talföljder. Vi tänker oss att:

s1 = a1

s2 = a1 + a2

s3 = a1 + a2 + a3

s4 = a1 + a2 + a3 + a4...
sn = a1 + a2 + a3 + a4 + . . . + anTalen a1, a2, . . . kallas seriens termer. För sn har man infört en speiell be-tekning:

sn = a1 + a2 + a3 + a4 + . . . + an =
n∑

k=1

ak.



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 136Detta läses som �summan av alla ak:n då k går från 1 till n�. Betekningen
sn kallas en delsumma.För en aritmetisk samt en geometrisk serie har vi följande regler som gerdelsummorna:Delsumman i en aritmetisk serie är produkten av antalet termer oh medel-värdet av första oh sista termen, d.v.s:

sn = a1 + a2 + a3 + a4 + . . . + an =
n∑

k=1

ak = n · a1 + an

2Delsumman i en geometrisk serie är :
sn = a1 + a2 + a3 + a4 + . . . + an =

a1 + a1q + a1q
2 + a1q

3 + . . . + a1q
n−1 =

a1

n∑

k=1

qk−1 = a1 ·
1 − qn

1 − q
, om q 6= 1.Om q = 1 gäller att:

sn = na1.5.5 Konvergenta serierI detta avsnitt kommer vi att se på vad som händer när man låter antalettermer i en serie gå mot oändligheten. Speiellt skall vi se på fallet där vi haren geometrisk serie. Att en serie har oändligt antal termer beteknas med:
S =

∞∑

k=1

ak.Om denna summa har ett gränsvärde sägs den vara konvergent, annars di-vergent.Vi skall se på en sats som gäller konvergens för en geometrisk serie. Den sägeratt:Sats 5.7 Den geometriska serien
∞∑

k=1

aqk−1 =
∞∑

k=0

aqk, a 6= 0,



KAPITEL 5. SUMMOR OCH TALFÖLJDER 137är konvergent om oh endast om |q| < 1. Dess summa är:
a

1 − qd.v.s.
S = a + aq + aq2 + . . . = a

∞∑

k=1

qk−1 = a
∞∑

k=0

qk =
a

1 − q
.Exempel 5.12

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . =

∞∑

k=0

(
1

2

)k

=
1

1 − 1
2

= 2.


