Kompendium i

Propedeutisk matematik 11

Daniel Djupsjobacka
Bearbetat av Malin Hagg
Matematiska institutionen

Abo Akademi

Abo 2007



Innehall

1 Inledning

2 Integraler

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18

Derivata och primitiv funktion . . . . . . ... ... ... ...
Primitiv funktion till intervallfunktioner . . . . .. ... . ..
Primitiv funktion till polynomfunktioner . . . . . . .. . . ..
Primitiv funktion till transcendenta funktioner . . . . . . . . .
Primitiv funktion till sammansatta funktioner . . . . . . . ..
Sammanfattning over regler . . . . ... ..o L
Definition pa integral . . . . . . . . ... ... ... .. ...,
Geometrisk tolkning av integralen . . . . . . . . ... ... ..
Integralens egenskaper . . . . . . .. ... ... ... ...,
Integralfunktionen . . . . . . ... oL oL
Integralrikning med hjilp av primitiv funktion . . . . . . . ..
Areaberdkning, en funktion . . .. ... ... ... 0L
Areaberdkning, tva funktioner . . . . . ... ... ... ...
Volymberdkning . . . . . .. .. .o
Generaliserade integraler . . . . . . . ... ..o
Variabelbyte . . . . . . ... oo
Partialbraksuppdelning . . . . . . ... ..o
Partiell integration . . . . . .. ... .. ... ... ... ...

3 Komplexa tal

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Definition pa komplexa tal . . . . . . . ... ... ... ....
Komplexa tal pa formena+db. . . . . . .. .. .. ... ...
Konjugatet, division med komplexa tal . . . . .. . ... ...
Det komplexa talplanet . . . . . . .. .. ... .00
Komplexa tal och reellatal . . . . . . ... ... ........
Andragradsekvationer . . . . . ... ... ... L.



INNEHALL

4 Sannolikhetsliara

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

Kombinatorik . . . . . . . . .. . ... o o
Empirisk sannolikhet . . . . . . . . ... ..o
Det klassiska sannolikhetsbegreppet . . . . . . . . . ... ...
Réakneregler . . . . . . . ... o
Oberoende hindelser . . . . .. ... ... ... ........
Oberoende forsok . . . . . . .. ... ... L.
Addition och multiplikation av sannolikheter . . . . . . . . ..
Binomialsannolikhet . . . . . . . ... ... ... L.
Stokastisk variabel . . . . . .. ... ... L.

4.10 Diskreta sannolikhetsfordelningar . . . . . .. . ... ... ..
4.11 En fordelnings karakteristikor . . . . . .. ... ... L.
4.12 Kontinuerliga fordelningar . . . . . . . .. ... ...
4.13 Normalférdelningen . . . . . . . ... ... oo

5 Summor och talféljder

5.1
5.2
3.3
5.4
2.9

Talfoljder . . . . . . . . ..
Monotona och begriansade talfoljder . . . . . . . .. ... ...
Gréansvirde av en talfoljd . . . . . . .. .00
Serier. . . . ...
Konvergenta serier . . . . . .. . ... ... ... ... ...,

91

91

97

98
102
105
106
108
111
114
117
118
122
125



Kapitel 1

Inledning

Detta kompendium &r i huvudsak skrivet av Daniel Djupsjobacka. Jag har
gjort en del korrigeringar, satt till nagra exempel samt ritat figurer.

Det som tas upp ér integraler (kapitel 2), komplexa tal (kapitel 3), sanno-
likhetsldra (kapitel 4) samt summor och talféljder (kapitel 5). Kompendiet
baserar sig pa bockerna Gymnasiematematik FII och FIII, skrivna av Oinas-
Kukkonen m.fl.

Sadant som tagits upp i kompendiet for Propedeutisk matematik I (skrivet
av Daniel Djupsjobacka, bearbetat av Mikael Kurula) antas vara bekant.

Abo 29.9.2007, Malin Higg



Kapitel 2

Integraler

2.1 Derivata och primitiv funktion

I kursen Propedeutisk matematik I bestdmde vi derivatan till en viss funktion.

Exempel 2.1
1
Dlnz = —
x
1 1
D1x4 =1 4a® = 23,

Vi skall nu ga baklinges. Vi skall bestimma en funktion vars derivata &r
given.

Exempel 2.2
Om det ér givet att f/(z) = 322, hur ser da f(x) ut?

Definition 2.1 Funktionen f &r definierad i intervallet I. Da ar F' en pri-
mitiv funktion till f om

F'(z) = f(x), for alla z € 1.

Exempel 2.3

F(x) = % % och G(z) = ﬂ—d + % + 1 ar primitiva funktioner
till f(z) = 2% + z, ty:

F'(z) =G'(z) =2+ 2 = f(2).
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Till en funktion finns det alltsa manga primitiva funktioner.

Exempel 2.4
Visa att F'(z) = v2?2+ 1 &r en primitiv funktion till f(x) =
241"

Fran Propedeutisk matematik I vet vi att Df™ = nf" 1. f’. Med
hjilp av detta fas att derivatan av F'(z) blir

1 1 1
DWa2+1)=D(a?+ 1)t = ~(22+1)% 20 = ——— .
2 2 +1
Sats 2.2 Om F dr en primitiv funktion till f, ar alla funktioner av typen

F+C (dir C dr en konstant) och endast dessa, primitiva funktioner till f i
det intervall ddr f dr definierad.

Detta betyder alltsa att om vi har hittat en primitiv funktion, sa har vi hittat
alla! Dessa ar av formen F + C.

2.2  Primitiv funktion till intervallfunktioner

Vad kravs av en primitiv funktion?

e Enligt definitionen bor den vara deriverbar pa hela sin defi-
nitionsméngd, och darfor kontinuerlig.

e For polynomfunktioner ar detta inget problem, men med in-
tervallfunktioner maste vi vara forsiktiga, speciellt i de punk-
ter dir funktionen kan vara diskontinuerlig.

Exempel 2.5

Bestdm alla primitiva funktioner till

r+1, <1
f("T)_{z, x> 1.

Hur ser F'(z) ut? (Vi gar ndrmare in pa hur man riknar ut denna
i ndsta avsnitt.)

12242+ 0, <1
— 2 I =
F(x)—{ 2x + Cy, x> 1.

Vi hade tva krav, kontinuitet och deriverbarhet:
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1. Ar F(x) kontinuerlig?

Krav:
lim F(x) = lim F(z) = F(1).

z—1t z—1—

Har géller:

lim F(z) = lim 2z + Cy) =2+ Cy

r—1t z—1t

1

r—1— rx—1— 2

Nu maste det gilla att 2 + Cy = % + (. Detta ger att
Ci=0Co+ 1.

1242 +1i40y, 2<1
. — 2 2 ) =
< F(a) { 2z + (Y, x> 1.
2. Ar F(x) deriverbar?
Krav:
lim F'(z) = lim F'(z).

r—1+ r—1—

Har fas:

lim F'(z) = lim 2 =2

z—1t r—1t
lim F'(z) = lim (z 4+ 1) = 2.
z—1— r—1—
F(z) ar alltsa deriverbar och ges av
I2424+140C, 2<1
— 2 2 ) _—
F(x) { 2z + Oy, x> 1.
Exempel 2.6
Undersok om det finns primitiva funktioner till

f(:v):{g: vl

z > 1.

Har ar

12240, <1
= 2 ’ -
F(ZE) { Cs, x> 1.
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Kontinuitetskravet ger att

lim F(x) = limF(x)@C’2:%+Cl.

z—1t z—1—

12240, <1
. — 2 ) =
F(l’) { %—i—Cl, x> 1.

Ar denna deriverbar?
Nej, ty

lim F'(z) = lim 0 =0 # lim F'(z) = lim z = 1.

r—1t z—1t T—1— z—1—

I det forsta exemplet existerade det en primitiv funktion, men inte i det and-
ra. I det forsta exemplet var funktionen kontinuerlig, men inte i det andra.

Foljande sats géller, men bevisas inte:

Sats 2.3 Om f dr kontinuerlig pd intervallet I existerar primitiva funktio-
ner.

Anmairkning 2.4 Det kan finnas primitiva funktioner d&ven om f &r diskon-
tinuerlig.
2.3 Primitiv funktion till polynomfunktioner

Att derivera dr ofta mekaniskt. Vi har klara regler som det &ar ldtt att anvén-
da. For att hitta primitiva funktioner kriavs ofta uppfinningsrikedom.

Vi har dock en hel del regler som hjéilper oss och i nistan alla de exempel vi
gar igenom pa kursen klarar vi oss med dessa.

Man kan ej uttrycka elementéra primitiva funktioner till exempelvis féljande
funktioner:

sinx
3+ 1, :
T
Att hitta en primitiv funktion kallas att integrera. I Propedeutiska matema-

tik I hade vi:
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Derivataoperatorn: D
Nu anvinder vi:
Integrationsoperatorn: D1

Det géller att
Df(z) = f'(x),
D7 'f(z) = F(x) + C.

Integrationsoperatorn och derivataoperatorn dr varandras inverser, ty

Vi presenterar nu nagra regler som vi kan anviinda vid integration:

1. D'ef(a)] = eD f(x),
d.v.s. en konstant kan flyttas utanfor operatorn.
2. D7 f(x) + g(x)] = D™ f(x) + D™ g(a).

3. D7lat =22 40, a# -l

Jag presenterar ett bevis for pastaende 3:

Bevis: Df;;l = 5D = —=(a + 1)2* = 2° Observera att detta giller

da a # —1.

De regler vi har gor nu att vi kan bestdmma primitiva funktioner till alla
polynomfunktioner.

Exempel 2.7
D324 Y 3Dt ¥ 205 4
Exempel 2.8

D (2?4 5z+1) ® D142y D 5r+ DM = s2¥+ 22 +x+C.



KAPITEL 2. INTEGRALER

Exempel 2.9
1
D Yx=D"2® =32 +C=2a/z 4+ C.

ol
o

Exempel 2.10
DL =D ?=tal+C=-14C

Ovanstaende resultat giller om definitionsméngden dr samman-
hingande. Om vi har Dy = R\ {0} sa leder detta till att

11_ _%"’Ol, z>0
N _%_'_CQ, z < 0.

Hér dr konstanterna C7, C oberoende av varandra, ty vi kan
anda inte gora funktionen kontinuerlig fér z = 0.

Exempel 2.11
Sok primitiva funktioner till

1427
=—

x> 0.

()

Y

Vi skriver om f(x) och far

1+22 1 1 .
f(x) = pr it i Sl + a7,

Detta ger

1

1, 1 72> 1
= = C=——_~_J¢
1" +< 2 + At 22 T

Om vi hér antar att Dy = R\ {0} skulle vi fa f6ljande primitiva

funktion:
{ L — ﬁ +Cq, >0

T 47t

! —#4—02, z < 0.

T4zt

F(z) =
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2.4 Primitiv funktion till transcendenta funk-

tioner

Vad ar transcendenta funktioner?

e Det &r funktioner som ej kan definieras med +,—, %, / eller rotdragning.

e Exempel ar logx, e, sinz 0.s.v.

Exempel 2.12

1
Dlnz = —, x>0,
x

1
Dln(—z) ==, z<0.
Xz

11

D7 —=Inz+C, x>0,
x

1
D '= =In(—2) +C, z < 0.
T

Vi har féljande regler for transcendenta funktioner:

. D' =In|z| 4 C, i ett intervall som inte innehaller = 0.
. D7let = + C,

. D7la® = % +C,

. D7 l'sine = —cosz + C,

. D7lcosx =sinz + C,

. D'~ =D'(1+tan’z) = tanz + C,

cos?

for alla intervall som inte innehéller v = 7 + nw, n € Z, d.v.s. dér
cosx = 0,

. D' A=D1 +cot’z) = cotz + C,

sin® x

for alla intervall som inte innehaller x = nm, n € Z, d.v.s. dar sinz = 0.
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Exempel 2.13

Bestdm de primitiva funktionerna F'(x) da

a)

Vi skriver om f(z) som f(z) = 3- ;. Med hjilp av regel 1 fas
da att
F(x)=3n|z — 4]+ C.

b)
32z

f(ff)—?-

Hir fas att f(x) = ?éi; = 3% och da fas med hjilp av regel 3 att

32?
F = .
(x) e +C
c) )
sin“x + 1
f@) = ———
sin“ x

Nu giller att f(z) = S22+l — 1 4 1 D4 fas enligt regel 7 att

sin® x sin® "

F(z) =z +cotx + C.
f(z) = tan® 2.
Omskrivning ger f(z) = tan?z = (1 + tan?) — 1. Enligt regel 6
fas

F(z) =tanx —x + C.
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Exempel 2.14

Bestdm primitiva funktioner till

1= r+Va?
" :

f(x)

Vi borjar med att dela upp f(x) och far

1-— Va3 1 _1 1
f(z) = VIt Ve =——z 42
T T
Vi drar oss till minnes att D~ 'x® = Za—ﬁ + C.

Da fas

1 2 3
F(z) =Inl|z| — 22° + 533? +C.

Det maste gélla att z > 0 for att uttrycket skall vara definierat.

Detta ger att
2
F(z)=Inx -2z + gx\/g—{—c.
Exempel 2.15
Bestam f(x) da f”(z) = —sinz.

Vi anvinder oss av reglerna 4 och 5 och far

f"(z) = —sinx,
f(z) =cosz+C,
f(z) =sinx + Cx + C}.

12
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2.5  Primitiv funktion till sammansatta funk-

tioner
Detta ar ett viktigt och mycket grundldggande avsnitt. I tidigare avsnitt har
vi sett pa en del grundregler, men pa enbart dessa klarar man sig inte. Vi

skall se pa ett exempel som belyser detta:

Exempel 2.16

D™ 'sin 22 # — cos 2z + C,

ty
D(— cos2x) = 2sin 2z

p.g.a. inre derivatan.

Vi drar oss till minnes deriveringsregeln for sammansatta funktioner:

dir f'(x) dr det vi kallar inre derivata.

Ovanstaende regel ger oss integreringsregeln
D= g (f(@)f'(x)) = g(f(x)) + C.
Den inre derivatan “dts alltsa upp” vid integrering.

Exempel 2.17
D1 sin 2z

For att kunna anvinda ovanstaende regel bor f/(x) finnas med i
uttrycket. I detta fall &r inre derivatan 2 (D2x = 2). Vi kan inte

bara sitta till 2, ty da &ndrar vi den ursprungliga funktionen.
Darfor sitter vi in % - 2 framfor sin 2x. Da fas

1 1
D 'sin2zx = D! (5 -2 -sin Qx) = §D_1(2 sin2z) =

1 1
5-(—cos2x)+C’: —500821‘—1—0.
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Speciellt giller foljande regel:

1

D @)f@)) = — < (F@)™ +C, a1

Exempel 2.18

Bestdm primitiva funktioner till

)
g(x) = (12 +3)

Hir ér inre derivatan 4, ty D(4z + 3) = 4.

Detta ger:
1
G(z) = D 'g(z) = D' (4 + 3)* = D*lé—1 4 (4r+3)° =
11 1
D '44r+3P° =~ (42 +3)"+C = =4z +3)* +C
4 4 16
b)
g(r) =v1—dx

NI

Vi skriver om g(x) som g(z) = /1 —4x = (1 —4x)°.

Inre derivatan dr —4, ty D(1 — 4x) = —4 och vi far:

g(x) = 3z + 3)(2* + 2v — 1)*

Inre derivatan fas som D(x? + 2z — 1) = 2z + 2. Denna finns
“néstan”.
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For att dndra om 3z + 3 till 2z + 2 multiplicerar vi med % Kor-

rigeringstermen blir alltsa %

Da kan g(z) skrivas som:

[\CR V]

g(x) = 3z +3)(z* + 22 — 1)* = = - (22 + 2)(2® + 27 — 1)°.

Nu kan regeln ovan anvindas och vi far

1
G(x):;'1($2+2$—1)4+0=g(:s2+2a:—1)4+0.

g(z) =

1
Vi borjar med att skriva om g(z). Det géller att g(z) = ($—1) *.
Inre derivatan ar % Detta ger

=0 (25(3-1) ) -

2~2(§—1>%+0=4,/g—1+a

Skriver om g(x):
o 2z—1
9(2) = =y

Deriverar x2—x+1 och far att inre derivatan ar 2x—1. Denna finns
redan i g(x), vi behover alltsa inte sitta till nagon inre derivata.

[

=02z —1)(2* —x+1)

G(x):2(x2—x+1)%—I—C:2\/$2—x+1+0.

15
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f)

g(z) = 2*sin2”

Inre derivatan dr 3z2. Vi sitter till % - 3. Detta ger

1 1 1
G(x) = §D_1(3x2)(sinx3) =3 (—cosz®) +C = —3 cosz® + C.
8) t
cot
9w) = sin x

Vi bérjar dn en gang med att skriva om g(x). Vi vet att

1 cosT
cotx = = — .
tanx sin

Detta ger

cotxr  cosw . 9
g(x) = el e cos x(sinx)”.

2

Inre derivatan av sin® z ar cos x.

D4 fas

G(z) = D' cosa(sinz)? = —F— +

Vi sa att regeln for D~!(f/(x)(f(z))*) inte géller for @ = —1. Vad hénder
ifall a = —17

Vid derivering av In f(x) fas:

| @
f()>0: Dinf(e) = 2%
f(x) <0 Din(~f(z)) = L&)
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Detta ger upphov till regeln

D_l% =In|f(z)| + C, i alla intervall dér f(x) # 0.

Exempel 2.19
Bestdm alla primitiva funktioner till

a)

ZL‘2

Derivatan av 1 — 22 dr —3x22. Da fas

Detta ger

1
F(z) :—§1n|1—x3|—|—0.

Det var givet att > 1. Detta leder till att 1 — 2® < 0, vilket ger

att
1 3
F(x) = gln(l—a: )+ C.
b)
f(x) =tanzx.
Vi vet att tanx = S22 gamt att D cosz = —sinz. Det enda som

COsS T
saknas ar alltsd minustecknet. Vi far

F(z) = D_1<_—sm:c> =—In|cosz|+ C.
COS &

Hér vet vi inget om virdet pa cos x, darfér maste absolutbeloppet
vara kvar.

17
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c)

sin 2z
x) = .
/() 14 cos?x
Inre derivatan fas som
D(1+ cos* ) = 2cos-(—sinx) = —2sinz cos .

Vi vet att sin 2z = 2sin z cos x sa darfor far vi

sin 2x —28Inx cosx

- 1+cos2z 14 coslz

f(x)
vilket ger
F(x) = —In|l+cos’ x|+ C = —In(1 + cos® z) + C,
ty 1+ cos’z > 0.

d)

Har har tiljaren hogre gradtal &n ndmnaren. Da kan man dividera
de rationella polynomen. (Detta gors t.ex med “trappstegsmeto-
den”.) Nir detta gjorts erhaller vi att

x? + 2z 3

Nu anviander vi kinda metoder och far

1
F(x):§x2—l—3x+3ln|x—1|+0.

Om man deriverar funktionen e/(®) s far man f’(z)e/®. Detta ger regeln

D7ef@ f(z) = F@ 4 C.
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Exempel 2.20

Bestdm alla primitiva funktioner till

a)

Vi borjar med att skriva om f(z) en aning:

e +1

1 —2x
f(z) = or :1+e%:1+6 :

Inre derivatan ar —2 och da far vi

F(z)= D1+ D! (—% : (-2)5%) —z—

1 2
Se® O
¢ T

b) )
fz) = e2a+1”

Denna funktion kan skrivas som f(z) = e2*~!, Inre derivatan ér
—2 och vi far

1 1 1
_ —1 —2x—1 __ —2x—1 o
F(.T)—D <—§> ~(—2>6 ——56 —FC——W—FC.
c)
f(z) = sinxe®*”.
Eftersom D cosz = —sinz sa fas f(x) = (—1) - (— sinx)e®s?.

De primitiva funktionerna ges nu av

19
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2.6 Sammanfattning over regler

1. D7Ycf(x)] = D™ f(z),
d.v.s. en konstant kan flyttas utanfor operatorn

2. D7Y[f(z) + g(x)] = D~ f(z) + D~ 'g(x)

3. Dilx“:%—l—a a# —1

4. D' =In|z|+ C, i ett intervall som inte innehaller z = 0
5. D7te® = e+ C

6. D7'a® = £ 4+ C

7. D7'sing = —cosx + C

8. D 'cosx =sinx + C

9. D' 21— = D711+ tan’z) = tanx + C,

cos?

for alla intervall som inte innehéller v = 7 + nw, n € Z, d.v.s. dér
cosz =0
10. D' = = D (1 4 cot® z) = cot z + C,

for alla intervall som inte innehaller x = nw, n € Z, d.v.s. dar sinz =0

11.
D7y (f(@)f' (@) = g(f(x)) +C
12. ]
DHP@UE)) = ()™ 40, ar -1
13. ()
D~ e =In|f(z)| + C, i alla intervall dér f(x) # 0
14.

D7l @ f(z) = I 4 C
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2.7 Definition pa integral

Vi skall i detta avsnitt definiera begreppet integral. For att gora det borjar
vi med ett exempel.

Exempel 2.21

Uppskatta storleken av det omrade som begrinsas av parabeln
y = 22, koordinataxlarna och linjen z = 1. (Se figur 2.1).

y=X

Figur 2.1:

Vi betecknar arean med A. Vi kan inte berdkna arean exakt med
de metoder vi hittills har lart oss, for den begridnsas inte av ra-
ka linjer. Grafen av y = 22 iir ju inte en rit linje! Hur skall vi géra?

Man kan tianka sig att pa olika siatt uppskatta det begrédnsade om-
radet. Om vi drar en linje mellan punkterna (0,0) och (1,1) ser
vi att grafen ligger under denna. Arean maste alltsa vara under

1. (Se figur 2.2).

Arkimedes hade ett forslag. Han bestdmde arean genom att dels
underskatta och dels Gverskatta arean. Detta gjorde han genom
att dela in z-axeln i ett antal lika stora bitar och med olika rek-
tanglar skatta ytan.

Vi delar in intervallet [0, 1] i fyra lika stora delar, sa att vi far fyra

delintervall med dndpunkterna 0, }1, %, %, 1. Viritar sedan rektang-

lar vars ena punkt ligger pa grafen. (se figurerna 2.3 och 2.4). Vi
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Figur 2.2:

far nu tva figurer, dar figur 2.3 sikert dr en underskattning av
arean for o2 och figur 2.4 med siikerhet #ir en Gverskattning av
arean for z2.

y=X

va 12 34 1

Figur 2.3:

Genom att rdkna ut arean av rektanglarna kan vi skatta arean
under grafen med ganska stor noggrannhet.

Den mindre arean kallas en undersumma medan den storre kallas
en oversumma.

Undersumman betecknas med ett ett litet s, dir ett index talar
om hur manga rektanglar vi arbetar med. Den berdknas for detta
exempel som:
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y=X

va 12 34 1

Figur 2.4:

1 02—|—1 (1>2+1 (2>2+1 (3)2_
T 2 \g) T \y) T \y) T
1 14
— - (1*+ 22+ 3%) = — =0, 21875.
Oversumman betecknas pa motsvarande sitt med stort S dér
indexet anger hur manga rektanglar man anvinder. Vi berdknar
den i detta fall som:

g 1T /1N2 1 /2n2 1 /3\2 1 /4\2
=1 (3) +1 () +Z'3<ZL> +17(1) -

1 2,02, 92 | 42 0

B (1P 422437 +4%) = o1 = 0, 46875.
Vi har nu fatt ett intervall, |0.21875,0.46875[, inom vilket arean
med sdkerhet ligger. Som vi ser har vi ett ganska stort intervall.
For att minska detta intervall krivs det att vi okar antalet rek-
tanglar. Genom att indela intervallet i atta delar fas att arean A
ligger i intervallet ]0.273,0.398[. Detta &r ett béttre resultat men
dnnu ar intervallet ritt stort. For att fa ett bittre virde bor vi
dela in intervallet i &nnu fler rektanglar.

Denna metod som vi nu har sett pa skall vi anviinda for att definiera begrep-
pet integral. Vi skall utga fran en kontinuerlig funktion f som &r definierad
pa ett slutet intervall [a,b]. Vi indelar detta intervall i n stycken lika stora
delar och bildar n stycken delintervall. Deras andpunkter kallar vi a = x,
X1y, Tn_1, Tn = b och det giller att a =g <21 < ... <2y 1 <xZ, =0
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Detta att funktionen &r kontinuerlig innebér &ven att alla delintervall ar
kontinuerliga. Vi minns fran forsta delen i Propedeutisk matematik att detta
medfor att det i varje delintervall [xy_1, x| finns ett minsta virde my och ett
storsta viarde M.

Vi kallar nu méngden av intervallindpunkter D = {x¢, 21, ..., 2p_1,Zs} in-
delningen D. Med en indelning D kan vi med hjidlp av minsta och storsta
viardena i varje delintervall rdkna ut under- och 6versummorna:

s(D) = my (21 — o) +ma(r2 — 11) + ... +
mn—l(xn—l - xn—2) + mn(.ilﬁn — ,Clﬁn_l) = ka(xk — xk—l)-
k=1
S(D) = My(w1 — x0) + Ma(rg — 1) + ... +

Mn—1($n—l - xn—?) + Mn(-Tn - xn—l) = Z Mk<$k - xk—l)'
k=1

Speciellt for situationen att f(x) > 01 hela intervallet [a, b] kan man geomet-
riskt tolka under- och 6versummorna som summor av rektangelareor.

Vi skall se pa nagra egenskaper som utmérker under- och 6versummor.

1. Undersumman kan inte vara storre &n 6versumman, alltsa

s(D) < S(D) for alla indelningar D.

2. Med en finare indelning (d.v.s. fler intervall) far vi dven en béttre ap-
proximation av arean. Detta betyder att undersumman véxer och Gver-
summan avtar. Om vi antar att vi har tva indelningar, D och D', déar
D’ ar en finare indelning, sa géller det att:

s(D) <s(D") < S(D") < S(D).

3. Oberoende av hur vi indelar intervallet, sa dr varje undersumma s(D;)
mindre &n eller lika med varje versumma S(Ds).

Hur skall vi nu ga vidare harifran? Jo, med storre noggrannhet i indelning av
intervall och genom att tillimpa regel nummer tva kan vi tinka oss att finns
exakt ett tal A, sa att talet dr storre én eller lika med varje undersumma och
mindre &n eller lika med varje 6versumma. Detta tal dr lika stort som den
sOkta arean A. Detta utgor grunden for begreppet integral.
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Definition 2.5 Antag att funktionen f &r kontinuerlig pa det slutna inter-
vallet [a,b] (detta betyder samtidigt att den &r begrinsad). Lat s(D) och
S(D) beteckna under- respektive 6versumman for en godtycklig indelning D
av intervallet. Det gar da att bevisa att det existerar ett och endast ett tal
I, sa att:

s(D) < I < S(D).

Vi kallar funktionen f integrerbar och talet I kallar vi integralen av funk-
tionen f Over intervallet [a,b]. Vi betecknar integralen med:

I= /ab f(z)dz eller /ab f-

Beteckningen fab f(z)dz utldses "integralen av f(x) fran a till b". Talen a
och b kallas den undre respektive den dvre integrationsgrinsen, f(x) kallas
integrand och x integrationsvariabel.

2.8 Geometrisk tolkning av integralen

I férra avsnittet definierade vi begreppet integral och sag pa sambanden
mellan arean under en funktion och integralen. Vi skall nu fortsitta pa detta
tema och se pa integralen som en geometrisk tolkning av arean.

Exempel 2.22

Visa att den konstanta funktionen f : f(z) = C &r integrerbar i
ett godtyckligt intervall [a, b] och att

/abC’dx = C(b—a).

Funktionen ar kontinuerlig pa ett slutet intervall och darfor inte-
grerbar.

Vid utrdkning av integralen skall vi minnas att oberoende av in-
delning D i intervallet [a,b] sa dr funktionens minsta virde my
lika stort som storsta virdet Mj som &r lika med C', ty C' ar hér
en konstant. Det giller alltsa att
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n

s(D) = S(D) =Y Clay — m4-1) =

k=1
C(zy —x9) + Claxg — 1)+ ...+ C(xp —pq) =
—CI'() +CI’1 — Cl‘l +Cl‘2 — ... Cl‘n_l + CZEn =

Cz, — Cxy = C(x, —29) = C(b—a).

Vi har alltsa hittat ett virde for integralen genom att vi kunde
“lasa in” det mellan under- och 6versummorna. Svaret ar alltsa:

/abC’dx = C(b—a).

Geometriskt kan man tolka denna integral som arean av en rek-
tangel.
Exempel 2.23

Bestam

/1 "4 e

Geometriskt kan man rikna ut integralen som arean under linjen
y =4 — x (se figur 2.5). Denna blir 4, ty arean for rektangeln &r
2 -1 =2 och arean for triangeln ar % =2

N

1 3 \V_ d-x X

Figur 2.5:
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Vi skall 4nda anvidnda den metod vi lart oss:

Vi tanker oss att vi delar in intervallet i n lika stora delintervall.

Langden for delintervallen ar da 3’71;1 = %

Andpunkterna for delintervallen ges av

To =1
1:1:1—1—%
Tp=1+2-2
r3=1+3-2

xnzl—l—n-%:&

Funktionen &r stringt avtagande. Detta betyder att den for varje
delintervall [zj_1,z;] antar sitt storsta virde i f(zx_1) och sitt
minsta virde i f(zy).

Undersumman s(D) var ju definierad som Y ;_, my(zy — p_1).

I summan ir my = f(z) =4 -, =4— (1+k-2)=3—k-

S o

Differensen xp—x)_1 ges av xp— 1 = 1+k-%—(1+(/€—1)-%) =
2

n'

Nér vi nu ska berdkna undersummorna s,, far vi féljande uttryck:
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Héar anvénder vi sedan regeln for summan av den aritmetiska
serien: (tas upp i kapitel 5)

1 2
1+2+...+n—n(n2+ ):n ;—n

Detta gor att s,, kan skrivas som

2 2
Sn:ﬁ_i(n —|—n>:6_2<n —i—n)

n? 2 n?

2 2 2
6—2(n—+3):6—2——:4——.

n?2 n? n n

Vi skall fortsitta med att berikna éversumman. Oversumman
S(D) var ju definierad som Y _;_, My(zy — z3_1). Funktionen &r
strangt avtagande vilket leder till att i intervallet [xy_1, x| antar
funktionen sitt maximivirde My i punkten f(zx_1).

Hir fas My, som My, = f(xp_1) =4—apy =4—(1+(k—1)-2) =
3+ (k—1)- % Differensen xp — xp_1 ges fortfarande av %

Vi raknar ut oversumman:

n

Sp = ZMk(-Tk — Tp—1) = 2(3— (k—1)- 2

k=1 k=1

2o-30) (-2 )+ o- 20-0)] -

%[3n—%(1+2+...+(n—1))} -
S )]

Summan for den aritmetiska serien 1 +2 43+ ...+ (n — 1) &r

(n—l)((g—1>+1> _ n22—n_ Vi far nu att
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Vi har nu ett uttryck for savil under- som Oversummorna som
varierar beroende pa hur manga intervall vi valt att indela [1, 3]
i. Genom att oka antalet intervall sa att deras antal gar mot

odndligheten kan vi undersoka gransvirden for s, och S,. Dessa
blir

lim s, = lim S,, = 4.
n—oo n—oo

Det enda tal I som kan uppfylla villkoret s,, < I < S, for varje
n ar 4.

Funktionen &r alltsa integrerbar (kontinuerlig pa ett slutet inter-

vall) och
3
/ (4 — z)dr = 4.
1

Vad vi sett hdar om forhallandet mellan storleken pa integralen och arean
under grafen kan sammanfattas i en sats:

Sats 2.6 Antag att funktionen [ dr kontinuerlig i intervallet [a,b] och icke-
negativ. Dd dr arean av det omrade som begrinsas av kurvan y = f(z),
x-azxeln och linjerna x = a och x = b

A= / ’ f(x)dz.

Exempel 2.24

Berakna

1
/ V1 — z2dx.
-1

Vi borjar med att rita upp grafen (se figur 2.6) av funktionen
V1 — 22. Grafen ér halvcirkeln 22 + y? = 1 dér vi ser pa y > 0.

Funktionen ar kontinuerlig pa [—1, 1] och icke-negativ, alltsa kan
vi anvinda ovanstaende sats. fjl V1 — 22dx ar lika med arean

. . 2 .
under funktionen /1 — 22. Denna ar = = ”71 = Z.
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Figur 2.6:

Vi kan ocksa definiera begreppet integral for vissa typer av diskontinuerliga
funktioner. Om vi tédnker oss integralen som arean under grafen kan man
tdnka sig att addera ihop olika areor mellan diskontinuitetspunkterna. Vi
skall utvidga var definition pa begreppet integrerbar.

Definition 2.7 Antag att en funktion f &r begrinsad och har ett dndligt
antal diskontinuitetsstillen xq, o, ... x,, i intervallet [a, b]. Da &r f integrerbar
och

/ab f(z)dx = /:1 f(x)dx+/:2f(x)dx+...+/:1 f(m)d$+/xif(;y)d;p'

Exempel 2.25

Bestam

1, for —3<zr< -1

2
/ f(x)dx, da f(z) =4 3, for —1<z<1
-3 2, forl<az<2

Vi inser att i intervallet [—3,2] finns 2 diskontinuitetspunkter,
ndmligen —1 och 1. Enligt ovanstaende definition kan vi da skriva
f(z) som



KAPITEL 2. INTEGRALER 31

/_23 flx)dz = /_31 f(x)dz + /_11 Flx)de + /12 f(x)de.

Vérden pa f(x) inom delintervallen var givna och i exempel 2.22
visade vi att d& C' dr konstant giller det att ff Cdx = C(b— a).

Darfor fas

2 -1 1 2
/ f(z)de = / ldz + / 3dx + / 2dx =
-3 -3 -1 1

(=1 = (=3)+3(1 = (=1))+2(2—1) =2+ 6 +2 = 10.

Exempel 2.26

Bestam

2, foraxz >0

1 N
[ e da g = { B B2

Funktionen f &r diskontinuerlig, men begrinsad och har ett dnd-
ligt antal diskontinuitetspunkter pa [—1,1], ndrmare bestdmt en
(i # = 0). Funktionen #r alltsa integrerbar och

/_11 F(@)dz = /_01 2z + /01(—2)61;5 _

200 — (=1)) + (—=2)(1 - 0) =2 — 2 = 0.
Grafen till f(x) finns uppritad i figur 2.7.

Anmirkning 2.8 I exemplet rdknade vi med att arean blev negativ. Detta
brukar vi inte gora och det kiinns kanske lite ovanligt. Arean &r alltid positiv,
men integralen kan vara negativ. Om funktionen ligger under z-axeln blir
virdet pa integralen negativt. I foregaende exempel subtraherade vi alltsa
arean som ligger under z-axeln fran den som ligger ovanfor. I och med att
areorna ar lika stora blir svaret 0.
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Figur 2.7:

Fraga: Vad betyder beteckningen dx?

Svar: dr anger med avseende pa vilken variabel vi integrerar. Pa samma satt
som z:et i f(z) anger att vi har en funktion som varierar med avseende pa x
sa betyder dx att vi integrerar m.a.p. x.

2.9 Integralens egenskaper

Néar vi borjar rdkna lite mer med integraler behover vi nagra regler sa att vi
kan hantera dem. Genom att tdnka pa integralens geometriska tolkning kan
man forsta att de dr riktiga. Vi kommer inte att analytiskt bevisa dem.

Regler:
Antag att funktionerna f, g ar kontinuerliga pa [a, b] och ¢ dr en konstant.
Da géller:

) [ @+ gne= [ s [ o
) /ab of ()dz = c/abf(x)dx.
3.

/a " f@)dz = 0.
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Om funktionen dr kontinuerlig i ett intervall som innehaller a, b och ¢

géller
4.
b a
[ rate == [ s
a b
5.
c b b
[ tas s [ s@yie = [ pwye
oberoende av storleksordningen pa a, b och c.
6. ,
/ f(z)dz >0, om f(x) > 0 pa hela intervallet [a, b].

7.

b b
/ f(x)dx < / g(x)dx, om f(z) < g(x) pa hela intervallet [a, b].

Exempel 2.27

Bestam ett reellt tal a si att

/la(x +1)dw — /:(x +1)dz = 6.

a

Med hjélp av regel 4 kan vi skriva

_ /2:(3; + 1)dz = /:a(:r; + 1)dz.

Sedan anvdnder vi regel 5 och far att

a 2a 2a
/(:U+1)dx+/ (x+1)dx:6<:>/ (x + 1)dx = 6.
1 a 1

Vi ritar upp funktionen f(x) =z + 1 (se figur 2.8).
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y=x+1

1 2a

Figur 2.8:

Funktionen skall integreras i intevallet [1, 2a].

I punkten 1 &r funktionsvirdet f(1) = 1+ 1 = 2 och i 2a &r
f(2a) =2a+ 1.

Utgaende fran grafen kan vi dela upp arean i tva delar; en rek-
tangel och en triangel.

Arean for rektangeln dr Ag = b-h = (2a — 1) -2 = 4a — 2.
Motsvarande area for triangeln ar

_beh_ (20-1)(20+1)—2) _ (2a— 1)

A =
T2 2 2
Nu géller det att 16sa ekvationen Agr+Ar = 6. Detta &r ekvivalent
med
2a — 1)* 8a—4+ (4a®> —4a + 1
da—24+ 20V g Bemdr U tdatl) o,

2 2
4a — 3+ 4a®> =12 & 4a*> + 4a — 15 = 0.

Detta ger, enligt 16sningsformeln fér andragradsekvationer, att

—4+./16—4-4-(—15) —4++/256 —4+16
a: = =

2-4 8 8
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2.10 Integralfunktionen

Vi har nu forsckt oss pa tva metoder att berdkna integraler, geometriskt
(grafiskt) och med over- och undersummor. Det har varit arbetsdrygt &ven
for enkla integraler och d&nnu vet vi inte t.ex. 16sningen till

1
/ 22dz.
0

Vi skall i fortsdttningen se pa sambandet mellan integralfunktionen och dess
primitiva funktion. Integralfunktionen definieras som:

Definition 2.9 Antag att funktionen f &r integrerbar i intervallet [a, b]. In-
tegralen av funktionen f fran a till z ar da en funktion F', som &r kontinuerlig
i intervallet [a,b]. (Har dr alltsi @ < x < b.) Funktionen F' bendmns i inte-
gralfunktion och vi skriver

F(z) = / " Fdt.

Vi anvinder hir ¢ som variabel for f och x som variabel for F'. Detta for att
de inte i onodan skall bindas till varandra.

Exempel 2.28

Se pa funktionen f(t) = t. Om vi ritar upp den far vi foljande
figur (se figur 2.9).

y=t




KAPITEL 2. INTEGRALER 36

Om vi undersoker arean under kurvan i intervallet [0, z]| kan vi
rakna ut den som:

A:—:
2

Detta ger alltsa att (om funktionen F(x) beskriver arean under
linjen):

r-xr x?
2

2

* x
F:B:/tdt:—.
(@)= [ =7

Observera hir att F(z) &r en primitiv funktion till f(x) = z, ty F'(z) = .
Senare kommer vi att se att detta samband inte &r slumpmaéssigt.

Sats 2.10 (Analysens huvudsats) Antag att funktionen f dr kontinuerlig
i intervallet [a,b]. Dd dar integralfunktionen F,

F(z) = / i,

deriverbar i intervallet [a,b] och for alla x € [a,b] gdller att

F'(z) = f(x).

Anmirkning 2.11 [ satsen &r alltsd f(z) samma funktion som f(¢), men
med en annan variabel.

Korollarium 2.12 Till varje kontinuerlig funktion f existerar det (atminsto-
ne) en primitiv funktion, namligen integralfunktionen

/a " Ft.

Exempel 2.29

D /I(t2 + ct)dt = 2* + cx,
ty om "
F(z) = /x(t2 + ct)dt
sa galler det att '
F'(z) = f(z) = 2% + cx.
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Exempel 2.30
Ar

F(x):/ e dt
1

strangt monoton?

Vi vet att om derivatan fér en funktion ar stringt positiv eller
negativ sa dr funktionen stréngt monoton.

F'(z) = e* &r striingt positiv. Detta betyder att F ir stringt
vixande, alltsa stringt monoton.

Grafiskt kan man ocksa tédnka sig detta resultat. Det &r ju na-
turligt att arean under grafen vixer ndr x blir storre (et2 ar ju
positiv).

2.11 Integralrikning med hjalp av primitiv funk-
tion

I detta avsnitt kommer vi att bestdmma integraler med hjélp av den primitiva

funktionen. Den sats som nu foljer brukar kallas insdttningsformeln.

Sats 2.13 Antag att funktionen f dr kontinuerlig i intervallet [a,b]. Om F
ar en primitiv funktion till f, gdller

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Ndr man bestammer en integral, subtraherar man alltsa virdet av den primiti-
va funktionen for den undre integrationsgrinsen fran vdrdet av den primitiva
funktionen for ovre integrationsgrinsen.

Beteckningar:

F(b) — F(a) = [F(x)]z — ?F(x).

Begreppet integral definierades som grénsvirden av éver- och undersummor
nir antalet intervall gick mot odndligheten. Det definierades utgaende fran
att man ville ha ett matt pa arean under en graf. Primitiva funktionen &r
déremot definierad som en invers operation till derivering.
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Exempel 2.31

Berdkna

2
/ (62% — 2z + 1)dz.

-1

. 3 2 -
(2-23 =22 42) — (2- (1)) = (=1)2 +(=1)) = 14 — (—4) = 18.

2 6, 2 2 2
/ (62% — 2z + 1)dx = [—x?’ — -z + x] = [29@3 — %+ x} =
—1 -1

38

Fraga: Varfor har vi ingen konstant med nu, nir vi bestimmer primitiv

funktion?

Svar: Det dr onodigt. Vid subtraktionen skulle dnda tva konstanter ta ut

varandra.

Exempel 2.32

Berdkna

[VE]

/ sin 2z cos? 2xdzx.

™

Har anvinder vi oss av regeln

L

ty cos? 2z ir ju ett annat sitt att skriva (cos2z)?.

Inre derivatan for cos? 2z ar — sin 2z - 2. Da fas

us us
3 ) 3
sin 2z cos® 2xdx =
—T

—T

(_%) /i(-? sin 22) cos? 2zdx = <—%> [% cos® 290} ir =
(—%) [% cos® (2 : g) — %cos3 (2 . (—W)>i| L

(D= (D121

dér (1) fas ty cosm = —1 och cos(—2m) = cos 2w = 1.

1
(—5) (—2sin 27) cos? 2xdr =
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Exempel 2.33

Beridkna

2
/ |1 — z|dx.
-1

Enligt definitionen vet vi att

l—2, omz<1
11 —z| =
r—1 omax>1

Detta ger

/_21|1—:vld:z::/jl(l—g;)dg;Jr/j(m_1)dx:
(-5 - (=Y 4 [e-2- (E-1)] =

Exempel 2.34

Bestdm storsta och minsta véirdet for funktionen
2
1 1
x) = - — —|dt
iintervallet 1 < z < 2.
Observera att vi integrerar m.a.p ¢ och inte x som vi ar vana med.

Vi bérjar med att reda ut absolutbeloppet. Enligt definitionen &r

O f(), om f(t) >0
f(®)] —{ CF(),  om f(t) <0

Detta betyder att
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om >0, d.v.s. om

o~ =
|
8=
[
v
|—=
~
A\
&

|
8=

1 1
t x

8=
|
|

<0, d.v.s. om

=
AN
|
I
~
V
8

1
s Om?—

8=

Notera att ¢ behandlas som variabel medan x behandlas som en
konstant.

Vi skriver om funktionen f(z) och berdknar sedan integralen:

= [1i=sle= [ G- Dare [ - =

t= t 2 t= t 2
[ln |t| — —} + [— —In |t|} = [lnt - —] + [— - lnt] =
zli lz @ zli lz @

[(m=2) = (1= )]+ (G -102) - (£ -] -

1 2
lnx—l—O—l———i———1n2—1+lnx:2lnx—2+§—ln2.
r T T

Vi drar oss till minnes att maximi- och minimivirden kan hittas:

1. i derivatans nollstéllen,
2. 1 f:s diskontinuitetspunkter,
3. for x-viarden dar derivata saknas,

4. i definitionsintervallets &ndpunkter.

Vi undersoker dessa punkter en i gangen:

1. Har borjar vi med att derivera f(z) och far

f'(x)zz_i:ﬁ‘

r  a? x?
Vi riaknar sedan ut for vilka virden pa z som f'(x) = 0.

DettagerattQm—i%:O(:):B:%.

Eftersom 2 € [1,2] duger denna som en kandidat till var

max- eller min-vardena kan finnas.

40
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2. f saknar diskontinuitetspunkter i [1, 2].
3. Det finns inga z-vérden i [1, 2] for vilka derivatan saknas.

4. Definitionsintervallet har dndpunkterna x = 1 och z = 2.
Aven dessa ar alltsa kandidater for max- och minvérden.

Det fanns alltsa totalt tre kandidater. Vi berdknar f(z) i dessa
punkter:

3 6
() :21n§—2+§—1n2:21n3—21n2—2+2—1n2=

2In3 —-3In2=In9—-1In8~ 0,1178
r=1:

3
f(1) :21n1—2—|—I—1n2:1—1n2z0,3069
r=2:

1
f(2) =2In2 — 2 + ; ~In2=1n2 -5 ~0,1931

Maximivérde ér alltsa f(1) och minimivérde &r f(2).

2.12 Areaberakning, en funktion

Vi har sett att integralen kan tolkas som arean under funktionen. Vi skall nu
ga in lite djupare pa detta omrade och undersoka vad som hénder vid olika
specialfall.

Exempel 2.35

Bestim arean av det omrade som begriinsas av kurvan 3? = 4x,
y-axeln och linjen y = 2. (se figur 2.10)

Metod I:

Vi skriver om y? = 4x som y = 2y/z. (Vi viljer bort —2/z ty
y<l0,2].)
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05

—0s5F

Figur 2.10:

Hirnést integrerar vi 24/ fran 0 till 1. Detta ger arean under
kurvan.

/012\/5dx:2/01x%d$:2[2x%]1:2[2—0] _ 2

3 o 3 3

Detta ar dock inte arean vi soker. For att fa den “ratta” arean
subtraherar vi bort 3 fran 2 (se figur).

Detta ger svaret

Metod I1I:

Istillet for att integrera m.a.p x kan vi integrera m.a.p. y.

Vi borjar med att skriva om y? = 4z som en funktion som beror
av y:

v
L

Vart integrationsomrade ar [0, 2] (se pa y-axeln i grafen!) Da fas:

2,2 2
Y 1 9 1[13}2 1[8 } 2
/04y4/0yy43y0 413 3 “°

VP=dr o1 =
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Anmirkning 2.14 a.e. — areaenhet. Exempel pa areaenheter dr cm?, m?.

Vi drar oss till minnes att langden av en stricka inte kan bli negativ och att
vi darfor anvinder abosolutbelopp nér vi berdknar lingden. Pa samma satt
kan en area inte bli negativ. Vi vet att om funktionen ligger under z-axeln
sa blir integralen negativ. Nér vi berdknar areor maste vi korrigera detta, sa
att inte arean blir negativ. Detta gors enklast genom att placera ett minus
framfor integralen om funktionen dr negativ. Om grafen av funktionen inte
finns pa samma sida om x-axeln i hela integrationsintervallet kan vi dela in
den i delintervall. Har gor vi alltsa en sdrskillnad pa integralen och arean.

Exempel 2.36

Bestdam arean av det omrade som begriansas av y = —%, x-axeln
och linjerna x = 1 och x = e. (se figur 2.11)

-2

-3

Figur 2.11:

Har ar

1
flz)=——<0, zell,e.
x
f(z) ar alltid negativt = vi placerar ett minustecken framfor

integralen. Nu fas

dr = [lnxr:l—O:la.e.
1

s
Il
|
»\
o
/?
8|~
N—
QL
S
Il
»\
o
S
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Exempel 2.37

Bestim arean av det omrade som begrinsas av kurvan y = 2 —x

och z-axeln.
Hur ser kurvan ut?

Nollstéllen &r {—1,0,1} och for f(x) = 23 — x giller att

lim f(x) = o0

r—00

lim f(z)=—00

T——00

Kurvan har alltsa f6ljande utseende: (se figur 2.12)

Figur 2.12:

Vi ser att det géller att

f(z) >0, forxe[-1,0],
f(z) <0, forxzel0,1]

Vi delar upp intervallet i delintervall och far
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1 1 570 1 It
[—:LA — —.1'2] + [—x2 - —xﬂ =
-1

4 2 2 4 0
1 1 1 1
[“(1‘5)%“5‘1)—0]:
1 1 1
Z+A_L:§a€

Man kan &dven direkt skriva A = f; |f(z)|dz. Detta ger samma
resultat.

2.13 Areaberikning, tvi funktioner

I detta avsnitt berdknar vi areor som inte bara begrénsas av en funktion och
x-axeln, utan av tva funktioner (exempel, se figur 2.13).

f(x)

g3

Figur 2.13:

For att bestdmma denna area utgar vi fran att f(x) > g(x) pa [a,b]. Vi
rdknar nu ut areorna under bade f och g och subtraherar arean under g fran
arean under f.

Exempel 2.38

Kurvorna y = 22 + 2 + 1 och y = 2 — 22 innesluter ett omrade.
Berdkna arean.

Vi borjar med att rita upp kurvorna (se figur 2.14)
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Figur 2.14:

f(z) = 2?+2+1 ér en uppatriktad parabel och som saknar rétter
(D=1-4-1-1<0). Toppens z-koordinat ar:

1
fa)=0&2uw+l=0c2=—c.

g(z) = 2 — 2 4r en nedatriktad parabel med rétterna 4+/2.
Toppens z-koordinat &r:

J(x)=0& 2r=0&2=0.

For att veta 6ver vilket omrade vi skall integrera behover vi kur-
vornas skirningspunkter. Dessa fas genom att 16sa ekvationssy-
stemet

=2 1 ubtraherar
{y LT bt 992 4 g1
y=2-—x

Denna ekvation har I6sningarna

Tr =

—1i\/1—4~2-(—1):—1i3:> 7 =1
2.2 4 =—

Dessa x-virden ger i sin tur y-koordinaterna

Y1 =
Y2 =

— =y

46
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Vi kan nu bestimma arean under g — f (den 6vre kurvan — den
undre)

1

A:/2(2—x2)dx—/2(x2+:c+1)dx:
-1 -1

2 1 3
/ (—22% — 2+ 1)dx = [——a:?’ — 2% 4 ZL‘] P =
. 3" T2 -

Exempel 2.39

Bestdam areorna av det omrade som begridnsas av kurvorna y =
sinz, y = cosx samt linjerna x = 0 och z = 27. (se figur 2.15)

Figur 2.15:

Vi borjar med att undersoka linjernas skdrningspunkter:

Satter sinz = cosx. Det géller att sinx = cos (g — x) Da fas
ekvationen

™
COST =COS | - — X
9 )

vilken har 16sningarna
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T T
x:§—x+2n7r Vv :I;:—§+a:+2n7r
T = % +nm Losning saknas
I intevallet [0,27] fas saledes skdrningspunkterna z = T och

5m
.

xr =
Av denna orsak ar vi tvungna att dela in [0, 27] i delintervall. Vi
far:

ol = [ 2.

I I; 4r cosx > sinx, i I, ar sinx > cosx och i I3 ar cosx > sinx.

Nu fas:

A=A+ Ay+ Ay =

S 2T
4
/ (cosx — sinz)dr + (sinz — cosx)dzr + / (cosz — sinx)dr =
0

5w

INE]

ISE

4
5w
i 2

+ [Sinx + cos a:] =

5w
4

[Sinx + cos a:] R +
0

| —

— Ccosx — sin x}
jus

4

[(sin T 4 cos E) — (sin 0 4 cos 0)} +

4 4
[(—(3085—7T —sin5—7r) - (—cosz —sinz)}+
4 4 4 4
[(sin27r+00827r) - (Sin%—kcos %)} =
1 1 1 1 1 1 1 1
[E+E—0—1} + [E+ﬁ+ﬁ+ﬁ] + [0+1+ﬁ+ﬁ] —
i—1+i+1+i=i:4\/§a.e,

V2 V2 V2 V2

ty D! cosz =sinx och D~ 'sinz = — cos x.

Lat oss hdrnést rdkna exempel 2.36 pa nytt:
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Exempel 2.40

Bestam arean av det omrade som begriansas av y = —%, x-axeln
och linjerna x = 1 och = = e. (se figur 2.11)

Till skillnad fran exempel 2.36 rdknar vi nu ut detta som arean
mellan tva funktioner. Pa det sittet behover vi inte bekymra oss
om minustecket.

Ur figur 2.11 ser vi att 6vre grénsen dr y = 0 och den undre ir
Yy = —%. Enligt uppgiften skall vi integrera fran x =1 till z = e.

Da fas:
= [ 0= ()= [ Qo= o] -
Ine—Inl=1-0=1a.e.

Detta staimmer 6verens med svaret vi fick tidigare.

2.14 Volymberikning

Vid volymberédkning av olika figurer har man ofta anvindning av integral-
kalkyl. Detta beror pa att man kan beskriva kropparna som funktioner som
roterar kring z-axeln eller y-axeln.

Vi vet att arean for en rak cylinder eller ett rakt prisma &r bottenarean B
ganger hojden H. Eftersom man med hjilp av integralen kan beskriva bot-
tenarean betyder det att integralkalkylen ar viktig vid berdkning av volymer.

Vi borjar med att tdnka oss en funktion som &r kontinuerlig pa ett intervall
[a,b] (se figur 2.16 a). Genom att ténka sig att denna kropp roterar kring
z-axeln bildar den en s.k. rotationskropp for vilken vi vill bestimma volymen
(se figur 2.16 b). Hur skall vi da ga till viga?

Nér vi introducerade begreppet integral utgick vi fran att dela in intervallet
[a,b] 1 olika delintervall. Genom att 6ka antalet delintervall kunde vi med
storre noggrannhet bestimma virdet pa 6ver- och undersummorna for att se
vilket virde vi fick pa arean. Aven hir har vi ett liknande angreppssitt. Vi
tanker oss att vi delar in [a, b] i n lika stora delintervall. Dessa delintervall ar
da:
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la = xg, 1], [x1, 23], . .. [Th—1, Tk] - . - [Tp—1, TH = D).

Om vi ser pa ett delintervall [z;_y, x| dr detta ett smalt segment (se figur
2.16 c). Fran detta delintervall tar vi en godtycklig punkt ¢,. Om vi nu ténker
oss att detta segment roterar kring x-axeln sa dr fragan: vilken ar volymen
pa segmentet? (se figur 2.16 d)

Vi vet att volymen for en cylinder dr basarean ganger hdjden. Basarean
fas ju hir som 7r?. Lo.m att vi har ett litet intervall kan vi approxime-
ra basarean med 7 - f(#;)?. Segmentets volym kan alltsd approximeras med
(xx — 1) - 7 - f(tx)? Detta kan, med beteckningen Az, for (z, — zx_1),
skrivas som 7 - f(t3)2Aw,.

a b X X
a) b)
Xn(j);n—l
A
M
: ; X ! X
a % X b \ \ / /
c) d)
Figur 2.16:

For att fa volymen for hela kroppen, och inte bara ett segment av kroppen,
boér vi summera ihop de olika volymerna:

Vo=> m f(ty) Az,
k=1

Genom att 6ka antalet intervall far vi noggrannare volymberdkningar:
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Om vi gar tillbaka i vara anteckningar till avsnitt 2.7 (Geometrisk tolkning
av integralen) ser vi att detta uttryck liknar mycket det uttryck vi hade nér
vi definierade integralen m.hj.a. under- och 6versummor. Dessa sag i princip
ut som foljer:

A= Jilgozn:f(tk)Axn = /b f(z)dz.
k=1 a

Med tillrdackligt manga intervall, n, gick under- och éversummorna mot sam-
ma tal I. Vart resonemang leder till att det dr forstaeligt att man kan defi-
niera volymen m.hj.a. en integral.

Sats 2.15 Se pd en funktion f(x) som ar kontinuelig pd [a,b]. Den volym
som bildas av rotationskroppen da f(x) roterar kring x-azeln dr:

V= w/ab[f(x)]de.

Exempel 2.41

Omréadet som avgrinsas av kurvan y = 22, y-axeln och linjen
x = 1 roterar kring x-axeln. Berdkna volymen av den rotations-
kropp som uppstar.

Vi borjar med att rita upp figuren (se figur 2.17):

Enligt satsen ovan fas:
! ! 1 7
V= 7r/ (z%)dz = 7r/ 20dxr = W[—Iq = —v.e.
0 0 7 0 7

v.e star for volymenheter, ex cm?.
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Figur 2.17:
\ 1.5 /
0.5
1.5 1 0.5 0.5 1 1.5
-0.5
-1
Figur 2.18:

Exempel 2.42

Det omrade som begrinsas av kurvan y = 23, y-axeln och linjen
y = 1 roterar kring y-axeln. Berdkna volymen av “skalen” som
bildas.

Om vi betraktar figuren (figur 2.18) inser vi att det &r enklast att
tdnka sig att vi integrerar m.a.p. y-axeln, och inte med avseende
pa z-axeln. Vi bérjar med att skriva om funktionen sa att vi far
en funktion som beror av y:

y:a:?’(:)x:\?/@.

Vi kan nu direkt tillimpa formeln ovan och far:

92
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1

%d —wP %}l—g—wve
Yy ay = 52! 0 5 Ue

v—n/ol(s/gjfdy—n/o

Exempel 2.43

Berikna volymen av den rotationkropp som uppstar da omradet
mellan kurvan y = 22, z-axeln och linjen x = 2 roterar kring
linjen z = 2.

Om vi sitter z = 2 far vi y = 4 (direkt inséttning).

Hur skall vi nu géra? I det forra exemplet integrerade vi m.a.p y
eftersom figuren roterade kring y-axeln. Aven denna gang har vi
en figur som roterar i y-led (se figur 2.19). Detta medfor att vi
inte skall se pa y = 2 utan pa z = \/y, y € [0,4].

Figur 2.19:

I volymformeln integrerar vi upp arean av ett litet segment i fi-
guren. Hur skall vi beskriva arean av ett segment i det hér fallet?
Jo, om vi tar 7 - (2 — \/y)? far vi ett korrekt uttryck, ty radi-
en for segmentet dr ju (2 — ,/y) (se figur). Detta ger i sin tur
volymformeln:
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4 4 1
V—W/(2—\/37)2dy—7r/(4—4y§+y)dy—
0 0

]22%(16—§-8+8):8—7rv.6.

23 1
W[4y—4-—y2 + =y° 3 3

3 2
Exempel 2.44

Berikna volymen av den kropp som bildas da omradet som be-
grinsas av kurvan y = \/z, y-axeln och linjen y = 2 roterar kring
y-axeln.

Figur 2.20:

Har sker alltsa rotationen kring y-axeln och vi integrerar m.a.p
y. (Se figur 2.20) Det forsta vi da maste gora dr att skriva om
y = y/x som en funktion av y:

yzﬁ@xzy?

Detta ger

Exempel 2.45

Berédkna volymen av den rotationskropp som uppstar da det dnd-
liga omradet mellan kurvorna y = 2% och y = \/x roterar kring
xr-axeln.

24
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Da vi hade att gora med areor mellan tva funktioner, subtrahe-
rade vi arean under den undre kurvan fran arean under den Gvre
for att fa den mellanliggande arean. Nar vi arbetar med rotaions-
kroppar anvinder vi samma metod.

Vi borjar med att rdkna ut skiirningspunkterna:

P=Vrert=rer@-1)=0r=0vr=1.

f(x) = 2% och g(x) = /z skiir alltsa varandra i x = 0 och z = 1.
Detta &r integrationsomradet. (se figur 2.21) I intervallet [0, 1] &r

g(x) = f(x).

-1-0.75-0.5-0.25 ~25 0.5 0.75 1
-0.25

Figur 2.21:

Vi far alltsa volymen:

V:ﬂ'/ x—w/

0 0
1

7T/ xdx—ﬂ/ 4dx—7r/ x—at
0 0

1 1 ! 1 3
W[—xZ——x‘r’} —7T|: 12——'15—0i|——ﬂ-1]6
2 5 Jo 2 5 10

Tillaggsuppgift: Hur stort dr omradet om figuren roterar kring
y-axeln? Eller kring linjen z = 17



KAPITEL 2. INTEGRALER 26

Anmirkning 2.16 Observera att volymen i foregaende exempel INTE kan
riknas ut som

V= w/ol(\/f — 2%)2da!

Exempel 2.46

Det dndliga omradet mellan linjen y = x+3 och kurvan y = 3—2?2
roterar kring z-axeln. Berdkna volymen av den uppkomna rota-
tionskroppen.

Vi riknar forst ut skirningspunkterna:

r+3=3-rPerftr=0r(r+1)=02=0Vr=—1

Vi ritar upp kurvorna (se figur 2.22) och inser att i [—1,0] &r
g(x) =3 -2 = f(x) =z +3.

Figur 2.22:
Da fas:
0 0
V:7r/ (3—:)32)2d:£—7r/ (z + 3)%dw =

1 -1

0 0
7r/ (9—6x2+a:4)d9:—7r/ (2 + 62 + 9)dx =

-1 -1

0
7r/ (9 — 62% + 2* — 2% — 62 — 9)dx =

-1
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0
_ 452 [l T3 6570
77/_1(3: Tx Gx)dxfﬂ[g)x 3% ~ 5% }71 =
1 5 1 3 2\] _
wo- (0 -5 s 7))
1 7 137
T(-—2+3)=—ve
5 3 15

Vi har nu sett hur man berdknar volymen for rotationskroppar. Vi kan ut-
vidga detta och se pa kroppar som inte dr rotationskroppar, men som vi
anda vill berdkna volymen pa. Om arean av ett plan vinkelrdtt mot x-axeln
beskrivs med A(zx) sa fas volymen i intervallet [a, b] som:

V= /:A(x)dx.

2.15 Generaliserade integraler

Hittills har vi sett pa integraler for funktioner som varit begrinsade och
definierade pa ett slutet intervall. Ofta adr det dock intressant att undersdka
vad som hinder om integrationsintervallet dr odndligt, exempelvis

me@M%

eller om funktionen ar obegrénsad, exempelvis

1
1

/ —dzx.
0 T

Sadana integraler vars integrationsomrade dr odndligt eller dir funktionen ar
obegransad kallas generaliserade integraler.

Exempel 2.47

Vi skall borja med att se pa integralen

|
—dx.
[

Denna ar inte begrinsad, ty
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Den ar inte heller definierad for x = 0.

Om vi tidnker oss att vi integrerar mellan ett tal s, som ligger
néra 0, och 1 sa skulle vi fa:

/:%da::/slx_%dx: vl =220

Genom att undersoka gréansvirdet da s — 0 fas:

1

: 1 :
}gl_r)l(l) S _:de = }91_1)15(2 —2/s) = 2.

Vad vi kommer att gora ar att vi definierar den generaliserade
integralen med hjéilp av detta gransvirde. Vi har alltsa en obe-
gransad funktion men en begrinsad yta.

Exempel 2.48

Berdkna

1
1

/ —dx.
0

Vi gor pa samma sitt som i foregaende exempel och erhaller

1 1 1
/ ldaj = lim 1ala: = lim [ln a:] =
0

x s—0 s X s—0 s
lim(lnl —Ins) = —limlns = co.
5—0 5—0

Eftersom gransvirde saknades sa séger vi att den generaliserade
. 1 . .
integralen fo id:c inte existerar.

Om en generaliserad integral existerar, d.v.s. om vi har ett dndligt gréns-
virde, sdger vi inom matematiken att integralen konvergerar eller att den ar
konvergent. Om griansvirde saknas, d.v.s. om den generaliserade integralen
inte existerar, sidgs integralen vara divergent, eller divergera.
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Exempel 2.49

Undersok om integralen

konvergerar.

Funktionen &r inte definierad fér x = 0. Vi delar upp funktionen
i tva delar,

8 1 | |
——dr = —d —d
LT /ﬁvix+l R

och undersdker dessa skilt:

0 1 S 1 3 27s
/ —dz = lim x Ydr = lim[—xs] =
1 \3/5 s—=0 [_4 s—0L2 -1

3.~ 3, B
lng [ 5 V2 = S/ 1] = =

och

81 8 1 3 278
dz = lim T 3dm=lim[—x3} =

0 Sx s—0 s s—0 s
L [3s3= 33~ 3 3

l |:_ 2 _ _— 2:|:—~4——- = .
31—1%2 8 2 s 2 2 0=6

Bada integralerna konvergerar och vi far

81 | 81 3 9
dr = d dr = —> 46 = -,
/13/595 /1w“/0\%x 3 T0=3

Fraga: Vad skulle hint om den ena integralen konvergerat och den andra
divergerat?

Svar: Da skulle vi sagt att hela den generaliserade integralen skulle vara
divergent. Det riacker med att en del av en integral dr divergent for att hela
integralen skall vara divergent. Pa motsvarande sidtt maste alla delintervall i
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en integral vara konvergenta for att hela integralen skall vara det.

I f6ljande tva exempel skall vi ga in pa en viktig matematisk sats. Vi antar
att vi har tva funktioner f och g och det giller att f < g pa hela definitions-
méngden. Dessutom antar vi att g dr konvergent. Eftersom f < g for varje
x, maste da ocksa f vara konvergent. Pa motsvarande satt géller det att om
f > g pa hela definitionsméangden och g ar divergent sa ar f ocksa divergent.
Exempel 2.50

Konvergerar integralen

oo
/ e *dx?
0

Vi later M beteckna ett stort positivt tal. Da fas:

00 M M
/ e ¥dr = lim e “dr = lim [—e‘x] =0—(-1)=1.
0

M—oc0 0 M—o0 0

.. Integralen konvergerar.

Exempel 2.51

Konvergerar integralen

> 2
/ e dx?
1

Till funktionen e ** finns det inte direkt nagon primitiv funktion.
I detta fall &r = > 1 (ty vi integrerar mellan 1 och oco). Da giller
féljande:

2 1 2
r<t=et<et = > — e P>,
(&

Nu kan vi med hjilp av satsen siga, att eftersom floo e *dx kon-
vergerar (den konvergerar ju pa intervallet [0, 0o]) sa maste ocksa

oo 2
J;" e konvergera.
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2.16 Variabelbyte

Vi kommer i de foljande avsnittena att behandla tre speciella metoder att
hitta en primitiv funktion. Dessa metoder &r mycket anvindbara och &r bra
att beharska.

Den forsta metoden kallas variabelbyte. Detta innebar att néar vi hittills oftast
har integrerat m.a.p. x, sa skall vi gora en substitution, ett utbyte, sa att vi
far ett lattare uttryck. Vi illustrerar med ett exempel:

Exempel 2.52

Bestdm integralen

1
/ (2z + 1)*da.
0

Vi har redan tidigare berdknat integraler av denna typ (se exem-
pel 2.18 a)) Denna gang gor vi det dock m.h.a en variabelsubsti-
tution, d.v.s. vi skall byta ut ett uttryck mot ett annat sa vi far
nagot som ar enklare att integrera.

Att hitta ett lampligt uttryck &r inte alltid 14tt, ibland handlar
det om att gissa, men vi forsoker:

Vi séitter 241 = t. For att kunna sitta in ¢ pa platsen for 2z +1
och sedan kunna integrera maste vi géra nagonting at dz. Vad vi
skall gora &r

1. Los ut x ur substitutionen.

2. Derivera bada sidorna med avseende pa t.
3. Los ut dx.
4

. Satt in i integralen och dndra granserna.
Vi borjar:
1. Los ut x ur substitutionen.

t—1
2:L‘—|—1:t<:)x:T.
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2. Derivera bada sidorna med avseende pa t.

Hér introducerar vi en ny beteckning:

dz

dt
Detta betyder att man deriverar uttrycket x med avseende
pa t.

Vi vet att oz = &1 =

5 L % Deriverar vi detta med avseende
pa t far vi att

d$_ 1
dt 2’
3. Los ut dx.
dz 1 1

4. Satt in i integralen och dndra grénserna.

Vi har definierat 2z + 1 = t. Detta har lett till att doz = %dt.
Vad blir da integrationsgrinserna?

For den 6vre gransen géller att t = 2z + 1 och x = 1. Detta
ger t = 2-14 1 = 3. Pa motsvarande sétt fas den undre
griansen, r = 0, som ¢t = 2-0+ 1 = 1. Integrationsintervallet
ar alltsa [1, 3].

Vi far:
3,3

1
/ (27 +1)*dx = t—dt.
0 2

1

Vi berdknar den nya integralen:

[ B

Fraga: Vad betyder det att derivera m.a.p = och m.a.p t7
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Svar: Vi visar detta med ett exempel: Vi tar uttrycket a2 — t2x 4 4t. Om
vi deriverar detta uttryck m.a.p x behandlar vi “alla andra bokstdver” som
konstanter. D.v.s. deriverar vi uttrycket ovan m.a.p. z far vi 2z — 2. Om vi
diaremot deriverar m.a.p ¢ behandlas alla bokstéiver forutom ¢ som konstan-
ter. Uttrycket, deriverat m.a.p. ¢, blir darfor —2xt + 4.

Att hitta lyckade variabelsubstitutioner kan verka vara slumpméssigt. En bra
substitution ar dock en som leder till att det uttryck man integrerar blir 14t-
tare.

Exempel 2.53

Berdkna _
3 5
sin x cos® xdx.
0

Aven denna uppgift paminner om en vi riknat tidigare (ex 2.32).
Vi skall nu anvdnda oss av variabelsubstitution. Substitutionen
vi anvinder dr cosx = t. Vi foljer punkterna fran forra exemplet
och far:

1. Det ar onodigt att l6sa ut x, det blir bara mycket krangligare
da, sa vi “hoppar 6ver” detta.

2. Istéllet for att derivera m.a.p t sa deriverar vi med avseende
pa x. Da fas:

) dt
—sinz = —.
dx
3. Vi loser ut dx och far
dt
dr = ———.
sin x

4. Harnést ska vi dndra grinserna. Detta gors genom att turvist
sitta in 6vre och undre gransen i substitutionen cosx = t:
T oy ™ 1
== =CoS— = —
3 3
r=0=t=cos0=1.
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Vi sétter in detta i integralen och far

b 1
3 3
/ sin x cos® xdx W _ / t3dt.
0 1

(1) géller ty termen sinz forkortas bort mot samma term
i ndmnaren for dt. Kom ihag minustecknet, det férsvinner
inte!

Det enda som nu aterstar ar att l6sa integralen

—/ét3dt—/1t3dt—[1tﬂl—1 1.2 - _ - _F
. _% S l47 ]y 4 2 4 64 64

2

Exempel 2.54

Beridkna

3
/ V9 — 22dz.
0

Detta &dr en integral som vi inte direkt kan hitta nagon primi-
tiv funktion till. Vi forsoker med en variabelsubstitution. Det vi
forsoker med ar:

r = 3sint.

1. Uttrycket ar 16st m.a.p z.

2. Deriverar bada sidorna m.a.p t:

d
d—j = 3 cost.
3. Loser sedan ut dx:
dx = 3 costdt.

4. Andra grinserna och sitt sedan in allt i integralen.

Gréinsena kan inte bestimmas genom direkt insdttning, det
ar dock inte svart. Vi startar med den undre grinsen. For

64
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den dr x = 0. Substitutionen var ju x = 3sint. Vi ska alltsa
hitta ett ¢ for vilket 3sint = 0. Vi far att ¢ = 0 (se exempelvis
MAOL). Pa samma sitt fas for den Gvre grinsen att

x:3:>3sint:3:>sint:1:>t:g.

Vi sétter in i integralen och far

3 s
/ \/9—x2dx:/2 V9 —9sin’t - 3costdt =
0 0
/2 \/9(1 — sin®t) -3(:ostdt:/2 V9cos?t - 3costdt =
0 0

/2 3(:0815-3(;08.156[75:9/2 cos? tdt.

0 0

V1 vet att

cos2x + 1

cos2z =2cos’x — 1 < cos® & = 5 )

vilket ger att

WP

2 9 2 9r1
9/ COStht:—/ (COSQt—{—l)dt:—[— sin2t+t} =
; 2/, 212

9[(lsinz—w—l— E) — <%sin(2‘0) —i—O)] =

21\2 2 2
9(1, +7T 1 . 0)_9 7r_97r
5 281n7r 5 2sm =537

2.17 Partialbriksuppdelning

En annan metod som ofta kan vara nédvandig ar att partialbraksuppdela. Det
betyder att man skriver om ett rationellt uttryck sa att man delar upp det i
flera olika rationella uttryck.Vi skall se pa ett exempel:

Exempel 2.55

Berdkna

4
1
/ 5 dx.
2 A - 1
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Detta ar ett uttryck som vi inte direkt kan hitta nagon primitiv
funktion till. Nar vi har att gora med rationella uttryck ar dock
ofta den mest framkomliga vigen att partialbraksuppdela. Detta
gors enligt:

1. Faktorisera ndmnaren.

1 1
2—1 (z4+1)(z—1)

2. Uppdela braket i sa manga termer som det finns faktorer i
namnaren.

Detta gors enligt:

1 1 _ A B
-1 (24+D@—-1) 2+1 z-1

3. Bestam A och B.

Vi anviander oss av den senare likheten i 2. och multiplicerar
upp vanstra sidans nimnare:

1 A B
(x+1)(z—1) _x+1+x—1
Alx+1)(x—1) Blx+1)(x—1)

(x+1) (x—1)

1=A(x—1)+B(zx+1).

=

1=

I detta skede skiljer vi pa termer som innehaller variabeln x
och sadana som inte gor det.

l=Alx-1)+Bz+1) &
l=Ar—A+Brxr+B &
Ox+1=Ar+Bxr—A+B &
0z +1=(A+ B)z+ (—A+ B).
Vi bildar nu ett ekvationssystem:
1= —-A+B (1)
0= A+ B (2)
Fran (2) far vi att —A = B. Vi sétter in detta i (1) och far
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1=B+B=2B 1 1
4. Satt in A och B i ursprungsekvationen.

1

1A N B =3
2—-1 z4+41 z—-1 x+1

1
2
+x—1'

Detta ar ett uttryck vi kan integrera:

1 1

4 1 4 _ 1 2
/ dxz/( 2 2 )d:t::
s x2—1 s \z+1 -1

1/ 1 1/ 1
= dr + = dr =
2/2 x+1x+2/2:1:—1x

1 4 1 4
——[ln|x—|—1|} —|——[ln|x—1|} =
2 2 2

1 1 1
—5(1n5 —In3) + §(ln3—ln1) =In3 - §ln5.

Exempel 2.56

Berakna

1. Faktorisera namnaren.

Vi borjar med att rdkna ut ndmnarens nollstéallen:

- —2r=a0(’-1r-2)=0=2=0V (2 —2-2) =0.

For andragradsekvationen, 22 — x — 2 = 0, giller att:

1+ —1)2—-4-1-(=2 1+3
Tr = \/( )21 ( ): 5 =>x=2Vzxr=-1.
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Vi far alltsa

2024+ 3r—4 —22243x—4

3 —a2—2r  x(z—2)(z+1)

2. Uppdela braket i sa manga termer som det finns faktorer i
namnaren.

222 +3x—14 A B C

x(z—2)(x+1) ;+x—2+x—|—1’
3. Bestam A, B och C.

Vi forldnger hogerled i ekvationen ovan for att kunna skriva
allt pa ett brakstreck. Vi far:

A B c
L S T
Alx =2)(x+ 1) + Bx(z + 1) + Cax(z - 2)
z(z —2)(z+1) B
A@®> —z—2)+ B(a* +z) + C(2* — 2z)
z(rx—2)(z+1) B
Ax? — Ax —2A+ Ba? 4+ Br + Ca® — 2Cx
x(z —2)(z+1)
(A+ B4+ C)x* + (—A+ B —2C)x + (—24)
z(zr—2)(z+1)
krav —22% + 3T — 4
T 2z =2)(z+1)

Detta ger oss ekvationssystemet

A+B+C = -2 (1)
—-A+B-2C = 3, (2)
—2A = —4, (3)
Vi ser direkt fran (3) att A = 2. Sitter vi in detta i (1) och
(2) fas
2+B+C = -2 B+C = —4, (1)
24B-20 = 3 &{ B-20 = 5, 2)

A . A 3 (3)
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Sedan loser vi ut B ur (2), sétter in detta i (1) och far pa
det sittet ut C. Sétter sedan in virdet pa C' i (2) for att fa
ett virde pa B.

B+C = —4 5+2C0+C = —4
= B

|
ot
_I_
)
Q
T
sy
|
o
+
)
Q

3
Sy
|
ot
_|_
b
Q
(3
= Q
Il
ot
+
O
T
=

S
|
N

Q
Il

|
w

4. Satt in A, B och C' i ursprungsekvationen.

222 +3r—4 2 1 3

x3— 12— 21 r T—2 x+1

Nu kan vi integrera. Vi far:

t 22243z —4 ‘2 1 3
TR dr = <———— >d:)3:
3 X0 —a*—2x 3 \x -2 x+4+1

4
[QIHM —Injx —2|—-3n|z+ 1|] =
3

(21n4—ln2—31n5> . (21n3—1n1 —31114) -

2In22 —In2 —3In5—2In3+3In2°? =
4In2—-1In2—-3n5—-2n34+6In2=9n2 —-31nd — 2In 3.

Hér anvindes regeln log 2" = rlog x.
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2.18 Partiell integration

Partiell integration ar en tredje metod att integrera nér en primitiv funktion
inte direkt gar att hitta. Den &ar speciellt anvindbar nér vi har en produkt
av tva funktioner som skall integreras. Vi borjar med att hirleda regeln for
partiell integration.

Vi vet att deriveringsregeln for en produkt dr:

D(f(x)g(x)) = f'(x)g(z) + f(x)g (x).

Vi flyttar om termerna och far:

f(@)g'(x) = D(f(x)g(x)) - f'(2)g(x).
Skulle vi nu vilja integrera uttrycken pa bada sidorna av “likamed”-tecknet

skulle vi fa (detta kan vi gora for om vi har tva uttryck som ar lika méaste
dven integralen av dem vara lika):

b b b
[ ) @de = [ D@y - [ (s

Integralen &r ju derivatans invers, vilket leder till att:

/abf(x)gl(x)dx = [f(:r:)g(x)]z - /ab f(x)g(x)dz.

Om vi nu ser pa det uttryck vi har ar detta en regel for att skriva om en
integral. Vi belyser med nagra exempel.

Exempel 2.57

Berakna

/ zInxdzx.
1

Hér har vi en produkt av tva funktioner, x och Inx. Vi sitter

Vi skall nu bilda f'(z) och g(x). Dessa é&r:
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/lexlnxdx = [%lenx}j — /16 (é . %x2>dzx =

1 1 1 e 1 e
[—621ne——-121n1}——/ [[‘d;p:e___[x_]
2 2 2 Jy 2 2120
1

Exempel 2.58

Beridkna

[ME]

/  sin xdzx.
0

Hér véljer vi att sitta f(x) = x och ¢'(x) = sinz. Detta ger

{f(x):x j{f’(x)Zl

g (xr) =sinx g(z) = —coszx

Vi anvéinder nu regeln for partiell integreration och far

o

/Og:vsinxdx = —[xcosx]g — /0’5 (1 : (—Cosx))d:c =

[ME]

—[ECOSZ—O} —|—/2 coszdr =0+ [sinx} =
2 2 0 0

sing—sinozl—ozl.
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Exempel 2.59

Bestdm konstanten a sa att

/ In zdx = 1.
1

Har verkar det kanske som om vi inte har en produkt av tva
funktioner, men om vi sitter :

g(x) =z.

Vi kan direkt tillimpa regeln fér partiell integration:

/1alnxdx: [xlnx]j—/la (é-x)dx:

a

alna—llnl—/ 1d:z::alna—[x] =alna —a+ 1.
1 1

Nu aterstar d&nnu att bestdmma a si att fla Inzdx = 1. Vi far

/ Inzdr=1<alna—a+1=1«
1

alna=a=lha=1<a=c.
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Kapitel 3

Komplexa tal

3.1 Definition pa komplexa tal

Vi har till en viss del diskuterat problematiken med att 16sa ekvationer av
typen:
4+ 2=0.

I var definition av kvadratroten har vi krévt att talet under kvadratroten
skall vara storre dn eller lika med noll. Anda skulle det i manga fall vara
praktiskt att inte ha detta krav. Vi skall nu utveckla de talomraden vi har
och se pa den kompleza talmdngden. For att gora detta antar vi att det finns
ett tal 2, med den egenskapen att:

= -1

Vi kallar detta tal i for en imagindar enhet. (imagindr=overklig, téankt).

Vi skall nu se pa ett tal, a + bi, dir a och b ar reella tal. Vi antar att vi
kan addera och multiplicera dessa, precis pa samma sitt som med vanliga
polynom. Dessutom skall vi inte glomma att 2 = —1.

Exempel 3.1
a) (B3+2i)+(4—i)=34+2i+4—i=T+1

b) (243i)(5—i) = 10— 2i+15i— 32 = 10— 2i+15i+3 = 13+13i.
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For ett tal, a + bi, kan vi dven inféra beteckningen (a,b). Med den beteck-
ningen giller féljande defintion:

Definition 3.1 De komplexa talen ar talpar, for vilka addition och multi-
plikation definieras pa féljnade sétt:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

De komplexa talens mangd betecknas med C.

For ett komplext talpar giller det att:

(a,b) = (¢,d) < a=coch b=d.

Néar man behandlar komplexa tal anvinder man ofta symbolen z som beteck-
ning pa ett komplext tal, dvs z = (a, b).

Exempel 3.2
Sitt z = (1,2). Beriikna z + (2,3) och 22

z24(2,3) =(1,2) 4+ (2,3) = (3,5)
2= (1,2 =(1,2)(1,2) = (1 — 4,2 + 2) = (—3,4)

Exempel 3.3

Bestdm x och y sa att z; = 2o da 21 = (x2 —2,2) och z = (0, |y|).

For att likhet ska gilla maste de reella delarna vara lika och de
imaginara delarna av talen vara lika, d.v.s.

2 -2=0s1=+V2

och
2=yl e y==+2
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Vi skall nu infora rdkneregler som géller for komplexa tal. Vi ser pa tre god-
tyckliga komplexa tal, z;, 2o och z3.

Addition Multiplikation
1. Kommutativa lagen 21+t za=204+2 2129 =29 21
2. Associativa lagen 21+ (2ot 23) = (21 4+ 22) + 23 | 21-(22-23) = (21-22) - 23
3. Distributiva lagarna 21(20 + 23) = 2120 + 2123
(21 + 29)23 = 2123 + 2223
4. Neutralt element (a,b) + (0,0) = (a,b) (a,b)-(1,0) = (a,b)
(0,0) &r neutralt element (1,0) &r neutralt element
5. Inverst element, (a,b) + (—a,—b) = (0,0) -z =2-2=(1,0)
(—a, —b) ér det motsatta talet | z=! dr det inverterade talet

Exempel 3.4
Sétt z = (3,2). Bestdm det motsatta och det inverterade talet.
Fran tabellen ovan ser vi att det motsatta talet fas som
—z=(-3,-2).

For det inverterade talet vet vi att z - z=' = (1,0). Om vi kallar

27t for (a, b) sa giller det att

(3,2)(a,b) = (1,0) & (3a — 2b,3b + 2a) = (1,0)

3a—2b=1 a=2b+ 1
3 3
<:>{2a+3b: {2&—1—3620 <
3 3 3 3
{2(§b+§)+3b:0 TU+243=0 7
_ 25,1 _ 241
{925 «{ )20 o
3 3 13
=3 (~F)+i-%
h=—2.

Det inverterade talet ar alltsa
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3.2 Komplexa tal pa formen a + ib

Vi tanker oss nu ett reellt tal c. Vi sag pa beteckningen a + bi for komplexa
tal. Talet ¢ kan da skrivas som ¢ + 07, d.v.s som (c, 0).

Vi skall multiplicera ett reellt tal ¢ med ett komplext tal (a,b). t kan skrivas
som (t,0) och reglerna fér multiplikation av komplexa tal ger att:

(¢,0) - (a,b) = (ta — 0b, tb + 0a) = (ta,tb).
Detta ger upphov till féljande regel:

Regel: Produkten av det reella talet ¢ och det komplexa talet (a,b) ar:

t-(a,b) = (ta,tb).

Vi skall dven utgaende fran var definition pa komplexa tal som talpar med
vissa egenskaper, hirleda den egenskap pa talet ¢ som vi efterstrivade, nim-
ligen att i? = —1.

Eftersom i kan skrivas som 0 + 17, kan vi beteckna 7 som (0,1). Om vi
undersoker ¢ - ¢ far vi:

i-i=1(0,1)(0,1)=(0—1,0+0) = (—1,0),
d.v.s vi har verifierat att regeln

|

géller.
Vi skall ssmmanfatta vad vi hittills gatt igenom:

Sammanfattning:

e Det komplexa talet i = (0,1), som bendmns imagindr enhet, uppfyller
likheten 2 = —1.

e Varje komplext tal z = (a,b) kan skrivas pa formen z = a + bi, dér
a,b e R.

e [ det komplexa talet z = a + bi kallas a for reell del och b kallas for
imagindr del. Man brukar beteckna detta a =Re(z) och b =Im(z).
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e Vi kallar det komplexa talet z = a + bi for:

reellt om b =0,
imagindrt om b # 0,

rent imaginirt om a = 0 och b # 0.

Exempel 3.5

Berakna
a) 2(3 —i) — 3(—2 + 5i),

b) (2 — 30)(2 + 30),
C) %(3 - 6i)2a
d) (1—)*

Vi anviander det vi lart oss och far:

a)
2(3—1i) —3(—2+5i) =6 —2i+6 — 15 = 12 — 17i.
b)
(2-3i)(2+3i)=2"—(3i)*=4—-9>=4-9-(-1) = 13.
c)
13— 6i)? = 2(32 — 23+ (~6i) + (~60)?) =
3< 3
%(9 + 36i + 361°) = %(9 + 36i — 36) =
%(—27%—&%):-—9+12L
d)
1-i)'=((1-9)*)=(1-2i+i*)*=
P= (20 =4 (-1) = 4.

(1-2i—1)

7
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Exempel 3.6
Berdkna
a) i3,
b) 23,

C) Z’4n+2

Z-4n+2 — ,L'4n . 7;2 — (/L‘Qn)Q . (_1) (é) 1 . <_1) — _17

dar (1) giller ty 72" &r alltid —1 eller 1 eftersom 2n alltid &r ett
jamnt tal. Kvadrerar man detta fas 1, oberoende av viardet pa n.

Exempel 3.7

Los ekvationen 5z — (5 — 47) = 3 — 2i + 3z med avseende pa z.

bz—(b—4i)=3-2i4+32<52—-32=3-2i+(5—4i) &
20 =8— 61 & z =4 — 31.

Exempel 3.8
Bestim de reella talen z,y € R s& att (22 — i) — (z — 2yi) = 0.

Hir maste det gilla att (22 —4) = (x — 2yi). Vi vet att for att
tva komplexa tal (a,b) och (c,d), skall vara lika krévs att a = ¢
och b = d. For att likheten skall gélla maste vi darfor kriava att:

2> =x och —1=—2y.
Detta ger

P=rert-r=0s@z-1)=082=0Vr=1

78
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och

1
—1:—2y<:)2y:1(:>y:§.

Alltsa, talparen som l6ser ekvationen &r (z,y) = (O, %) och (z,y) =

(L.3):

Exempel 3.9

Bestim = € R sa att det komplexa talet z = 2®+ 2%+ (1— 1)z —2i
ar

a) reellt

b) rent imaginért.
Vi boérjar med att skilja pa de reella och de imaginédra delarna:

=24+ 2%+ (i — Do —2i= (2" —2) + (2* + x — 2)i.

a) Ett komplext tal z = a + bi &r reellt om b = 0. I detta ex-
empel bor det alltsd gilla att 22 + 2 — 2 = 0. Vi Idser denna
andragradsekvation:

:—1i\/(—1)2—4-1-(—2)_—1i\/m:

T —
2.1 2
—14+3
= =x=1V z=-2.
2
coTalet zarreelltomz =1V 2z = —2.

b) Det géller att z = a + bi dr rent imaginirt dd a = 0 och b # 0.

P —r=020"-1)=02=0Vae=1Var=—1

MEN: Hér faller dock l6sningen x = 1 bort, ty om = = 1 blir
b=0.

.. Talet z ar rent imagindrt om x =0V x = —1.
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3.3 Konjugatet, division med komplexa tal

Ofta efterstravar vi att skriva ett komplext tal pa formen a + bi. Vi borjar
med ett exempel:

Exempel 3.10

Skriv det komplexa talet z = ﬁ pa formen a + bi.

Vi angriper problemet genom att forlanga braket med talet 1+ 1.
Da fas

1 141 1+ 14+2 1+ 1+1,
Y = = = = = — —1.
1—i (1—i)(1+4) 12— 141 2 2 2

Vad vi gjorde hir var att vi forldngde med nagot som kallas konjugatet. Om
z = a+ bi kallar vi talet a — bi for konjugatet. Vi kommer att mérka att just
konjugatet spelar en viktig roll nir vi behandlar komplexa tal.

Definition 3.2 Det komplexa talet z = a + b har konjugatet a — bi. Kon-
jugatet betecknas med Z.

Exempel 3.11
Konjugatet till

a) z=1++bidr 2 =1—/5i
b) z = —3i dr z = 3i

¢) z=—-34r zZ=—3.

Vi inser att “konjugatet pa konjugatet” &r samma som vart ursprungliga ut-
tryck, d.v.s z = z.
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Exempel 3.12

Los ekvationen z — Z = iz + 4.

Vi borjar med att beteckna z = Z = a + bi och Z = a — bi. Vi
satter sedan in detta i ekvationen och far:

z—Zz=iz+4< (a—bi)—(a+bi)=ila—bi)+4<
a—bi—a—bi=ai—b’+4s
—2bi=ai+b+4<0—2bi = (b+4) + ai.

Kravet for likhet ger
0=b+4 b=—4
{ —2b=a <:>{ a=38
2 =8—4i.

En viktig egenskap som géller fér ett komplext tal och dess konjugat &r att
bade summan och produkten &r reella:

(a+bi)+ (a—bi)=2a € R
(a4 bi)(a — bi) = a® — abi + abi — b** = a®> + 1? € R.

Exempel 3.13
Bestam
a) summan
b) produkten

¢) kvoten

1—1

5 och dess konjugat.

av det komplexa talet z =

Vi borjar med att skriva det komplexa talet pa formen a + bi. Vi
forlanger alltsa med ndmnarens konjugat:

1—i (1—d)(1—4) 1—i—i+i® —2
1+ (144)(1—1) 12 — 42 2

~—~

Detta ger



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL

Z=—1=Z=1.

och vi far

a)

ISR IR
|
I
|
—

Exempel 3.14

Los ekvationen 2z = i(z + 1) och skriv l6sningen i formen a + bi.

2=iz+1l) e 2=iz4+ie22-0i) =i z=

2—i

Vi skriver om z och far
i i(241) 2+ 2i—1 1+2_
2—1 (2—i)(2+i) 22 _ 42 5 5 5

Exempel 3.15

Bestam talet a € R si att & + i ar reellt.

Vi borjar med att skriva om uttrycket:

L_i_i— a(l+1) +1(O—ai)_

1—i ai (1—=4)(1+4) ai(0—ai)
a + ai ar  a+ar  ar
12— —a%2 2  a

a at 1 a a 1..

sty a2t G

For att detta ska vara reellt kravs att % — % = 0. Vi loser ekva-
tionen och far

1
— :0<:>%:—<:>a2:2<:>a=i\/§.
a
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3.4 Det komplexa talplanet

Vi definierade komplexa tal utgaende fran talpar med vissa egenskaper. Vi
sade att addition och multiplikation av dessa talpar maste ske pa ett sarskilt
satt. Nar vi har att gora med talpar ligger det nara till hands att samman-
koppla dessa med planet. Det forsta talet i talparet (a,b) dr ju den reella
delen. Har vi att gora med planet motsvaras detta av z-koordinaten, b ar
den imaginira delen och motsvaras i planet av y-koordinaten. Vi skall se pa
ett exempel:

Exempel 3.16

Sok de punkter i det komplexa talplanet som motsvarar punkter-
na

a) —2
b) 241
c)2—1

Vi skriver om dessa i formen (a, b) f6r att sen kunna sétta in dem
i ett koordinatsystem (se figur 3.1)

a) —2 = —2+0i = (—2,0)
b) 2+i=(21)
Q)2 —i=(2-1)

b)

c).

Figur 3.1:
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Observera att for varje punkt i det komplexa talplanet kan man hitta en
motsvarande ortsvektor'. Det komplexa talet z = a + bi motsvaras av vek-
torn ai + bf. Addition och subtraktion med komplexa tal ar jamférbart med
addition och subtraktion av vektorer.

Vi skall nu definiera absolutbeloppet av ett komplext tal. Hir har man hjalp
av vektortolkningen.

Definition 3.3 Absolutbeloppet av det komplexa talet z = a+0bi ar langden
av ortsvektorn (a,b), d.v.s.

2| = VaZ + b2,

Exempel 3.17

Beridkna absolutbeloppet av foljande tal:
a) 2 —3i

b) V/5i
¢) a (OBS! a € R)

Vi anviander oss av definitionen ovan och far:

a) |2—3i| =22+ (=3)2=V4+9=+13
b) [V/5i| = |0+ V/5i| = 1/02 + (V5)2 = /5
¢) la] = |a + 0i| = vVa?+ 02 = ||

Vi ser alltsa att absolutbeloppet av ett komplext tal ar reellt. Detta ar ju
ocksa forstaeligt ndr man minns tolkningen av absolutbeloppet som léngden
av motsvarande vektor. Vi skall se pa nagra egenskaper som giller for absol-
utbelopp:

'Om vektorbegreppet dr obekant kan man hoppa 6ver denna tolkning
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Egenskaper hos absolutbelopp for komplexa tal:

Tag de komplexa talen z, z; och zo. Nu géller att:

1.
2| =0 2=0
2.
2] = |Z]
3.
|z| = Va2 + b =2z
4.
|2122] = |21]|22]
5.
é = @7 <2 ;é 0
Z9 |22|
6.

|21 + 22| < |z1] + | 22| (triangelolikheten)

Exempel 3.18

Bestam |z| da
3+ 4
z = :
2+1

2 ‘34—42" 5. [3+4i| 3 V32 +42 /25 /25 NG
Zl = = = = = _— = .
2+ 2+i V2212 VB 5

Exempel 3.19

Visa att

ar reellt, da |z| = 2.

Hér kan vi utnyttja regel 3. Enligt den &r |z| = va? + b = /z2Z.
Da giller det att 2z = |z|%. Vi forlinger och far
4 4z 4z 4z

Z—F;:Z—FE:Z—FW:Z—F?:Z—F&

85
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Vi har redan tidigare, i avsnitt 3.3, visat att z + z € R sa saken
ar klar.

Exempel 3.20

Bestdm det komplexa talet z for vilket det géller att z = z2.

Vi gor ansatsen z = a+bi. Detta innebéar att Z = a—0bi. Inséttning
ger

=2 a+bi=(a—b)?<a+bi=a®—2abi+ Hii &
— 52
a+bi —a®+2abi +b* =0 < (a —a* +b*) + (b + 2ab)i = 0.

Detta leder till att vi far ekvationssystemet

a—a?+b=0
b+2ab=0

Fran den senare ekvationen far vi att

b+ 2ab=0< b(1+2d) =0

1
b=0 \/1+2a:0(:>a:—§ vV b=0.

Inséttning av a = % i den forsta ekvationen i ekvationssystemet
ger
1 1\2 1 1
[ - — b2:O<:>———— b2:0<:>
() it
3 V3
V=-"=b=4—.
4 2

Insdttning av b = 0 ger

a—a*+0P=0<a(l-a)=0&a=0V a=1.

Vi far alltsa foljande l6sningar:

1 3 1 3
z:—i—kgi\/Z:—i—%i\/z:O\/z:l.
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Exempel 3.21
Skriv det komplexa talet

3+ 4i
2= —
1+ 2v/2i

pa formen z = a + bi, samt bestdm |z|.

Vi borjar med att skriva talet pa formen z = a + bi:

3+ 4i (3+4)(1—2v2i)
TTIT VR (Lt 2Vl vRi)
3—6v2i+4i—8v2i® (3+8V2)+ (4—6V2)i
1 — 82 B 9 B
34+8V2 4-6V2
o T g9 "

Nu ska vi &nnu berikna |z|:

3440 |(3+8V2)+(4—6v2)i|
|Z|_‘1+2\/§i‘_‘ 9 -
\/(3+8\/§)2+ (4—6v2)?

92 B

81

9+48v2+128+16—48v2+72  [225  [25 5
81 Ve V9 o3

3.5 Komplexa tal och reella tal

\/(9+2-3.8\/§+64-2)+(16—2.4.6¢§+36-2)

Néar vi behandlar reella tal &r vi vana med att kunna ordna dem i storleks-
ordning, 1 < 2 < 3 < 4 osv. Nér vi behandlar komplexa tal gar det inte.
Vi kan t.ex. fraga oss om ¢ > 0 eller ¢« < 0. I bada fallen borde det gélla att
i? > 0. Vi vet dock att i> = —1.

Detta ger upphov till féljande sats:
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Sats 3.4 De kompleza talen kan inte ordnas i storleksordning.

Vad vi kan jamfora ar absolutbeloppet, som alltid &r reellt. Detta motsvarar
ju lingden fér motsvarande ortsvektor. Vi kan alltsa jimfora avstandet till
origo for en punkt i det komplexa talplanet.

3.6 Andragradsekvationer

Nér vi borjade behandla komplexa tal utgick vi fran att vi saknade 16sning till
ekvationen 22 = —1. Vi definierade di den imaginiira enheten i som I6sning-
en till den ekvationen. Vi skall i detta avsnitt i en vidare mening understka
komplexa l6sningar till andragradsekvationer.

Vi skall utga fran den l6sningsformel vi har for andragradsekvationer med
reella rotter:

Andragradsekvationen az? + bx + ¢ = 0 har 16sningen

_ —bE Vb —4dac

B 2a '

Vi har definierat diskriminanten D som 0* — 4ac. Om D > 0 har vi tvé re-
ella 16sningar, om D = 0 har vi en dubbelrot och om D < 0 saknas reella
l6sningar.

X

Vi kommer i det har kapitlet att underscka fallet D < 0, d.v.s. da diskrimi-
nanten dr negativ. Kan vi da hitta komplexa l6sningar till ekvationen? Vi
skall borja med att undersoka specialfallet da b = 0.

Exempel 3.22

Undersok om ekvationen 22 + ¢ = 0 har 16sningar i den komplexa
talméngden. (¢ > 0)

En 16sning maste vara av formen a+b:i. Detta betyder att vi soker
l6sningar till ekvationen:

P =—ce(at+bi)=—-cs (a®>—b*) —2abi = —c+ 0i.

For att denna likhet ska gélla maste
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a’? - b = —c
—2ab =0
Det senare kravet, —2ab = 0, ger att a =0 V b = 0.

Vi satter in dessa i den forsta och far

a=0: 00—t =—-ceb=ceb=+/c

b=0: a*—0°=—-—c<a’=—c

Vi inser alltsa att da a = 0 far vi enbart reella 16sningar, men da
b = 0 far vi ddremot nagot som saknar reella 16sningar. Vi far

d=—-ced=cc’sa=+tVei? = +ive

Det finns alltsa tva 16sningar: (a,b) = (0,+/c) V (a,b) = (0, —+/¢).

.. Losningarna till ekvationen 2% + ¢ = 0 ges av z = 0 & i+/c.

Sats 3.5 FEkvationen 22> = —c, ¢ > 0, har i den kompleza talmdingden C
losningarna

2z = +iv/e.

For andragradsekvationer hirleder vi inte 16sningsformeln, utan enbart pre-
senterar den:

Sats 3.6 Andragradsekvationen az* + bz + ¢, déir a, b och c dr reella har i
den komplezxa talmdngden C' lésningarna

L —b+Vb? — 4dac

5 om b* — 4ac > 0 (tvd olika stora reella rétter)
a

—b
=5, om b®> — dac =0 (en reell dubbelrot)
a
—b+ivb? —4
z = ! ac om b* — dac < 0 (tvd olika stora imagindra rétter)

2a ’

Néar vi loser andragradsekvationer, och dven tillater komplexa l6sningar, an-
vinder vi 16sningsformel vi tidigare har haft.



KAPITEL 3. KOMPLEXA TAL 90

Exempel 3.23

Los ekvationen 222 — 5z +4 = 0.

5+v25—4-4-2 54+/25-32
T 2.2 N 1

5:I:\/—_7_5:|:z'\/7_§ii£

4 4 47 4

Observera att uttrycket /—7 ar odefinierat. Det &dr alltsa inte matematiskt
korrekt att skriva /—7 = iv/7. Vi gor det dock for enkelhetens skull. I.o.m.
att 12 = —1, kan man téinka sig att i = v/—1 och diirmed

V=T=(=1)-7=vV=1V7 =iV7.

Detta tillvigagangssatt ar inte korrekt, men ger en intuitiv bild av hur man
kommit fram till den formel som nédmns i satsen ovan.

Vi kan ocksa anvianda formeln ovan for ekvationer dar koefficienterna inte ar
reella:

Exempel 3.24

Los ekvationen 422 — 5i — 1 = 0.

Har ar koefficienten framfor forstagradstermen —5:. Inséttning i
16sningsformeln ger:

5it4/25i2—4-4-(—=1) 5i++/—25+16
z = = =
2-4 8

5i+/=0 Bit3i 1
‘ = Z8 Z:>z:i\/z:Zz'.

Anméirkning 3.7 Vikan méarka att komplexa losningar till andragradsekva-
tioner med reella koefficienter ar varandras konjugat. Detta &r dock inte fallet
for 16sningar till ekvationer med komplexa koefficienter. Jimfor de bada ex-
emplen!



Kapitel 4

Sannolikhetslara

4.1 Kombinatorik

Vad ar sannolikhetsldra? Man kan allmént siga att inom sannolikhetsli-
ran forsoker man beridkna chanser eller risker. Det kan sedan vara fraga om
chansen att vinna pa lotto eller risken att insjukna i en viss sjukdom. For att
kunna berdkna olika sannolikheter krivs att man kan berdkna antalet maj-
ligheter som kan uppkomma. I det har avsnittet jobbar vi med kombinatorik.
Vi har olika regler vi kan f6lja, och vi skall nu se pa nagra av dem.

Multiplikationsprincipen

Exempel 4.1

Man vill komma fran staden A till staden D via stidderna B och
C. Mellan A och B gar 2 vigar, mellan B och C' gar 4 vigar och
mellan C' och D gar 2 vigar. Hur manga olika rutter kan man
vélja mellan A och D?

A: :Bg ;Ci jD

Figur 4.1:

Situationen finns uppritad i figur 4.1. Fran A till B kan man vélja
tva olika rutter. Mellan B och C' kan man vilja fyra olika rutter
och fran C till D kan man vilja mellan tva rutter. Antalet olika
rutter mellan A och D ar darfor 2 -4 -2 = 16.

91
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Sats 4.1 Om man star infor en serie valsituationer numrerade 1,2,...,n
med ki, ko, ..., k, valmojligheter, dr det totala antalet valmdéjligheter kq - ko -
oo kyp. Om man har n stycken valsituationer, med k valmdjligheter var, dr
det totala antalet valmdjligheter k™.

Exempel 4.2

Hur manga olika stryktipsrader kan man tippa?

Den som tippar gor 13 val. I varje val har han tre mdjligheter,
1,X eller 2. Antalet kombinationer &r:

313 = 1594323.

Val med hinsyn till ordningen

Exempel 4.3

Pa hur manga satt kan 6 personer placeras i en k6?7

Den forsta personen i kon kan viljas pa 6 olika sitt, den andra
kan véljas pa 5 olika séitt, den tredje pa 4 olika sétt, den fjarde pa
3 olika sétt, den femte pa 2 olika sétt och den sista pa ett sitt.
Antalet mojligheter blir enligt multiplikationsprincipen:

6-5-4-3-2-1= 720 olika sitt.

Allmént kan man resonerna pa samma satt for n personer. Den forsta kan
viljas pa n olika sétt, den andra pa n — 1 olika sitt osv. Antalet mojligheter
arrn-(n—1)-...-2-1. Det ar ju ganska opraktiskt att varje gang behova
skriva ut hela uttrycket och dartor har man infort féljande definition:

Definition 4.2 Med n! avses for alla icke-negativa naturliga tal n:

nl=nn-1)(mn-2)-...-2-1
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Ytterligare har man definierat

n! utlases “n fakultet”.

Vi skall ge nagra intuitiva forklaringar pa ord som ofta kommer att dyka
upp inom kombinatoriken och sannolikhetsldran. I kursen Propedeutisk ma-
tematik I definierade vi begreppen element och mdngd. 1 det ovanstaende
exemplet kallas en person ett element. Gruppen pa 6 personer riknar vi som
en mangd. Att placera element ur en méngd i en bestdmd ordning, eller som
vi gjorde, placera personer ur en grupp i en bestimd ordning, kallas att bilda
en permutation.

Sats 4.3 Antalet permutationer av en mdangd bestiende av n element dr n!
Lat oss ta ett exempel:

Exempel 4.4

Styrelsen i en foreningen bestar av ordférande, viceordférande,
kassor, sekreterare och informationsansvarig.

a) I ar har 5 personer blivit invalda till styrelsen. P4 hur manga
olika sitt kan de fordela posterna mellan sig?

b) Pa hur méanga sétt kan de bada ordférandeposterna fordelas
mellan de 5 invalda?

a) Posterna kan fordelas pa 5! olika sitt, detta med stod av
ovanstaende sats. Alltsa kan de fordelas pa

5!=5-4-3-2-1=120 olika sitt.

b) Till den forsta posten, ordférande, viljs en person av de 5
invalda och till den andra, viceordférande, kan man vilja mellan
de 4 aterstaende personerna. Antalet permutationer &r 5-4 = 20.

Vi skall ndimna resultatet i b) i en sats. Vi sag ju pa antalet permutationer
da vi valde 2 element ur en méangd med 5 element.
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Sats 4.4 Antalet permutationer om k element ur en mdangd med n element
ar:

n!

n(n—l)(n—Q)-...-(n—(k’_1>>:m

I b)-fallet exempel ovan var ju k& = 2 och n = 5. Detta ger att antalet
permutationer ar

Exempel 4.5

Vid en busshallplats star 5 kvinnor och 4 mén. Pa hur manga
sitt kan dessa méanniskor stélla sig

a)ien ko
b) i en ko sa att kvinnorna star forst

¢) i en ko si att varannan person dr en kvinna och varannan en
man?

a) De &r totalt 9 personer som ska placeras i en ko. Detta kan ske
pa 9! = 362880 olika sétt.

b) Kvinnorna kan stélla sig i kon pa 5! olika sétt, mannen pa 4!.
Antalet olika koer blir da, enligt multiplikationsprincipen, 5!-4! =
2880.

c¢) I och med att kvinnorna &r fler vet vi att en kvinna maste sta
forst i kon for att det ska vara mojligt att varannan person &r
en kvinna och varannan en man. Kvinnorna kan dven nu ordnas
pa 5! sidtt och mannen pa 4! olika sétt. Svaret dr alltsa dven hér
5! 4! = 2880.

Val utan hinsyn till ordningen

Exempel 4.6

Inom en férening skall man bilda en kommitté. Till denna skall tva
representanter fran styrelsen i exempel 4.4 véljas. Pa hur manga
sitt kan detta ske?
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Detta ar inte samma exempel som i 4.4b) ovan. Har ar det ju bara
fraga om att vélja tva personer av fem, den inbdrdes ordningen
mellan dem spelar ingen roll. I exempel b) bildade varje par av
personer tva olika kombinationer, da person ett kunde vara ord-
forande och person tva viceordférande, och vice versa. Rimligtvis
borde antalet kombinationer vara héilften sa manga som om man
tar hansyn till ordningen. Detta betyder att tva personer skulle
kunna viljas till kommittéen pa 10 olika sitt.

Allmént kan vi resonera likadant. Skall vi vilja k element ur en méngd pa n
element utan hansyn till ordningen gar det till pa foljande satt:

Om man véljer med hénsyn till ordningen fick vi:

n!
(n—k)!

I detta antal ingar dock k! sétt, som endast skiljer sig ifran varandra i fraga
om de utvaldas inbordes ordning. Vi maste déarfor dividera uttrycket ovan
med k! for att ratta till detta. Vi kan alltsa vilja k element ur en méngd med
n element utan hdansyn till ordningen pa

olika permutationer.

n!
El(n — k)!
olika satt.

Detta brukar betecknas pa ett speciellt sétt:
n
k Y
(utléses “n 6ver k”) avses for de naturliga talen n och k (n > 0 och k < n):

(n)_n(n—l)(n—Q)~...-(n—(k—1)): n!
k Rl Kl(n— k)l

Definition 4.5 Med

Vi brukar kalla en f6ljd utan bestimd ordning for en kombination (jfr. per-
mutation).

Sats 4.6 Antalet kombinationer om k element av en mdngd med n element

(+)
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Exempel 4.7

I en klass finns 11 pojkar och 15 flickor. Klassen har 8 larare. For
att ordna en klassresa viljs en kommitté, som bestar av 3 pojkar,
4 flickor och 4 larare. Pa hur manga olika sitt kan kommittéen
viljas?

Pojkarna kan viljas ut pa (131) satt, flickorna pa (145) siatt och la-

rarna kan véljas pa (i) sétt.

Alla dessa grupper kan man kombinera fritt. Det betyder att det
totala antalet sitt man kan vilja kommittéen pa ar:

11\ (15 (8\ 11-10-9 15-14-13-12 8-7-6-5
(3)'(4)'&&“3.24 " 4-3.2-1  4-3-2-1
54486432000

3456

= 15765750.

I exemplet ovan kan varje person bara viljas en gang. T.ex for pojkarna
galler att den forsta personen kan véljas pa 11 sitt, ndsta pa 10 (ty personen
som valdes forst kan inte viljas igen) o.s.v. I exemplet nedan kan diaremot
siffrorna véljas pa nytt. Om vi exempelvis far en sjua som forsta siffra ar det
mojligt att dven den andra siffran &r en sjua. Detta brukar kallas att man
valjer med aterldggning. Om varje siffra bara kunde viljas en gang heter det
att man véljer utan dterldggning.

Exempel 4.8

I Jokerspelet utlottas ett sjusiffrigt tal. Varje siffra dr nagot av
talen 0,1,...,8,9. Hur manga olika tal kan lottas ut i Jokerspelet?

Varje siffra kan villjas pa 10 olika sitt. Vi far alltsa att 107 =
10000000 olika tal kan lottas ut.
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4.2 Empirisk sannolikhet

Vad menas med sannolikhet? Vi skall se pa ett klassiskt exempel:

Exempel 4.9

Vi téanker oss att vi kastar tdrning. Nar vi kastar en térning kan
vi fa upp antingen 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. Vi ténker oss att vi har
en symmetrisk tdrning. Detta leder till att chansen att fa upp en
etta ir lika stor som chansen att fa upp en sexa.

Vi skall nu gora ett empiriskt forsok (ett experimentellt forsok). Vi skall kas-
ta en tdrning n antal ganger och se hur stor procent av kasten som visar 1,
2 osv. Deras procentuella andel kallas den relativa frekvensen.

I foljande forsok har jag simulerat tarningskast med n = 100, n = 500,
n = 1000 och n = 10000:

100 500 1000 | 10000
0,1900 | 0,1760 | 0,1720 | 0,1674
0,2000 | 0,1800 | 0,1610 | 0,1674
0,1200 | 0,1800 | 0,1750 | 0,1631
0,1800 | 0,1620 | 0,1580 | 0,1662
0,1900 | 0,1500 | 0,1690 | 0,1685

6 0,1200 | 0,1520 | 0,1650 | 0,1675
Summa 1 1 1 1,0001

O | W DO —

Den teoretiska sannolikheten for att fa en etta ndr man kastar en térning &r:
1
6= 0,1667.
Vi ser att med storre antal kast kommer vi i regel ndrmare det talet. Vi ser
ocksa att skillnaden mellan den storsta relativa frekvensen och den minsta
relativa frekvensen minskar med storre antal tdrningskast. Sannolikheterna

narmar sig varandra, vilket vi ocksa kan se ur tabellen.

Detta ger upphov till foljande sats:
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Sats 4.7 Antag att A dar en bestdmd handelse, som ansluter sig till ett slump-
mdssigt forsok. Forsoket utfors n ganger och antalet forsok som leder till att
A intrdffar antas vara n(A). Om den relativa frekvensen visar sig vara stabil,
d.v.s. om den varierar kring ett bestamt tal och ndrmar sig detta tal alltef-
tersom antalet forsok okar, sdgs talet vara den empiriska sannolikheten for
héindelsen A. Vi betecknar talet (d.v.s. den empiriska sannolikheten) P(A)
och skriver:

4.3 Det klassiska sannolikhetsbegreppet

Vi har definierat sannolikheten utgaende fran empirisk sannolikhet. Med em-
pirisk sannolikhet menade vi den sannolikhet man far fram genom upprepade
forsok av samma experiment. Vi experimenterade och simulerade kast med
en tarning. Denna definition saknar dock en del. Hela definitionen bygger pa
experiment, som kan fa olika utfall beroende pa férhallanden i experiementet
osv. Vi skall darfor bygga upp en mer matematisk hallbar modell.

Forst maste vi definiera en del begrepp. De olika resultat eller utfall man kan
fa vid ett forsok kallar vi elementarhdndelser. Alla méjliga elementarhdndel-
ser bildar en méingd. Den méangden kallar vi ett utfallsrum. Det betyder att
de olika resultat man kan fa vid ett forsok kallas ett utfallsrum. Vi beteck-
nar utfallsrummet med stor bokstav, ex. U. Om vi ser pa en delméngd av
utfallsrummet kallar vi detta for en hdndelse.

Exempel 4.10

I vart exempel med kast med tdrningar var elementarhindelser-
na 1, 2, 3, 4, 5 och 6. Tillsammans bildade de utfallsrummet
U ={1,2,3,4,5,6}. Utfallsrummet dr alltsd méngden av elemen-
tarhdndelser.

Om vi kastar en tirning och underscker hur ofta vi far 5 eller 6,
da undersoker vi hur ofta hindelsen {5, 6} intréiffar. Hindelsen ar
en delméngd av utfallsrummet.

Nu nér vi har definierat endel grundbegrepp kan vi ga over till att definiera
begreppet sannolikhet.
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Definition 4.8 Antag att U &r en (dndlig) méngd, som bestar av mojliga
utfall vid ett slumpmissigt forsck, och att A ar en godtycklig hindelse, sa att
A C U. Sannolikheten for hindelsen A, d.v.s sannolikheten for att resultatet
av forsoket skall vara ett element i A &r da:

Pla) = :((5)).

Den klassiska sannolikheten for en héindelse dr saledes “Kwvoten av antalet
gynnsamma utfall och antalet mdjliga utfall.”

Exempel 4.11

Vi undersoker forsoket “dra ett kort ur en vanlig kortlek” och
héndelserna:

a) det dragna kortet ar spader
b) det dragna kortet ar rott

c¢) det dragna kortet &r en knekt, en dam eller en kung.

Enligt var definition ovan skall vi dividera antalet gynnsamma
utfall med antalet mojliga utfall for att fa sannolikheten. n(U),
d.v.s. antalet mojliga utfall ar 52, eftersom vi kan fa 52 olika kort
ndr vi drar ett kort ur en kortlek.

a) Vi ser pa hindelsen att kortet &r spader: Det finns 13 mojliga
elementarhéndelser som satisfierar denna héndelse (d.v.s. de 13
spaderkorten). Sannolikheten dr saledes:

n(4) 13 1
(4) n(U) 52 4
b) For héndelsen att vi far ett rétt kort har vi att n(A) = 26.
Detta leder till att:

Cn(A) 26 1

( )—W—E—Q-

c¢) For hiandelsen att vi far en knekt, en dam eller en kung har vi
att n(A) = 12. Vi far:

n(A) 123
PA =5 "2~ 13
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Nar vi drar ett kort ur en kortlek tanker vi oss att det ar lika stor sannolik-
het att dra vilket kort som helst. Detta kallas likformig sannolikhetsfordelning
och anvinds alltid ndr man riknar med den klassiska sannolikheten. Vi kom-
mer senare att ga in pa mojligheten att olika elementarhéndelser intraffar
med olika stor sannolikhet.

Att vi har att gora med en likformig sannolikhetsfordelning forstar vi av att
man “slumpmaissigt” drar ett kort. Man kan ocksa forsta det utgaende fran
problemets natur.

Exempel 4.12

Bestdm sannolikheten att fa podngsumman 7 eller 8 vid kast med
tva tarningar.

Vilket &dr utfallsrummet? Jo, U bestar av olika talpar (x,y) som
man kan fa ndr man kastar tva tarningar. Vi kan bilda U som:

U={(1,1),(1,2),....(21),(2.2),....(6,1),(6,2),...,(6,6)}.

Om vi ser pa:
A ="poangsumman 7 eller 8 vid kast med tva tdrningar”

far vi att det gynnsamma utfallet &r:
A= {(17 6)7 (27 5>’ (27 6)7 (37 4)7 (37 5>’
(4,3),(4,4),(5,2),(5,3),(6,1),(6,2)}
Alltsa, n(A) = 11 och n(U) = 36 vilket ger

11

P(A) = —.
(4) = 35
Exempel 4.13

Ur en kortlek dras 5 kort. Vad ar sannolikheten att alla 5 ar spa-
derkort?
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Vi skall nu se pa hiandelsen A = “5 kort dras och alla ar spader”.

Utfallsrummet U ar alla kombinationer av kort som vi kan fa nar
vi drar fem kort. En elementarhindelse ar t.ex.

uy = {spader 4, klover 6, hjirter kung, hjirter knekt, kléver 9}.

Antalet elementarhéndelser, n(U), &ar enligt de regler vi lirde oss
i avsnittet om kombinatorik

- (%)

Héandelsen A innefattar alla hindelser sadana att de fem korten
ar spader. Hur manga sddana kombinationer finns det? n(A), som
ar antalet gynnsamma kombinationer ges av:

nA) (153)

Sannolikheten P(A) ges nu av

a4 (%) 13! Bl (52—5)!
PA) = n(U) (%) 5l-(13-50) 52! B

13-12-11-10-9

52-51-50-49-48

Alltsé, chansen att alla fem dr spaderkort ar under 0, 1%!
Exempel 4.14

Dra fem kort ur en kortlek. Vilken ar sannolikheten att exakt tre
av dem &r spader?

~ (,000495.

Antalet spaderkombinationer som vi kan bilda med tre kort &ar

(133). De tva kort som inte ska vara spader kan kombineras pa

(329) olika sétt. Detta eftersom det finns 39 icke-spaderkort och vi
valjer tva stycken av dem. Dessa kombinationer av spaderkort och
icke-spaderkort kan fritt varieras. Eftersom antalet kombinationer
da fem kort véljs ur en packe ar (552) ar sannolikheten att fa exakt

tre spaderkort nir man pa mafa véljer fem kort ur en packe:

13\ (39
G- G) o osis

(%)
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4.4 Rakneregler

Vi skall nu bilda och hérleda nagra regler, utgaende fran den klassiska san-
nolikhetsdefinitionen.

Regler:

Vi antar att A och B ar hindelser i utfallrummet U. Da géller:

1. 0< P(A) < 1.
Bevis:
0<n(A) <nU) <
0 n(A) _ n(U)
w0 S ) S o) TSP st
2. P(U) =1, P() = 0.

3. PPAUB)=P(A)+ P(B)om ANB =10

Bevis: n(A) = h och n(B) = k och nagot element i A finns inte i B.
Mangden A U B innehaller da h + k element.

_n(AUB) h+k _ h kK
PAVE) ==y = o)~ n) T a@)

n(A)  n(B)

RO = P+ P(B).

Utgaende fran regel 2 brukar man tala om att sannolikheten for en omdjlig
hdndelse ar 0 och sannolikheten for en sdker handelse ar 1.

Vi skall ta ett exempel pa rikneregel 3:

Exempel 4.15

Vad dr sannolikheten att fa samma sida upp tre ganger efter
varann nar man singlar slant?

Man kastar alltsa ett mynt. Vad ar sannolikheten att fa {krona,
krona, krona} eller {klave, klave, klave}?
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Vi har 8 mojliga utfall (varfér?). Tva av dessa ar:

A ={krona, krona, krona} och
B ={klave, klave, klave}.

A och B innehaller inga likadana element. Det finns ett element
i A och ett element i B. Sannolikheten blir alltsa:

P(AUB) = P(A) + P(B) = i

o |

+

0|

Vi skall fortsitta med ytterligare nagra regler:
Regler:

Antag att A och B dr héndelser i utfallsrummet U. Da géller:
1. P(U\ A)=P(A% =1- P(A),

d.v.s. sannolikheten fér komplementhiindelsen A® &r 1 minus sannolik-
heten for A.

2. Antag att A C B. Da géller:

P(B\ A) = P(B) - P(A),

d.v.s. sannolikheten fér hindelsen B minus hindelsen A, dir A &ar en
underméngd till B, dr sannolikheten for B — sannolikheten for A.

3. For alla hiandelser A, B C U giller:

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB).

Bevis: Antag att det finns h element i A, k element i B och j element
i ANB. (j < h, k) Da fas

P(AUB) = n(;;l((Lj)B) _ n(A) + n(f()U—) n(AN B) _

h+k—j  h k j
n(U)  nU) nU) nU)
n(B) n(ANB)

@) TR T ey P(A)+ P(B) — P(ANB).
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Exempel 4.16

En lottforséljare har 100 lotter, varav 5 ger vinst. En person ko-
per 2 lotter. Vad ar sannolikheten att han far atminstone en vinst?

Komplementhéndelsen dr har att han inte far nagon vinst. Det
ar i manga fall mer praktiskt att rikna ut sannolikheten for kom-
plementhdndelsen.

A ="atminstone en vinst"

A®="ingen vinst".
Det giiller att P(A) =1 — P(A%).

Sannolikheten att inte fa vinst med den forsta lotten ar 19750, ef-
tersom det finns 95 lotter som inte ger vinst och sammanlagt 100

lotter.

94

Sannolikheten att fa en nitlott &ven i den andra omgéangen ar gg,

eftersom det finns 94 nitlotter och totalt 99 lotter kvar.
D4 fas:

pracy = 5 %
100 99

= P(A)=1- P(A%) =1-0,902 = 0,098.

= 0,902

Denna sannolikhet kunde &ven ha berdknats som:

Exempel 4.17
Berdkna P(ANB)da U =AUB, P(A) =0,8 och P(B) =0,5.

Direkt inséttning i formeln P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
ger att:

1=0,8+0,5—P(ANB)< P(ANB)=0,3.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLARA 105

4.5 Oberoende handelser

Vi skall i de foljande avsnitten ga in pa vissa specifika sannolikhetsproblem.
Det ar ofta till just dessa man kommer tillbaka nir man vill ha 16st nagot
problem. Det forsta begreppet ar “oberoende hindelse” som introduceras med
hjalp av ett exempel.

Exempel 4.18

Ett kort dras ur en kortlek. Med vilken sannolikhet ar kortet spa-
der &ss?

Svaret Ar som bekant -

55, ty det dr endast 1 av totalt 52 kort som
“duger”.

Vi kunde ocksa tinka oss tillvigaganssittet:

P(“spader”)-P(“iss” )= = = = P(“pader dss”).

L1

4713 ~ B2

Vi kan fraga oss om detta dr en allmén regel eller om det &r en tillfallighet.
Néar vi definierar begreppet oberoende héndelser utgar vi fran just detta.
Om tva héndelser dr oberoende av varandra betyder det att sannolikheten
att bada héndelserna skall intrdffa dr sannolikheten att den ena héndelsen
skall intriffa ganger sannolikheten att den andra hindelsen skall intréiffa. Vi
sammanfattar i en definition:

Definition 4.9 Antag att A och B ar hdndelser i utfallsrummet U. Om
handelserna ar oberoende, giller:

P(ANB) = P(A)- P(B).
Detta betyder i klarsprak: information om att den ena har intréiffat paverkar
inte sannolikheten for den andra hindelsen att intréffa.

Definitionen kan i det allménna fallet gélla mer &n tva hindelser.

Exempel 4.19

Tre bowlare slar strike med sannolikheten 50%, 60% respektive
70%. Vilken ar sannolikheten for minst en strike om alla slar en
gang?
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Vi ser pa hiandelsen:

A ="minst en strike”.

Komplementhédndelsen A¢ &r den att “ingen slar en strike”. Vi
skall se pa denna:

De tre bowlarnas resultat ar oberoende av varandra och vi far

P(A°)=(1-0,5)-(1-0,6)-(1—0,7)=0,5-0,4-0,3 =0,06.

P(A)=1-0,06=0,94.

4.6 Oberoende forsok

Begreppet “oberoende forsok” ligger mycket nira “oberoende hindelse”. Nar
vi definierade oberoende héndelse utgick vi fran tva hindelser i samma ut-
fallsrum U. Nir vi definierar oberoende forsok utgar vi fran hindelser i olika
utfallsrum. Om dessa hindelser inte paverkar varandra talar vi om “oberoende
forsok”.

Definition 4.10 Antag att e dr en godtycklig hindelse i utfallsrummet £
och f ar en godtycklig hindelse i utfallsrummet F' samt att £ och F' &r
utfallsrum i tva oberoende forsok. Da géller:

Plenf)=Ple)- P(f).

Exempel 4.20

Vi singlar forst slant och kastar sedan en tarning. Vilken &ar san-
nolikheten att fa en klave och en 5:a eller en 6:a?

Vi har tva utfallsrum, som definieras som:

E = {krona, klave}
F ={1,2,3,4,5,6}.
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De héndelser vi ser pa kallar vi e och f:

e = {klave}
f=15,6}.

Sannolikheten att fa klave och en 5:a eller en 6:a fas (eftersom
forsoken gors oberoende av varandra) som:

Plen )= Pl P(f) = i 2 =

S

N | —
[S N\
| =

Vi kunde ocksa ténka oss att férséken skulle vara beroende av varandra. Ett
exempel vore om vi ser pa viderleken. Vi kan ténka oss att vi underséker hur
stor sannolikheten ar att Aura a &r frusen och sannolikheten att vi har kallare
4n tio minusgrader i Abo. Utfallet i dessa tva forsok ar rimligtvis beroende
av varandra. Ser vi pa sannolikheten att Aura a ar frusen och det &r kallare
an tio minusgrader géller inte sambandet:

P(“frusen & och kallare &n —10”)= P(“frusen a”)-P(“kallare &n —10").

Exempel 4.21

Vi singlar slant n ganger. Vilken dr sannolikheten att klave fore-
kommer atminstone en gang?

Vi kan se pa varje slantsingling som ett oberoende forsok. Det-
ta eftersom resultatet av ett kast inte dr beroende av foregaende
kast.

Komplementhéndelsen till atminstone en klave ar att vi inte far
en enda klave. Vi sitter:

A® ="bara kronor nir vi singlar slant n ganger”.

Denna riaknas ut som:
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Sannolikheten for “atminstone en klave”, P(A), ges da av:

P(A):1—(%)n:1—2in.

4.7 Addition och multiplikation av sannolikhe-
ter

Exempel 4.22

Tre kort dras ur en kortlek. Vilken ar sannolikheten att det forsta
och det tredje kortet dr spader? Vilken dr sannolikheten att exakt
tva kort ar spader?

Vi vet att nir man drar ett kort far man antingen ett spaderkort
eller sa far man inte det.

Om vi infoér beteckningarna:
S =“spader”

A =“annat kort”

géller det att vi skall fa kombinationen SAS. Sannolikheten for
denna héandelse ar:

Om vi istéllet anlayserar sannolikheten att exakt tva kort &r spa-
der, ser vi att foljande kombinationer &r godtagbara:

SSA, SAS, ASS.

Dessa hindelser ar tydligen uteslutande av varandra. Vi vet att
P(AuBUC) = P(A)+ P(B) + P(C) om héndelserna &r uteslu-
tande. Vi far:

P(SSA) + P(SAS) + P(ASS) =

13 12 39 13 39 12 39 13 12
+ == —=0,138.
52 51 50 52 51 50 52 51 50



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLARA 109

Att veta ndr man skall addera eller multiplicera sannolikheter ar inte alltid
sa latt. En regel dr att nir ordet “och” ndmns sa handlar det ofta om mul-
tiplikation, medan ordet “eller” oftare kan associeras till addition. Dessutom
sa géller att U hor ihop med addition medan N hor ihop med multiplikation.

Sannolikheten att hdndelsen A och héndelsen B intréffar &r P(A)- P(B) om
de dr oberoende. Sannolikheten att hiandelsen A eller héndelsen B intréaffar
ar P(A) + P(B), om A och B &r oberoende av varandra.

Ett gott rad ndr man skall 16sa sannolikhetsproblem ar att rita upp alla
mojligheter pa ett papper, samt att noggrannt ténka igenom uppgiften. Inom
sannolikhetsldran 16nar det sig aldrig att ha brattom!

Exempel 4.23

Sannolikheten att en bra kock gor god mat ar 90% och sanno-
likheten att en dalig kock gor god mat dr 20%. En kock viljs pa
méafa ur en grupp med 60% bra kockar och 40% daliga. Vad &r
sannolikheten att den valda kocken lagar god mat?

Vi har tva typer av kockar och tva typer av mat. Genom att kom-
binera dem pa olika siatt kan vi fa olika mat. Situationen finns
uppritad i figur 4.2.

God mat Ejgod mat God mat Ejgod m

Figur 4.2:

For att fa god mat kan vi alltsa antingen ha en dalig kock som
gor god mat eller en bra kock som gor god mat. Vi far:

P(“god mat”)=0,4-0,2+0,6-0,9 = 0, 62.



KAPITEL 4. SANNOLIKHETSLARA 110

Exempel 4.24

I urna A finns fyra réda och tre vita kulor och i urna B finns fem
roda och sex vita kulor. En kula tas ur A och sétts i B. Dérefter
dras fyra kulor ur B. Vilken dr sannolikheten att alla dessa ar
vita?

Antingen dras en vit eller en rod kula ur A:

P(“vit kula”)= 2

P(“rgd kula”)= 2

I urna B finns nu 12 kulor. Om vi flyttat en réd kula till B sa
finns det sex roda och sex vita kulor i B. Om vi flyttat en vit kula
till B finns det fem roda och sju vita kulor i B. Sannolikheten att
alla fyra kulor vi sedan drar ur B ar vita ar

P(fyra vita) = P(vit dras ur A) - P(fyra vita dras ur B)+

P(réd dras ur A) - P(fyra vita dras ur B) =
3 7 6 5 4 4 6 5 4 3

Exempel 4.25

Pa Anders skolvig finns tva trafikljus som oberoende av varann
visar rott 70% och 40% av tiden. Vilken &r sannolikheten att

a) bada visar rott

b) ingetdera visar rott

¢) exakt ett visar rott

d) atminstone ett visar rott

da Anders kommer till trafikljusen?

a) P(“bada visar rétt”)= P(“forsta visar rétt”)-P(“andra visar

ritt”)= & - 5 = 0,28.

b) P(“ingetdera visar rott”)= % ) 1% —0,18.
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c¢) P(“exakt ett visar rott”)= P(“forsta visar rott, andra gront el-
7

ler forsta visar grént, andra rétt”)= {5 - 16—0 + 13—0 . % =0, 54.
d) P(“atminstone ett visar rott”)= 1 — P(“inget visar rott”)= 1 —
0,18 =0, 82.

4.8 Binomialsannolikhet

Vi tanker oss att vi gor ett forsdk n ganger. Vi dr intresserade av héndelsen
A som intréffar med sannolikheten P(A) = p.

Antingen intraffar hindelsen A i ett forsok eller sa gor den det inte. Sanno-
likheten att héndelsen A inte skall intriffa ar (1 — p).

Vi undersoker den speciella hdndelsen att A intraffar & ganger pa n forsok.
Antag att £k = 0, d.v.s. att hindelsen A inte alls intréiffar. Sannolikheten for
detta ar (1 —p)". Sannolikheten att hindelsen A intraffar i varje forsok ar p™.

Vi kan beskriva vilka k stycken ganger A intréffar genom att vilja en del-
méngd med k stycken element ur méngden {1,2,3,...,n}. P4 hur méanga
olika sitt kan dessa delméngder véljas? Hur manga kombinationer av k ele-
ment kan vi vilja ur en méngd pa n element? Jo, enligt satsen i avsnitt 4.1

kan delméangderna viljas pa
<Z) olika sétt.

Vi skall se pa fallet att A intriffa i de k forsta forsoken men inte sedan.
Eftersom vi har n forsok allt som allt géller det att sannolikheten for detta
ar:

P (1—p)"*.

Detta ar ocksa sannolikheten for varje hindelseserie som innebér att A in-
traffar £ ganger. Eftersom antalet kombinationer ar (Z) sa ar sannolikheten
att A skall intréffa exakt k ganger:

(Z)pk(l —p)"
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Sats 4.11 FEtt forsik, ddar hindelsen A intrdiffar med sannolikheten p, utfors
n ganger sa, att forsoken dr oberoende av varandra. Om Ay star for hdandelsen
att “A intraffar exakt k ganger pa dessa n forsok”, 0 < k < n, gdller det att:

n _
Pl = () ) prt
Denna sats kallas satsen om binomialsannolikhet.

Exempel 4.26

Sannolikheten att det regnar en viss dag ar 0,2. Vad &r san-
nolikheten att det regnar tva dagar under en vecka? Vilken &r
sannolikheten att det regnar pa mandag och fredag?

Vi antar att hidndelsen “det regnar” &r oberoende av om det reg-
nat foregaende dag.

Sannolikheten att det regnar tva dagar under en vecka ges enligt
satsen ovan av:

7 7!
221_ 7—2:_‘ 22. 5: 275,
(2)(L (1-0,8)2 = 570,22 0,8° = 0,275

Sannolikheten att det regnar en viss dag ar 0,2. Déarfor &r san-
nolikheten att det regnar pa méandag och fredag (héndelserna
oberoende):

0,2-0,2=0,04.

Exempel 4.27

Sannolikheten att ett frikast i korgboll lyckas antas vara 80%.
Berdkna sannolikheten att atminstone 3 av 5 frikast lyckas.

Vi skall fundera pa problemet lite. Att atminstone 3 av 5 kast
lyckas betyder att 3, 4 eller 5 kast lyckas. Dessa hdndelser ar ute-
slutande, for man kan ju inte lyckas 4 ganger samtidigt som man
lyckas 3 ganger.

Vi betecknar:
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Ay ="lyckas k ganger pa 5 kast”.
Da fas
P(A3 UALUA;5) = P(A;) + P(Ay) + P(45) =

> (2) 0,8% (1-0,8)* =

k=3

5 5 5
0,8%0, 22 0,8%0, 2! 0,8°0,2" =
<3> M 9 + (4) ) ] + 5 M M

0,2048 + 0, 4096 + 0, 3277 ~ 0, 94.

Exempel 4.28

Vilken dr sannolikheten att krona upptrider fér andra gangen i
det sista kastet om man singlar slant fem ganger?

Vi skall behandla detta som tva oberoende forsok. I det forsta
forsoket undersoker vi héndelsen att fa en krona nar man singlar
slant fyra ganger. I det andra forsoket undersoker vi sannolikhe-
ten for handelsen krona. Dessa forsok dr oberoende av varandra
och déarfor fas sannolikheten som:

P(“en krona pd fyra forsok”)-P(“krona”)
= (1)0,5'0,5%- 0.5 = 0, 125.

Exempel 4.29

Hur manga barn bor det finnas i en familj for att sannolikheten
skall vara > % att atminstone tva av barnen ar pojkar? Vi tanker
oss att sannolikheten for pojke och flicka ar lika stor.

Komplementhéndelsen till “4tminstone tva pojkar” &r “ingen eller
en pojke”. Sannolikheten for denna héndelse ar 1 — P(“Gtminstane
tva pojkar”).

P(“dtminstone tvi pojkar”)=1— P(“ingen eller en pojke”)> 3 <
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1

n k ek w3
1-2(9-0,5 0,5 ZZ@

k=0

n n 3
1_ . 0_ n—0 . 1_ n—1 >_
(<0> 0,5"-0,5 +<1> 0,5°-0,5 >_4<:>

3
1= (105" +n-0,5") > 5 &

3
1= 7205 (1+n) & 0,5 (1 +n) <

Denna ekvation &r inte latt att 16sa explicit, men vi kan prova
med olika virden och se vad vi far. Eftersom vi undersoker san-
nolikheten for atminstone tva pojkar bérjar vi med n = 2:

n=2= (1+n)-0,5"=3-0,5"=0,75
n=3=4-0,5=0,5
n=4=5-05"=0,3125

1
n:5:»6~0,55:0,1875<0,25:Z

Vi drar alltsa konklusionen att om vi har fem barn eller fler sa ar
sannolikheten att vi har atminstane tva pojkar storre an 75%.

4.9 Stokastisk variabel

I forra avsnittet berdknade vi binomialsannolikheter. I det hir avsnittet kom-
mer vi att bredda oss lite.

Vi téanker oss att vi kastar pil pa en piltavla. Sannolikheten att triffa tavlan
ar 0,8 och sannolikheten fér en miss ar 0,2. Om vi antar att vi har n pilar
och vi vill undersoka sannolikheten for k traffar, kan vi fa denna sannolikhet

Som:
n
.0,8%.0, 2"k,
<k> b b

Antag nu att vi vill undersoka sannolikheten for att fa 0, 1, 2, 3, 4 eller 5
traffar da vi har 5 pilar. Vi skall se pa denna:
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5
(0) -0,8°-0,2° =0,00032

bt

. .0,8'-0,2* = 0,0064

ot
O

.82.0,2% =0,0512

5
0,8%.0,2% =0,2048

w

bt

A 0,84.0,2' =0, 4096

(1)
(o)
(o)
(5)

<5> -0,8°-0,2° =0, 3277.

Om vi summerar de olika sannolikhterena kommer vi till 1. Detta dr ju gans-
ka naturligt, eftersom vi har tackt alla mojligheter, d.v.s. hela utfallsrummet.
Nar vi kastar med 5 pilar kan vi fa 0 —5 tréaffar. Vi ritar upp ett stolpdiagram
som visar de olika sannolikheterna (se figur 4.3):

0,2 e

0,1

—_ =0

0 1 2 3 4 5

Figur 4.3:

Detta kallas en binomial sannolikhetsfordelning. Vi kan lisa ut sannolikheten
for antalet tréaffar.

For varje kastomgang kan vi fa olika resultat, t.ex. serien {t, m,t,t,m} (t—=traff
och m=miss) eller serien {¢,¢,t,¢,m}. Om vi ser pa dessa resultat ar “antalet
traffar” en funktion av varje resultatserie. Om vi liser in serien {¢,m,t,t,m}
i funktionen “antalet traffar” spottar den ut svaret 3.
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En funktion som tar in en héndelse fran ett utfallsrum och spottar ut ett
reellt tal kallas en stokastisk variabel. En stokastisk variabel ar alltsa ingen
variabel som namnet missvisande sidger, utan den ar en funktion. En stokas-
tisk variabel betecknas med en understreckad liten bokstav, exempelvis x.

Om vi kallar den stokastiska variabeln (=s.v.) “antalet tréffar pa fem forsok”
for x far vi att definitionsméngden &r alla olika resultatserier man kan bilda.
Vérdeméangden ar {0,1,2,3,4,5}.

Den stokastiska variabeln x har en dndlig virdemingd och kallas diskret.
Sambandet mellan de virden som den stokastiska variabeln antar och deras
sannolikheter beskrivs med frekvensfunktionen f. For antalet traffar géller
t.ex att f(4) = 0,4096. Man brukar beteckna:

f(4) = py = P(x = 4) = “sannolikheten att z antar virdet 4”.

Vi skall nu sammanfatta dessa nya begrepp i en definition:

Definition 4.12 En stokastisk variabel x ar en funktion fran ett empiriskt
utfallsrum till en delméingd av R.

Den stokastiska variabeln x (och dess fordelning) ar diskret, om dess vérde-
méngd ar dndlig (eller oéndlig men uppréknelig).

Frekvensfunktionen f for den stokastiska variabeln x anger sannolikheten for
varje virde som z antar och

fxr) = pe = Pz = x).

Sats 4.13 Antag att {x1,xs,...,2x,} dr vardemdangden for den s.v. x. Da
galler det att
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4.10 Diskreta sannolikhetsfordelningar

Den fordelning som vi kallade binomial sannolikhetsfordelning kallas ocksa
for en binomialférdelning. Vi sag hur binomialférdelningen sag ut med n = 5.
Allmént definieras den som:

Binomialfoérdelning

Fér en binomialférdelning géller:

Pr = (Z)p’“(l —p)"",

dér p €]0,1[, n € Z, och kK =0,1,2,3,...,n. Att den stokastiska
variabeln x ar binomialférdelad brukar betecknas med att:
z ~ Bin(n,p)

dar n och p kallas parametrar. Nar man kinner till parametrarna
kinner man helt till fordelningen.

Exempel 4.30
Bestdam sannolikhetsférdelningen for den stokastiska variabeln

x = "antalet dgon som fas vid ett tdrningskast”.

Varje 6gontal har sannolikheten é. Vi kan skriva:

1
5
Vi skall askadliggora detta i ett diagram: (se figur 4.4)
Vi kallar detta for en likformag fordelning.

Likformig férdelning
Frekvensfunktionen for en likformig fordelning &r:

1
Pr=pP2=...=Dn= .
n
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1/6

1 2 3 4 5 6

Figur 4.4:

4.11 En fordelnings karakteristikor

Vi sag att man helt kunde beskriva en binomialférdelning m.hj.a. dess para-
metrar n och p. Med hjélp av dessa kan vi exakt fa reda pa sannolikhetsfor-
delningen. Om vi vill jaimfora olika fordelningar sédger dock inte parameter-
virdena sa mycket. I en fordelning kan ju ett parameterviarde betyda en helt
annan sak &n i en annan fordelning. For att kunna jamfora olika férdelningar
och speciellt for att fa en beskrivning av en férdelning har man definierat ka-
rakteristikor. Dessa dr viarden som dr karakteristiska for fordelningen, virden
som pa ett objektivt sitt beskriver fordelningen.

Den forsta karakteristikan vi skall definiera anger ett vintevirde. Aterkalla
exemplet med pilkastning. Vi tinker oss nagra pilkastare, innan de kastat.
Vi vet hur fordelningen ser ut for antalet tréffar i tavlan. Nu beskriver vin-
tevirdet det antal triffar vi kan forvinta oss att var och en far, innan de
kastat. Vi definierar:

Definition 4.14 En stokastisk variabel z antas ha virdeméngden V, =
{x1,x9,...,2,} med tillhérande sannolikhetsférdelning py, po, ..., p,. Vin-
tevdardet av den stokastiska variabeln z dr ett vigt medelvirde av elementen
i vardemangden med motsvarande sannolikheter som vikter, d.v.s om vante-
vardet betecknas Ez ar

Ex = Zpixi =pP1T1 + PoTo + ...+ PuTy.
i=1
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Vi skall nu se pa den likformiga férdelningen. For den likformiga fordelningen
giller det juatt py =po=... =p, = % Inséttning i formeln for vintevirdet
ger da:

1 1 1 1
Ex =pixi+povot.. . +pptp = —x1+—20+. ..+ —x, = —(z1+x2+. . .+x,).
n n n n

For en binomialférdelad s.v. med parametrarna n och p och virdemangden
Ve ={0,1,...,n} giller (utan bevis) att:
Ex =np.

Exempel 4.31

Vintevirdet for kast med térning &r:

Ex

1 7
G1+2+3+445+406) =5 =35

Detta for att vi har att géra med en likformig fordelning med p; =

%. Vérdeméangden for den stokastiska variabeln &r {1,2,3,4,5,6}.

Exempel 4.32

Antalet traffar i en piltavla tédnker vi oss att dr binomialfordelat
med parametrarna 5 och 0, 8. Berdkna vintevirdet.

Fran formeln oven vet vi att vintevirdet Ex = np vilket ger att
Exr=5-0,8=4.

Nu sdger inte vantevirdet allt. Man kan kanske undra hur fordelningen ser
ut kring vintevirdet. Ar det stor sannolikhet att den s.v. antar virden néra
vintevirdet eller antar den s.v. ofta virden langt fran vinteviardet?

For att méata detta har man definierat spridningsmatt. Dessa anger hur stort
avstandet 1 medeltal ar fran det observerade vardet till vintevardet. Hur skul-
le ett sadant matt se ut?

Vi tanker oss att avstandet mellan den stokastiska variablen x och vintevér-
det Ex beskrivs med:

lz — Exl.

Det forvantade vardet for detta varde ar da:
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Elz — Exl.

For att fa ett bittre matt har det visat sig att man bor kvadrera detta
uttryck. Vi definierar:

Definition 4.15 Den stokastiska variabeln x har wvariansen Var x, vilken
bestiims som vintevirdet av den stokastiska variabeln (z — Ex)?, d.v.s.

Var x = E(z — Ex)*.

Variansen betecknas ofta med 2.

Kvadratroten ur variansen benamns standardavvikelse. Den betecknas ofta
med o och

o=+/Varz=+/E(z — Ex)2.

Vintevirdet betecknas ofta med pu.
Vi kan nu sammanfatta hur man beraknar dessa tre karakteristikor:
Regler:

Om den stokastiska variabeln z har virdeméngden {z1, xo, ..., 2, } med san-
nolikhetsfordelningen pq, po, ..., p, ar:

n= Zpixi = P11 + P2 + ...+ Ppy

i=1

0> =3 pilws — 1) = prlar — 1) + pals — 1)+ oo+ pulan — )2
=1

o= | D pilwi — p)? = V/pi(wr — )2+ pa(wa — )> + ..+ palwn — )
=1
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Exempel 4.33

Se pa exemplet med pilkastning (ex 4.32). Beridkna variansen och
standardavvikelsen for variabeln.

Vi vet att variabeln &r binomialférdelad med parametrarna 5 och
0,8. Véntevirdet ges av:

(n="5-08=4.

Vi vet fran tidigare att variabeln antar viardena {1,2,3,4,5}. San-
nolikheten for dessa ar:

po = 0,00032
pr = 0,0064
po = 0,0512
ps = 0,2048
ps = 0,4096
ps = 0,3277.

Vi kan nu rikna ut variansen:

5
o = sz(iﬂz — )=
i=0

0,00032(0 — 4)% + 0,0064(1 — 4)* +0,0512(2 — 4)*+
0,2048(3 — 4)* +0,4096(4 — 4)* + 0, 3277(5 — 4)* = 0, 80002.

Standardavvikelsen blir da kvadratroten ur variansen, vilket hér

ar /0, 80002 = 0, 8944.

For en binomialférdelad variabel géiller att variansen kan utrédknas enligt:
Regel:

Om den stokastiska variabeln z dr binomialférdelad med parametrarna n och
p géller att:
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Varz =np(l —p).

Vi kan kontrollera att svaret i exemplet ovan géller:

Varz=5-0,8-(1—0,8) =0,8.

4.12 Kontinuerliga fordelningar

Vi definierade i avsnitt 4.9 begreppet stokastisk variabel, s.v. En s.v. har
som definitionsméngd ett utfallsrum och som virdeméngd ett reellt tal. I
exemplet med antalet triffar i en tavla nir man kastade pil minns vi t.ex.
att utfallet {¢,m,t,¢,m} avbildades pa talet 3 (—antalet tréffar).

Den fordelning vi har behandlat mest noggrannt, binomialférdelningen har
alltid heltal som virdeméngd. Vi kommer i detta kapitel att utvidga begrep-
pet s.v. att dven innefatta en fordelning vars virdeméngd ar hela R eller ett
delintervall av R. Vi kan t.ex. tdnka oss att den stokastiska variabeln x har
Vi =0, 10], d.v.s. z kan anta alla virden mellan 0 och 10.

Definition 4.16 Den stokastiska variabeln x (och dess fordelning) &r konti-
nuerlig, om dess vardemangd V,, ar hela R eller ett delintervall av R. Fordel-
ningen for en kontinuerlig stokastisk variabel bestims av frekvensfunktionen
f med egenskaperna:

1. f >0 for alla z € R.
2. f ar kontinuerlig 6verallt, utom mdjligen i ett dndligt antal z-véirden.

3. Arean av omradet mellan kurvan y = f(x) och z-axeln &r 1.

Néar vi bestimmer sannolikheterna P for en kontinuerlig stokastisk variabel
har vi till var hjalp frekvensfunktionen f. Varje funktion som uppfyller punk-
terna 1 — 3 i definitionen ovan &r en frekvensfunktion.
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Exempel 4.34

Ar f(z) en frekvensfunktion for en kontinuerlig stokastisk varia-
bel, da

2
f(x):{ 2, 0<az<H5,

0, for ovriga x

Frekvensfunktionen finns uppritad i figur 4.5.

10/2

8/25

6/25

4125

2/25

Figur 4.5:

Vi undersoker nu de tre punkterna i definitionen:

Punkt 1 och 2 ar utan tvekan uppfyllda. Vi kontrollerar punkt 3:

21 2 (5
[am-sls]-5G0) -

", f(z) &r alltsa en frekvensfunktion.

Vi minns att sannolikheten for en siker hindelse dr 1. Arean under frekvens-
funktinen maste dven den vara 1, enligt definitionen. Just arean under fre-
kvensfunktionen beskriver sannolikheten for en kontinuerlig s.v. Déarfor géiller
foljande regel fér en kontinuerlig s.v. z:
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Regel:

124

Antag att z ar en kontinuerlig stokastisk variabel med frekvensfunktionen f.
Sannolikheten att z skall anta ett virde i intervallet [a, b], som tillhor defi-
nitionsméngden, dr da arean av omradet under f som begrinsas av linjerna

x=aochz=0 dv.s:

Exempel 4.35

Se pa samma fordelning f som i foregaende exempel. Berdkna

b
Pla<z<b) = / f(z)dz.

foljande sannolikheter:

[~

)
[
IN
Nooo?

\g‘/\_/
B ™
IV AN A
W ow

a2 &

5 YT
= I8

I

&L &=

Vi anvinder regeln ovan och far:

a)

25 25
3[4_2 2_21_3.6_2
251 2 2 25 25
z<3)= 3£xdx:—{x—2
. 25 25 | 2

EA I B
25 2 25 2 25
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d)
Pz =3) /32 dz = 0
z=3) = —zxdx = 0.
= ., 25

I d)-fallet far vi att sannolikheten for att den s.v. antar vardet 3 ar 0. For
kontinuerliga fordelningar géller allmént att P(z = a) = 0 for en konstant a.
Hur kan detta stdmma? Man kan tdnka sig att eftersom den s.v. z kan anta
precis alla virden i R eller i ett delintervall av R sa ar sannolikheten att
variabeln precis skall anta virdet a noll. Det finns ju odndligt manga vérden
i R eller i ett delintervall av R.

4.13 Normalfoérdelningen

Den utan tvekan vanligaste forekommande kontinuerliga féordelningen ar nor-
malférdelningen. Den &r anvindbar p.g.a. att den beskriver manga olika fe-
nomen, ex. befolkningslingder, podng i tenter, I1Q, lingden pa pekfingret osv.
Mest anvindbar dr den dnda for att det har visats att summor av stokastiska
variabler dr normalférdelade. Detta kommer vi dock inte att ga in pa hér.

Vi skall bérja med att definiera normalférdelningen:

Definition 4.17 Frekvensfunktionen for en normalférdelning ar:

fla) = —— 3 (552)

oV2r

Héar dr parametrarna p och o reella tal och o > 0.
Om den s.v. z ar normalférdelad betecknas detta med:

z~ N(u,o).

p star for fordelningens vintevirde och o &dr fordelningens standardavvikelse.

Om p = 0 och 0 = 1 kallar vi detta en standardiserad normalférdelning. Dess
frekvensfunktion betecknas med ¢ (uttalas “lilla fi”). Alltsa:

M)

1 o

w(x)zme z.
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Normalfordelningen har som virdeméngd hela den reella talaxeln. Vi skall
se pa vad som hénder om vi varierar virdena pa parametrarna p och o. Vi
utgar fran en fordelning som dr ~ N(0,1). Om p varierar har vi samma
utseende pa fordelningen, men placeringen ar olika. u beskriver ju vintevér-
det. Om déremot o varierar far vi olika utseende pa grafen. Om o < 1 ér
standardavvikelsen mindre. Detta betyder att de observerade virdena med
storre sikerhet ligger néra vintevirdet. Vi far alltsa en fordelning, vars topp
ar spetsig. Om diaremot o > 1 leder det till att sannolikheten ar storre att
de observerade virdena ligger lingre fran medelvirdet. Detta leder till att vi
far en trubbigare figur.

Eftersom det dr svart att integrera férdelningsfunktionen for en normalfoérdel-
ning har man gjort upp tabeller fér den standardiserade normalférdelningen.
Vi skall senare se att alla normalférdelningar kan &verféras pa denna.

Regler:

Vi ser pa ett reellt tal £ > 0. Vi undersoker den s.v. z ~ N(0,1). Nu géller
det att

P(z < k) = (k) (eller F(k)).
Foljande rakneregler géller for k, ky, ko € R:

1. Pa>k)=1-P(z <k)=1- (k).
2. P(ky <z < ky) = ®(kn) — O(ky).

For k < 0 géller foljande:
O(k)=1—P(—k).
Tabell finns t.ex. i MAOL:s tabeller.

Exempel 4.36
Antag att z ~ N(0,1). Bestam foljande sannolikheter:

a) P(
b) P(

1=
AVARVAY
_

1=
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c) P(1<

d) P(~1

IN

)

2
<2)

IN 18
=

Vi anvéinder reglerna ovan samt en tabell éver normalférdelning-
ens fordelningsfunktion. Da fas:

a)
Pz <1)=®(1) =0,8413

b)
Pz>1)=1-Pla<1)=1-&(1) =
10,8413 = 0,1587
c)
P(1<z<2)=d(2)— ®(1) =0,9772 — 0,8413 = 0, 1359
d)

P(-1<2<2)=0(2)—d(-1) =
®(2) — (1 —®(1)) = 0,9772 — 1 40,8413 = 0, 8185.

Vi ndmnde att man kan standardisera en variabel som &ar normalférdelad.

Detta betyder att oberoende av virdena pa p och o kan man gora om vari-
abeln till en N(0, 1)-fordelad.

Vi utgar fran att vi har en variabel z som &r ~ N(u, o). Observera hér att
(1 och o ér reella tal. Om vi bildar variabeln z enligt:
T—p

z = )
o

sa kommer z att vara normalfordelad med parametrarna 0 och 1.
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Exempel 4.37

Antag att langden av en fullvuxen finlindsk kvinna dr normal-
fordelad med vintevirdet 160 cm och standardavvikelsen 6,5 cm.
Vi vill bestdimma sannolikheten att en kvinna, som vi viljer pa
mafa, har en lingd som ligger mellan 150 och 170 cm.

Nu fas att
langden ~ N(160,6.5).

Vi vill nu standardisera denna normalférdelning sa att © = 0 och
o = 1. Den s.v. “langden” kallar vi z och vi har:

x ~ N(160,6.5)
Héarnést bildar vi den s.v. z som:

x — 160
z= )
- 6,5

Nu dr z normalférdelad med parametrarna 0 och 1.
Eftersom vi ville understka

P(150 < z < 170)

maste vi dven standardisera grinserna. Detta sker pa samma satt:

6,5 6,5
P(—1,54 < z < 1,54).

P(150S£§170):}>(M§§§M)

Nu kan vi rdkna ut denna sannolikhet med vara vanliga regler
eftersom 2 dr en standardiserad normalférdelning.

P(=1,54 < 2 < 1,54) = ®(1,54) — d(—1,54) =
®(1,54) — (1 — B(1,54)) =
2.d(1,54) —1=2-0,9382 — 1 = 0, 8764.



Kapitel 5

Summor och talfoljder

5.1 Talfoljder

Vi skall borja med att se pa nagra exempel pa talfoljder:

Exempel 5.1
1,2,3,4,5,6,...
1,4,9,16...
1 111
72’3’47"'

Genom att undersoka talfoljderna ovan ser vi att de foljer en regel, som ka-
rakteriserar dem. Detta ligger ocksa i grunden for var definition av talféljder:

Definition 5.1 En (reell) talfoljd ar en avbildning eller en funktion f :
Z, — R. Talfoljden bildas av funktionsvirdena och funktionsforeskriften
utgor regel for talfoljden. Det allménna elementet i en talfoljd betecknas ofta
med a,, och f(n) = a,.

Exempel 5.2

For talfoljderna i exemplet ovan kan vi ge féljande regler:

f(?"L):CLn:n,
F) = a, =

1
f(n):anzg

129
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Den italienska matematikern Leonardo Fibonacci (c. 1170 - ¢. 1250) &r bl.a.
kind for att han undersokte kaninernas forékningstakt och kom fram till
en talfoljd som kallas Fibonaccis talfoljd (det &r den talfoljden som finns
pa elverkets skorsten i Abo). I den uttrycks inte regeln som en funktion av
n utan som en funktion av tidigare observationer i talféljden. Detta ar ett
vanligt tillvigagangsséitt som ofta anvinds.

Exempel 5.3

Fibonaccis talfoljd har utseendet:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Regeln for denna ar:

a1:a2:1

Ap = Qp_1 + Qp_2

Vi skall se pa tva olika typer av talféljder som &r vanligt férekommande. De
har ocksa den fordelen att de ar lattbearbetliga.

Definition 5.2 En talfoljd sdgs vara aritmetisk, om differensen mellan tva
pa varandra foljande element i talfoljden &r konstant. Det bor alltsa gilla
att:

Qpr1 — Qp = d.
d kallas differens.
En talfoljd sigs vara geometrisk, om forhallandet mellan tva pa varandra
foljande element i talfoljden ar konstant. Da géller foljaktligen:

Qp+1
G,

=4q,

dér g kallas kvot.
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Exempel 5.4

Ar talfoljden a, = 3 — 8n aritmetisk?

i1 —a, =(3—8(n+1))—(3—8n)=3—-8n—-8—-3+8n=-8

Differensen dr konstant (d = —8), vilket ger att talféljden &r
aritmetisk.

Exempel 5.5

Ar Fibonaccis talfoljd aritmetisk?
Vi undersoker differesen:

An+1 — Ap = (an + an—l) - (an—l + an—Q) = Qp — Ap-—2

Denna ér inte konstant (vilket vi ser om vi undersdker serien) och
ddrmed &r Fibonaccis talfoljd inte aritmetisk.

Exempel 5.6
Ar talfsljden 1, %, %, %, ... geometrisk?

Regeln for denna talfoljd ar a,, = 2% Berdknar kvoten mellan tva
pa varandra foljande element:

1
Untr _ ger . 2" 1
ay, 2% ontl 9

Kvoten ar konstant = Talf6ljden dr geometrisk.

Det allménna elementet i en geometrisk talfoljd kan skrivas som:

a, =ay-q""
Exempel 5.7
Bestdm det attonde elementet i den geometriska talféljden
2 11
5 57107

Vi anviinder oss av att a,, = a; - ¢"'. Har ar
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och g=—=—

(G2 NI\

a1 =

Da fas

a1 2 1\ 2 1 1
ag = aq - _= — - —_—— = — . e —— = ——
8= @ 5 2 5 128 320

5.2 Monotona och begrinsade talfoljder

Talfoljder ar egentligen funktioner med definitionsméngden Z . Detta bety-
der att vi kan understka monotonitet for talfoljder.

Definition 5.3 Talféljden (a,) &r for allan € Z:

Vixande, om apiq > Gy
Strangt vixande, om Qp4q > Qy
Avtagande, om a, 1 < ay,

Stringt avtagande, om a,.1 < ay,

Om vi ser pa talfoljder som ar monotona betyder det inte att de skulle vara
obegransade for det. En monoton funktion, och en strangt monoton funktion,
kan vara begrinsad eller obegrinsad. Detta definieras som:

Definition 5.4 Talféljden (a,) dr begransad uppdt om det finns en konstant
M e R, saatt a, < M for allan € Z,.

Talfoljden (a,) dr begransad neddt om det finns en konstant m € R, sa att
a, > m for allan € Z,.

En talféljd &r begrinsad om den ar begrinsad bade uppat och nedat.

Exempel 5.8
Ar talfsljden

2n—1
a, =
n+1

begrinsad?
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Vi maste undersoka savil om den ar begransad uppat som nedat.

Talféljden dr begrinsad nedat, eftersom

2n—1
n+1

> 0,

Detta ty 2n — 1 > 0 och n+ 1 > 0 for varje n € Z,..

Talfoljden ar begriansad uppat, ty:

2n —1 2n 2n
< < — = 2.
n+1 n+1 n

Dessa bada pastaenden ger att talféljden dr begriansad.

5.3 Gransvirde av en talfoljd

Vi skall nu se pa vad som hénder med en talféljd nir n — oo. Vi séger att
vi undersoker grinsvdardet for en talfoljd.

Vi sag i forra avsnittet pa talfoljden a,, = 2:;11. Vi sag att den var begrin-
sad i det avseendet att dess virde inte kunde 6verstiga 2. For talféljden géller:

n an,
1 0,500
2 1,000
3 1,250
4 1,400
5 1,500
10 1,727
100 | 1,970
1000 | 1,997
10000 | 1,9997
100000 | 1,99997

Vi inser att differensen mellan varje observation blir mindre och mindre allt
eftersom funktionsvirdena nérmar sig 2. Vi kan komma “hur néra talet 2
som helst”, nér ett tillrickligt stort tal n ligger som grund. Funktionsvirdet
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kommer dock aldrig att overstiga 2.

Definition 5.5 (Intuitiv) Talféljden (a,) har grinsvirdet a eller konvergerar
mot grinsvdrdet a, om elementen i talfoljden ligger godtyckligt néra talet a,
sa snart n viljs tillrdckligt stort. Detta betecknas med:

lim a, = a.
En talféljd som inte konvergerar divergerar. For de talfoljder vi sag pa tidi-
gare, aritmetisk och geometrisk, ar det speciellt latt att avgoéra om de kon-
vergerar eller divergerar. Det géller ndmligen att en aritmetisk talfoljd alltid
divergerar om differensen dr # 0. For geometriska talfoljder giller foljande
sats:

Sats 5.6

konvergerar, da —1<q<1

divergerar, dig<—-1Vqg>1 ty

Talféljden (") {

0, di |q] <1
: n ) 1 da qg=1
nlggoq ) oo, di ¢g>1

saknas, da q< —1

Exempel 5.9

Vi ser pa den geometriska talféljden a,, = a; - ¢" L.

Satter vi ¢ = % och a; = 1, géller det t.ex. att

3\ 999
@000 = 1 - (4_1) ~ 1,53 107123,

Satter vi daremot ¢ att vara Z giller det att:

5 99
@000 = 1 - (Z_L) ~ 6,50 - 10%.

Med dessa viarden &r det inte svart att tro pa satsen ovan.
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Exempel 5.10

Beridkna griansvirdet for

o= (3

da n — oo.

1\" 2t 2
lim (-] (2" —2) = lim - =)=
n—oo \ 2 n—oo on on
1 n—1
lim (227" —2'7") = lim (22 — (5 ) =4-0=4.

Exempel 5.11

For vilka virden pa z konvergerar talfljden a, = (z — 1)"?

Detta dr en geometrisk f6ljd, med kvoten ¢ = x—1. For att denna
skall konvergera kravs att:

—1I<l—zrz<leil<r<2

5.4 Serier

Vi har hittills koncentrerat oss pa talféljder. Vi har sett pa enskilda ele-
ment och utgaende fran en regel bestimt det n:te elementet. Ofta &r man
intresserad av att undersdka summor av talféljder. Vi tdnker oss att:

S1 =
So = a1+ as
S3 = a;+taztas
S4 = aytaxtaztay
S, = ai+tas+as+ag+...+ay
Talen a1, as, ... kallas seriens termer. For s, har man infért en speciell be-

teckning:

n

sn:a1+a2+a3+a4+...—l—an:Zak.
k=1
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Detta léses som “summan av alla ai:n da k£ gar fran 1 till n”. Beteckningen
s, kallas en delsumma.

For en aritmetisk samt en geometrisk serie har vi foljande regler som ger
delsummorna:

Delsumman i en aritmetisk serie dr produkten av antalet termer och medel-
virdet av forsta och sista termen, d.v.s:

" a, + ay,
sn:a1+a2+a3+a4+...+an:Zak:n‘ ! 5
k=1
Delsumman i en geometrisk serie ar :
S, =a1+ax+as+ag+...+a, =
a4 ag+ad+ad+. +ag =
n
1—q"
k—1
a = Q1 om 1.
1;(] 1 1_q7 Q#

Om ¢q =1 giller att:

Sy, = Naj.

5.5 Konvergenta serier

I detta avsnitt kommer vi att se pa vad som hidnder nir man later antalet
termer i en serie ga mot oandligheten. Speciellt skall vi se pa fallet dir vi har
en geometrisk serie. Att en serie har oéndligt antal termer betecknas med:

S = i Qg .
k=1

Om denna summa har ett grinsvirde sigs den vara konvergent, annars di-
vergent.

Vi skall se pa en sats som géller konvergens for en geometrisk serie. Den sédger
att:

Sats 5.7 Den geometriska serien

[e.9]

Z:ozqk_1 = iaqk, a # 0,
k=0

k=1
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ar konvergent om och endast om |q| < 1. Dess summa dr:

a
1—¢q
d.v.s.
oo o a
S=a+aqg+ai*+...=a l— g k—
q+ aq ;q ’;q e




