Kapitel 5

Geometri och Trigonometri

I detta kapitel kommer vi att koncentrera oss pa de trigonometriska funktio-
nerna sin x, cos x och tanz.

5.1 Repetition

Hér repeteras nagra viktiga trigonometriska definitioner och formler.

Summan av vinklarna i en triangel dr alltid 180°. Vi definierar tva typ-
trianglar.

Definition 5.1 Typtriangel 1. Denna har vinklarna 30°, 60° och 90°.
Typtriangel 2. Denna har vinklarna 45°, 45° och 90°.

Sats 5.2 For typtriangel 1 gdller att sidorna har forhallandet:
1:4/3:2
For typrtiangel 2 gdller att sidorna har forhallandet:

1:1:\/5.

Definition 5.3 Vi definierar begreppet area pa foljande sdtt. For arean A
hos en rektangel med sidorna a och b gdller att

A = ab.

Vi krdver dessutom att arean hos ett sammansatt geometriskt foremal ska
vara summan av delarnas area.

101
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Figur 5.1: Typtriangel 1 respektive 2.

Sats 5.4 Beteckna hdjden i en triangel med h, samt basens lingd med b. Da
gdller for arean A att:

hob
A=

Bevis:
Vi gor ett geometriskt bevis. Beteckna arean med A. Vi bor visa att A = bh/2.
Ta tva identiska trianglar med basen b och hojden h. Se figuren nedan.

Satt den ena uppochner pa den andra, sa att ett parallellogram fas. Detta
har arean 2A, eftersom det bestar av tva trianglar som vardera har arean A.
Klipp loss den ena sidofliken, ldngs héjden pa den ursprungliga triangeln och
foga den till den andra kanten. Vi har nu fatt en rektangel med kantlangderna
b och h. Dess area dr summan av arean av dess delar, sa

2A:bh<:>A:%b.
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Sats 5.5 Pythagoras sats. Antag att a och b dar lingderna av kateterna
och ¢ dr ldngden av hypotenusan i en rdatvinklig triangel. Da gdller att

a? + v =2

a

Figur 5.2: Pythagoras sats: a? + b = ¢

Bevis:

Vi gor igen ett geometriskt bevis. Ta fyra rédtvinkliga trianglar med ka-
tetlingderna a och b och lat hypotenusans ldngd vara c. Vi bor visa att
a?+b? = 2.

Placera ut de fyra trianglarna i en kvadrat sa, att de réata vinklarna blir
kvadratens horn. Da har denna stora kvadrat arean (a+b)(a+0b) = (a+b)?.
Den stora kvadraten bestar av en mindre kvadrat, som har kantlingden c
och siledes arean ¢?, och fyra trianglar som vardera har arean ab/2. Klart
att totala arean hos den stora kvadraten ska vara densamma som summan
hos dess delar. (Se figuren nedan.) Vi skriver upp detta.

b
(a—i—b)2:02—|—4%<:>a2—|—2ab—|—62:02+2ab<:>a2+b2:02
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a b

b a

Figur 5.3: Figuren till beviset for Pythagoras sats.

Definition 5.6 Likformiga figurer dr identiska, sa ndir som pa att de dar
olika stora. (Vi tillater rotation.) Vi definierar lingdskalan k som forhallandet
mellan lingden hos motsvarande delar i figurerna. Eventuella motsvarande
vinklar dr lika stora och om figurerna har area, sa dr forhallandet mellan
areorna k?.

Sats 5.7 En cirkel med radien v har omkretsen O resp arean A:
O =2nr och A =mr?

Talet 7, forhallandet mellan en cirkels omkrets och diameter, dr irrationellt
och har ndrmevdirdet 3,141593.
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5.2 Vinklar och vinkelenheten radian

Studera figuren med en cirkel inritad nedan.

1

0.5

0.5 1

Figur 5.4: Grafen av cirkeln med mittpunkt i origo och radien 1. Denna cirkel
kallas allmént for enhetscirkeln.

Denna cirkel, med radien 1 och mittpunkten i origo kallas enhetscirkeln.
Eftersom r = 1 &r omkretsen av cirkeln 27. Nar vi méter storleken av en
vinkel vore ett naturligt sétt att ange hur lang bagen inuti vinkeln &r.

Definition 5.8 Storleken av en vinkel i radianer (betecknasrad) dr mdtetalet
for langden av motsvarande bage i enhetscirkeln.

L
>

Y

Figur 5.5: Vinkeln %’r Detta &r den stréacka av enhetscirkelns periferi som
finns mellan vinkelbenen.
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Vi har att 360° = 27 rad, sa

1
1° = —27 rad.
360

Detta ger oss foljande samband mellan radianer och grader:

o t

360° 2«

dér ¢ ar vinkeln i radianer och a &r samma vinkel i grader.

Exempel 5.9 Hur manga grader dr
-7 rad?
3

Losning:

a dr okdnt i exemplet. t = 2

sm rad. Detta ger

o 2
360° o6

Exempel 5.10 Hur manga radianer dr 225°7

Losning:
Har drt okdnt. Vi far:
225°

5
= et =Z.97x=""
360°  2r1 g "

Vinkeln ¢ métt i radianer anger hur lang vig vi rort oss motsols langs
enhetscirkelns periferi (positiv riktning). Vi kommer inte att begrinsa denna
striacka till ett varv, sa vi kan ha vinklar storre &n 27. Vi kommer &dven att
tillata negativa vinklar, vilket alltsa svarar mot att vi ror oss medsols.

Mot varje t € R svarar exakt en periferipunkt P pa enhetscirkeln. Omvént
svarar varje punkt pa enhetscirkeln mot féljande (odndligt manga) reella tal

t+n- 27 neJz.

Radianvinkeln ¢ ar entydigt bestdmd pa varvet nér, sa om vi begransar oss
till vinklar ¢ € [0, 27|, fas att varje P svarar mot exakt ¢. (Avbildningen fran
P till ¢ ar en bijektion.)
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Exempel 5.11 Bestam vinkeln t € [0, 27| som svarar mot samma periferi-

punkt som vinkeln t' = —%TF.

Lésning:

Eftersom —3L1 kan skrivas som
6

117 117
— +(—4)- 27 och — € [0, 27|,
6 6
har vi bestamt t.
117
t=—.
6

Motiwering: Om vi dividerar vinkeln med 27, sa far vi reda pa hur manga
hela varv vi har snurrat, i detta fall —37m/6/2m = —37/12 = —3 hela 1/12
varv. Vi far alltsa att t' =t — 4 - 2w, da vi krdver att t ska vara en positiv
vinkel, mindre dn ett helt varv.



KAPITEL 5. GEOMETRI OCH TRIGONOMETRI 108

5.3 Trigonometri - den ratvinkliga triangeln

Definition 5.12 For en spetsig vinkel o, (< %), i en rdtvinklig triangel
gdller (jfr figuren):

ML ]
b

Figur 5.6: Vinkeln « i den rétvinkliga triangeln med motstaende kateten a,
narliggande kateten b samt hypotenusan c.

1.
) a  motstaende katet
sina = — =
c hypotenusan
2. .
b ndrliggande katet
cosq = — =
c hypotenusan
3. )
; a  motstaende katet
anq = — =
b ndrliggande katet
4.

cota =
tan «
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Exempel 5.13 En (spetsig) vinkel i en rdtvinklig triangel uppmidts till
5
—
12
Vinkelns ndrliggande katet uppmdts till 5.0 cm. Berdkna triangelns évriga

delar.

Lésning:
Betecknar den uppmdtta vinkeln med o.. Eftersom vinkelsumman i en triangel

ar m erhalls vinkeln B (jamfor figuren):

5 <57T n 7T> T
T\ T2 T
Lingden hos sidan a erhalls:

tan o = % <= a=>btana ~ 18.7.

Ldngden pa c dr:

~ 19.3.

b
cosa = - <<= c=
c COs &
Lingden av ¢ kunde vi alternativt ha berdknat m.hj.a. Pythagoras sats:

A=a’ 4+ ~18.7+5.0°=374.69 = c~ 194

Anmaéirkning 5.14 Minns att dndra till rad pa rdknaren!!!
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5.4 Enhetscirkeln

(cost, sin t)

-1

Vi vill undersoka sin for vinkeln ¢. Vi ritar in en rétvinklig triangel i
enhetscirkeln. Eftersom

motstaende katet

sint =
hypotenusan

sa fas sint som héjden genom hypotenusan. I enhetscirkeln géller det att
hypotenusan har lingden 1. Vinkeln t svarar mot en periferipunkt (z,y).
Hoéjden &r y. Déarfor géller det att:

. )
sint = = =y.
1 y
Pa motsvarande sétt géller det for cost att denna &r:
x
cost = — =x.
1

Definition 5.15 Sinus och cosinus for det reella talet t, definieras i en-
hetscirkeln med hjdlp av motsvarande periferipunkt.

sint = Periferipunktens y-koordinat

cost = Periferipunktens x-koordinat

En periferipunkt har koordinaten (cost,sint), dédr t dar lingden lings med
enhetscirkeln.
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Funktionerna sint och cost har D = R och V = [—1,1]. Utgaende fran
tidigare inforda definitioner pa tangens och cotangens erhalls:
int
tant = y_
T  cost
och
xr  cost
cott = — = —_.
y  sint

Definitionsméngden for tan &r alla reella tal, utom de punkter déar vi har
cost = 0. Detta &r punkterna (0,1) och (0, —1) pa enhetscirkeln. I dessa

punkter ar
T

t=— .
2+n7r

Det giller alltsa att:

nEZ}.

Dtant = R\ {g + nm

For vardeméangden géller att:
‘/tant = R.

Detta kan man forsta genom att studera den geometriska tolkningen av tang-

ens. (Se figuren nedan.)
Eftersom hojden i en triangel inskriven i enhetscirkeln kan tolkas som sin ¢

och basen som cost giller foljande sats.

Sats 5.16 Pythagoras sats tillimpad pa enhetscirkeln ger direkt att
sin?t 4 cos’t =1

for varjet € R.

For tecknet pa de trigonometriska funktionerna géller att:

0<t<Z|Z<t<m|r<t<¥T|T<t<n

sint + + — —
cost + — — +
tant + — + —

Foér 0 <t < 7 siger man att vinkeln ligger i den férsta kvadranten. For
5 <t < m ségs t ligga i den andra kvadranten o.s.v.
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2
(1,tan t)

1
N y
sint
j’[
-1

Figur 5.7: Tangens for vinkeln ¢ kan uppfattas som y-koordinaten for
skdrningspunkten mellan den utdragna linjen genom punkterna (0,0) och
(cost,sint) och linjen x = 1. Detta tack vare, att y/1 = sint/cost = tant,
enligt teorin om likformiga figurer.

1 1 1
-1 1 1 1
— — - + + -
-1 -1 -1

Figur 5.8: Teckenvéxlingarna hos sint, cost respektive tant.
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Exempel 5.17 Bestdm sint och cost dd tant = —3 och t €]7, 7[.
Lésning:

Eftersom
sint
=tant = -3
cost
maste det gdlla att:
sint = —3cost.

Det gdller att
sin?t + cos®t = 1.

Insdttning av sint = —3 cost ger

1 1
9c08’t + cos’*t = 1 <= cos’t = — <= cost = +——

10 V10

Eftersom cost < 0 4 det angivna intervallet forkastas den positiva losningen.
Nu gdller det att sint = —3 cost = \/LTO'

5.5 Nagra rekursionsformler
Tidigare har vi konstaterat att:
Réakneregler 5.18 Fort € R gdller att:

1. sin(t 4 2n7) = sint teR, ne Z.

2. cos(t + 2nm) = cost teR, ne Z.

3. tan(t + nmw) = tant te R\{mn+7/2 | me Z}.
Exempel 5.19 Rdkneregel 2:
cos(—7m) = cos(m — 81) = cosm = —1

Ytterligare géller foljande formler. De finns alla i MAOLSs Tabeller, sa
det ar ingen idé att borja lara sig dessa utantill. Vid tenttillfdllet har kan
man fa lana en motsvarande samling trigonometriska formler ifall man inte

har tillgang till MAOLs.
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Réakneregler 5.20 Féljande ekvationer gdller.
1. sin(r —t) =sint, t € R.
2. cos(m —t) = —cost, t € R.

3. tan(m —t) = —tant, t € R\ {nw+7/2 | ne Z}.

4. sin(m +1t) = —sint, t € R.

+
5. cos(m+t) = —cost, t € R.

6. sin(—t) = —sint, t € R.
7. cos(—t) = cost, t € R.
8. tan(—t) = —tant, t € R\ {nn +7/2 | n € Z}.

Dessa rakneregler kan motiveras geometriskt. Fran de tre sista rdknereglerna
och definitionen pa udda och jamn funktion ser vi att cost ar en jamn funk-
tion, medan sint och tant &ar udda.

1

T+t

-1

Figur 5.9: Rédknereglerna kan motiveras med hjélp av denna figur.
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Exempel 5.21 Bestim exakt virde for

n (7)
sin ( — ).
4

Losning:

5.6 De trigonometriska funktionernas grafer
Vi skall se pa graferna av funktionerna
f(z) =sinx

g(z) = cosz

h(z) = tanx.

Vi har foljande egenskaper for f(z) = sinuz:
1. sin0 = 0.

2. sinz &r en udda funktion. Detta innebér att den dr symmetrisk m.a.p.
origo.

3. Kurvan ar periodisk med perioden 2w, dvs.

Vi € R: sin(t + 27) = sin(?).

4. Kurvan skar z-axeln i z = nw darn € Z.

5. Funktionens storsta varde ar 1 och dess minsta varde ar -1. Det storsta
vardet antas for

x:g+2n7r ,nez

och det minsta for

3
x:§+27m ,n e 4.
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1
0.5 x=Tt

0

:_3
-05 <
-1
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figur 5.10: Grafen for f(z) =sinz..

Vi har féljande egenskaper for g(z) = cosx:
1. cos0=1.

2. cosx dr en jamn funktion. Detta innebér att den dr symmetrisk m.a.p.
y-axeln.

3. Kurvan ar periodisk med perioden 27.
4. Kurvan skir z-axeln i x = § +nm dirn € Z.

5. Funktionens storsta varde ar 1 och dess minsta ar -1. Maximivardet

antas for
T =21mn nesd
och minimivardet for
T =T+ 21mn ,neZ.
1
f 0 - 3
X:: \I: \l: n,
0,5 A/ 5 X \{
0
-0.5 X=TL
y

1
-5 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4 5

Figur 5.11: Grafen for g(x) = cosz.
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Vi har f6ljande egenskaper foér h(x) = tanz:
1. tan0 = 0.

2. tanzx ar en udda funktion. Detta innebér att den &r symmetrisk m.a.p.
origo.

3. Kurvan ar periodisk med perioden 7.

4. Tangensfunktionen &r odefinierad for

m
x:§+n7r ,neEZL

5. och striangt vixande mellan dessa x-véarden.

_3q - _It It
21‘[1120211

bl

N
K
T Nlw

jf/ J/ il

4 2 0 2 4

Figur 5.12: Grafen for h(z) = tanz.
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5.7 'Trigonometriska formler

Alla dessa formler finns igen i MAOLs.
Foljande trigonometriska formler géller. Vilj alltid antingen de 6vre eller
de undre tecknen samtidigt. Om man blandar géller formlerna inte.

Riakneregler 5.22 Additionsformler:.

1.
sin(x 4+ y) = sinz cos y £ cos x sin y, T,y € R
2.
cos(x + y) = cosx cosy F sin xsiny, r,y € R
& tanx + ¢
anx =+ tan
tan(x +y) = Y )
1 Ftanztany
dir x,y,x £y # mm +7/2 for varje m € Z.
Exempel 5.23 Bestim sin(z — y) dd sinz = — och cosy = 3. Det giller

att0<x,y<37”.

Lésning:
Vinkeln x ligger i den tredje kvadranten, eftersom sinx < 0 och vi antar att
0 < x < 3m/2, dvs. vi utesluter den fjdrde kvadranten. Vinkeln y maste pa
motsvarande sdtt ligga i den forsta kvadranten eftersom cosy > 0.

For att bestimma sin(x — y) behdver vi forutom sinx och cosy kinna till
cosx och siny. Dessa utriknas ur sambandet:

2

sin® z + cos’z = 1.

Det gdller alltsa att:

1 1\2 15 V15
nge=—= ::tq/l—(——> — ==
SN T 4:COS£L‘ 4 16 1

Eftersom x ligger i den tredje kvadranten dr cosx < 0:

V15

COSTY = ———.

4
Vidare gdller det att:

2 22 5 V5
== :i,/l—(—) :i\/j:i—.
cos y 3:51ny 3 5 3
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Vinkeln y tillhor den forsta kvadranten, och vi kan sluta oss till att:

. V5
siny = —.

3

Insdttning i formeln sin(x + y) = sinx cosy £+ cosxsiny ger:

2 5V3 5V3-2

12 N 12 12

Tva vinklar vars summa &r 3 kallas komplementvinklar. Foljande regler
géller for dessa:

Rikneregler 5.24 For komplementvinklar gdller:

1.

sin(%—a)zcosa, ac€R
2.

™ .

cos<§—&>:51na, ac€R

3. -
tan<§—a>zcota, ac€ R\ {nr|neZ}

4.

cot(%—a):tanoz, ac€ R\ {nr+n/2|neZ}

C
a
AL O
b

Figur 5.13: Réaknereglerna for komplementvinkel ses enkelt i denna figur.
Exempelvis fas sina = a/c = cos(n/2 — «) och tana = a/b = cot(n/2 — «).
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Réakneregler 5.25 Formler for dubbla vinklar:

1.
sin2t = 2sintcost

2.

cos 2t = cos?t — sin’t = 2cos’t — 1 =1 — 2sin’t
3.
2tant

tan2t = —————
1 —tan®t

(Ddr respektive uttryck dar vildefinierat.)
Exempel 5.26 Hdrled en formel for

.

sin =.

2

Lésning:
Eftersom vi kan skriva cosx som:

cosx = cos(2 - g) =1- QSiDQ(g)

[1—
sinzzj: 7COS:C.
2 2

gdller det att:



KAPITEL 5. GEOMETRI OCH TRIGONOMETRI 121

5.8 'Trigonometriska ekvationer

Vi skall i denna sektion 18sa trigonometriska ekvationer.!

5.8.1 Ekvationer av formen f(z) = f(y)

I denna sektion loses uppgifter av formen sinz = siny, cosz = cosy och
tanx = tany. Vi later x,y vara reella variabler, i detta fall vinklar. Boksté-
verna u, v betecknar axlarna i det koordinatsystem dér enhetscirkeln ar in-
ritad. u star for den vagréta axeln och v star for den lodréata axeln. Allmént
later vi &ven n € Z. Vi delar in ekvationerna i tre typer.

sinx = siny
Néar x och y &r tva vinklar géller ekvationen sinx = siny om = = y
eller m — x = y, pa varvet nir. Detta innebéar att sinz och siny har samma
v-koordinat.

samma

v—koord. 1/ |V

-

|
|_\
7
<
-
[
<
|_\
<Y
|
|_\
<

Y=

2Ty

-1 -1
Figur 5.14: sinz = siny. Till véinster askadliggors att siny = sin(m — y) och

till hoger visas idén med uttrycket ”"pa varvet nér”, dvs. for varje heltal n
giller att siny = sin(y + 27mn).

Alltsa géller det att:

siny =siny <= r=y+2mVze=r1-—y-+2rn.

!Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 5 kapitel 22.
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COST = COSY
Ekvationen cosx = cosy giller om perferipunkten for vinklarna x och y
har samma u-koordinat. Dessa ar lika om z = y eller om x = —y, pa varvet
nar.
\'
A
samma
u—koord.
-1 y 1
\ _y )
-1

Figur 5.15: cosx = cosy

Det géller alltsa att:

COST =COSY <= T =Y+ 2tnVr = —y+ 27n.

tanz = tany
For ekvationen tan x = tany maste man forst forsdkra sig om att bada

leden ar definierade, d.v.s. att
x,y?ég—i-mr Vn € Z.

Tangensfunktionen 7m-periodisk, sa att tan z = tan(x +nm) for varje heltal n.
Det faktum att tangensfunktionen &r strangt vixande (och dérfor injektiv) i
varje intervall med lingden 7 pa formen

I, = nﬁ—g,nﬁ—i—g[, nezZ

ger for x,y i samma intervall [,, att tanz = tany <= x = y. Med beaktande
av m-periodiciteten fas sammanfattningsvis att

tanx = tany <= = = y + nm.
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Exempel 5.27 Lds ekvationen
sinx = sin 3x
Losning:
D = R. Det maste enligt losningsformeln for sinusekvationer gdilla att
r=3r+2rnVar=7m—3x+2mn n € 7.

Vi loser de tva fallen separat.
l.z=3x+2mn 4= 20 =2tn & xr = —1n
22 x=m—-3r+2mn<=4dr=2n+ )<=z =2n+1)r/4
Alla x som kan skrivas pa nagon av ovanstaende former (n € Z) loser
ekvationen, sa

2 1
L:{Wm|m€Z}U{ n; 7T|nEZ}.
Exempel 5.28 Lds ekvationen
T
9% = —si <2 - —) .
cos 2z sin { 22 — 7

Losning:

D = R. Denna ekvation dr inte pa en form som gor att vi direkt kan tillimpa
losningsformeln. Vi kan dock omskriva ekvationen med hjdlp av formlerna for
trigonometriska funktioner. Detta gors som foljer:

cos 2z = sin <g - 2x> : (komplementvinkel)

Minustecknet framfor HL i ekvationen fas bort genom att tillimpa att sinus-
funktionen dr udda. Vi far:

n (20 =) = (204 )
S11 T 1 = S T 4

Lésningsformeln kan nu tillimpas pa den omskrivna (ekvivalenta) ekvatio-

nen: o ‘ -
sin <§—2x) = sin (—23:4—1).
Vi far:
0 70 s 7
5—290:—2x+1+27m\/§—2xz7r+2:7c—z—|—27m
1.5 —2x==20+7%+2n <= 0r = —§ + 2mn < falskt Vn € Z
2.5 2zr=7m+2z - +2mn<= —dr=7+2mn <= xr=— + 57

Fall 1 ger inget bidrag, sa losningsmdangden blir

T n
L:{—E—Fgﬂ"?’LEZ}
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I manga fall kan exemplen kréava uppfinningsrikedom och omskrivningar, som
synes.

Exempel 5.29 Lis ekvationen:

T T
sin 5 \/_ cos 5

Losning:
Vi har D = R.. Denna ekvation kan, under antagande att x # mw+2mwn skrivas

som
T

sin £ T
i :tangz\/g.

COS 3

Eftersom tan% = /3 kan vi skriva detta som

x ™
tan — = tan —.
2

3
Detta ger bidraget

T 7T+ 27T+2
g 3T g3 7

Vi maste dnnu underséka vad som hdnder ifall x = © + 2wn. Da dr
sin(x/2) = sin(n/24mn) = £1 och cos(x/2) = cos(n/24+nn) = 0. Ekvationen
blir alltsa £1 = 0, dvs. dessa x ldoser inte ekvationen.

Vi far

2
Lz{%—l—an‘nEZ}.

Exempel 5.30 Ldis ekvationen:
cos2x —3sinx+1=0

Lésning:
D = R. Har kan vi forsika oss pa en omskrivning. Eftersom vi har att
cos2x =1 — 2sin?z, sd kan vi istillet l6sa ekvationen

—2sin®x — 3sinz +2 = 0.
Genom variabelbytet t = sinx fas:
—2t* —3t+2=0

Detta dr en andragradsekvation som har losningarna:

,_3EVI 422345
_ — _

—4
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1
Lt=-2Vt=—-.
2

Losningen t = —2 forkastas eftersom —1 < sinx < 1. Vi behover nu losa
ekvationen

. 1 .m
sinx = = = sin —.
2 6

Vi far alltsa foljande losningar:

T T
x:g+27ran:7r—6+27rn<:>

7r+2 v 57T+2
r=— nVvVr=— n
6 " 6 "

Dé D =R fas

5
L:{%—FQWTL‘TLGZ}U{%—I—QWTL’TLEZ}.

5.8.2 Arcusfunktionerna

Det #r inte tillrackligt att kunna losa ekvationer av typen f(z) = k, déar f
ar en cosinus, sinus eller tangensfunktion och k &r en konstant, enbart i de
(orealistiska) fall ddr k rakar hittas i nagon tabell. Vi ska se hur man hittar
numeriskt ndrmevérde till l6sningen for godtyckliga k. Vi definierar for detta
andamal arcusfunktionerna.

Vi vet ju att sinusfunktionen inte ar injektiv pa R, men om vi ddremot
begrénsar oss till x € [—7/2,7/2], sa &r sinzx injektiv. Pa detta intervall
antar sinz alla varden i [—1, 1].

Vi har alltsa att sinusfunktionen &r en bijektion, och saledes inverter-
bar, fran [—x/2,7/2] till [—1, 1]. Pa motsvarande sétt dr cosinusfunktionen
en bijektion fran [0, ] till [-1,1]. Tangensfunktionen &r en bijektion fran
| —m/2,7/2] till R. Se figurerna.
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_n It
2 2
1 0
f(x)=sin x
0.5¢
0
-0.5
_1 I I I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figur 5.16: Sinusfunktionen blir injektiv, om vi begréansar den till intervallet
[—7/2,7/2]. Dess virdeméngd &r fortfarande [—1, 1].

—_

10 § T
f(x)=cos x
0.5
0
-0.5¢-
-1 . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3

Figur 5.17: Cosinusfunktionen &r en bijektion fran [0, 7] till [-1,1].



KAPITEL 5. GEOMETRI OCH TRIGONOMETRI 127

NS

10

_10 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figur 5.18: Tangensfunktionen &r en bijektion fran | — 7 /2, 7/2[ till R.

Det blir meningsfullt att gora foljande definition.

Definition 5.31 Vi definierar inverserna till sinus-, cosinus- och tangens-

funktionerna.

1. Inversen till sinx betecknas arcsinx och defieras som foljer:

T m
y =arcsinx <= siny =x ANy € [—5, 5}
2. Inversen till cos x betecknas arccos x och definieras genom

y = arccosz <= cosy = x Ay € [0, 7).
3. Inversen till tan x betecknas arctanx och definieras genom
T
y = arctanx <= cosy =z Ay e}—g,g[.

Dessa tre funktioner uttalas "arcussinus”, ”arcuscosinus” respektive ”arcustang-

»

ens.
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Sats 5.32 Vi har gjort var definition sa, att

1.
™o
Darcsin = _1a 1 V:arcsin = |:__7 _]
[—1,1] 575
2.
Darccos = [_17 1] Varccos = [07 W]
3. -
Darctan =R Varctan = i| T a0 n [
2°2

Alla dessa tre funktioner dr (naturligtvis) bijektiva. Se figur.

I
15 2
1 [
05F
0 0
-0.5
_1,
-1,5 I
2
_2 1 1
-1 -0,5 0 0,5 1

Figur 5.19: Arcussinusfunktionen tillater oss att 16sa ut vinklar i praktiska
tillimpningar.

Exempel 5.33 Sidorna i en rdtvinklig triangel uppmidts till 3, 4 och 5 cm.
Bestdm vinklarna i triangeln.

Losning:
Vi vet att en vinkel dr rdt, dvs. w/2 rad. Den lingsta sidan maste vara hypo-
tenusan. Kalla den ¢ och fa ¢ = 5. Kalla de bada kateterna a = 3 och b = 4.
Kalla vidare vinkeln som star mot a for o och den sista vinkeln 3. Se figuren.
Vi har att tana = a/b, dvs. a = arctan3/4 ~ 0,64350 (ca ett tiondedels
varv, varfor?). Nu kunde vi litt rikna ut f =7 —7/2 — a, men vi anvinder
istdllet att sin 3 = b/c, sa f = arcsin4/5 ~ 0,92730 (ca 1/7 varv).
Vi kontrollerar dnnu att m—m/2—a =~ 0,92730 =~ 3. OK. Vi svarar alltsa
7/2,arctan 3/4 ~ 0, 64350 och arcsin4/5 ~ 0, 92730.
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3,5

3

2,51

2,

[NT=]

15¢

1,

0,51

-1 -0,5 0 0,5 1

Figur 5.20: Arcuscosinusfunktionen.

\
NI

151

0571

-0,5

-15 ]

NI

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figur 5.21: Arcustangensfunktionen.

]
B

1l
ol

C
a=3

9« ]
b=4

Figur 5.22: Triangeln i exempel 5.33. (Inte skalenlig.)
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Anméirkning 5.34 Pa minirdknare betecknas arcusfunktionerna ofta med
sin~!, cos™! och tan™!.

Da man loser trigonometriska ekvationer maste man komma ihag, att
man bara bestammer en 16sning med arcusfunktionerna. Utgaende fran denna

ena losning kan man ofta sedan bestdmma alla 16sningar.

Exempel 5.35 Lds ekvationen a) sinz =e b) 1/sinz = e.

Losning:
a) D =R, men Vi, = [—1,1], sa virdet e = 2,7 antas aldrig.

L L=10

b) D =R\ {nn|n € Z}, dvs. D bestar av de punkter dir sinusfunktionen dr
olik noll. Da kan vi skriva om ekvationen enligt féljande:

1 1 !
- =e <= slnr = — <= sinx = sin | arcsin — | <=
sin x e e

1 :
r =arcsin — + 27n V x =7 — arcsin — + 27n, n € Z,
e e

ty fragestdllningen dr att bestimma losningsmdngden, dvs. alla x som loser
ekvationen. (arcsin(1/e) ~ 0.37673 (rad)) Se figuren.

1 1
L= {arcsin -+ 2mn|n € Z} U {— arcsin — + (2n 4 1)w|n € Z}
e e




