Kapitel 4

Funktioner

I det héar kapitlet kommer vi att undersoka funktionsbegreppet. I de forsta
sektionerna genomgas definitionen av begreppet funktion och vissa egen-
skaper som funktioner har. I slutet av kapitlet presenteras nagra vanliga
funktioner.

4.1 Definitioner

Fran tidigare har vi manga ganger stott pa olika funktioner. Ett exempel ér:
f(z) = 2® — 4z + 4,

vars graf ar skisserad i figur 4.1.

_1 I I I I
-1 0 1 2 3 4 )

Figur 4.1: Funktionen f(x) = z? — 4z + 4.
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Vad ér det som gor f(x) till en funktion? Begreppet funktion definieras
allmént som:

Definition 4.1 En funktion fran mdngden A till mdangden B dr en mdangd
talpar (z,y), som uppfyller villkoret att det for varje x i A finns ett och endast
etty i B sa att y = f(x).

En funktion &r alltsa en regel f som anvéander talen x i méingden A.
Genom att anvinda dessa tal enligt regeln erhalls tal i mangden B. Ett vill-
kor i definitionen dr att man for ett x skall fa ett och endast ett y. Om vi
aterknyter detta till funktionen vi sett pa tidigare sa dr 22 — 4w +4 egentligen
en regel. I funktionen anvénds olika varden pa x for att fa viarden pa y. De
erhallna virdena kallas funktionsvarden.

Den méngd som betecknades med A i definitionen brukar kallas defini-
tionsmdangd. Mangden B kallas vdrdemdngd. Om vi aterknyter till figuren &r
definitionsméngden de varden som sétts in i funktionen, d.v.s x-vérdena. De
virden som funktionen antar dr virdeméngden, d.v.s. y-virdena.

Eftersom man ténker sig att en funktion anvénder tal i en definitionsméangd
och avbildar dessa pa en virdeméngd skrivs funktionsbeteckningen &ven som

fIDf—>Vf.

Kurvan y? 4+ 2% = 1 beskriver ingen funktion. En skissering av kurvan finns
i figur 4.2. Vi ser att figuren forestéller en cirkel med radien 1.

2 x w

_2 ! I
-2 -1 0 1 2

Figur 4.2: Kurvan y? 4+ 2% = 1.
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For varje z-vérde i intervallet | — 1, 1] finns tva motsvarande y-varden. For
en funktion bor det gélla att det existerar ett och endast ett y-véarde for varje
x-vérde.

Exempel 4.2 Funktionen f(x) = x* + 4. Bestim f(z + 2).

Lésning:
fx+2)=(x+2)°+4=2"+42+38

Exempel 4.3 Funktionen f(x + 2) = 22 — 3. Berdikna forst f(5). Bestim
sedan f(x).

Lésning:

f(5)=fB3+2)=2-32-3=15
och
fx)=flx—2+2)=f((zr —2) +2)=2(x — 2)* =3 = 22> — 8z + 5.
Exempel 4.4 Funktionen f(x) dr definierad genom:

1
x2—1

fz) =

Bestdm definitionsmdngden for denna samt uppskatta virdemdangden utgaende
fran grafen (som ges).

20
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_10 _

_20 | | | |
-4 -2 0 2 4

Figur 4.3: Funktionen f(z) = 1/(z* — 1).



KAPITEL 4. FUNKTIONER 74

Lésning:
For rationella funktioner vet vi fran tidigare att definitionsmdangden dr hela
den reella azeln foutom ndmnarens nollstillen. Eftersom

= 1=(x—1)(z+1)
ar nollstillena for namnaren {—1,1}.Detta betyder att
Dy = R\{-1,1}.

Observera hur funktionen beter sig ndra ndmnarens nollstdllen.

Virdemdngden kan vi utlisa fran y-axeln. Den anger ju vilka virden funk-
tionen antar.

Fran figuren verkar det som om funktionsvirdena skulle ga mot noll ndr
x gar lingre fran y-axeln. Ndr x ndrmar sig ett gar funktionsvdrdena mot
plus/minus odndligheten beroende pa fran wvilket hall man kommer. Funk-
tionen verkar aldrig anta virdet noll (ty ekvationen 1/(z* — 1) = 0 saknar
losning).

Vi har bestimt virdemdngden for funktionen grafiskt:

Vi =] — o0, —1]UJ0, o0

Om man vill undersoka en funktions f viardeméngd analytiskt (dvs. in-
te endast utifran grafen), sa &r det ofta bra att aterga till definitionen pa
vardeméangd:

yeVi<=dreDs: fx)=y

Detta gors i ett exempel pa nésta sida.
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Exempel 4.5 Bestim virdemdngden for f(x) =1/y/1+ x.

Losning:
D =| — 1,00]. Vi skisserar kurvan och ser att virdemdngden verkar kunna
vara |0, col.

1,8
1,6
1,4

1,2

0,8
0,6

0,4

0,2

Vi undersoker detta analytiskt. Ta forst godtyckligt y > 0. Vi forséker finna
ett x € D, som dr sadant att f(z) = y.

1
fo)y=y <= 1Vitz=y="Vitr=-=?1+a=
) Y

1
2

1

Y
Vi har att x = 1/y* — 1 > —1 <= 1/y* > 0 <= sant, sa var kandidat x
ligger alltsa i D.

Motiveringar:
1) Vi har antagit att y # 0 och kvadratroten dar hir strangt positiv, sa vi kan
multiplicera ekvationen med \/x + 1/y # 0.
2) Vi antar i detta skede, att y > 0, sa 1/y > 0 och vi kan utan vidare
kvadrera.

Vi har nu visat, att for godtyckligt (dvs. alla) y > 0, sa finns ett motsva-
rande x € D, sa att f(x) =y. Alla y > 0 ligger saledes i virdemdangden.

Nu ska vi visa, att for alla y < 0 gdller, att y ¢ V. Detta gor vi s att
vi visar, att ekvationen f(x) =y saknar losningar i detta fall. Vi ser direkt
att VL av f(x) = y endast antar striangt positiva virden, eftersom vi har
en kvot av tva strdangt positiva tal. Eftersom hogerledet nu dr negativt enligt
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antagande, far vi att ekvationen saknar losning. Dwvs. inte ett enda y < 0
ligger i V.

Vi har alltsa visat att y ligger © Vi om och endast om y > 0, dvs. Vy =
10, 00[, som vi gissade.

Anmirkning 4.6 Vi skisserade forvisso funktionens graf, men vi har inte
anvant den till annat dn att gissa virdemdngden. Detta for att det i allmdnhet
dar ldttare att bevisa nagot, om man vet vad man vill bevisa.

4.1.1 Jamna och udda funktioner

Definition 4.7 Funktionen f dr en jiémn funktion om det for varje x € Dy
gdller att

f(=z) = f(x)

Exempel 4.8 Funktionen f(z) = x*

f=2) = (-2)* =2 = f(2).

ar jamn ty

Alltsa gdller att:

Definition 4.9 Funktionen f dr en udda funktion om det for varje v € Dy
gdller att

Exempel 4.10 Funktionen f(x) = x> dr udda ty

f(=2) = (—2)* = (=1)*2% = —2® = — f(2)
Alltsa gdller att:

f(=x) = = f(x)
Exempel 4.11 Funktionen f(z) : R\ {—1,1} —] — 0o, —1]U]0, ocol:
flo) = 5

dr ocksa jamn. Se figur 4.8 och bevisa pastaendet som en évning. Visa ocksa

att
T

2 —1

g(z) =
ar udda.

Exempel 4.12 Visa med motexempel att funktionen f(z) = 1/+/1+x fran
exempel 4.5 varken dr jimn eller udda, dvs. sék ett sidant x € Dy, att
f(=z) # £f(x). Varfor ricker det med att hitta ett enda sadant x?
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Figur 4.4: Till vénster funktionen f(x) = z%. En egenskap som jimna funk-
tioner har ar att de ar symmetriska m.a.p. y-axeln. (Dvs. om punkten (z,y)
ligger pa kurvan sa gor ocksa (—z,y) det.) Till hoger funktionen f(x) = z3.
En egenskap som udda funktioner har ar att de ar symmetriska m.a.p. origo.

(Om punkten (z,y) ligger pa kurvan sa gor ocksa (—x, —y) det.)

4.2 Sammansatta funktioner

Idén med sammansatta funktioner! #r att vi later en funktion operera pa en
annans funktionsvirde. Sammansatta funktiner definieras enligt:

Definition 4.13 Vi antar att f och g dr tva funktioner, sadana att f:s
vardemdangd har gemensamma element med g:s definitionsmdangd, vilket kan
skrivas kort som V; N Dy # (). Den sammansatta funktionen (g o f)(x)
av f och g fas da g opererar pa f:s funktionsvdirden, d.v.s.

(go f)x) =g(f(x)),

for de x € Dy som dr sadana att f(x) € D,. Beteckningen g o f utlises "g
boll f7.

Exempel 4.14 Vi definierar funktionerna g och f enligt:

fla)=1-2?

Visa att man kan bilda den sammansatta funktionen go f. Bestdm go f samt
rita graf av denna. Vilken dr definitionsmdngden och virdemdngden for den

1Oinas-Kukkonen m.fl.kurs 5, kapitel 4.
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sammansatta funktionen? Ar go f = fog?.

Losning:
Kravet for att bilda den sammansatta funktionen g(f(x)) dr att Vy N Dy # (.
Nu gdller att:

Vi =] — o0, 1] och D, =10, 00] — ViND,=[0,1]#0

0 1
v, . X
D, .
Vi1D,

Figur 4.5: Bestdmning av V; N D,. Vy N D, &r inte tom, eftersom méngden
innehaller alla reella tal mellan 0 och 1.

Den sammansatta funktionen go f:
(9o @) =g(f(x)) = V1-a?
Definitionsméngden for g o f fas ur kravet 1 — x? > 0.
D =[-1,1]

Enhetscirkeln har ekvationen y*> = 1 —x%. Den sammansatta funktionen go f
bestar av den ovre halvan av denna. (Se figur 4.6.)

Voor = [O’ 1]
For att undersoka om go f = fog bildas fog.
Vg =1[0,00[, Dy = R. = V; N Dy = [0, 00[# 0

Bildar fog:
fog=flol@) =1- (Vo) =1z

Jog#golf.
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2 x w

_2 ! I
-2 -1 0 1 2

Figur 4.6: Den sammansatta funktionen go f. Den ar bildad av funktionerna

f(z) =1—2? och g(z) = x.
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4.3 Vixande och avtagande funktioner

Nu kommer vi att se pa hur funktionsviardena hos en funktion dndras nér
x adndras. Den grafiska tolkningen av vixande och avtagande funktioner &r
lattforstaelig.?

4 4 4

3 3} 3

o o o}

1 o1 1

0 0 0

0 5 1o 5 10 5 0 5

Figur 4.7: Exempel pa funktioner som &r (fran vénster) véixande, strangt
vixande, avtagande och strangt avtagande.

Forutom den grafiska tolkningen som finns presenterad i figur 4.8 kan vi
ocksa ge en analytisk definition:

Definition 4.15 En funktion f ¢ ett intervall I C Dy dr

viaxande ,omil:xy >z = f(xe) > f(x1)
striangt vixande ,om il :xy>x = f(xe) > f(x7)
avtagande som il :xg>x = f(ag) < f(z1)
stringt avtagande , om i [ :xy > 21 = f(x2) < f(x1)

Ytterligare brukar en funktion som &r strangt vixande eller striangt avta-
gande kallas stringt monoton medan en funktion som &r antingen vixande
eller avtagande kallas monoton.

20inas-Kukkonen m.fl. Kurs 5 kapitel 3
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Exempel 4.16 Visa att funktionen

1

f) = —

ar strangt avtagande i intervallet | — 1, 00].

Lésning:
Tag x1 och x5, sa att xo > x1 > —1. om det nu gdller att f(xe) < f(x1) dr
funktionen strdingt avtagande.

1 - 1
r1+1 x9+1

()

Eftersom bada sidorna dr positiva kan vi multiplicera bort nimnarna i (*)
med bibehallen riktning pa olikhetstecknet.

f(x1) > f(22) <=

(¥) = a2+ 1>21+1 =21 <29

Den sista utsagan vet vi att dar sann. Funktionen dr alltsa strangt avtagande
i intervallet.

Foljande sats géller:

Sats 4.17 1. Om funktionen f dr

striangt vizande —, gdller xo > 11 <= f(x2) > f(21)
stringt avtagande , gdller xo > 11 <= f(x2) < f(21)
strangt monoton , gdller xo = 11 <= f(x2) = f(z1)

2. Om funktionen f dr

vizande , gdller f(x2) > f(x1) = x2 > 14
avtagande , gdiller f(xe) > f(x1) = 22 < 21
monoton , gdller f(x2) # f(z1) = v2 # 1

Bevis:
Vi bevisar nagra fall. De andra kan bevisas pa motsvarande sétt.

1. Visar att f stréngt vixande ger zo > x7 <= f(x3) > f(x1). Att
f ar striangt vixande betyder enligt definitionen att xo > 7 = f(z2) >
f(zq). Vi har alltsa direkt, att om det vinstra pastaendet &r sant, sa Ar
det hogra ocksa sant. Antag alltsa att det vénstra pastaendet ar falskt, dvs.
To < x1. Om z9 < x1, sa ger definitionen av strangt vixande funktion igen
att f(x2) < f(x1) och det hogra pastaendet ar falskt. Om xo = x; har vi ju
att f(za) = f(x1), sa hogra pastaendet ar falskt ocksa i detta fall. Beviset
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for detta fall &r klart, eftersom vi har visat att véinster pastaende dr sant om
och endast om det hogra ar sant.

2. Visar att f avtagande ger f(x2) > f(x1) = x5 < . Definitionen ger
x1 > 19 = f(x1) < f(x2). Vi vet att pastaendet f(x1) < f(z2) ér falskt,
sa vi maste alltsa ha z7 < xo. Har vi z1 = x5 fas naturligtvis f(z1) = f(x2),
vilket ocksa ar falskt. Vi maste alltsa ha att x; < x».

Anmirkning 4.18 Vi bor, som ovanstaende sats visar, vara noggranna att
skilja at monotona och stringt monotona funktioner. Féljande exempel dr
ofta anvdandbart om man funderar pa huruvida en egenskap, som gdller for
strdngt monotona funktioner, ocksa gdller for monotona. Det mesta som kan
ga pa tok gar pa tok redan ddr. Den konstanta funktionen dr naturligtvis inte
strangt monoton.

Exempel 4.19 Tag den konstanta funktionen f(x) = 1. Da gdller det [ dr
vazande (varfor?), sa f dr monoton. Vi har att f(xq) = f(x2), men vi kan
inte dra nagon som helst slutsats om x1 och xo hdr, eftersom alla 1,29 € R
duger.

Exempel 4.20 Lds olikheten

() <o(5).

da f: R— R dr en stringt avtagande funktion.

Lésning:
Enligt satsen ovan gdller, eftersom f dr stringt avtagande, att:

) 1) = 25204

da funktionen dr stringt avtagande. Denna olikhet kan nu ldtt l6sas, och

2(bx —3) >4dx <= 62 > 6 <z > 1.
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4.4 Bijektioner

Enligt ovan definieras en funktion utgaende fran att det for varje x finns ett
och endast ett y for vilket det géller att y = f(x). Detta hindrar inte att
det for tva olika xz-virden, sdg x; och xq, géller att y = f(z1) = f(xq). Ett
exempel pa detta dr funktionen f(z) = 22 dér t.ex. f(2) = f(-2) = 4.

Vi skriver ocksa for t.ex. f(z) = v/z, att f : RyU{0} — R, fastdn R ocksa
innefattar negativa viarden och kvadratrotsfunktionen inte antar sadana.

En funktion som har den egenskapen att varje y-viarde motsvaras av ezakt
ett x-varde kallas bijektion.

Definition 4.21 Funktionen f : A — B dr injektiv (eller en injektion),
om det gdller att olika © € A avbildas pa olika y € B, dvs (Vxi,z9 € A).

vy # vy = f(11) # f(22).

Funktionen f : A — B dr surjektiv (eller en surjektion) fran A till B,
om det gdller att for varje y € B finns minst ett v € A, som dr sadant att
f(z) =y. Alternativt kan man skriva att Vy = B eller

Vye Bdre A: f(zx) =v.

Funktionen f: A — B dr bijektiv (eller en bijektion) fran A till B om
varje y € B motsvaras av exakt ett x i A, dvs.

Vye BIlze A: f(x) =y,

dar beteckningen 3! betyder att "det existerar exakt ett”. (3 betyder ju att
det ezisterar minst ett.) For en grafisk tolkning, se figur 4.8.

Vi ser att en funktion &r bijektiv (varje y har precis ett motsvarande x)
om och endast om den &r surjektiv (varje y har minst ett motsvarande x)
och injektiv (varje y har hogst ett motsvarande x).

Vi ser att varje injektiv funktion &r en bijektion fran sin definitionsméngd
till sin vardeméangd.
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f f
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Figur 4.8: Den forsta figuren visar hur en injektion avbildar varje x € A
pa olika y € B, eftersom inget element i B har flera inkommande pilar. Den
andra figuren visar en surjektiv funktion, eftersom varje element i B har minst
en inkommande pil. Den tredje funktionen &r en bijektion, eftersom varje
element i B har exakt en in inkommande pil. Den fjarde figuren forestéller
en funktion som ar varken surjektiv eller injektiv, eftersom x;, och x, bada
avbildas pa y, (dvs. f &r inte injektiv) och inget x € A avbildas pa y; (dvs.
f ar inte surjektiv).

-2 (0] 2 -2 (@) 2

Figur 4.9: Funktionen till viinster, f(z) = x? #r inte en injektion fran R

(och saledes inte heller en bijektion dérifran). T.ex. for y = 1 finns bade
x1 = 1,29 = —1, sadana att f(1) = f(—1) = 1. Déremot &r f en injektion
fran R, . Funktionen till héger, g(z) = 2% &r en bijektion fran R till R. For
varje reellt y-virde finns exakt ett reellt z-virde sadant att g(z) = y.
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4.5 Invers funktion

Vi undersoker funktionen f som &r en bijektion. Da maste det gélla att varje
x € Dy motsvaras av exakt ett y € Vy. Vad vi dr intresserade &r att bilda en
funktion, vars definitionsméngd &r V; och virdeméngd &r Dy.

Definition 4.22 En bijektion f : Dy — Vi har en invers funktion f~':
Vy — Dy som definieras av sambandet:

Vye Vi [Ty =g,

dér x € Dy och f(x) =y.
Vidare géller att Dy = Vy—1 och Vy = Dy-1.

Exempel 4.23 Antag att funktionen f dr en bijektion. Bestam f(—3) da
7(6) = 3.
Lésning:

Eftersom f71(6) = —3, sd maste det enligt definitionen av invers funktion
gdlla att f(—3) = 6.

Sats 4.24 Varje strangt monoton funktion f : Dy — V} dr en bijektion som
har en invers funktion =1 : V; — D; med samma typ av string monotonitet.

Bevis:
Vi bor visa att varje strangt monoton funktion f &r bijektiv fran Dy till V.
Da ger definitionen av invers att inversen existerar och vi bor da visa att
monotoniteten bibehalls.

Definitionen pa vérdeméngd ger att y € Vy <= dv € D : f(x) =y, sa
varje funktion &r en surjektion till sin vardeméangd.

Satsen om monotona funktioner ger att x; # xo = f(z1) # f(x9), sa
f ar en injektion och déarfor en bijektion. Definitionen av invers funktion ger
nu alla pastaenden utom att monotoniteten bevaras.

Antag t.ex. att f dr stringt viixande. Klart att f~'(f(z)) = = for alla
x € Dy. Vi betecknar y; = f(z;), anvénder att f &r stringt vixande och far

Te > 1 <= f(x2) > f(z1) dvs.
S f(x2) > [ (f(21) <= f(x2) > f(21) dvs.
W y) > ) <= v>u.

Vi har alltsa att f~! &r stringt vixande. Ett analogt bevis utfors for f stringt
avtagande.
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Exempel 4.25 Bestim den inversa funktionen till funktionen
f:R—R: f(x)=2x+1.

Lésning:
Funktionen f dr stringt vixande, alltsa strdngt monoton.

. 1nversen existerar

Enligt satsen ovan vet vi ocksa att inversen dr strdangt vazande.

Ndr vi bestammer inversen ldser vi ut x sa att vi far en funktion av y.

1
y:2x+1<:>33:——§.

NGNS

Byter nu ut x och y. Detta for att fa definitionsmdngden pa x-axeln och

virdemdngden pa y-azeln. Vi far alltsa att for inversen gdller y = 5 — %

=t 1
Se figuren nedan.
4
y=f(x)
3
2 =X
1
0 y=f "
-1

-1 0 1 2 3 4

Figur 4.10: f(x) = 2x+1och f~! = (z—1)/2. Viser att f och dess invers r
varandras spegelbilder m.a.p. linjen y = z. Detta &r en egenskap som géller
for allménna f och dess invers.
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Anmérkning 4.26 [ exemplet ovan har vi att f~1(f(z)) = f(f1(z)) =
for alla x € Dy. Man tar ofta detta villkor som definition pd inversen f~
av f. (f dr naturligtvis ocksa invers till f=1.)

-8

Exempel 4.27 Visa att f har en invers och bestim den, da f ges av
f[1,00[— [~1,00[: f(x) = 2* — 2.
Lésning:

Ur grafen nedan kan man gissa att funktionen dr stringt vizande. Vi ska
visa det analytiskt.

-1

-1 0 1 2 3 4

Figur 4.11: Funktionen f : [1, 0o[— [~1,00[: 2% — 2x.

Fran sats /.24 pa sidan 85 vet vi att en funktion dr stringt vazande om
det gdller att
T < T9g — f(.’El) < f((lfg)

Viljer x1,x9 € [1,00[. Om vi kan visa att f(x1) < f(x2) alltid da x1 < x5, sa
ar f(z) stringt vizande och ddrmed en bijektion fran sin definitionsmdngd
till sin vdrdemdngd. Detta innebdr att inversen existerar.

f(z1) < flag) <= f(x1) — f(22) <0 = (2] — 211) — (25 — 225) < 0
= 27— 15— 21 +275 <0
< (.Z‘l — Iz)(l’l + xz) — 2(1’1 — LL’Q) <0
<~

(.171 — .1'2)(1'1 + X9 — 2) <0
Da vi har

T1 < To<= 1] —2T2<0 och 1< <ax9g=—=214+29—2>0,
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fas att
(.131 — IQ)(ZEl + X9 — 2) < 0,

eftersom ett negativt tal multiplicerat med ett positivt tal dr negativt. Ddrmed
ar det bevisat att

f(z1) < f(x2).

Detta innebdr att f dr strdngt vizande och med stod av sats 4.24 fas att
inversen existerar.

Inversen bildas:
2 ) _ 2
y=a"—-2x<=y+l="-2z4+1l<=y+1=(x—-1)

Eftersom HL dr ickenegativt maste nu y > —1. Drar kvadratroten ur HL och
VL:

FVyt+tl=r—-l<4<=ar==/y+1+1
Variabelbyte:

y=+tver+1+1

Eftersom Vi-1 = Dy gller att

y=1+vo+1

Anmirkning 4.28 Alternativt bevis av bijektiviteten. Vi vet att kvadrat-
funktionen x — 2 dr stringt vizande for x > 0. (Se sats om kvadrering
av olikheter och ekvationer i avsnittet om losning av kvadratrotsoliheter.)
Kvadratkomplettera och fi f(z) = (x —1)> — 1. x > 1 ger (z — 1)? stringt
vizande. Att vi adderar en konstant dandrar inte denmna egenskap, ty denna
additiva konstant tas ut:

f(z2) +c> f(z1) + e = f(x2) > f(21) + ¢ —c = f(x2) > f(21)

Vi sammanfattar.
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-1

-1 0 1 2 3 4

Figur 4.12: Funktionen f : [1,00[— [—1,00[: 2% — 2z samt dess invers f~! :
[—1,00[— [1,00[: 14+ +/x + 1. Notera igen symmentrin med avseende pa rita
linjen y = x.

Egenskaper hos den inversa funktionen. Antag att f : A — B har en
invers f~': B — A. f~! har da foljande egenskaper:

L (fHt=f,dvs.VeeDs: (fH) Ha) = f(x).
2. Vo: (flof)(x)=(fof (@) =2

3. Om grafen av f har ekvationen F(x,y) = 0 har grafen av f~! ekvatio-
nen F(y,x) = 0. Detta betyder att graferna &r varandras spegelbilder
m.a.p. linjen y = x.
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4.6 Nagra vanliga funktioner

4.6.1 Det allminna rotbegreppet
Nu? skall vi undersoka ekvationen
" =a ,neZ,, a€cR.

Beroende pa om n dr udda eller jamnt har funktionen f(x) = 2™ olika utse-
ende.

AY AY

=Y

<Y

Figur 4.13: 2™, n € Z har olika utseende beroende pa om n &r jamnt eller
udda. Till vanster &r n jamnt och till hoger &r n udda.

Vi ser att for a > 0 existerar en 16sning till ekvationen " = a, oberoende
av om n dr jaimnt eller udda. For a < 0 existerar en 16sning endast om n &ar
udda.

Ekvationen 22 = 4 har exempelvis 16sningarna x = £2, medan 16sningen
till 23 = 8 &r o« = 2. Det allmdnna rotbegreppet definieras for a > 0.

Definition 4.29 Vi antar attn € Z och a > 0. Den entydiga icke-negativa
losningen till ekvationen
" =a

kallas n:te roten ur a och betecknas

Va eller ar.

30inas-Kukkonen Kurs 5 kapitel 6
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Exempel 4.30 Fjdrde roten av 16, v/'16, dr 2, ty 2* = 16. Tredje roten av
97, /=07, dr 3, ty (—3)* = —27.

Losningarna till ekvationen 2" = a &r alltsa beroende av tecknet pa a och
om n ar jamnt eller udda. Detta sammanfattas i en sats:

Sats 4.31 Antag att n € Z och att a € R. Losningsmdangden till ekvatio-
nen:

" =a
ar
{=/a, Wa} , om n dr jimnt och a > 0
I {0} ,oma=0
) 0 , om n dr jimnt och a <0
{/a} , om n dr udda.

Exempel 4.32 Lds ekvationen:
632 = —1

Lésning:

1

631° = —1 <= 2° = ——
X X 63

Har dr n udda. Vi far uttrycket

r= (-~
63
Detta dar inte nagonting enkelt och trevligt, sa vi blir tvungna att ta till
ndrmevdrden. Minirdiknaren ger att {/1/63 =~ 0.25132, sa wvart svar blir
x ~ —0.25132.
Vi ser att detta ligger mycket nira —1/4 = 0,25, sa vi kunde ocksa ha
"lost” uppgiften i huvudet med oOverslagsrikning, genom att konstatera att
skillnaden mellan 1/63 och 1/64 dr mycket liten.

Anmairkning 4.33 Om man inte har en minirdknare som klarar n:te ritter,
kan man testa anvinda 1/n:te potens istillet. Vi har ju

V=V,
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Exempel 4.34 Lis olikheten x* — 80 < 0.

Losning:
Vi anvinder var allmdnna metod och bérjar med att soka vinsterledets noll-
stdllen.

2 —80=0<= z* =80 < = +v80

Vi far + eftersom vi har z*, en jamn potens. Vi petar in v/80 pd mini-
raknaren och far ndrmevdrdet 2.9907. Vi har alltsa att vinsterledets noll-
stdllen x1 och xo approrimativt ges av r1 ~ —2.9907 och x5 ~ 2.9907.

Vi ritar nu ett teckenschema och testar med x-védrden som ligger tillrickligt
langt fran x1 och xy (vi vill vara sdkra pa att hamna pa rdtt sida om nollstdl-
lena). (Alternativt kan vi konstatera, att grafen for x* dr mycket lik grafen
for x%, sd teckenvizlingen dr densamma.)*

{L“ I I
-8+ 0 — 0 +

Vi ser att L =|xy,xo[~] — 2.9907,2.9907[. Ldsningen dr ndstan den-
samma som losningen till olikheten x* — 81 < 0, sd vi kunde ha anvint
overslagsrdikning hdar ocksa, ifall vi inte kraver stor noggrannhet.

4.6.2 Det allménna potensbegreppet
I kapitel 1 behandlades potensen

an

daa € Rochne Z,. Vikan utvidga begreppet:

Definition 4.35 Antag att m € Z, n € Z; och a > 0. Vi definierar

an = Vam.

Definitionen far gdilla dven fora =0 omm € Z.

De potensregler som behandlades i kapitel 1 géller fortfarande.

4De ar "mycket lika” i den meningen att de har ungefir samma form. Kurvan y = z*

viixer naturligtvis mycket snabbare &n kurvan y = 2, ty 3* = 81, medan 32 = 9.
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Réakneregler 4.36 Antag att a,b € Ry och x,y € Q. Da giller foljande:

1. a*a¥ = a*tY

Exempel 4.37 Forenkla:
<27) —2/3
64

Lésning:

G =) =0T =070 =
4.6.3 Exponentialfunktionen

I denna sektion undersoks funktionen:
frR—R,: f(x)=a" a>0,a#1

Denna funktion kallas ezponentialfunktionen® med basen a.

Egenskaper hos exponentialfunktionen. Antag att f ar definierad som

ovan. Da giller:

1. Dfy=Roch V; = R,.

2. f ar strangt vixande for a > 1 och strangt avtagande for 0 < a < 1.

3. f(0) =1, dvs. grafen gar alltid genom punkten (0,1).
4. Kurvorna y = a® och y = (é)” ar symmetriska m.a.p. y-axeln.

5. Rékneregler for potenser géiller &ven for exponentialfunktioner.

®Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 5 kapitel 9-10
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ol /

\ y=g(‘<)/
4

y=f(x)

2

// \\
o= |
-4 -2 0 2 4

Figur 4.14: Exponentialfunktionen a” &r strangt avtagande for 0 < a < 1 och
strangt vixande for a > 1. Grafen forestéller funktionerna f(z) = (1/2)* och
g(x) = 2*. Notera symmetrin runt y-axeln.

Fran avsnittet om vixande och avtagande funktioner minns vi att om en
funktion ar strangt vixande géller att:

Ty > 11 <= f(x2) > f(z1)
och for striangt avtagande funktioner:
Ty > 11 <= [(22) < f(21).

Exponentialfunktionen ar stringt avtagande eller strangt vixande, beroende
pa basen a. Vi minns ocksa att for strédngt monotona funktioner géller att:

Ty =11 <= f(22) = f(21).

Detta kan vi ofta utnyttja da vi loser ekvationer och olikheter med exponen-
tialfunktioner.

Exempel 4.38 Lds olikheten:

o=

N| —

Lésning:
Vi anvinder att exponentialfunktionen med basen tva dr stringt vizande.

1

1
21‘I<§<:>21‘$<2‘ = l-r<—1<z1>2

Denna metod kallas for exponentiering.
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4.6.4 Logaritmfunktionen
Hittas i Oinas-Kukkonen m.fl. Kurs 5 kapitel 12-15.

Definition av begreppet logaritm
Vid ekvationslésning av typen
3" =10

kan vi inte hitta nagon heltalslosning. Vi kan gissa oss till att losningen
ar kring 2, eftersom 32 = 9. For att bestdmma l6sningen till ekvationen
definierar vi logaritmen. Vi kallar 16sningen log, 10.

Definition 4.39 a-logaritmen for talet b med beteckningen log,b dr den ex-
ponent som talet a behdver upphdjas till for att ge talet b. Alltsa gdller:

log,b =2 <= a" =b.
Av definitionen foljer att a,b > 0,a # 1.
Riakneregler 4.40 Foljande gdller for log, b, a,b,c > 0,a # 1.
1. log, bc =log, b+ log, c
2. log, b¢=clog,b, ce R

Exempel 4.41 log,, 10000 = 4 eftersom 10* = 10000
logy 3 = % eftersom 92 = 3.

Exempel 4.42 De rdkneregler som finns ovan kan hdrledas ur egenskaperna
for exponentfunktionen. Med hjilp av de regler som finns givna ovan kan vi
ocksa hdarleda féljande regler:

3. a9’ = b ,be Ry
4. log,a® = b ,beR
1
5. log, ;= log,(b)~! = —log, b

1
6. log, b = log, (b—) = log, b —log, c
c c



KAPITEL 4. FUNKTIONER 96

3
1 —log, 3 + 2log, (%)
V3

3
1 —log, 3 + 2log, (%) = log,2' —log, 3 + 2log, (7)

2
2 V3 2.3

— 10g2 (g) -+ 10g2 <7> = 1Og2 (ﬁ)
1 -1

= log, 5)= log, 27" = —1

Ur logaritmen kan vi dven, genom att lata argumentet variera, bilda loga-
ritmfunktionen. Denna har utseendet:

Exempel 4.43 Hyfsa:

Losning:

Logaritmfunktionen

f(z) = log, .
Eftersom exponentialfunktionen har utseendet

T

y=a

Kan vi ur sambandet
y=a" <=z =1log,y

se att logaritmfunktionen och exponentialfunktionen &ar varandras inverser.

Definition 4.44 Logaritmfunktionen med basen a, (a > 0,a # 1) skrivs:
f:Ry — R: f(x)=log,x

Dess invers dr exponentialfunktionen:

f:R— Ry : f'(z)=d"
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0 2 4 6 8 10

Figur 4.15: Logaritmfunktionens graf y = log, x, dér e dr Nepers tal, se " Oli-
ka logaritmsystem” ldngre fram. Vi ser att funktionen verkar vara strangt
vixande. Den gar snabbt mot —oo da x nédrmar sig x-axeln och véxer
langsammare och langsammare for storre x.

4 4
3 3 /\

; AR

! f(x)f/x ! | .
0— 0 —
N / £ 0=log. x I

_2 / 2 - )=log, .x
-3 { -3 ’

-4 -3-2 -1 01 2 3 4 -4-3-2-101 2 3 4

Figur 4.16: Till vinster, exponentialfunktionen 2* och logaritmfunktionen
log, z dr varandras inverser. Till hoger, (1/2)® och log; , # ér varandras in-
verser. Notera symmetrin runt réta linjen y = x.
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Egenskaper hos logaritmfunktionen:
Antag att f: Ry — R f(z) = log,x, ddr a > 0, a # 1. Da géller:
1. Dy =Ry och Vy = R.
2. f &r strangt vixande for a > 1 och striangt avtagande for 0 < a < 1.
3. f(1) = 0. Grafen gar alltsa genom punkten (1,0).
4. Kurvorna y = log, z och y = log% x ar symmetriska m.a.p. r-axeln.

Anmaéirkning 4.45 Alla dessa egenskaper hdrleds ur det faktum, att loga-
ritmfunktionen dr exponentialfunktionens invers.

\ g(x):logzx

O rr N W H

_1 /
-2

/ f(x)=log, x
_3 /

4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 4.17: Logaritmfunktionen g(z) = log, x och f(x) = log;,, = ir sym-
metriska m.a.p. x-axeln. Har dr a = 2.

Exempel 4.46 Los ekvationen

logy (7 — 1) = 3.

Lésning:
Var ekvation dr definierad dd x> —1 > 0, dvs x < —1V x > 1. (Eftersom
logaritmen bara tar positiva argument.) Med D =] — oo, —1[U]1, 00| kan wvi

exponentiera bada leden.
logy(z? —1)=3<«=2"-1=2 <= 2" =9 <= 7 = +3
Bade —3,3 € D, sa vi far L = {-3,3}.
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Exempel 4.47 Lds olikheten:
logio(z —1) < 1

Lésning:

Definitionsmdngden dr D = {x € R|z > 1}. Vi skall nu utnyttja egenskapen
att logaritmfunktionen dr exponentialfunktionens invers. Eftersom basen dr
10, sa dr funktionen x — 10% stringt vazande. Vi exponentierar alltsa (utan
att vinda olikhetstecknet).®

10fe90@=1) 10l e 7 — 1 < 10 &= 2 < 11

Eftersom D =|1, 00| erhalls:
L =]1,11].

Olika logaritmsystem

Beroende pa vilken bas vi har sédger vi att vi har olika logaritmsystem. De
vanligaste logaritmsystemen &r:

log.z =Inx
och
log,,z =lgx.

Logaritmsystemet med basen e kallas den naturliga logaritmen. Det reella
talet e kallas Nepers tal och &r irrationellt med ndrmevirdet 2.71824.... Tio-
logaritmen lg kallas den Briggska logaritmen. Vi kan byta logaritmsystem
med hjalp av foljande regel:

Sats 4.48 Antag att a,b € Ry \{1} och x € Ry. Da giller att:

1
log, = 19867
log, a
Bevis:
log, x
log, 2 = —— <= log,x-log,a=log,x
log, a

<= log, a'*®" = log, x <= sant

60m vi skulle ha haft en sadan bas, att exponentialfunktionen vore stringt avtagande
skulle vi, enligt definitionen pa stringt avtagande funktion, ha vént olikhetstecknet.
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Exempel 4.49 Los ekvationen:
Inx=Ilgx+2

Lésning:
D =R,. Vikan skriva om Inx:

lgx
Inex = —=—
lge
Insdttning © ekvationen ger:
1
BT _ lgx + 2
lge

Multiplicerar med lge.

lgx =lgzlge+2lge <= lgx —lgelgz =2lge
2lge

— (1-lge)lgr =2Ilge <= lgx = ,
1—1lge
eftersom lge # 1.7 Enligt definitionen pd logaritm gdller det alltsd att (ty
lgx = log,, x)
x = 10%18¢/0-18¢) 34 3,

En metod som ofta &r anvéndbar i ekvations- och olikhetslosning ar loga-
ritmering av HL och VL.® Detta kan man géra om bada sidorna dr positiva.
Man utnyttjar da egenskapen att logaritmen &r strangt monoton. Vi skall
belysa metoden med ett exempel:

Exempel 4.50 Los ekvationen:
e =2

Lésning:
D = R. Eftersom bade VL och HL dr stringt positiva (exponentialfunktionen
tar bara stringt positiva vdrden), sa kan vi logaritmera VL och HL, for att

fi

Ine* =1n2

Eftersom log, b* = xlog, b och Ine =1 fas:

1
2len2<:>x:§ln2:1n\/§.

"log, b=1<=b=a.

8Vi har redan utnyttjat detta tankesitt, d vi tidigare exponentierade ekvationer. Vi
vet att samma motiveringar helt allmént kan anvindas da vi later en stringt monoton
funktion operera pa bada leden. Vid olikhetslosning maste man dock halla reda pa typen
av monotonitet, sa att man vet hur olikhetstecknet vénds.



