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1

Hogersinguldrvektorerna v och vg fas genom att 16sa egenvirdesekvationen

A*AUT; = )\i’Ui,i = 1,2,
som har 16sningen A; = 200, A2 = 50 och egenvektorerna blir v; = (_3/5> och vy = ( 4/5 ) Sin-

4/5 -3/5
5o (W2 0.

Wz) och up = ( va/2

Vanstersingulérvektorerna blir u; = ( NG /2 ) / 2). Man kan multiplicera v; och vo med

guldrviardesmatrisen blir

-1 och rdkna om vénstersingularvirdena, men da skulle antalet minustecken oka. ||A||; = 16, ||A4|]2 =

_ _ 1/20 —11/100

_ 1 _ 17+ _

d) A=UXV = A=V U—...—<1/10 _1/5()).

eochf) Az =Xz = A= 3 + £/391, och det(A4) = 100 = A; - Ao. OK. Dessutom oy - 02 = 100 = | det A|.
g) En ellips med lingden o1 och o2 av huvudaxlarna har arean A = mo102 = 1007.

2

P #r en ortogonal projektion om den uppfyller P2 = P och P = P*. Vi vill visa att I — 2P ir unitir, dvs.
(I —2P)* = (I—-2P)" %
Det ricker med att studera (I — 2P)*(I — 2P):
(I -2P)"(I —2P) =
(I —2P*)(I —2P)
I—-2P —2P*+4P*P
I—2P —2P +4P?
I-2P—-2P+4P = 1.

I — 2P 3r en spegling med avseende pa P:s nollrum.

3
Lat m x m-matrisen F' uppfylla f; (m—iq1) = 1 for i =1,...,m, f;; =0 annars. Da blir £ = %(I + F).
E? = 3(1+F)(1+F)
= i(I+F+F+FF)
= i([ +2G+1)

. %(I+F):E.
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. FE dr en projektion. Dessutom E* = %(I—&— )= %(I—I— F)=E. . E &r en ratvinklig projektion. Om

100 1 1 0 0 0 1
01 0 01 0 10
m=4blir E=1 ,omm=>5blir E=2]0 0 2 0 0
210 1.1 0 2
100 1 01 010
1 0 0 0 1
4
a) A:s kolonner aq, ag &r firdigt ortogonala, de behdver bara normeras for att f& ¢; och g2. I det hér fallet
1/v2 0 /2 0 1/2
P=qq¢+qeg= 0 |J@/V201/V2)+|1]010=(0 1 0 |ochPv=(222)7.
1/V2 0 1/2 0 1/2

b) Man ser liitt att B:s kolonner kan uttryckas som linjirkombination av vektorerna k; = (1 0 1)7 och
ko = (1 1 —1). Darfor spanner ki, ko upp matrisen B. Normeringen av k1, ke ger ¢1 = (1/\/5 0 1/v2)T
och o = (1/v/3 1/v/3 —1/v/3)T. Saledes blir

1/V2 1/V3 5/6 1/3  1/6
P={ 0 J(1/vV2 0 1/vV2)+| 1/vV3 | (1/V3 1/V3 -1/V3)=|1/3 1/3 —1/3],
1/v2 ~1/V3 1/6 —1/3 5/6



och Plv=(2 0 2)7
5A

1/vV2 0 1/vV2 0 1/V2 V2 0
P R G L WA R
5B

1/vV2 1/vV3 —-1/V6 V2 V2
Q= 0 1/vV3 2/vV6 | ,R=1| 0 /3|, de "hattade” matriserna far man genom att limna
1/vV2 —-1/vV/3 1/V6 0 0

bort den sista kolonnen av @ och den sista raden av R.
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Vi kan utgh ifran ekvationerna (7.3) pa sid. 49 i Trefethen-Bau. aslaq medfor att 2 = 0. agLas medfor i
sin tur att ro3 = 0. asLas AasLla; medfor att ri4 = r3q = 0. Allmént géller att r; ; = 0, om ¢+ j &r udda.
A:s jaimna kolonner kommer alltsé att uttryckas som en linedirkombination av de tidigare jaimna kolonner,
dvs. R (som ger koefficienterna till lineirkombinationen) blir en gles matris enligt

[la1]] 0 m3 O 0 Tin
0 lazll 0 roa 0
0 0 3,3 T3,n
R= T4,4
Tn—2n
: : N | | 0
0 0 . . 0 0 Pom
Dessutom ska [|7]]2 = [|aj]|2,5 = 1,...,n.

7a,b

Pdst. rang(A) > k,

dér k betecknar antalet icke-noll diagonalelement.

Beuvis A

Vi vet enligt definition att i en reducerad QR-faktorisering A = QR har matrisen Q full rang, dvs
range(@) = C™. Om den (enligt definition) uppéat trianguldra matrisen n x n-matrisen R har ett di-
agonalelement olika noll, blir R:s rang n — 1. Det héir kan konstateras genom att betrakta de tidigare
kolonnernas linjarkombination. P4 samma sétt (IA% dr trianguldr!) kan man konstatera att rangen av A kan
inte vara mindre &n antalet diagonalelement som &r olika noll.

c.rang(A) > k.

Det &r latt att visa att strikt olikhet kan gilla genom att konstruera ett exempel, dir rang(A4) > k,.
Till exempel matrisen med nollor i diagonalen och ettor i “superdiagonalen” som har rangen n — 1 > k:

0 1 0 0
0 0 1

A=1o 0 0
0 0 0 0
c.rang(A) > k



