Svar till 6vningsuppgifterna

Kapitel 1

l.u=3/2,v=-1/2, w=-3.

®© NS ot

10.
11.
12.

.xl:%(—l—s—l—t),xg:4—t,w3:—1,x4:s,x5:4—t,x6:t(x4:soch

xzg =t dr fria).
1+ T2+ T3+ 1134:]_
$2+2IL‘3+3$4:1

T3+ :L‘4:1

T4 = 1.
x1 =19+ 2s, x5 = —2 — 28, £3 = 3, ¢4 = s (x4 = s dr en fri variabel).
r1=—1,22=2,23=0,24=1, x5 = —1, xg = —2.

22000 fiskar i A, 1000 fiskar i B.
I A finns dubbelt s& manga fiskar som i B.

Om z1, 25 och x3 dr antalet bakterier av typ 1, 2 respektive 3 som kan leva i tuben
sé giller
o =15000 —2s, 0<z3=s<7500.

For a # 3, —1 dr losningen entydig:

2 _a—1
 a+1’ v= a+1’
Fora=3drxz=1—3s, y=s (y = s ér fri). Det finns oéndligt manga 16sningar.
For a = —1 &dr systemet inkonsistent, dvs. 16sningar saknas.
For a =0 eller a = —1.

a=50b=-3¢c=-".
7000, 14000 och 3000 euro.

Kapitel 2
9D D0 D-6Y
X = —22

3
(6—5s)/2 (3—5t)/2

X=|(-14+s)/2 (1+3t)/6 | , sochté&r fria variabler.
s
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Tpy1 = 0,96z, + 0,02y, + 50 (a:n+1> _ <0,96 0,02) <$n> N ( 50 )
Ynt1 = 0,03z, + 0,97y, +450 ~ \ Yn+1 0,03 0,97 ) \ yn 450 )

{7 ) ),

Exempel: Om A dr en 3/2-matris si dr AT en 2/3-matris. Matriserna AT A och
AAT sr da av olika typ och kan inte vara lika. A— AT behover inte vara symmetrisk.

2 -1

1 1
A= (_1 _1>.
a=10/7,b=9/7,c=4/7 och d =5/T.

Proportionerna mellan mjolk, soja och vassla (métt i g/hg) bor vara ungefiir 272 :
395 : 235.

I t.ex. fall (¢) far man, om man riknar upp grunddmnena i ordningen Na, H, C,
O, ekvationen

X1 + o T3 + T4

0
2
0 + x5
1

N = OO

3
bt
6
7

QO = = =
N o 0o O

[Losning: (z; z x5 x4 x5) = (¢/3)(3 1 1 3 3)7. Heltalslosningar
fas t.ex. da t = 3.| I fallen (a) och (b) stélls ekvationen upp pé liknanade sitt.

Forhillandet mellan priserna per tidsenhet for produktionen inom sektorerna (K),
(E) och (M) bor vara 17 : 11 : 12.

(a) Ty = 45/2°C, Ty = 30 °C, T = 20 °C och Ty = 55/2 °C.
(b) Ty = Ty = 120/7°C, Ty = Ts = 150/7 °C och Ty = Ts = 190/7 °C.

Kapitel 3

. Om (j) och [j] betecknar rad j respektive kolonn j:

u—2v+ 3w =11
du+ v— w=4
2u — v+ 3w =10.
Ekvationen Ax = b kan skrivas L(Ux) = b, ur vilket man loser ut Ux och finner
ett viirde c. Sedan loser man ut x ur Ux = c. Losningen blirx = (4 2 3)7.

Matriserna P;; och Py, kommuterar da {i,7} = {k,1} samt d& {i,j} N {k,[} = 0.

5. (a) 3!, (b) n!.
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( 1 2 -1 0
() L=1|-1/2 1 , U= 3/2 -1,
’ 0 —2/3 1 4/3
' 1 1 2 -1
b L=|2 1 , U= -4 5
{ -1 -1 1 5

7. Radbyte kriivs om och endast om a = 4 och b # 0 (A dr da icke-singulir). Matrisen
A dr singuléir om och endast om 2ab — 6a — 3b + 24 = 0.

8. PA=LDU t.ex. da

1 00
(a) P = P12 = <(1) (1)> ) (b) och (C) P = P23 = 0 0 1 )
0 1 0
varvid
(1 (2 (1 3/2
0 =) = (00) o= (0 )
1 1 1 3
b L={[1 1 , D= -1 , U= 1 2);
2 01 —4 1
1 1 1 2 2
(¢ L=1|3 1 , D= —4 , U= 1 3/2
2 01 -5 1

1 1 12 -1 1

2 1 B 2 B 1 3 —3/2
L=1_ 0 1 » D= 3 » U= 1 0
-1 1 -1 1 1 1

1 0 0
11. a 1 0
b ¢ 1

1 0o -1
12. (a) 1 -1 2 |. (b) Matrisen ér singulér.
-1 1 -1
13. C~'BA~!. Ja. A+ B behover inte vara inverterbar.
. 3 2 1
14, (a) [ 0 smO) gy 1o 4 o
—sinf® cos@ 4 1 2 3

15. De 2/2-matriser som #r sina egna inverser, ir

1 0 +v1—-bc b
Zl:(o 1> och ( c :Fm>, bCS].



16.
17.

18.

24.

25.
27.

10.

11.

© N W N

Svar till uppgifterna

a=3,a=1/2

1+s

Vinsterinverserna till A #r = ( L4t

1
1/2 1
2/7

(b) Den kubiska ri-funktionen dr

14 (11t/4) — (3t3/4),
f@ﬁ——{3 +(3t3/4),

+ (t/2) — (9t /4)

1—5s
1-—5¢

1 1
2 7/26 1

Kapitel 4

(a), (¢) och (d).
(b) och (c).
t1 t2)=(2 0).

(
(a) Linjért beroende. (b) Linjért beroende.
S

nittet av de tvA underrummen dr méngen av alla diagonalmatriser av typ n/n.

2s
2t

> , dir s och ¢ ar fria.

1

2 1
7/2 1
26/7 1
45/26

dirz =t € [0,1]
dirz=1+te[l,2].

w-on{ (1)} on{ (1)}

(a) Echelonform for A ar U = (

01 4 0
0 0 0 0

{(9)) v -

143

>. I ekvationen Ax = 0, dir x =

(1 ®2 3 x4) , dr xo en basvariabel medan 1, z3 och x4 #r fria variabler.

]WA):ﬂm{U,O 0 )7, 0 -4 1 0)T,(0 0 0 UT}



144

12.
15.

16.

17.

18.

19.

21.

23.

Bjorkfelt—Bjon

Ekvationen Ax = b = (b bz)T 4r konsistent om och endast en 2b; = by och
hérvid dr losningen

x=b(0 1 0 0)"+s(1 0 0 0)"+t(0 —4 1 0)'+u(0 0 0 1),

1 0 0 0
2 0 00

ir x; basvariabel och x5 fri variabel. N(A) = spn {( -2 1 )T} Ekvationen Ax =
b= (b by by by )T 4r konsistent om och endast om b; = by = 0, b3 = 4by och
da ar losningen x = by (1 0)7 +s(—2 1)7.

U och W &dr underrum, V och Z &r inte underrum.

T
(b) Echelonform &r ( > . 1 ekvationen Ax = 0, diir x = (21 )",

Linjéirt beroende. En linjirkombination av vektorerna med t.ex. koefficienterna
—1, 1, —1 och 1 blir noll.

Basi R(A): {(1 -1 5)7,(-4 2 —6)"}
(a) Bas i R(AT): {(1 —4 9 —7),(0 -2 5 —6)};

Basi N(A): {(2 5 2 0)",(=5 -3 0 1)}

Basi R(A): {(-2 1 3 1)",(=5 3 11 )", (0 1 7 5)'}
) Basi R(AT): {(1 3 -5 1 5),(0 1 -2 2 -T7),

(00 0 —4 20)}

Basi N(A): {(-1 2 1 0 0)",(=1 =3 0 5 1)"}.

a#1: dimR(A) =3, dimN(A4) = 1.

BasiR(A) : {(1 2 57,3 0 3)7,(2 a 47},
Basi N(A): {(1 -1 0 2)7},

a=1: dimR(A) =2, dimN(A) = 2.

Basi R(A) : {(1 2 5)7,(3 0 3)71,
Basi N(A): {(-1 -1 2 0)",(1 -1 0o 2)"}.

(@) Tex. {(1 0 1 0),(0 1 0 1),(-=1 0 2 1).

(b) De fyra vektorerna &r linjirt oberoende.
(€) Teex. {(1 -1 1 —1),(-1 1 -1 —1)}
Nej.
( (a) Linjirt oberoende. Bas i R3.
(b) Linjéirt beroende.
¢ (c) Linjéirt oberoende. Ingen bas.
(d) Linjéirt beroende.
| (e) Linjirt beroende.

Linjéirt oberoende.
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)
(a) En bas i underrummet #r { (é (1)> , ((1) }) } Dimensionen &r 2.

(b) En bas i underrummet #r { (1 1) , (0 1) } Dimensionen &r 2.

£ 0 0 0 2
Koordinaterna fér den givna matrisen ar 2 och —3.
(¢c) En bas i underrummet &r { (é (1)> , ((1) _01 > } Dimensionen &r 2.
Matrisen maste vara kvadratisk, dvs. av typen n/n.

(a) Falsk! T.ex. vektorerna (1 0 0), (0 1 0)och (1 1 0) spinner upp
zy-planet i R3, som #nda har dimensionen 2.

(b) Sann!

om0 (D)= (1) = () ) (0): et

nen stimmer bara om A #r icke-singulir.

Underrummets dimension idr 6 och en bas bestar av matriserna

1 0 1\ /0 0 0\ /0 0 0O\ /0O
0o 0],Jo 0 0],[o0 ol,{o o0 1],]0
o0/ \t oo/ \o 0/ \o 1 0/ \o

o O O
o O

1
0
0

o OO
o o O
o = O

1
0
(a) Koordinaterna ér 0, —1 och 1.

(b) Koordinaterna for p i basen C &r 1, —2 och 2. Koordinaterna for ¢ i basen B
ar 8, 7 och 5.

(c) Polynomet p(z) = 3 har de angivna koordinaterna.

(T 0\ o (T 0
E_<—C’A_1 I>’E _(CA—l I>'

I . AL 0
nversen ar (1441 p-1 |-

Koordinaterna dr z; — xs, T3 — T3, T3 — T4 och x4.

De baser som uppfyller villkoret har formen {% (i: ?j) , (i) }, dir s och ¢

uppfyller 7s # 3t. En bas &r t.ex. {5 (0 7T, (1 0)")
En bas for V + W #r {vq,va, w1} och en bas for VAW & {(0 —1 1 0)7}.

Vi har t.ex. foljande baser:

BasiV: {vi,va,v3}={(1 0 0 0),(0 —1 1 0),(0 -1 0 1)}
Basi W: {wy,wy}={(-1 1 0 0),(0 0 2 1)}

Basi VnW: {(3 -3 2 1)}

Bas iV +W =R3: {vi,va,v3, Wi}

Alltsd dr dimV =3, dimW =2, dimV NW =1 och dim(V + W) = 3.
Mingden {v,w} &r ingen bas i U. Diremot &r t.ex. {v,w,(0 0 —1 1)} det.
En bas dr t.ex. {(2 3 4),(0 1 1)}
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Ja, eftersom matrisens rang dr 3, vilket ocksa dr antalet rader.

Det finns hogerinverser och de ér alla av formen (1—s s t)T, déir s och t dr fria
variabler. Vinsterinvers saknas.

2

A=uvl' =4 | (1 —1)och B=wzl = (;) (1 1 2).

0

Kapitel 5

(a) V61, (b) t(21a + b), dir t dr godtyckligt.
a=2+3.
27/3.
v=+1(3 4 0)".
(a) My L My och My 1 My; (b) M och My &r varandras ortogonala komplement.

Alla vektorer av forment (1 1 —2), ¢t € R. For att ett ON-system skall uppsté,
kriivs bla. att ¢ # 0.

Ja,k:50chk——4 Motk—5svarar(a b )" =s(2 1 3)T och mot

k = —4 svarar (a =s(—5 2 6)",seR.

c)
T.ex. matrisen 1
T —1 0

(a) En basi W &
{(=2 100 0)F, (13 0 -4 1 0)', (=17 0 5 0 1)}
(b) En bas i U+ ar {(=1 1 0)",(2 0 I)T} och x = x; + xp, déir x; =
311 —2)"eUochxy,=-L1(5 3 4)  eU™
b) x=(2 3 1 1).
MankanvéiljaW:VJ-:spn{(O 01 0)",(-21 0 1)T}.
Kapitel 6

(a) =2 och 0.  (b) det(A) = 20.
(a) det(4) = 0; (b) det(U) = 16; (c) det(UT) = 16; (d) det(U~1) = 1/16;
() det(M) = 16.
(b) For alla 2/2-matriser A, for vilka det(A4) = 0.
(z —y)(y — 2)(z — 2).
(n—1)(-1)""
(a) 12, (b) 39, (c) —36.
~1.

1 -1 0
Al=10 1 -1

0 0 1
r=3, y=-1, z=-2
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det(A) =0omn >3, det(A) = —-1dan=2,det(4d) =—-1dan=1.

(a) Matrisen A &r inte inverterbar for £ = 1 eller k = —3.
(b) Matrisen B ér inte inverterbar for k =4, k = —2 eller k = 3.
Kapitel 7
.(a) A1 =9, X = —1. Motsvarande egenvektorer ar s(3 7)7 respektive
(-1 1)T (s £0);
(b) A1 = 3, Ay = —7. Motsvarande egenvektorer ar s(3 1) respektive
(=1 3)" (s #0);
(¢) A1 =5 med egenvektorerna s (1 1 1) (s #0) samt Ay = 2 med egenvekto-
rermas(—1 1 0)  +¢(=1 0 1)7 (s#0 eller ¢ #0).
A =12, BasiV(12): {(3 5)"}.
(@) { do=—4.  BasiV(—4): {(-1 1)L
) { A =10 Bas i V(10): {(—1 T2)T}
Ay = BasiV(5): {(2 1)}
© { A = Bas i V(5): {(0 —1 1T)T}. .
Ao =3 BasiV(3): {(0 1 0)',(-1 0 1)T}
A =3 BasiV(3): {(0 1 2)7}
(d) { Ao =2 BasiV(2): {(2 1 1)7}.
A3 = —1 BasiV(—1): {(-=1 0 1)7}.
(@) { Ay = 262 Bas i V(262): {(-1 1 oT)T} .
Ao =1 BasiV(1): {(1 -1 1)7,(0 -1 1)T}
) { A = 462 Bas i V(4%2): {(0 1 1);} .
Mg = 262 BasiV(26%): {(1 1 1) ,(1 1 0)}
xly
Kapitel 8
En ON-bas i planet &r t.ex. {J5(1 1 0)", (=1 1 2)"}. Projektionsma-

trisen ir

(b)x;(}),pé(i) <c>x(1g/;;),p;(f§).

(a) p1 = %(4 4 —2)T, p2 = %(—2 4 4)T. Projektionen pé spn{aj,as} ér
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(B ps=—%(2 -1 2)".
Bas for N(A) ar {(2 2 —1)"}. Vidare ar x = x; +xo, déir x; = (1 1 4)7
ochxy=(2 2 -1 )T. Koordinaterna for x; i den angivna basen ér 0 och 1.

1 -1 11
. np 1 (B"+1 5" -1 s _1(VE+1 V6-1
A _P1+5P2_2<5"—1 sna1) ATl 5o1 VB

2 -1 -1 1
b) A=1P+(-2)Pb=1-2[ -1 2 -—1]+(-2)-1(1
1

1
1
1
1
-1 -1 2 1

1
1
1

2
AV =P+ (-2)"Py =3 | =1+ (=2)" 2+ (-2)" —1+( 2)"
—1+(=2)" —1+4(=2)" 2+ (=2)"
2—-V2 —-1-V2 —-1-+2
A3 =11 1-V2 2-V2 -1-72
—1-v2 —-1-V2 2-32

24+ (=2)"  —14+(=2)" -1+ (— )“)

Avstandet ir [nTy — b /||n].
0 0 1 1 1 1
(@) A=QR,dirQ=[0 1 0]ochR=[0 1 1
1 0 0 0 0 1
-1 2 2 3 —6 —7/3
(b) A=QR,darQ=3| 2 -1 2 JochR=|0 3 14/3
2 2 -1 0 0 5/3
T T
(a) ON-bas: {%(1 1 0)", (-1 1 1) }
5 1 =2
(b) Projektionsmatrisenar P=¢ | 1 5 2
-2 2 2
2z +y — 2z
(c) Speglingen av x #r vektorn Sx =1 | 42y + 22
—2z+2y —z
Volymen &r 27.
Kapitel 9

. (a) Diagonaliserbar.  (b) och (¢) Inte diagonaliserbara.

10 10 .
—1 — P _ . .
B AB—D—(0 2>,omB—(1 1>.Harv1dar

1 0 1 0
n __ npR-—1 _ o
A = BD"B = (1 _9n 2n> En kvadratrot ar (1 _ \/i \/§> .

1/V3 0 2//6

0 1/vV3 —1/v/2 —1/V6
.QTAQD( 3 ),omQ(l/ﬁ 1/v2 1/\/6>.
3
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waamo=(30 2 )3 (1 )

i s an — opnoT — 1 (@+0)"+(@=b)" (a+b)" —(a—b)"
Hérvid ar A™ = QD QT_E((a—i—b)"— a—b ( (a— )

by b1 b1 by
Jo O 0 0
@ A=|0 f 0 0
0 0 -+ far O

(c) A har egenviirdet 1 samt tvd egenvirden, vilkas belopp ligger mellan 0 och 1.
En konstant dldersfordelning ér alltsa mojlig. En liten storning i betingelserna kan
emellertid gora att alla egenviirden blir till beloppet mindre #n 1. Om detta hinder
riskerar arten do ut.

Mor Stava dr glad 2/3 av sina levnadsdagar.

Kapitel 10

(a) Ja.  (b) Nej.  (c) Ja.

1

1

A= 0

0

3
9/2 1 1/2
ol 1« 1 4
12 1 3/2

bll = 3b; + by, bl2 = —b; + 2bs.

oSO o O oo

SO = OO
SN = OO
W= Woo
oS oo oo

OO = OO =
|
[a—y
|
—

0
r1 = x4+
To = 2z} 42+ ah
z3 = —3z] +z5.

Koordinaterna 3, 1 och 0. Koordinaterna 9, —14 och 7.

2 -2 -1
1 2 1)



