9. Diagonalisering

Lat A vara en given n/n-matris. Vi stéller oss som uppgift att finna en inverterbar
maftris B, sddan att

A1
(1) B 'AB=D =

4r en diagonalmatris.

Definition 9.1. En matris B, som den i (1), sigs diagonalisera A. Matrisen A ségs
vara diagonaliserbar om det existerar en matris B som diagonaliserar A.

For att f4 ett grepp om hur matrisen B skall konstrueras, antar vi att vi redan har
hittat en matris B sddan att (1) géller och undersoker hur B d& méste se ut:

Genom att multiplicera med B fran viinster skriver vi om (1) i formen AB = BD.

Sedan sitter vi B=(b; ... b, ) och far

<— Ab; = \b; (izl,...,n).

Av detta ser vi att diagonalelementen \; i D kommer att vara egenviirden till A och att
kolonnerna b; i B dr motsvarande egenvektorer till A. Eftersom matrisen B dessutom
maste vara inverterbar (dvs. icke-singulir), s maste egenvektorerna b; viiljas si att
att de dr linjirt oberoende.

Vi sammanfattar:

Sats 9.1. En n/n-matris A dr diagonaliserbar om och endast om det finns n stycken
linjirt oberoende egenvektorer by, ...,b, till A. Den matris B=(by ... by,), som
har dessa egenvektorer som kolonner, dr en matris som diagonaliserar A:

A
B 'AB=D=
An

Egenvardena till A upptrdder 1 D:s diagonal i en ordning som svarar mot egenvekto-
rernas ordning i B.

Anmirkning. Om A:s alla egenvirden Aq,..., A, ir olika si finns det n stycken
linjirt oberoende egenvektorer till A. Matrisen A #r alltsd diagonaliserbar i detta fall.
Om A dr symmetrisk s finns det ocksé alltid n linjéirt oberoende egenvektorer (ocksé
da vissa egenviirden #r lika). Alla symmetriska matriser dr siledes diagonaliserbara.
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2 1
=(12)
har den karakteristiska ekvationen (2 — \)2 —4 = 0, vilket ger egenvirdena 0 och 4.
Efter en enkel kalkyl finner vi baser {b;} respektive {bs} i V(0) respektive V'(4),

dir b; = (-1 2)T och by = (1 2)T. Pa grund av Sats 9.1 vet vi att matrisen
B = (b; by) ér en matris som diagonaliserar A, si att

4 o {00
B AB_D_(O 4>.

Exempel 9.1. Matrisen

Observera att vi inte behdver utfora matrismultiplikationerna i véinstra ledet for att
fa fram D utan vi skriver bara ut A:s egenviirden i D:s diagonal i samma ordning
som vi har placerat egenvektorerna i B. For kontrollens skull kan man emellertid
utféra multiplikationerna i AB = BD for att uppticka om man gjort riknefel.

En annan matris som diagonaliserar A ér t.ex. B; = (2b; 3by), eftersom
2b; och 3bs idr tva linjirt oberoende egenvektorer till A.

Det finns matriser som inte kan diagonaliseras. Vi ger ett exempel pé en sidan:

0 1
St
har det enda egenviirdet 0 och vektorn b = (1 O)T bildar en bas i egenrummet
V(0). Alla egenvektorer till A ér alltsd multipler av b. Dirfor finns det bara en
linjért oberoende egenvektor till A. Men vi skulle ju behova tva for att kunna

skriva ut en inverterbar matris B som diagonaliserar A. Saledes dr matrisen A inte
diagonaliserbar.

Exempel 9.2. Matrisen

Det som vi hittills har sagt om diagonalisering giller fér alla matriser men om
matrisen dr symmetrisk kan vi till och med visa att diagonaliseringen alltid kan goras
med hjilp av en ortogonal matris:

Sats 9.2. Om A dr en symmetrisk n/n-matris sd existerar det en ortogonal matris Q
(varvid Q1 = QT), sddan att

A1
QTAQ=D= g ;
An

ddar Ai,..., A, dr A:s egenvdirden.

Bewis. 1 varje egenrum riknar man ut en bas, som sedan ortonormeras med hjilp
av Gram-Schmidt-proceduren till ett ON-system (se exempel 8.8). Unionen av dessa
baser i egenrummen bildar sedan en ON-bas {q1,...,q,} i R", eftersom egenrummen i
detta fall firdigt &r parvis ortogonala. Siatt @ =(q1 ... q,). D& dr @ en ortogonal
matris, som enligt Sats 9.1 diagonaliserar A.
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Exempel 9.3. Den symmetriska matrisen

har egenviirdena —2 och 1. Genom att losa ekvationen (A + 2I)x = 0 hittar vi
basvektorerna

ap=(—1 1 0)7 och ay=(-1 0 1)7

i egenrummet V(—2). Dessa ortonormerar vi med hjilp av Gram—Schmidt-proce-
duren till tva ortogonala enhetsvektorer

Q1=%(—1 1 0)7, Q2=%(—1 -1 2)".

I egenrummet V(1) hittar vi pa liknande sitt en enda basvektor az = (1 1 1)
som vi normerar till en enhetsvektor

1

T
)

qs = (11 1)F

Sl

. Om vi nu sétter

—-1/vV2 —1/v6 1/V3
Q=(a1 @ q)=| 1/vV2 -1/v6 1/V3 |,
0 2/V6  1//3

s& 4r () en ortogonal matris som diagonaliserar A:

~—

(steg 2 i Gram—Schmidt-proceduren!

-2 0 0
QTAQ=D= 0 -2 0
0 0 1

P4 grund av att m:te potenser av en diagonalmatris D fas genom att diagonalele-

menten i D upphdjs till potensen m, kan en diagonalisering B~ AB = D av A anviindas
till att pd ett enkelt sitt rikna ut potenser (och funktioner) av A:

A=BDB™!
A’ =BDB 'BDB~!=BD?B™!

Ur detta foljer att om p(t) = ap + a1t + - -+ + a,t" dr ett polynom och om vi sitter
p(A) =apl +a1A+---+a,. A", sd ér

p(A1)
p(A) = Bp(D)B™' =B - B,



126

Bjorkfelt—Bjon

Exempel 9.4. For t.ex. den matris som vi diagonaliserade i exempel 1 i detta

avsnitt, &r »
V) (2 2)
(

-(3 ) (V)i (1)

for varje polynom p.

Ovningsuppgifter

1.

. T en djurpopulation lever en individ hogst n ar. Vi later z

Avgor om foljande matriser dr diagonaliserbara:

w (3 4) w (L) w©

O O W
O W=
W= O

. Rikna ut A™ genom att forst diagonalisera matrisen

(1Y),

Bestim ocksa en kvadratrot ur A, dvs. en matris X sadan att X2 = A.

. Diagonalisera den symmetriska matrisen

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

med hjilp av en ortogonal matris.

Diagonalisera den symmetriska matrisen

A= (Z ”) (b#0),

med hjilp av en ortogonal matris samt rikna ut matrisen A™.

. Bestsm en 2/2-matris A med 2 och —3 som egenviirden och (—1 2)7 respektive

(1 1)7 som motsvarande egenvektorer.

(

ik) beteckna antalet honor
med aldern i r k (k > 0). Vidare liter vi f; beteckna den brikdel av honorna med
aldern ¢ som overlever till néista ar och b; ma beteckna medelantalet ungar av honkoén
som en hona med aldern i foder ett visst 4r. Med x(*) = ( ;[;(()k) L. ;y,(f) )T betecknar
vi dldersfordelningsvektorn ar k. (a) Skriv ut den matris A (Leslie-matrisen) som
ger foljande ars aldersfordelningsvektor enligt formeln x(*+1) = Ax(*). (b) Visa att
x(¥) kan vara konstant (ar efter 4r) om och endast om A har talet 1 som egenvirde.
(c) Antag att en viss skalbagge har Leslie-matrisen

0 4 10
A=102 0 0
0 0,1 0

Ar en konstant ldersférdelning mojlig? Har arten stora chanser att verleva?
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7. (Exempel pé en Markovkedja) Mor Stava har egenheten att vara glad eller ledsen en
hel dag i strick. Om hon &r glad en viss dag, dr sannolikheten for att hon skall vara
glad respektive ledsen féljande dag 0,6 och 0,4. Hon orkar inte vara ledsen sirskilt
linge, s& att om hon #r ledsen en viss dag si ér sannolikheten for att hon &r glad
resp. ledsen foljande dag 0,8 och 0,2. Om vektorn (p ¢ )T anger sannolikheterna
p och ¢ =1 —p for att Stava dr glad resp. ledsen dag 0, s& anger (enligt elementér
sannolikhetslira) vektorn

0,6p+0,8¢ _ (0,6 0,8 (p\_ ,(»
0,4p+0,2¢) \0,4 0,2 q) q

motsvarande sannolikheter for dag 1 samt A" z motsvarande sannolikheter for

dag n. En hur stor andel av sina levnadsdagar &r mor Stava glad? (Ledning:
Diagonalisera A och 13t n — o0.)



