7. Egenvirden och egenvektorer

Lat A beteckna en n/n-matris. I vissa riktningar x # 0 beter sig matrisen A enkelt i
den meningen att x och Ax rékar vara parallella:

Definition 7.1. Talet X siigs vara ett egenvdrde till A om
Ax = Xx

for ndgon vektor x # 0. Vektorn x séigs d& vara en egenvektor till A som svarar mot
egenviirdet A.

Observera att om x dr en egenvektor till A som svarar mot ett visst egenviirde A, s
ar for varje ¢ # 0 ocksd cx en egenvektor som svarar mot egenviirdet A\. Lingden av
vektorn x &r alltsd irrelevant, endast riktningen har nagon betydelse.

Egenviirden och egenvektorer idr karakteristika for en matris A och berdittar en
hel del om matrisens egenskaper precis som t.ex. typen och rangen ocksa gor det. Vi
kommer att se att i manga fall innehaller egenvirdena och egenvektorerna t.o.m. all
information om A.

Exempel 7.1. For en enhetsmatris I giller att Ix = x for varje x. Saledes &r
talet 1 ett egenvirde till I och varje x # 0 é4r en motsvarande egenvektor.

Om A ir ett egenvirde till A och x dr en motsvarande egenvektor, sa dr
Ax = Ax — (A-X)x=0
for ngt x #0 for ngt x #0
<= A — Al éar singular
< det(A —AI)=0.
Saledes giller:

Sats 7.1. Om A dr en n/n-matris, si fis A:s egenvirden genom att man loser den
s.k. karakteristiska ekvationen (ocksd kallad sekularekvationen )

det(A—XI)=0.
Ddrefter fas de egenvektorer, som svarar mot ett visst egenvdrde X\, genom att man léser

den homogena ekvationen (A — X )x = 0.

D& man utvecklar determinanten i den karakteristiska ekvationen, fis alltid en
polynomekvation av n:te graden, i vilken koefficienten for A™ dr (—1)". En sadan
har ju alltid exakt n (reella eller komplexa) 16sningar dd multipliciteten beaktas. Den
karakteristiska ekvationen kan alltsd skrivas i den ekvivalenta formen

(A =A™ (A= A)™ =0,
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diar A\; (k=1,...,p) betecknar A:s olika egenviirden och nj dr den algebraiska multi-
pliciteten hos egenviirdet A\p. Om multipliciteten hos ett egenvirde éar 1, 2, 3 ... siigs
detta vara enkelt, dubbelt, tredubbelt . ...

Definition 7.2. Egenrummet V (A) till en n/n-matris A med egenvéirdet A dr nollrum-
met N(A — M), dvs. losningsméingden till Ax = Ax.

Egenrummet V() #r alltsd ett underrum av R™ och bestér av nollvektorn och alla
egenvektorer till A som svarar mot egenviirdet A\. Eftersom N(A—0-1) = N(A), sa &r
0 ett egenvirde till A om och endast om matrisen A dr singulér.

Exempel 7.2. Den karakteristiska ekvationen for matrisen
2 1
=(12)

2—-X 1
1 2-A

ar
0:‘

Ur denna loser vi ut egenvirdena 3 och 1. De egenvektorer som svarar mot egen-
virdet 3 fas nu genom att man loser ekvationen (A — 31)x = 0:

-1 1 1 -1
(7)),
Losningarna &r alltsd x = ¢(1 1 )T och varje sidan vektor utom nollvektorn &r

en egenvektor som svarar mot egenvirdet 3. Pa samma sétt loser vi (A —I)x =0
med hjélp av ridkneschemat

-r=(1) =0 0)

och far fram de egenvektorer x = (—1 1)7 (¢ # 0) som svarar mot egenviirdet 1.

Om matrisen A &r reell och ett egenviirde A inte &r reellt (dvs. dkta komplext),
s& maste Atminstone nagon komponent av en motsvarande egenvektor x vara icke-reell
for att likheten Ax = Ax skall kunna gélla. Om diremot bade A och egenviirdet X\ &r
reella, si kan motsvarande egenvektorer x viljas reella.

Exempel 7.3. Den karakteristiska ekvationen for matrisen

0 -1

1 0
ir A2 +1 = 0, varfor egenviirdena #r +i. De egenvektorer som svarar mot t.ex.
egenviirdet 7 har formen ¢ (1 —i )T, dir ¢ # 0 ér ett reellt (eller komplext) tal.

Eftersom reella matriser séledes kan ha icke-reella egenvirden, si inser vi att teorin
for egenviirden och egenvektorer egentligen borde utformas fér komplexa matriser. 1
fortsidttningen viljer vi emellertid alltid som exempel bara sddana matriser, som har
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reella egenvirden. I manga fall édir egenvirdena t.o.m. alltid automatiskt reella, sdsom
foljande sats visar:

Sats 7.2. Antag att A dr en symmetrisk reell n/n-matris. Dd galler:

(i) Alla egenvarden till A ar reella;
(i) Om X och p ar olika egenvirden till A si ar V() LV (p).

Bewis. (i) Lat A vara ett egenviirde och 1t x (# 0) vara en motsvarande egenvektor.
Hér maste vi temporirt acceptera att x kan ha icke-reella komponenter eftersom vi
snnu inte vet att A i sjélva verket méste vara reellt. Om x = (z1 ... =), sitt
x* = (Z1 ... T,), dir beteckningen ¢ = a — ib star for konjugattalet till ett givet
komplext tal ¢ = a 4+ ¢b. Om ekvationen Ax = Az multipliceras frdn viinster med x*
fas x* Ax = Ax*x, dvs.

E3
x* Ax
A= .
X*X
Némnaren x*x = |z1|? + -+ + |2,]? # 0 & en summa av kvadrater av belopp av

komplexa tal och #r séledes reell. Tiljaren dr ett komplext tal som sammanfaller med
sitt eget konjugattal, ty eftersom A = (a;;) dr reell och symmetrisk, dr

x*Ax = E TiQipThr = E T;0ik Tl

= E TrariT; = X Ax.
i,k

D4 diarmed bade téljaren och néimnaren i uttrycket for A ar reella, si ar A reellt.
(73) Vi skall visa att om vi tar godtyckliga (reella) vektorer x € V(A) och 'y € V(u),

sd dr x L y:
Ax = Xx yTAx = \yTx yTAx = \yTx
{ Ay = py } - { xT Ay = uxTy [ 7 \yT4x = pyTx
— A—py’x=0 = x1ly.o
For en matris A som inte dr symmetrisk, behover det inte gilla att egenvektorer

som svarar mot olika egenvirden dr ortogonala. Diremot maéaste de nog vara linjért
oberoende:

Sats 7.3. Antag att A1, ..., A, dr olika egenvarden till en n/n-matris och lit x1,...,%x,
vara en uppsdatining motsvarande egenvektorer, sd att

AXk:)\ka (kzl,...,p).

Da dr xq,...,x, linjdrt oberoende.

Bewvis. Satsen bevisas enklast genom induktion. Vi konstaterar forst att pastdendet géller om
p = 1. Sedan antar vi att pastdendet giller om vi har p = k — 1 egenvektorer X1, ...,Xp_1
och skall bevisa att pastdendet ocksd giller d& antalet &r p = k. Vi bildar déirfor en linjér-
kombination av de k egenvektorerna och séttar denna lika med O:

(1) c1x1+ - +epx =0.
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Vi multiplicera fran vinster med A, beaktar att Ax; = \;x; och far:
(2) CiA1Xy + -+ cpdpxi =0,
Vektorn X elimineras genom att vi bildar skillnaden mellan (2) och A ganger (1):
c1(A — Ap)x1+ -+ cg—1(Ak—1 — Ap)Xk—1 = 0.
Nu foljer att ¢; = -+ = ¢x—1 = 0, eftersom X1, ..., Xx_1 #r linjirt oberoende. Enligt (1)

ar darfor cpxp = 0 och didrmed ¢y = 0. Alltsd 4r Xq,..., X linjirt oberoende. Induktionen
ger att satsens pastiende giller for varje antal p av egenvektorer. <

Exempel 7.4. Matrisen

har den karakteristiska ekvationen

4—X 2 2 2—X 0 -2+
0= 2 4-Xx 2 |=| 0 2-X =2+
2 24— 2 2 4— X
1 0 -1 1 0 -1
=2-X2%0 1 -1 |=(2-X)%0 1 -1
2 2 4-) 0 2 6-2X
1 0 -1
=(2-X%0 1 —1 |=(2-XN%B8-2)).
0 0 8—2A

Matrisen A har alltsi egenviirdena 2 (dubbelt) och 8 (enkelt).

A =2: En bas i egenrummet V(2) = N(A — 2I) fas ur

2 2 2 1 1 1
A-2[=(2 2 2| =10 0 0],
2 2 2 0 00
och resultereri {(—=1 1 0)", (=1 0 1)"}.
A = 8: En motsvarande kalkyl
-4 2 2 1 0 -1
A—-8I= 2 -4 2 =101 -1
2 2 -4 00 O

gerbasen {(1 1 1)"}iV(8) = N(A—8I). Observera att vektorn (1 1 1)7 &r
ortogonal mot basvektorerna i V(2) men att basvektorerna i V'(2) inte (automatiskt)
behover bli ortogonala mot varandra (jfr. Sats 7.2).
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Exempel 7.5. Efter en stunds kalkylerande finner man att matrisen
0 0 -2

A=11 2 1

1 0 3

har den karakteristiska ekvationen (A — 1)(A —2)% = 0.

A=2: En basiV(2) fas ur

-2 0 -2 1 0 1
A-2=1 0 1 |=|0 0 0],
1 0 1 000
dvs. {(0 1 0)", (=1 0 1)"}
A = 1: Rékneschemat blir
-1 0 -2 10 2
A-IT=(1 1 1 |=[0 1 -1
1 0 2 00 0

En bas i V(1) bestér alltsi av en enda vektor (—2 1 1)7, som uppenbarligen
inte dr ortogonal mot basvektorerna i V(2). Diremot bildar unionen av baserna i
V(2) och V(1) en linjirt oberoende méngd (jfr. Sats 7.3).

P4 basen av de tva senaste exemplen kunde man fa uppfattningen att om multi-
pliciteten hos ett egenvéirde X dr t.ex. 2, s& innehaller en bas i V(\) precis 2 vektorer.
Detta behover inte alltid vara fallet men for symmetriska matriser dr det sa:

Anmérkning. Man kan visa att om A dr en symmetrisk n/n-matris med den karak-
teristiska ekvationen
(A= X)™ - (=A™ =0,

dir Aq,...,\p dr olika egenviirden och ) . n;, = n, si ér

Vi ger ett exempel pa en (icke-symmetrisk) matris, som saknar denna egenskap:

=(00)

har den karakteristiska ekvationen 0 = det(A—XI) = A%, varfor det enda egenvirdet
0 har multipliciteten 2. Matrisen ér redan i reducerad echelonform, si vi kan direkt
avldsa att {(1 0)} 4r en bas i motsvarande egenrum V' (0). Dimensionen hos V(0)
ar saledes bara 1, inte 2.

Exempel 7.6. Matrisen

Anmirkning. Matriserna i exemplen i denna kurs &r sd smé att det fortfarande &r
mojligt att utveckla determinanten i den karakteristiska ekvationen. Om matrisen &r stor,
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blir detta oftast en uppgift som verstiger krafterna. Andra metoder krivs da for att man
skall fa fram egenvirdena till matrisen. Som ett exempel pd en sddan metod ndmner vi
att koeflicienterna i den karakteristiska ekvationen

A" 4 et A" A+ =0

till en n/n-matris kan fas genom att man loser ekvationen

1 0 0 -+ 0 0 Cn—1 S1
Sl 2 0 te 0 0 Cp—2 Sg
Sg Sl 3 e 0 0 Cp—3 = — S3 y
Sp—1 Spn—2 Sn—z -+ S1 n Co Sn
dir Sy, = tr(A*) for k = 1,2,...,n &r sparet av potensen A¥ av matrisen A. Egen-

virdena kan sedan bestimmas genom att man loser den karakteristiska ekvationen med
numeriska metoder.

Ovningsuppgifter

1.

Finn alla egenvirden och motsvarande egenvektorer till matriserna

3 11
@w (38) o (3%) © |10
1 1 3
Bestdm egenvirden och baser i egenrummen till matriserna

(@) (120 2) (®) <—62 _92>

3.0 0 5 —12 6
o -2 3 2|, @ [-1 5 -1
2 0 5 -5 18 —6

Bestam egenviirden och baser i egenrummen for A% da A #r matrisen

1 -1 -1 2 —4 4
@ -2 0 1], ® |-2 0 4
2 2 1 —2 2 2

Visa att den karakteristiska ekvationen for en (reell) 2/2-matris A kan skrivas
A2 — tr(A)\ + det(A) = 0.

Bestim villkoret for att A skall ha enbart reella egenviirden samt verifiera att detta
villkor &#r uppfyllt for alla symmetriska 2/2-matriser.

. Visa att A och AT har samma egenviirden. Hur #r tvd egenvektorer x och y till A

respektive AT som svarar mot olika egenviirden relaterade till varandra?

Visa att om A dr en uppat (nedét) triangulir matris eller en diagonalmatris, si ir
A:s egenviirden precis matriselementen i huvuddiagonalen i A.

En matris A sigs vara nilpotent om A* = 0 for nigot positivt heltal k. Visa att en
nilpotent matris bara har egenviirdet 0.

Lat p(t) = ap+ait+- - -+ a,t™ vara ett polynom och siitt p(A) = apl + a1 A+---+
an, A™. Visa att om A\ r ett egenviirde till A, s& dr p(\) ett egenviirde till p(A).



