6. Determinanter

Innan vi slar fast en definition av begreppet determinant, behover vi vissa forberedande
forklaringar:

En permutation av talen 1,...,n dr en upprikning (jq,...,J,) av dessa samma tal
i ndgon ordning. Méngden av alla permutationer av 1,...,n betecknar vi med S,.
Observera att en permutation o = (ji,...,J,) ocksd kan uppfattas som en funktion

ok o(k) = jxr med indexet k£ som argument och talet ji som funktionsvirde.

Exempel 6.1. Bade (2,1,4,3) och (4,3,1,2) dr permutationer av talen 1, 2, 3, 4.

En inversion forekommer vid (i,k) (och (k,7)) i en permutation o = (ji,...,Jn)
om for tva index ¢ och k med 7 < k giiller j; > ji, dvs. om talen j; och j; kommer i
omviind storleksordning. Det totala antalet inversioner i o = (jy,...,J,) ir

Ho)= #(k>1 med ji > jy)
+ #k>2 med jo>jr)+- -+ #Ek>n—-1 med j,_1>Jk).
Permutationen o dr jémn om t(o) dr ett jimnt tal och udda om t(o) ar udda.

Exempel 6.2. Om o = (4,3,1,2) sd dr t(oc) =3+ 2+ 0 =5, dvs. o dr en udda
permutation.

Lat nu A = (a;j) vara en n/n-matris.

Definition 6.1. En elementdar produkt i A #r en produkt av n element i A, vilka alla
tagits ur olika rader och kolonner.

Exempel 6.3. Om

ai1 ai2 a3
A= | a2 a2 as;
a31 aszz ass

S& dr t.ex. aisasiass och ajjassass elementiira produkter i A.

Definition 6.2. Determinanten av matrisen A = (a;;) 4r summan

det(A) = Z €(o) Q15,0255 " " Ongj,
oc€S,

(dér o = (j1,...,Jn)) av alla de n! elementira produkterna i A forsedda med tecknet

(o) = (_1),5((,) _ 1, om o ir en jimn permutation
—1, om o #r en udda permutation.
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Oftast anviinder man beteckningen

ai; Gi2 - Qip
G21 G22 - Q2p
an1 an2 Ann

for determinanten det(A).

Exempel 6.4. Matrisen

har de tva elementéira produkterna ajjass och aisas,. Den forsta av dessa far ett
positivt tecken, eftersom permutationen (1,2) dr jimn, medan den andra far ett
negativt tecken, eftersom permutationen (2,1) dr udda. Alltsi ér

a1 a2
21 422

det(A) =

= Q11022 — Q12021 -

Exempel 6.5. For en 3/3-matris

har vi 3! = 6 elementiira produkter att bestimma tecknet for:

Elementér produkt (o)
011022033 +1
(11023032 -1
412G210G33 -1
12023031 +1
013021032 +1
(13022031 -1

T.ex. far den elementéira produkten i rad tvi ett minustecken, eftersom permuta-
tionen (1,3,2) &r udda. Tecknen i denna tabell kan sammanfattas i Sarrus regel:
Upprepa A:s tva forsta kolonner efter A:

a1 Q12 G13 '\ a1 G12
G21 A2 G23 | 421 G22
a31 Q32 asz/ as1 G32

De tre produkter som bildas av element pa en (&t hoger) snett nedatgiende di-
agonallinje genom denna rektangel av tal, dr de elementéira produkter som far
plustecken (t.ex. huvuddiagonalen i A) medan de tre produkter, som bildas av
element pa en snett uppatgaende diagonallinje, dr de elementéira produkter som far
minustecken. Kom ihag att Sarrus regel bara géller for 3/3-matriser.
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Egenskaper hos determinanter

En n/n-determinant ger upphov till n! elementira produkter. Om n dr stort (ja, redan
om n = 4) innehéller definitionsuttrycket for en determinant alltfor manga termer for
att det skall lona sig att anvinda detta dd man riknar ut determinantens virde. De
egenskaper hos determinanter som vi nu skall hiirleda utgor i sjiilva verket rikneregler
som kommer att ge oss effektiva metoder att rikna ut determinanter — bade stora och
Sma.

1. En n/n-matris och dess transponerade matris har samma determinant
det(AT) = det(A).

Bevis. Da man bildar en elementir produkt, tar man exakt ett element ur varje rad
och kolonn. Alltsd ger A och AT upphov till precis samma, elementira produkter. Det
aterstar for oss bara att forklara varfor dessa elementiira produkter férses med samma
tecken. I en godtycklig elementir produkt @y, - - - ayj, i A kan vi byta ordningsfoljd pa
faktorerna si att den kan tolkas som en elementiir produkt for AT:

@1jy ** Onjy = Ok 1" Qkon -

D4 ir permutationerna o : i — j; och 7 : r — k, varandras inversa funktioner, 7 = o 1.

En inversion forekommer i o vid (7,1) om och endast om [ — i och o(l) — o(7) har olika
tecken, dvs. om och endast om
o) o) _ji—ii _,
[—1 l—1

Denna kvot #r negativ om och endast om den inverterade kvoten dr negativ,

T(71) — 7(4: [—1
U =70 _ E=i 0
Ju—Ji Ju—Ji
och detta giiller precis d& det forekommer en inversion i 7 vid (j;, ;). Permutationerna
o och 7 innehaller alltsd lika manga inversioner och ger upphov till samma tecken.

Anmairkning. P3 grund av egenskap 1 har rader och kolonner i en determinant samma
stillning. Dérfor kan rdknereglerna 2 till 6, som vi nedan formulerar for kolonner,
utan vidare formuleras ocksa for rader.

2. LitA=(a; ... a; ... ag ... ay)wvaraen matris och lit A" vara den matris
som uppkommer da kolonnerna a; och ay byter plats i A. Dd dr

det(A’) = —det(A).

En motsvarande regel giller vid ombyte av rader.

Bevis. Léat o = (§1,--«»Jis-+-+Jks---,Jn) beteckna en en godtycklig permutation och
1at o’ vara den permutation som uppstar d& j; och ji byter plats i 0. Vi kan visa att
t(o) — t(o’) = w alltid &r ett udda tal. Déarfor &r

det(A) = Z e(o—)aljl e aljz e a’kjk e anjn
oc€ESy

= Y —e(0))arj, - Ay - i, ang, = —det(4').
Ulesn
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Resonemanget ir litet komplicerat men vi aterger det for fullstéindighetens skull.

Bevis for att u #r udda: Bara inversioner av typerna

(1) Ji > I, 1<Ii<k,
(2) 7> Ik, 1<Ii<k,

kan uppkomma, eller forsvinna d& j; och ji byter plats i 0. Lat I vara méngden av alla
heltal [ mellan 4 och k och sétt

ni= #({ €I med j; <j;), mi= #({ €I med j; < jx),
Ny = #(IEI med ji>jl), mo = #(ZEI med ]l>]k)

Antalet inversioner férindras med

U1 = N1 — N9, pga. att j; flyttas till andra sidan av j;,
Uy = M1 — Msy, pga. att ji flyttas till andra sidan av j;,
usz = 1, pga. att j; och jr byter plats.

Eftersom n1 + ne = my + ms = (k — 1) — 1 #r konstant, si fordndras u; och us
med steglingden £2 d& ny, ng respektive mi, mo dndras. Saledes dr antingen u; och
us bigge udda (da (k — i) — 1 &r udda) eller bigge jimna (da (k — i) — 1 &r jimnt).
Men da &r ju u; + ug alltid jimnt och den totala fordndringen av antalet inversioner
U= u; +us +usz = u; + ug + 1 alltid udda. <

3. Om tvd kolonner (eller rader) ar lika i matrisen A, si dr
det(A4) =0.
Bevis. Om A= (... a; ... a, ...) och a; = ay, si ir enligt regel 2
det(A) =det(... a; ... a5 ...) = —det(... ay ... a; ...) = —det(A)

och didrmed det(4) =0. &

Nista egenskap foljer direkt ur definitionen pa en determinant och kriver déirfor
inget bevis:

4. Om en kolonn (eller rad) innehdller en gemensam faktor, si kan denna faktor flyttas
ut ur determinanten:

det(a; ... A\a; ... a,) = Adet(a; ... a; ... a,).

Exempel 6.6. I nedanstiende determinant tar vi ut faktorn 2 ur forsta raden och
faktorn 3 ur andra raden och far virdet

2 2 4 11 2
3 3 6/ =2-3-11 1 2|=2-3-0=0,
1 9 8 1 9 8

eftersom de tva forsta raderna blir lika (regel 3).
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5. En determinant ar additiv i varje kolonn (och rad),

!/

det(a; ... a; +a. ... a,)=det(a; ... a; ... a,) +det(a; ... a; ... a,).

Bewis. Enligt distributionslagen for tal kan de elementéra produkterna i vinstra ledet
skrivas

U f— - .. ! .. - - N ) .
Q15, (aiji + aiji) Tt lng, = Q1g,; aiji Gnjp + aij, G, Gpj, -
Regeln foljer ur detta och definitionen pa en determinant. <

Exempel 6.7. Om vi tillimpar regel 5 pa rader far vi att

7 9 5 79 5 7 9 )
2 1 3(+(3 0 1|=|2+3 140 341
2 21 2 21 2 2 1

Som en direkt foljd av reglerna 5, 4 och 3 fis:

6. Om i #k sa dar

det(a; ... a; ... a,) =det(a; ... a; — A\ag ... a,), (i #k).

Anmirkning. Formulerad for rader siger denna regel att en determinants viirde forblir
ofordndrat vid anviindning av (BO1):

a a
det ﬁi = det ﬁi — )\ﬁk y (Z 75 ]{7) .
a, a,

Om vi saledes med en f6ljd av anvindningar av (BO1) kan éverfora en matris A pa en
uppét triangulir form U,

U11 * *

0 wu *
Ao U= 22 :

0 0 - u,,

sd dr det(A) = det(U) = u11Us2 * * - Upy. | en triangulir matris dr ndmligen produkten
av diagonalelementen den enda elementira produkt som kan vara olik noll. Alla andra
elementira produkter innehéller minst en nolla.

Detta ger oss en effektiv metod att rikna ut virdet pa en determinant. Reglerna
2 och 4 utgdr ju ndgot modifierade varianter av (BO2) och (BO3), s i praktiken har
vi Gausselimineringens alla verktyg till vart forfogande:
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Exempel 6.8. For att kunna anvinda det “enkla” pivotelementet 1 flyttar vi i
nedanstiende determinant forst ut den gemensamma faktorn 2 i andra raden och
later samtidigt de tva forsta raderna byta plats ... :

31 1 1 2 3 1 2 3
2 4 6/=-2{(3 1 1|=-2{0 —5 -8
2 1 0 2 1 0 0 -3 —6
1 2 3 1 2 3
=—(-2)(-3)|0 1 2 |=-6/0 1 2|=—6-1-1-2=—12.
0 -5 —8 00 2

7. En kvadratisk matris A dr singular om och endast om det(A) = 0.

Bewvis. Matrisen A kan overforas pa en uppat triangulir matris U med hjilp av enbart
(BO1) och (BO2). Nu giller

A dr singulir <= U ér singulir
<= nagot diagonalelement i U #r noll
<~ det(U) =0

<~ det(A) =0,

ty det(A) = £ det(U), dér vi har ett minustecken om (BO2) har anviints ett udda antal
ganger.

8. Om A och B ir n/n-matriser, si dr
det(AB) = det(A) - det(B).

Determinanter kan alltsa multipliceras med varandra pd samma sdtt som man multi-
plicerar matriser.

Bewvis. (a) Vi visar forst att formeln giiller om A #r en diagonalmatris. Om

d1 B1
A= o och B=| : ,
dn by,
s& dr enligt regel 4
dlgl Bl
det(AB) = det : | =didy-det | 2| =det(A) - det(B).
dnby, by

(b) Antag att A #r en godtycklig n/n-matris. Om A #r singuldr, si #r ocksa
AT singuldr och foljaktligen ocksi BTAT = (AB)T. Nu ir bade det(4) = 0 och
det(AB) = det((AB)T) = 0 enligt regel 7. Formeln giller alltsi i detta fall, eftersom
bigge leden ir noll.
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Om A inte dr singulir, s kan A overforas pa en diagonalmatris D med hjilp av
enbart (BO1) och (BO2):

(1) A — ---— D = diagonalmatris,

ddr det(A) = £ det(D). Det forsta steget i (1) far i det fortsatta resonemanget repre-
sentera vilket steg som helst. Om detta dr (BO1)-operationen

a; a;
A= a; — | a; — Aﬁk = A1 s
an a,

sd fas med samma basoperation och samma A, att
a, B a B

AB = E;B — | ayB —: AaB | = A1B.
5. 5,

Ar det forsta steget i (1) igen en (BO2)-operation

s& fas med ombyte av samma rader

a;B a,B
AB = : — : =AB.
a,B a;B

Precis samma sekvens av basoperationer som i (1), anvind pé produkten AB, leder
alltsa till
AB— --- = DB,

dir det enligt tidigare regler och enligt fall (a) giller att
det(AB) = £ det(DB) = £det(D) - det(B) = det(A) - det(B).

Formeln i regel 8 giller alltsa generellt for godtyckliga matriser A och B.
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Utveckling efter en rad eller en kolonn

Termerna i definitionsuttrycket fér en determinant kan grupperas si att varje grupp
representer ett element i determinanten multiplicerat med determinanten fér en sub-
matris forsedd med plus- eller minustecken. Vi illustrerar detta med hjilp av en 3/3-
determinant:

Exempel 6.9. Med hjilp av definitionen (eller Sarrus regel) utvecklar vi determi-
nanten samt grupperar ihop de termer som vi nedan har skrivit under varandra:

a1 ai2 413
G21 G22 G23| = G11022633 + 412023031 + 013021032
a31 asz2 ass
— 4116023032 — (12021033 — 13022431
G21 G22
a31  G32

G21 423
a31 433

G22 G23
a3z G33

=a11A411 + a12A412 + a13413 .

=a11 — a12 + a3

Det nistsista och sista uttrycket kallas utvecklingen av determinanten efter forsta
raden. Genom att gruppera termerna pd annat sitt far man utvecklingar efter
andra rader eller kolonner.

Den “subdeterminant med tecken” som vi i ovanstiende exempel betecknat med A;g
kallas kofaktorn (eller komplementet) till elementet a;. Allmént far vi:

Sats 6.1. Om A = (a;;) dr en n/n-matris och Ay betecknar den submatris som
uppstar da rad i och kolonn k stryks i A, sd dr

det(A) = aj1Ai1 + aigAip + - + ainAipn
utvecklingen av det(A) efter rad 7, ddr kofaktorerna A;j fis ur
Ay = (—1)iF* det(fiik) )

Pd motsvarande satt kan det(A) utvecklas efter en kolonn.

Tecknet pé en kofaktor bestdms enklast genom att man kommer ihag att matriselemen-
tet lingst uppe till vinster dr associerat med en kofaktor med ett plustecken framfor
en subdeterminant. De ovriga elementen dr sedan omvixlande associerade med plus-
och minustecken precis som rutorna pa ett schackbride omvixlande #r vita och svarta.

Exempel 6.10. Om vi vill utveckla fsljande 3/3-determinant efter 2:a kolonnen,
s& bor vi alltsd associera ett minustecken med elementen 6 och 2 och ett plustecken
med elementet —1 i andra kolonnen. Vi far utvecklingen:

4 6
3 -1 7:—6‘
T 2

w

3 7‘_‘4 3

4 3
75 75‘_2‘ ‘

3 7

ot
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Matrisinverser

Betrakta utvecklingen efter rad k av determinanten for en n/n-matris A = (ayy,):
(2) det(A) = ar1 A1 + -+ + akpAgn -
Den likartade summan

ain At + o+ ainAgp (t# k),

kan uppenbarligen betraktas som utvecklingen efter rad k£ av den determinant som vi
far ur det(A) genom att ersitta rad k£ med en kopia av rad i. Eftersom tva rader &r
lika i denna determinant, dr dess viirde noll:

(3) a1 Ag1 + -+ ainAgn =0, (Z # k) :
Likheterna (2) och (3) kan skrivas pa en enda rad med hjilp av Kroneckers delta,
ail A1+ +ainAgn = det(A) < Oik -

Vinstra ledet kan nu tolkas som ett matriselement i produkten av A med

All A21 Anl
T R
Aln AZn Ann

vilken ibland kallas den adjungerade matrisen till A. Observera att det forsta indexet
hér dr kolonnindex medan det andra dr radindex. Vihar alltsa likheten AA = det(A)-1,
vilket ger formeln
1 ~
Al = A
det(A)

for matrisinversen om det(A4) # 0 (dvs. om A &r icke-singulir).
Anmairkning. Denna formel &4r intressant ur teoretisk synvinkel men oldmplig for

numerisk utrikning av matrisinverser. Alla de n? matriselementen ér ju (n—1)/(n—1)-
determinanter, som var och en skall riknas ut separat.

Exempel 6.11. Om A = (Z Z), s& ar

1 d b
A7l =
ad—bc(—c a)’

ifall det(A) = ad — be # 0.
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Cramers regel
Om n/n-matrisen A dr inverterbar si kan lgsningen till en ekvation Ax = b skrivas

1 .

= A" lp = A
x b= Terray 4P

vilket i komponentform ger

1 n
;= Apib =1,... .
Z 4 det(A) ; kjiVk » (.7 ) ,'I’L)

Summan i hogerledet kan uppfattas som utvecklingen efter kolonn j av en determinant
det(B;), dir B; dr den matris som uppstér ur A da kolonn j erséitts med b:

ain a2 -+ by o--- an,
o az1 Gz -+ by -+ ag,

B; =
an1  Gp2 ' bn Tt OGpp

Vi far ddrmed Cramers regel for komponenterna av x:

det(Bj) .
Ij—m, (]—1,,77,)
Anmirkning. Cramers regel ér inte lamplig for numeriska kalkyler. For det forsta
kan den anviindas bara om det(A) # 0. For det andra ér den oekonomisk, eftersom den
kriver visentligt fler rikneoperationer én Gausseliminering. I nedanstaende tabell jim-
fors antalet rikneoperationer vid losning av ekvationen Ax = b medelst tre metoder:
(1) genom Gausseliminering, (2) genom anvindning av formeln x = A™'b (dir A~!
riknas ut genom Gausseliminering), (3) genom Cramers regel. Som rikneoperationer
betraktas hir addition (= subtraktion) och multiplikation (= division).

Metod Antal operationer

w

Gausseliminering
x=A"1b
Cramers regel

3

X
Wit DN wl
3
W

S

Om n = 10 sa kréver alltsd Cramers regel ungefiir 10 ganger fler operationer én losning
genom Gausseliminering, om n = 100 kréiver den ungefiir 100 gdnger fler operationer.

Ovningsuppgifter

1. (a) Rékna ut determinanten for matriserna

1 2
<3 4> och

~ b~ =
co Ot N
O O W
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(b) Beriikna determinanten for matrisen
1 2 =2
2 3 -4
-1 -2 0
0 2 5 3

genom att gausseliminera A till en uppat triangulir form U.

A=

N = O

. En matris A #r skevsymmetrisk om AT = —A. Visa att for varje skevsymmetrisk
n/n-matris A giller att det(A) = 0 om n ér ett udda heltal.

. Bestdm determinanterna for

1
(a) matrisprodukten A = [ 4 | (2 -1 2);
2

(b) den uppat triangulira matrisen U =

OO O
O O o
O NN oo
N O DN OO

(c) den nedat trianguléira matrisen U7 ;

(d) inversen U~1;

o O O
N SN

0 0
. 0 2
(e) matrisen M = 1 92
4 4 8 8
. (a) Visa att om @ #r en ortogonal matris si giller det(Q) = 1 eller det(Q) = —1
(se uppgift 20 i kapitel 3).
(b) For vilka 2/2-matriser A giller att det(3A4) = 3det(A)?

. Berikna determinanten

1 2 2°
1y oy
1 2z 22
. Rdkna ut den n-radiga determinanten
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

—
—
—
jen

. Visa att
a+b c+a b+c 1 ¢ b
c+a a+b b+c|=2a+b+c)|l b b
b+c a+b c+a 1 b a

. Berikna determinanterna

2 4 6 8 1 -2 3 1 2 -8 6 8
1 1 1 1 5 —9 6 3 3 -9 5 10
@ 19 1 3 5| ® 11 o g _of © 13 o 1 _o
1 -1 2 3 2 8 6 1 1 —4 0 6
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

Bjorkfelt—Bjon
Visa att
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c)d.
2¢ 2c c—a—>b
Visa, utan att utveckla determinanterna, att
a; + as bl+b2 _ a1 b1 + a1 bg + a9 b1 + a9 bg
c1 +co dl + d2 C1 dl (&1 d2 Co dl Co d2

Rikna ut determinanaten

4711 4712 4713
4712 4713 4714
4713 4714 4716

Anvind determinantformeln for en matrisinvers till att berikna A~!, da

1 1 1
A=10 1 1
0 0 1

Los foljande system med hjilp av Cramers regel:
z+4dy— z=1
z+ y+ z2=0

2z +32=0.

Visa att matriselementen i A=! 4r heltal om A ir inverterbar, alla matriselement i
A dr heltal och det(A) dr 1 eller —1.

Visa att
1 0 .. ai 1 0 .. bl 1+ a1b1 a1b2 albn
0 1 az | 0 1 by . asby 1+ asby ... asb,
0O 0 .. a, 0O 0 . b, anbi anbs e apby,

Visa att om i en matris A summan av elementen i varje rad ér noll, sd ér det(A) = 0.
Rékna ut det(A), dd n/n-matrisen A = (a;;) har matriselementen a;; = 7 + k for
varje i och k i méngden {1,...,n}.

Bestidm med hjilp av determintteori for vilka viirden pa k foljande matriser inte dr
inverterbara:

@ 4=("3 0) o 8-

I en triangel med sidorna a, b och ¢ méa de motstaende vinklarna vara «, § respektive
~v. Med hjilp av elementiir trigonometri fas sambanden

k—4 0 0
0 k 2
0 3 k-1

bcosy + ccos B = a,
ccosa+ ccosy = b,
acos B+ ccosa = c.

Hérled med hjilp av Cramers regel formler for vinklarnas cosiner.



