4. Vektorrum

Tidigare har vi riiknat upp en rad av rikneregler som giller for m/n-matriser. Dessa
regler giller inte bara for varje matristyp m/n utan ocksd for manga andra “objekt”
som t.ex. funktioner, talfoljder, matrisféljder osv. For att inte behova upprepa alla
bevis for varje typ av objekt, infor vi begreppet vektorrum som en méngd av abstrakta
objekt (vektorer), som kan representera vilket som helst av de ovanndmnda slagen av
objekt. Allt som kan bevisas for vektorer i vektorrum, kommer da automatiskt att
gilla for varje slag av objekt som underlyder vissa gemensamma grundréikneregler som
vi kallar axiom.

P& samma sétt har ju det abstrakta talet 2 inforts for att man inte skall beh6va ha
skilda bevis for multiplikation med tva liter och for multiplikation med tvé grodor.

Axiom for vektorrum

Det matematiska begreppet vektorrum dr centralt i den linjéira algebran. Vi infor det
genom att rikna upp en rad av axiom (= riikkneregler) som ett vektorrum skall uppfylla.
Dessa axiom &r ett urval bland de rikneregler som vi tidigare har konstaterat att giller
for matriser.

Definition 4.1. En méngd E siigs vara ett vektorrum och elementen i E kallas vektorer,
om tva rikneoperationer, addition och multiplikation med skaldr, sr definierade i E s
att de nedan uppriknade axiomen giller. Additionen tillordnar varje par x, y i £ en
summa x +y i £ och multiplikationen med skaldr tillordnar varje par A, x (A € R,
x € E) en produkt Ax i E, s att foljande giller:

. (¢) x+y=y+x (x,y€£k), (kommutationslag)
(b) x+(y+2z)=(x+y)+z (x,y,z€E), (associationslag)
(c) Det finns ett element i 0 € E, kallat nollvektorn,
sddant att x+ 0 =x
(d) For varje x € E finns ett element —x € E, den motsatta vektorn,
sadant att x + (—x) =0

II. (a) Apx)=Awx, (A peR,x€E), (associationslag)
() Ix=x (x€E)

II. (a) A+px=Ax+pux, (A peR,xek), (distributionslag)
(b)) AMx+y)=Xx+Xy, (AeR,x,y€FE), (distributionslag).

Vi ger genast nagra exempel pa4 méngder som dr vektorrum:
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Exempel 4.1. Mingden E av alla m/n-matriser, forsedd med vanlig matrisaddi-
tion och vanlig multiplikation av en matris med en skalir, dr ett vektorrum, efter-
som de ovan uppriknade axiomen litt kan konstateras gélla for dessa operationer.
Speciella exempel pa vektorrum &r foljaktligen mingden R™ av alla m/1-matriser,
dvs. kolonnvektorer, och méngden R™ av alla 1/n-matriser, dvs. radvektorer. Man
brukar anvinda samma beteckning for bigge, dvs. R™ och R"™, pa grund av att
skillnaden mellan en kolonnvektor och en radvektor &r obetydlig: Den ena typen
overgar ju i den andra genom transponering (det dr bara vid matrismultiplikation
som det #r visentligt hur man skriver en vektor).

D4 m och n #r 2 eller 3 representerar vektorrummen R? och R3 pa kiint sitt
ett tva- respektive ett tredimensionellt “koordinatsystem”.

Exempel 4.2. Mingden M av alla funktioner f : R — R med definitionsméngden
[a, b] &r ett vektorrum da foljande rikneoperationer dr definierade i M:

I. Om f; € M och fy € M sa definieras f; + f> genom
(fr+ f2)(@) = f1(2) + fa(z), = € a, b;

II. Om f € M och A € R, definieras Af genom
(A )(@) =Af(z), w€la, b].

Bade f; + f2 och Af #r funktioner i mingden M. Att alla axiomen dr uppfyllda
dr latt att verifiera (pa grund av att de reella talen uppfyller axiomen). T.ex. dr
nollvektorn i axiom I (c¢) precis den funktion (betecknad med 0 och kallad nollfunk-
tionen), som har viirdet 0 i hela intervallet [a, b]. Att axiom I (d) dr uppfyllt ser vi
av foljande: Om f € M s viiljer vi —f att vara (—1)f. Da ar f + (—f) =0, ty

(f + (=/)(@) = f(z) + (=f)(z) = f(z) = f(x) =0, z€]a,b].

Exempel 4.3. Mingden E av alla funktioner f : R — R", med definitionsméng-
den [a, b] och med viirden i vektorrummet R"™, dr ett vektorrum di operationerna
definieras som i foregdende exempel. Axiomen #r litta att verifiera pa grund av att
virdeméngden R"™ &r ett vektorrum.

Utgaende frén axiomen kan hela teorin byggas upp systematiskt. Vi bevisar hér
som exempel ndgra grundliggande saker:

1. Nollvektorn ar entydig.

Om bade 07 och 03 #r nollvektorer i ett vektorrum, s giller:

X+0, =xforvarjex — 05+4+0; =0,
x4+ 0y =xforvarjex — 0;+0,=0;.

Eftersom additionen dr kommutativ, &r ddrmed 0; = 0.
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2. Vektorn —x dr entydig, dd vektorn x dr given.

Om bade (—x); och (—x)3 4r motsatta vektorer till X, &r (—x)1+x = 0 och x+(—x)2 =
0 och ddrmed &r de lika:

(=%)1 = (=x)1 + (x + (=%)2) = ((=%)1 + %) + (=%)2 = (=%)2.

P& grund av denna entydighet och kommutativiteten kommer x och —x att vara varandras
motsatta vektorer, si att

—(—x)=x
3. For givna x och y har ekvationen x +t =y den entydiga losningen t =y + (—x).
P& grund av associativiteten behover man inte skriva ut parenteser i summor. Vi far da
foljande ekvivalenser genom att addera —x (eller x) till bigge leden:
x+t=y & (x)+x+t=(—=x)+y & t=(—x)+y.
I fortsdttningen kommer vi oftast att anviinda beteckningen y — x i stéllet for y + (—x).
4. Det gdller att Ax = 0 om och endast om X\ =0 eller x = 0.
Forst ses att 0x = 0, ty om man loser ut 0x ur
x+0x=(14+0)x =1x =x,
fir man att 0x = x + (—x) = O (enligt 3). Med hjilp av detta fas x + (—1)x =
(1+(—1))x = 0x = 0, varfor
(—Dx=—x
enligt 2. Detta ger att
A0 = A(x+ (—1)x)) = (Ax) + (—Ax) = 0.
Antag omvint att Ax = 0. Om nu A # 0, sd ar x = (1/A)(Ax) = (1/A)0 = 0. Ar
igen x # 0, s& ar A = 0 (vore némligen A # 0 s& vore x = 0 enligt foregiende mening).
Minst en av faktorerna méste alltsd vara noll om Ax = 0.
Underrum

Ofta ligger ett vektorrum inne i ett annat vektorrum. Om bigge vektorrummen har
samma addition och multiplikation med skaldr, siger man att det “mindre” vektor-
rummet dr ett underrum av det “storre”. Nedanstiende definition dr mera praktisk att
anviinda men innebir dnda precis detta.

Definition 4.2. Antag att E &r ett vektorrum. En delméngd U av E #r ett underrum
av E om mingden U #r sluten med avseende pa operationerna addition och multipli-
kation med skaldr i féljande mening:

x,yeU; eR = {X;;yEEUU}.
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Eftersom axiomen f6r vektorrum géller i £, sa giiller de automatiskt ocksa i underrum-
met U. Saledes giller: Varje underrum av E dr ett vektorrum. Ett underrum av
ett vektorrum F &r alltsa ett annat vektorrum som rakar finnas inne i E.

Exempel 4.4. Betrakta i vektorrummet R?® delmingden U av alla vektorer av
formen (z; 0 xz3), dvs. zyz3-planet. D4 dr méngden U sluten med avseende pa
rikneoperationerna, ty summan av tva vektorer, vilkas andra komponent &r 0, har
andra komponenten 0, och produkten av en skalir A med en vektor, vilkens andra
komponent ér 0, har 0 som andra komponent. Alltsé ér z;z3-planet ett underrum
av R3.

Exempel 4.5. Sitt U = {(z y) € R? | z +y = 0} och forse U med samma
riikkneoperationer som i R? (dvs. addition och multiplikation med skalir). Geo-
metriskt dr U en rét linje genom origo. Om man far som uppgift att visa att U
ar ett vektorrum, ricker det att visa att U ar ett underrum av R?, som vi redan
vet att dr ett vektorrum. Vi undersoker dérfér om U &r slutet med avseende pé
rikneoperationerna:

Tag u = (z1 y1) € Uoch v = (zy y3) € U. Da dr z; +y; = 0 och
Z2 + y2 = 0 och summan av komponenterna i vektorerna

ut+v=_(z1+z2 y1+y2)
)\u: ()\iv]_ )\y]_), ()\ER),

blir d& noll, varfor de enligt definitionen &r vektorer i U:

(1 +22) + (Y1 +y2) = (z1 +y1) + (22 +y2) =0,
(Az1) + (Ay1) = AM(z1 +y1) =0.

Foljaktligen dr U ett underrum av R? och déirmed ocksé ett vektorrum.

Exempel 4.6. Om vi sitter Uy = {(z y) € R? | z +y = 1} si &r U; inget
underrum av R2. Mingden U; é&r ndmligen inte sluten med avseende pa t.ex.
multiplikation med skaléir: Om (z y) €U, sdérz+y=1ochdaédr2(z y) ¢
Uy, eftersom (2z) + (2y) =2(z +y) = 2.

Allmént giller att ett underrum maste innehélla nollvektorn 0, eftersom varje underrum
ju ér ett vektorrum.

Om E &r ett vektorrum, si ar delméngderna {0} och E underrum av E. Dessa
kallas triviala underrum. Akte underrum kallas varje underrum, som inte omfattar hela
vektorrummet E.

Det dr litt att inse att en delmingd U av R? ér ett icke-trivialt underrum om och
endast om U &r en rét linje genom origo. P samma sitt &r en delméingd V av R3
ar ett icke-trivialt underrum, om och endast om V dr en rét linje genom origo eller
ir ett plan genom origo.

Exempel 4.7. Mingden P av alla polynomfunktioner #r ett underrum av vek-
torrummet M (i exempel 4.2) av alla funktioner, som dr definierade pé intervallet
[a, b]. Mingden P,, av alla polynomfunktioner av hogst graden n &r ett underrum
av bade P och M.
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Kolonnrummet och nollrummet till en matris

Med varje matris kommer vi att associera fyra underrum. I detta avsnitt introducerar
vi tva av dem.

Redan tidigare har vi sett, att i en matrisekvation Ax = b kan vinsterledet Ax
uppfattas som en linjirkombination av kolonnvektorerna i matrisen A. I t.ex. i ekva-

tionen
1 0 " b1
5 4 ( ): by
2 4) \Y b
kan vinsterledet skrivas

(Se Sats 2.1) .

g
N O
_|_
S
o O

Den generella definitionen r:

Definition 4.3. Antag att vy, vo, ... , v, dr vektorer i ett vektorrum E (dvs. element
i méngden E). En linjarkombination av vy, va, ... , v, dr en vektor av formen

c1vi +cove+ -+ vy,

dar koefficienterna ci, ¢, ... , ¢, dr reella tal. Genom att variera dessa koefficienter
fas alla linjarkombinationer av vektorerna v;, 2 =1, ..., p. Méingden av alla dessa,

U=spn{vy,....,vp} ={aavi+---+¢vy|a,...,c; ER},

kallas spannet av vi, vo, ... , v,. Man séger att spannet U spinns upp av vektorerna
vi,t=1,...,p.

Sats 4.1. Om vy,...,v, dr vektorer i ett vektorrum E, sd dr spannet
U=spn{vy,...,vp}

ett underrum av E.

Bevis. Om x =c1vy+---+¢pvp ochy =divy +--- +d,v, dr godtyckliga vektorer i
U ochom )\ € R, sé ér

x+y=(cl+d1)v1+---+(cp+dp)vp eU,
Ax = (Acp)vi+ -+ (Agp)vp €U

Enligt definitionen &r U da ett underrum av E. <

Antag nu att A = (a; ... a, ) dr en m/n-matris med kolonnvektorerna ay, ..., a,.

Definition 4.4. Kolonnrummet R(A) till A dr spannet av kolonnerna i A, dvs.

R(A) =spn{ay,...,a,}.



Vektorrum 47

Exempel 4.8. Kolonnrummet R(A) till matrisen

A=

O = N
N = O

sr spannet av kolonnerna (2 1 0)T och (0 1 2)”. Geometriskt ar R(A) det
plan i R3 som gar genom origo och som innehéller dessa tva vektorer.
Ibland behovs inte alla kolonner i matrisen for att beskriva kolonnrummet.

T.ex. 1 matrisen
2 1
Bt m= (2 )

dr by = 2bs. En godtycklig linjirkombination av b; och by kan déirfor skrivas som
en linjirkombination av enbart bs:

Clbl + Czbg = (201 + Cz)bz .
Alltsd &r R(B) = spn{by,ba} = spn{bs}.

Giltigheten hos det forsta pastaendet i nista sats foljer ur Sats 4.1 medan det andra
4r en foljd av att viinstra ledet i ekvationen Ax = b #r en linjirkombination av A:s
kolonner:

Sats 4.2. Antag att A dr en m/n-matris. Da galler:

(i) R(A) dr ett underrum av R™;
(i)  Systemet Ax = b har en losning (dvs. dr konsistent)
om och endast om b € R(A).

Vi har sett att ett homogent system Ax = 0 alltid har &tminstone den triviala
losningen x = 0. Om det existerar fria variabler si finns det dessutom andra losningar.

Definition 4.5. Lat A vara en m/n-matris. Méingden av alla losningar till den homo-
gena ekvationen Ax = 0, dvs.

N(A)={xeR" | Ax =0},
kallas nollrummet till matrisen A.

Sats 4.3. Nollrummet N(A) till en m/n-matris ar ett underrum av R™.

Bevis. Antag att x och y dr vektorer i N(A) och 13t A € R vara godtyckligt. D& é&r
Ax = 0 och Ay = 0, och dirmed ér

Ax+y)=Ax+ Ay =0 och
A(Ax) = AAx =0.

Alltsa dr x +y € N(A) och Ax € N(A), varfor N(A) ar ett underrum (av R"). §
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Exempel 4.9. Nollrummet till en matris

1 -2 3 1
A=1[2 1 0 1
0 -5 6 1

kan framstiillas i form av ett spann genom att man loser ekvationen Ax = 0. Forst
overfors rakneschemat i reducerad echelonform:

1 0 3/5 3/5
A—---—= 10 1 —-6/5 -1/4
00 0 0

De fria variablerna ges godtyckliga viirden, z3 = s, 4 = t, och losningen skrivs ut
slutgiltigt i vektorform:

Ty = —32s — 3t -3 -3
5 5 -2 hd

vy = 8 , dvs. x 5 5 + 3 0

Tg = t 0 5

En vektor x #r alltsd i N(A) om och endast om den #r en linjirkombination av

vektorerna vi = (-3 6 5 0)T ochvo= (-3 1 0 5)7. Alltsa ar

N(A) =spn{vy,va}.

Strukturen hos l6sningen till ett system

Ett exempel visar den allménna strukturen hos miangden av losningar till ett system:

Exempel 4.10. Betrakta systemet Ax = b, dir

1 3 3 2 1
A= 2 6 9 5 och b=1]5
-1 -3 3 0 5

Vi loser systemet med hjilp av basoperationer och finner den reducerade echelon-
formen,

o 1 | -2
1 1/3 | 1
0 0

1
(A|b)—»---—= 1[0
0 |0

OO w

Variablerna x5 och x4 dr fria och ges godtyckliga viirden, o2 = s och x4 = ¢, och vi

avliser att
T, = —2 —3s —t

To = S
ry = 1 —=t
Tg = t.
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I vektorform blir detta

-2 -3 -3
0 1 0
X = 1 + s 0 + 3 1
0 0 3

Om vi skriver 1osningen x i den mer hanterliga formen x = xg + sy; + tys, si
representerar linjirkombinationen sy;+ty» vilket som helst element i N(A), dvs. en
godtycklig 16sning (den allménna losningen) till den homogena ekvationen Ax = 0
(om b = 0 si blir ju x9p = 0). Den forsta termen x( ér en speciell 16sning (en
partikulirlosning) till Ax = b som fis dd man sétter s = 0 och ¢ = 0. Méngden
xo + N(A) av alla losningar dr alltsd underrummet N (A) forskjutet bort fran origo
O med hjilp av en vektor xq:

Denna struktur aterkommer hos mingden an losningar till varje ekvationssystem men
14t oss forst sla fast definitionerna:

Definition 4.6. Med den allmdnna ldsningen till en ekvation Ax = b avses ett 1os-
ningsuttryck innehéllande parametrar s, ¢, ..., sddant att alla lgsningar till ekvationen
kan fis genom att man varierar dessa parametrars virden. En partikuldriosning ar
nagon speciell 16sning till Ax = b.

Sats 4.4. Den allmanna losningen till en konsistent ekvationen Ax = b har formen
X =Xg tYy, dir xo ar nigon (vilken som helst) partikuldrliosning till Ax =b och 'y dr
den allmanna losningen till motsvarande homogena ekvation Ax = 0.

Bevis. Det framgar av losningsproceduren (se exempel 4.10) att varje losning har
den form som satsen anger. For att vi skall se att partikuléirlosningen xy kan vara
vilken I6sning som helst till Ax = b, byter vi ut xo mot en annan partikuléirlésning
x1 =x0+Yy1 (y1 € N(A)) genom att skriva uttrycket for x i formen x = x; + (y —y1),
ddr y — y; nu ér en losning till Ax =0.
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Linjért beroende och oberoende

Exempel 4.11. Betrakta t.ex. vektorerna
aj=(1 -1 2), a,=(1 1 0), az=(2 0 2)

i R3. Mellan dessa giller ett linjirt samband i den meningen att as = a; + a,,
vilket ocksd kan skrivas a; + a; —ag = 0. Dessa vektorer sigs dirfor vara linjirt
beroende (av varandra).

Definition 4.7. Vektorer a;, as,..., a, i ett vektorrum E (eller méngden {a;,...,a,}
av dessa vektorer) dr linjart beroende om det existerar ett linjéirt samband

(1) cia; +cray +---+cpa, =0,

dér minst en av koefficienterna ¢; dr olik noll. Vektorerna dr linjdrt oberoende om de
inte dr linjirt beroende. Detta innebér att (1) inte kan gilla med mindre &n att alla
koefficienterna #r noll:

aj,...,a, dr linjart oberoende om och endast om
(2)
cla1+cza2+---+cpap:0 — 61262:"':Cp:0.
Om vektorerna ay, ..., a, ir linjirt beroende sa giller (1), ddr minst en av koeffi-

cienterna ér olik noll. Om t.ex. ¢, # 0 s& &r

C1 Cp—1
ap:__al_"'_

Cp Cp

ap—l )

dvs. en linjirkombination av de andra vektorerna. Detta giller generellt: Om vek-
torerna a;, ..., a, dr linjirt beroende si giller om p > 1, att minst en av
vektorerna ér en linjirkombination av de andra, och om p =1, att a; = 0.

Exempel 4.12. D3 vi skall undersoka om ett antal vektorer
a;=(1 1 1), ap=(1 0 1), az=(0 2 1),
ar linjart beroende eller oberoende anvinder vi oss av ekvation (1) (for p = 3),
e1(1 1 1)+e(l 0 1)4e(0 2 1)=0,

som vi betraktar som en homogen ekvation med obekanta c¢;, co, ¢3. Vi skall
undersoka om denna ekvation har icke-triviala losningar eller inte. Om vi skriver
ut ekvationen som ett system, far vi

Cl+62 =0
C1 +203:0,
Cl+02+ 03:0
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dvs. rikneschemat blir den matris (al al al), som bestar av de kolonner
som man far da de ursprungliga radvektorerna transponeras. Allmént giller: D&
man undersdker det linjdra beroendet och oberoendet hos vektorer i
R” dr det naturligt och tillradligt att alltid placera de ifrdgavarande
vektorerna som kolonner i en matris oberoende av om de fran bérjan dr givna
som kolonnvektorer eller radvektorer. Vi ¢verfor rikneschemat pé echelonform,

110 1 1 0
1 02]=10 -1 2],
11 1 0 0 1

och ser att det inte finns nagra fria variabler. Saledes &r den triviala losningen
c1 = ¢ = c3 = 0 den enda, vilket betyder att vektorerna a;, as, ag dr linjirt
oberoende.

Exempel 4.13. Vektorerna (1 2 —1)7, (2 —1 8)T och (=1 3 —9)" &ar
linjirt beroende: D& vi bildar ett rikneschema med dessa som kolonner, far vi

1 2 -1 1 2 -1
2 -1 3 —---=10 -5 5
-1 8 -9 0 O 0

Eftersom det finns en fri variabel, &r vektorerna linjirt beroende. Om vi explicit
vill riikna ut koefficienterna ¢; (i = 1, 2, 3) i det linjira beroendet, fortsétter vi till
den reducerade echelonformen

1 0 1
0 1 —-1],
0 0 O
sitter c3 = s, eftersom denna variabel #r fri, och far att ¢; = —s och ¢ = s. Till

slut kan vi vilja s = 1 eller nagot annat viirde olikt noll.

Exempel 4.14. Mingden {0} av enbart nollvektorn &r linjirt beroende, ty 1-0 =
0. Allménnare giller att en méngd {0, aj,... , a,} av vektorer, dér nollvektorn
ingar, dr linjirt beroende, eftersom

1-0+0-a;+---+0-a,=0.

Exempel 4.15. Matriserna (; g) och (g f) ar linjért oberoende i vektor-

rummet av alla 2/2-matriser, ty ekvationen

1 0 n 3 2y (0 0
“l2 3/7%280 1) \o o
ar ekvivalent med ekvationssystemet c; + 3co = 0, 2co =0, 2¢;1 =0, 3¢1 +c2 =0,
som har den enda lésningen ¢; = co = 0.
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Exempel 4.16. Funktionerna f;(z) = €® och fo(z) = z i vektorrummet M av
alla funktioner definierade p&d R &r linjért oberoende: Ekvation (1), som nu har
formen

cr1e” +coxr =0,

skall tolkas som en likhet som giller f6r varje virde pa z, eftersom nollan i hogerledet
i detta fall representerar nollfunktionen. Likheten bor alltsa gilla speciellt for t.ex.
x = 0 och z = 1, vilket ger ekvationssystemet ¢; = 0, ec; + ¢z = 0, som har den
enda losningen ¢; = ¢ = 0.

Definition 4.8. Tva vektorer a; och as i ett vektorrum ségs vara parallelle om de &r
linjart beroende.

Om a; och as dr parallella, dr cia; + coas = 0, déir minst en av koefficienterna ar olik
noll. Om ¢; # 0, dr a; = —i—fa2 en multipel av as. Om igen ¢y # 0, #r as en multipel
av a;. TvaA vektorer &dr alltsd parallella om och endast om den ena &r en
multipel av den andra.

En liknande geometrisk tolkning har vi for t.ex. tre vektorer i R3: Tre vektorer
a;, ap och a3z i R3? &r linjirt beroende om och endast om alla befinner sig i
ett och samma plan inneh&llande origo. En av dem, t.ex. a3, dr ndmligen da en
linjirkombination av de tva andra, dvs. ligger i spannet av a; och ap, som i sin tur &r
en delméngd av ett plan genom origo.

Sats 4.5. Om aq, as, ..., a; ar vektorer 1 R™ och om k > m sa ar dessa vektorer
linjart beroende.

Bevis. Vi kan anta att vektorerna a; &r kolonnvektorer (i annat fall transponerar vi!)
och sitter A = (a; --- ag). D& dr ekvationen zja; + --- + zra, = 0 ekvivalent
med den homogena ekvationen Ax = 0, som enligt Sats 1.3 har icke-triviala losningar.
Satsens pastaende giller alltsa. <

Om rader och kolonner i en echelonmatris

I detta avsnitt visar vi att de sa kallade pivotkolonnerna och -raderna i en echelonmatris
ar linjart oberoende.

Definition 4.9. Radrummet till en matris A ér spannet av raderna i A. For radrummet
anvinder vi beteckningen R(AT) pa grund av att radrummet for A vid transponering
forvandlas till kolonnrummet for AT,

Lat forst U vara en uppat triangulér n/n-matris med n pivotelement:

Uil Uiz -t Uln
U= E ui2 _ uin , dir wu; 0 for i=1,...,n.
0 0 - upp
D4 &r U icke-singulir, dvs. U:s kolonner uj, us, ... u, ir linjirt oberoende.
Vi skall visa att ocks& U:s rader uy, Uy, ...,U, ir linjirt oberoende: Den transpo-

nerade matrisen

vl =(af @l ... al)
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dr en nedat triangulir matris, vars diagonalelement &r olika noll. Vi gor en serie
framatsubstitutioner och far att U7x = 0 bara om x = 0. Foljaktligen &r U7 icke-
singulér och kolonnerna i denna matris dérfoér linjirt oberoende. Men da dr ocksa de
transponerade kolonnerna, dvs. Uy, U, ... ,U,, linjirt oberoende (en undersokning av
det linjéra beroendet leder ju i bigge fallen till samma ekvationssystem). Alltsa géller:
Bade rader och kolonner i U &r linjéirt oberoende.

Vad kan vi sidga om det linjdra beroendet eller oberoendet hos rader och kolonner
i en echelonmatris? Lat oss ta ett numeriskt exempel:

Exempel 4.17. Betrakta echelonmatrisen

-1

OO O
OO O N
O =N W
o N O =

1
0
0
Vi vill utnyttja det som vi ovan kom till rérande uppét triangulira matriser (och

vill ha enklare beteckningar). Dérfor flyttar vi om kolonnerna s att de tre pivot-
kolonnerna (= de kolonner som innehéaller pivotelement) kommer forst:

1 -1 3 2 1\ (u; vyp)
0o 1 2 0 0| (u v2)
Ui=1]10 4 0 2| (us v3)

0O 0 0 : 0 O
Uppe i det vinstra hornet av Uy far vi di ett uppat triangulirt block 7. Lingst
till hoger har vi infort beteckningar (T; +;) for de tre forsta raderna, dir @; och

v; ar den del av raden som &r till vinster respektive hoger om den prickade linjen.
P4 samma sitt infor vi beteckningar

u; Uz us
(5) (%) (¥)

for de tre forsta kolonnerna i U;. Omflyttning av kolonner paverkar inte kolonners
eventuella linjidra beroende eller oberoende, ty dessa egenskaper dr oberoende av
ordningsfoljden. Inte heller den resulterande omnumreringen av radernas kompo-
nenter paverkar raders eventuella linjéira beroende eller oberoende.

I det uppat trianguldra blocket 7" &r raderna u; och kolonnerna u; linjirt obe-
roende. Men di ér ocksd de tre forsta raderna och de tre forsta kolonnerna i U;
linjart oberoende, ty t.ex. ekvationen

cl(ul Vl)+62(ﬁ2 72)+C3(ﬁ3 V3) = (0 0)
sonderfaller i tva ekvationer

ciu; + ceus + c3ug = 0

cﬁl + 02V2 + 0373 = 0,
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av vilka redan den forsta ger att ¢; = ¢z = ¢3 = 0 (en forlingning av linjirt
oberoende vektorer med extra komponenter kan alltsa bara gora vektorerna “mera
oberoende”).

Allmént fas pa detta sétt:

Sats 4.6. Antag att U dr en echelonmatris med r pivotelement. Dad gdller:

(¢) De r pivotkolonnerna i U dr linjirt oberoende i kolonnrummet R(U);

(1) De r pivotraderna i U dr linjirt oberoende i radrummet R(UT).

Baser, koordinater och dimension

De naturliga enhetsvektorerna

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

i R3 &r linjért oberoende eftersom matrisen (e; es es) = I &r icke-singulir. Dess-
utom uppspénner dessa vektorer hela R3, ty varje x = (217 22 z3) € R3 é4r en
linjéirkombination

X = 1€ + o€y + T3e3.

Dessa tva egenskaper tar vi som definition pa begreppet bas i ett vektorrum E:

Definition 4.10. En méngd {a;, as,..., a,} av vektorer a; € E dr en bas i F, om

(i) vektorerna a;, as, ,..., a, ir linjirt oberoende

(¢4) och spn{aj, as, ,..., a,} =FE.

Alternativt kan vi séiga att vektorerna a;, as,..., a, bildar (eller utgor) en bas i E.
Vektorerna aq, as,..., a, i basen kallas basvektorer.

Exempel 4.18. Vi undersoker om vektorerna
vi=(1 1 2), va=(1 2 1), v3=(3 1 1)
bildar en bas i R®. Forst det linjira oberoendet: Vi sitter V = (v vI 1),

Da ér ekvationen z1vi +x9vs + 23v3 = 0 ekvivalent med Vx = 0 och motsvarande
kalkyler,

11 3 11 3
V=12 1|5 ]0 1 -2],
2 1 1 00 —7

visar att fria variabler saknas. Séledes dr vektorerna linjirt oberoende.

For att pavisa att spn{vy, va, v3} = R3, bor vi i princip 16sa z1vy + ovo +
z3vy = b, dvs. Vx = bl for varje b € R3%. Om en losning existerar for varje
b si omfattar spannet av vektorerna v; hela R3. Existensen av en losning &r
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emellertid garanterad, eftersom V ir icke-singulir (enligt kalkylen ovan) och déirmed
inverterbar:
Vx=bT = x=V"'b".

Den senare delen av exemplet ovan behdver i praktiken aldrig utféras pa grund
av foljande sats, som bevisas ungefir som i exemplet:

Sats 4.7. Om ay, as, ..., a, ar n stycken linjart oberoende vektorer i R™ sd bildar
dessa vektorer en bas 1 R™.

Bevis. Om vi siitter A =(a; --- a,), s dr A en kvadratisk, icke-singulir matris.
Alltsd existerar A=L. For varje b € R™ har ekvationen Ax = b d4 losningen x = A~ b,
dvs. b ér en linjirkombination

b==za; + -+ z,a, €Espn{a,...,a,}.

Saledes bildar ay, ..., a, en basi R".
Antag att E &r ett vektorrum och att by, ..., b, utgér en bas i E.

Definition 4.11. For ett givet x € FE kallas talen zq, ..., z, koordinaterna for x i
basen {by,..., b,}.

Sats 4.8. Om {b1,..., by} ar en bas i ett vektorrum E, si ar koordinaterna for ett
givet x € E entydiga.

Bevis. Antag att bade z1, ..., x, och y1, ..., y, dr koordinater for ett givet x i den
givna basen. D4 ar
x=x1b1+ -+ z,b,

x:ylbl+"'+ynbna
vilket leder till att

OZX—X:(l’l—yl)b1+‘+($n_yn)bn-

Eftersom basvektorerna ir linjért oberoende, #r alla koefficienterna i linjéirkombinatio-
nen i hogerledet noll, dvs. z1 =y1, ..., Tp = Yn. <

Exempel 4.19. Antag att vi fatt som uppgift att bade visa att vektorerna
b;=(1 1 )", by=(0 2 1)", by=(1 0 2)7

bildar en bas i R3 och att bestimma koordinaterna for a = (5 5 8)7 i denna
bas. D& kan dessa tva uppgifter 1osas samtidigt pa foljande sitt: Vi loser det
ekvationssystem som svarar mot rikneschemat (b; by bz | a) och ser redan
da vi har natt ndgon echelonform,

1 01 ] 5 1
(by by by | a)=[1 2 0 | 5|—=---=1]0
112 | 8 0
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att inga variabler dr fria, varfor vektorerna b; &r linjirt oberoende. Eftersom vi
nu har tre linjirt oberoende vektorer i R3 si bilder dessa en bas i R3 enligt Sats
4.7. For att fa fram koordinaterna for a, fortséitter vi tills vi har en reducerad
echelonmatris och kan da avldsa dessa: x1 =3, zo =1, x3 = 2.

Exempel 4.20. Vi skall visa att polynomen

2 n
1, =z, z¢,..., =

bildar en bas i vektorrummet P, av alla polynom av hogst graden n. Eftersom
varje polynom p i P, har formen

p(z) = co + 17 + coz® + - + cpa”,

dr det klart att de givna polynomen uppspénner hela P,,. Vi behover alltsé bara visa
att de ocksd ar linjért oberoende. For detta dndamal sétter vi en linjirkombination
av dem lika med nollfunktionen:

co+crz+ e+ 4™ =0.

Denna likhet giiller for varje z, alltsa speciellt ocksa for x = 0, vilket ger att ¢o = 0.
Saledes &dr
z(cr + oz + -+ ") =0

for varje z, dvs.
crter+ e =0

for varje z # 0. Men polynom ér kontinuerliga, s& polynomet ¢; +coz+- - - +c¢, 2" *

i véinsterledet maste vara noll ocksd for x = 0, vilket ger att ¢; = 0 osv. Ett antal
upprepningar av detta resonemang ger att ¢co = ¢; = --- = ¢, = 0 (stringt taget
borde man anvinda induktion!). De givna polynomen bildar alltsi en bas i P,.

Nésta sats visar att antalet vektorer i en bas dr entydigt:

Sats 4.9. Om bade vektorerna ay, as, ..., a,, och vektorerna by, bs, ..., b, bildar
baser i ett vektorrum E, sa dr m = n.

Bevis. Antag som en antites att det motsatta giller, t.ex. att m < n (om m > n kan
man lata de tvi baserna byta plats i beviset). Vi skall visa att detta antagande leder
till en motsigelse. Varje vektor b; kan skrivas som en linjirkombination av vektorerna
a;, az, ..., p:

bizzﬁkiak (ZZI,,H)
k=1

Sétt B = (Bk;). D& har det homogena systemet Bx = 0 icke-triviala 16sningar enligt
Sats 1.3, ty antalet rader m &r mindre &n antalet obekanta n. Men & andra sidan kan
vi bevisa det motsatta genom att sluta oss till att systemet bara kan ha den triviala
16sningen:
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Bx=0 — Zﬁkiﬂiizo (kzl,,m)

i=1
m n n m n
= 03 (S = o () - S
k=1 \i=1 i=1 k=1 i=1
= 1 =...=x, =0,
dér vi for den sista implikationen har utnyttjat att by, ..., b, dr linjirt oberoende.

Men detta dr en motsiigelse. Pa grund av detta maste vi dra slutsatsen att m =n. <

Antalet vektorer i en bas #r enligt Sats 4.9 ett tal som karakteriserar ett visst
vektorrum. Vi infor dérfor foljande definition:

Definition 4.12. Med dimensionen, dim E, hos ett vektorrum E menas antalet vek-
torer i en bas i F.

Anmirkning. Man kan visa att varje vektorrum E # {0} har en bas, #ndlig eller
oindlig. O#ndliga baser definieras pa samma sétt som dndliga. Skillnaden dr bara att
med en linjirkombination av en odndlig méngd av vektorer avses en linjirkombination
av nagon dndlig delméngd av denna. Om ett vektorrum E har en odndlig bas, siger
man att E dr odndligtdimensionellt och skriver att dim E = oc.

Exempel 4.22. Tydligen ér

dimR" =n,
eftersom de naturliga enhetsvektorerna ey, ..., e, bildar en bas i R", och
dimP, =n+1,
eftersom polynomen 1, z, 22, ..., 2" bildar en bas i P,. Vektorrummet P av alla

polynom, liksom vektorrummet av alla funktioner, méste vara odndligtdimensio-
nellt, eftersom den oéndliga méngden av alla potenser ™ av z dr linjért oberoende.

I beviset av Sats 4.9 utnyttjade vi inte alla antaganden i satsen efter att antitesen var
gjord: Vianvinde oss bara av att ai, ..., a,, uppspinner F och att by, ..., b, ar linjart
oberoende. Precis samma slag av resonemang ger oss dirfor foljande generalisering av

Sats 4.7:

Sats 4.10. Om by, ..., b, dr linjart oberoende vektorer i ett vektorrum E och
dim F =m, sd bildar by, ..., b, en bas i E.

Bevis. Antag som en antites att spn{bi,...,b,,} # E s att vi kan vilja en vektor
b, 4+1 € E utanfor det ndmnda spannet. D3 dr by, ..., b,,41 linjirt oberoende (enligt
uppgift 14 (a)). Beviset for foregiende sats (med n = m + 1) ger nu en motsigelse.
Alltsé dr spn{by,...,b,,} = E, dvs. {by,...,b,,} ér en bas. {

Exempel 4.21. Vi skall visa att polynomen

pl(x)zl—i-x—l—:vz, pg(:v):1+2$+:v2, p3(r) =2+,
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bildar en bas i vektorrummet P, av polynom av hogst graden 2. Eftersom vi redan
vet att de tre polynomen 1, z och z2? bildar en bas, ricker det enligt Sats 4.10 att
visa att pi1, p2 och ps dr linjirt oberoende. Vi undersoker dirfor ekvationen

0 = cip1(x) + cap2(x) + c3p3(x)
= (c1+ e+ 2¢3) + (1 + 262 + ¢3)z + (c1 + ¢2)2”,

som giller for varje z om och endast om ekvationssystemet

c1+ co+2c3=0
c1+2c+ c3=0
c1+ ¢ =0

ar satisfierat. En kalkyl med motsvarande rikneschema visar att den triviala 1os-
ningen dr den enda. Saledes bildar p;, ps och p3 en bas i Ps.

Bas och dimension for kolonn- och radrum

Lat oss aterkalla i minnet att om A &r en matris si &r kolonnrummet R(A) span-
net av A:s kolonner, radrummet R(A”) spannet av A:s rader samt nollrummet N (A)
vektorrummet av alla 16sningar till Ax = 0.

Vi kommer nu att hiirleda algoritmer som ger baser i R(A), R(AT) och N(A). For
kolonn- och radrummens del kommer vi att stoda oss pa Sats 4.6. Vi borjar med den
algoritm, som ger en bas i R(AT):

Sats 4.11. Antag att A ar en m/n-matris och antag att vi med hjilp av basoperationer
har transformerat A till nagon echelonform U. Da gdller:

(¢) Matriserna A och U har samma radrum;
(i1)  Pivotraderna i U bildar en bas i radrummet R(AT).

Bevis. (i) Lat

X1 BO Y1
X = : — Y = :
Xm Ym
vara en godtycklig anvindning av en basoperation i kedjan A — --- — U. D4 éar
varje ¥, en linjirkombination av vektorerna Xi, ..., X, ty varje anvindning av en

basoperation innebér att man bildar en (enkel) linjirkombination av rader. Eftersom
alla basoperationer &r omvindbara, géller ocksd det omvénda: Varje vektor X; &r en
linjirkombination av y,, ..., ¥,,. Ur detta foljer att

spn{X1,..., X} =spn{¥i,---, ¥t

dvs. att X och Y har samma radrum. D& detta giller for varje link i kedjan fran A
till U, ar R(AT) = R(UT).
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(43) Det #r klart att pivotraderna i U bildar en bas i R(UT) = R(AT), ty de &r
linjirt oberoende enligt Sats 4.6 och uppspanner hela radrummet, eftersom de ovriga
raderna i U dr 0. &

Exempel 4.23. Om vi 6verfor matrisen A nedan till en echelonmatris,

2 1 2 1 1 -1
A=[11 -1 |50 -1 4 |=U,
0 2 -8 0 0 0

sé ser vi att U har pivotelement i de tva forsta raderna, som alltsa bildar en bas

{(1 1 —=1),(0 -1 4)}

i R(AT). Observera att vi kan anvinda vilken echelonform som helst. Om vi
anviinder t.ex. den reducerade echelonformen, hittar vi en annan bas i R(AT).

Lagg mirke till att vektorerna skall tas ur U, inte ur A. Vi ger ett motexempel:

Exempel 4.24. Sats 4.11 ger pa basen av kalkylen

0 0 10
=1 0)-6 o)

att den forsta raden i U bildar en bas {(1 0)} i R(AT). Déremot bildar inte den
forsta raden i A nagon bas i R(AT), ty den #r ju linjirt beroende.

For kolonnrummet R(A) har vi en nigot annorlunda algoritm for konstruktion av
en bas. Orsaken dr att matrisen A och en motsvarande echelonmatris U i regel har olika
kolonnrum. Detta i sin tur sammanhinger med att basoperationerna dr radoperationer,
inte kolonnoperationer.

Sats 4.12. Lat A vara en m/n-matris och antag att vi med hjilp av basoperationerna
transformerat A till nagon echelonmatris U. Dd bilder de kolonner i A, som har samma,
nummer som pivotkolonnerna i U, en bas i kolonnrummet R(A).

Bewis. Vi infor beteckningar for kolonnerna i A och U:

A (al an),

U=(u; - uy).

Echelonmatrisen U fas genom multiplikation fran vinster med (i tur och ordning) ma-
triser K1, Es, ..., E,, som svarar mot basoperationer. Om vi sétter £ = E,--- E; si
ar I inverterbar och

U=EA,

ui:Eai (z:l,,n)

(3)
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Antag att U innehaller r pivotkolonner. Vi kan anta att de r forsta, ug, ..., u,, rdkar
vara pivotkolonner. Om inte s& kan vi ju temporirt numrera om kolonnernal!

u; Usq u,
P x L% % L %
P .. * *
U= P x *
0 O 0 O 0
0 O 0 O 0

(Hér betecknar P ett pivotelement). D& &r dessa r pivotkolonner linjéirt oberoende
enligt Sats 4.6. Vilken som helst av de ovriga kolonnerna, sig ui (k > r), 4r en
linjirkombinationav uy, ..., u,, ty ug kan betraktas som ett hogerled i ett rikneschema
(up --- u, | ug) och bakéitsubstitution ger da koefficienterna i linjirkombinationen

riu; + -+ T.u, = Ug.

Alltsé ar R(U) = spn{uy,...,u,} = spn{uy,...,u,}, dvs. {uy,...,u,} ér en bas i
R(U).

D& vi nu vet att pivotkolonnerna i U bildar en bas i R(U), kan vi anviinda (3) till
att visa att motsvarande kolonner i A, dvs. a;, ..., a,, bildar en bas i R(A). Forst det
linjidra oberoendet: Om vi multiplicerar ekvationen

cia;+---+cra. =0
fran vinster med matrisen E och beaktar (3), far vi
O0=cFa; +---+c¢-Fa, =ciu; +---+cu,,

vilket ger att ¢; = -+ = ¢, = 0 d& ju uy, ..., u, ar linjirt oberoende. For att visa
att spannet av aj, ..., a, dr hela R(A), tar vi en godtycklig vektor x € R(A). D& é&r
Ex € R(U), enligt (3), och kan dérfor skrivas som en linjirkombination

Ex=au; + -+ aru,.

Saledes ér x = oy F~tuy +- - + o, E~tu, = aja; + -+ - + a,a,. Varje vektor x € R(A)
finns alltsa i spn{ay,...,a,} och satsen dr ddrmed bevisad.

Definition 4.13. Rangen hos en matris A #r dimensionen dim R(A) hos kolonnrum-
met. Dimensionen hos nollrummet, dim N (A), sigs vara A:s defekt (eller nolldefekt).

Enligt satserna 4.11 och 4.12 &r
dim R(A) = dim R(U) = #(pivotelement) = dim R(AT).

Foljaktligen giiller:
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Sats 4.13. A och AT har samma rang for varje matris A.

Med hjilp av detta kan vi skriva ut en stor méngd pastaenden, som alla dr ekvivalenta
med att en n/n-matris A dr inverterbar:

A inverterbar < A icke-singulir &  dimN(A) =0
)
dimR(A) = n
dim R(AT) =n

AT inverterbar < AT icke-singulir < dimN(AT)=0.

Exempel 4.25. Som ett exempel pa hur man anvinder Sats 4.12 betraktar vi en
matris A och en echelonform U av denna:

1 3 3 2 1 3 3 2
A= 2 6 9 5| —=---=10 0 3 1]=U.
-1 -3 3 0 0 0 0O

Eftersom den forsta och den tredje kolonnen i U &r pivotkolonner, bildar den forsta
och den tredje kolonnen i A en bas i R(A):

{(r 2 =)', (3 9 3)"1.

Anmairkning. (i) Man kan naturligtvis anvéinda (t.ex.) proceduren for att bestdimma
en bas i ett radrum till att bestimma en bas i R(A) genom att helt enkelt tillimpa den
pa matrisen A7 i stillet for A.

(i7) En bas i ett vektorrum #r ju alltid precis detsamma som en maximal méngd
av linjirt oberoende vektorer i ett vektorrum. Om man bland ett antal givna
vektorer i R™ vill viilja en bas i spannet av dem, skriver man dirfor vektorerna som
kolonner i en matris A och anviinder Sats 4.12 till att bestdmma en bas i R(A), som
ju dr spannet av de givna vektorerna.

Sambandet mellan rang och defekt

Forst kan vi konstatera att den procedur som vi anviinde i exempel 4.9 for att skriva
ett nollrum som ett spann, i sjilva verket alltid ger en bas i nollrummet:

Exempel 4.26. Matrisen A overfors i reducerad echelonform
13 3 -1 N 1 3 0 -13
2 6 7 2 0 01 4 ’

de fria variablerna ges godtyckliga virden, o = s och x4 = t, varefter losningen
forst skrivs ut komponentvis

Ty — —3s + 13t
T2 S

I3 = — 4t
Ty = t
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och sedan i vektorform

-3 13
1* 0*

X=3s 0 +1 4 =svy +1tvy.
0* 1*

De komponenter som svarar mot de fria variablerna har hir forsetts med en stjir-
na. Nollrummet #r nu spannet av vy och v, men dessa vektorer dr ocksa linjirt
oberoende, ty ekvationen svi + tvy = 0 ger direkt att s = ¢ = 0 d& vi utnyttjar
de stjarnférsedda komponenterna som svarar mot fria variabler. Vektorerna v; och

vy bildar alltsi en bas i N(A).

Generellt giller precis som i vart exempel, att dim /V(A) = #(fria variabler) sa att

dim R(A) = #(pivotkolonner)
dim N (A) = #(icke-pivotkolonner)

dim R(A) + dim N (A) = #(kolonner) .

Sats 4.14. Antag att A ar en m/n-matris. Da galler:

(¢) dimR(A) +dimN(A) =n;
(i)  En bas {v1,...,vp} i nollrummet N(A) fias genom att man i lisningen
till Ax =0,

X=581Vvy+ -+ S5pVvp,

i tur och ordning sdtter en fri variabel s; lika med 1 medan de dvriga

far vdrdet 0.

Om man enbart skall bestimma defekten hos en matris A, ricker det att overfora A
i echelonform. Antalet fria variabler anger da antalet vektorer i en bas i N(A), dvs.
defekten. Antalet basvariabler anger p& samma sidtt matrisens rang.

Exempel 4.27. For matrisen A nedan, fas en echelonform med tva fria variabler
och tva basvariabler:

2 1 -1 0 1 2 3 1
A=(1 2 3 1|—=---—=[|0 3 7 2
1 5 10 3 0 0 0 O

Saledes dr bade defekten och rangen likamed 2.
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Véansternollrum. Matriser med rangen ett

Vi har redan sett att kolonnrummet R(AT) till den transponerade matrisen AT pa ett
naturligt sitt (via transponering) kan identifieras med radrummet till A. D& det giiller
nollrummet till AT, far vi genom transponering:

ATx=0 & ATx)T=0 < xTA=0.
Detta ger anledning till foljande bendmning:
Definition 4.14. Vinsternollrummet till en m/n-matris A &r mingden
NAT) = {x|xTA=0}.
Denna #r identisk med nollrummet till A7 och ir alltsi ett underrum av R™.

Med varje m/n-matris har vi nu associerat fyra underrum, kolonnrummet, radrum-
met, nollrummet och vinsternollrummet, av vilka det sistndmnda &r det minst viktiga.
Om A har rangen r s géller sammanfattningsvis:

R(A) A:s kolonnrum; dimensionen = r
R(AT) A:s radrum; dimensionen = r
N(A) A:s nollrum; dimensionen =n —r
N(AT) A:s vinsternollrum;  dimensionen = m —r

Vi skall nu undersoka “strukturen” hos en m/n-matris
A=(a; - a,)

med rangen 1. Nagon av kolonnerna, t.ex. b = a; # 0, bildar en bas i R(A). Varje a;
ar alltsd en linjirkombination a; = ¢;b av b, dvs.

A=(ctb -+ ¢;b)=b(c; -+ ¢,)=bc,

dir ¢; # 0 for minst ett ¢ (annars dr ju A:s rang noll). Omvint: Om A = be, dir
b # 0, ér en kolonnvektor och ¢ # 0 idr en radvektor ir A = (1b -+ ¢,b). Men
d& uppspénns ju R(A) av b s att dim R(A) = 1.

En matris A har alltsd rangen 1 om och endast om A = bc, dir b # 0 dr en
kolonnvektor och ¢ # 0 dar en radvektor.

Ett liknande resonemang ger att en matris A har rangen 2 om och endast om den
har formen A = bic; + bycs, dir by, by ér linjéirt oberoende kolonnvektorer och cq,
¢y ér linjirt oberoende radvektorer (och A har rangen 3 om och endast ... )

Exempel 4.28. I matrisen

6 3 3
4 2 2

A= g 4 4|
2 -1 -1

som har rangen 1, bildar (t.ex.) forsta kolonnen b en bas i R(A) sa att
A=(1b (1/2)b (1/2)b) = bc,
dirc=(1 1/2 1/2).
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Ho6ger- och viinsterinverser

Antag att A dr en m/n-matris. For A:s rang r(A) giller bade r(4) = dimR(A) < n
och 7(A) = dim R(AT) < m, dvs. om min(m,n) &r det mindre av talen m och n, &r

(4) r(A) < min(m,n) .

Vi kommer att visa att likhet géller i denna formel om och endast om matrisen A har en
sa kallad hoger- eller en vinsterinvers. Sidana ensidiga inverser definieras pa foljande
satt:

Definition 4.15. Om AB = I s3 dr B en hdgerinvers till A och A dr en vdnsterinvers
till B.

Vi ser av denna definition, att inversen till en kvadratisk matris A dr en matris som ir
bade hoger- och viinsterinvers till A.

Villkoret for existensen av en hogerinvers foljer ur nedanstiende resonemang, dér
vi har anviint oss av beteckningar for kolonnerna i en (obekant) hogerinvers X =

(x1 -+ Xy, ) och enhetsmatrisen I = (e; -+ €5, ):
AX =1, érlosbar <& A(xy - X,)=(e -+ e,) irlosbar
& Ax; =e; drlosbar (1 =1,...,m)
& e €R(A) (i=1,...,m)
< R(A)=R"
& r(A) =dimR(A) =m.

Ur detta kan vi utlidsa nedanstaende sats:

Sats 4.15. For en m/n-matris A dar foljande pistienden ekvivalenta:

(4
(4%

)
)
)
)

Ekvationen Ax = b har minst en [0sning for varje b € R™;
R(A) =R™;
r(A) =dim R(A) = m;

A har en hégerinvers.

(131
(iv
Observera att enligt (4) dr det mojligt att uppfylla (i%i) bara om m < n.

For att rikna ut en hogerivers till A 16ser man matrisekvationen AX = I med hjilp
av rikneschemat (A | I). Detta svarar, som vi har sett i kapitel 3, mot samtidig 16sning
av m ekvationssystem med samma koefficientmatris A:

Exempel 4.29. Om A ér av typen 2/3 si har en eventuell hogerinvers X typen
3/2, si att om

1 Y1

1 2 3 _
A_<—1 _3 3> saar X = |22 ¥y
3 Ys
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och de obekanta elementen i X fas ur en reducerad echelonmatris:

(1 2 3 ] 10 1 0 15 | 3 2
(A|I)_(—1 -3 3|0 1>_> _><0 1 -6 | -1 —1>'
Eftersom x3 och ys ir fria, sétter vi 3 = s och y3 = ¢ och far variablerna z; genom

att beakta den forsta kolonnen i hogerledet och variablerna y; genom att beakta
den andra kolonnen i hogerledet:

3—15s 2-—-15¢ 3 2 =15 0 0 —15
X=|-146s =146t |=|-1 —1]|+s 6 0|+t 0 6
s t 0 0 1 0 0 1

For varje insatt virde pa s och ¢ &r X en hogerinvers och varje hogerinvers har
denna form.

Vinsterinverser Y till A fas genom att man loser matrisekvationen YA = I, som &r
ekvivalent med ATYT = I. Vinsterinverser till A svarar alltsa (via transponering) mot
hogerinverser till AT och tvirtom. Enligt Sats 4.15 och Sats 4.13 har ATYT =T en
losning Y7 om och endast om dim R(A) = dim R(AT) = n, ty AT ar en n/m-matris.
Detta ingér i beviset av niista sats:

Sats 4.16. For en m/n-matris A ar foljande pastienden ekvivalenta:

(1) Ekvationen Ax = b har hogst en ldsning for varje b € R™;
(i7) r(A) =dimR(A) =n;
(13i1) Kolonnerna i A dr alla linjart oberoende;
(iv) A har en vansterinvers.
Observera att enligt (4) dr det mojligt att uppfylla (i¢) bara om m > n.
Bevis. Vi har just visat att (i¢) dr ekvivalent med (iv) och dessutom &r det uppenbart
att (i7) dr ekvivalent med (4i7). Det réicker alltsd att visa att (i) dr ekvivalent med (4):

Enligt Sats 4.4 har alla losningar till en ekvation Ax = b formen x = xo + y, dér
X dr en partikuldrlosning till denna ekvation och y &r nagon l6sning till motsvarande
homogena ekvation Ay = 0. Ur detta foljer:
Ax = b har hogst en losning <« Ay =0baraomy =20
& #(fria variabler) =0
<  dimR(A) =n.
Saledes #r (i) ekvivalent med (i¢). <
Som vi redan ndmnde, sa riknar man ut vinsterinverser till en matris A genom att

man loser ekvationen Y A = I eller riittare sagt det transponerade systemet ATY7T =T
med hjilp av rikneschemat (A1 | I), vilket ger Y7 och slutligen Y:

Exempel 4.30. Om A dr av typen 3/2 si bor en eventuell vinsterinvers Y ha
typen 2/3. Detta betyder att om

1 1
A=1|2 2 och om vi siitter Y = (ml T2 3;3)
3 4 Y1 Y2 Ys
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sé ger kalkylerna

T (123 10) . (120 4 -3
(A|I)_(124|01_> “loo 1| -1 1)

dér vi ser att o och ys ér fria, vinsterinverserna

4—-2s s —1
Y_<—3—2t ] 1> (s,t€R).

Med hjélp av den teori som vi nu har utvecklat, kan vi bevisa att om en kvadratisk
matris har en hogerinvers s har den ocksd en vinsterinvers och att dessa inverser da
ar lika:

Sats 4.17. Antag att A dr en m/n-matris och lit Ay och Ay beteckna nigon héger-
respektive vansterinvers till A. Da galler:

(¢) Om bade ett Ag och ett Ay existerar, si dr m = n.
(1)  Om m =n, s existerar ett Ag om och endast om ett Ay existerar

och da ar

AH:AVa

dvs. A dr inverterbar och A~ = Ay = Ay.

Bewvis. Med hjélp av satserna 4.15 och 4.16 fas

Apg existerar < dimR(A) =m N _
Ay existerar < dimR(A)=n me=n.

Om m = n och och Ay och Ay existerar, sd ir Ay = (AvA)Ay = Av(AAg) = Ay,
eftersom bade Ay A och AAg #r enhetsmatriser.

Ovningsuppgifter
1. Visa, att £ = {(z1 z2) | 1, 22 € R,z1 + 2 = 2} med rikneoperationerna
definierade genom
(r1 z2)+(y1 p2)=(z1+y1—1 z24+y2—1),
Mz x2)=(Az1+1—=X Aza+1-—X)
ir ett vektorrum.

2. Vilka av foljande delmingder av R?® #r underrum di rikneoperationerna ir de
vanliga:

—~
S

Mingden av vektorer med forsta komponenten 07

=
D = T

Mingden av vektorer med forsta komponenten 17

{(0 0 0)}?
{(by by bs)|3by—by+bs=0}7
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Miangden R*® = {(z; z2 ---)|z; €R, j=1,2,...} dr ett vektorrum om

(1 w2 )+ (y1 v2 ~-)=(z1+y1 22+y2 ---),
)\(331 T2 ):(>\.’L'1 )\.’13'2 )

Vilka av foljande delmingder av R*> #r underrum:

(a) Miéngden av alla foljder som innehaller ofindligt ménga nollor
(tex. (1 0 1 0 1 0 )2

(b) Alla foljder (zq, z2 ---) med z; =0 fran och med nagot
index j =jo (bex. (1 2 3 1 0 0 0 ---))?

(c) Alla aritmetiska foljder, dvs. sddana for vilka ;41 — z; har samma

viirde for varje 57

(a) Verifiera att méngden M av alla funktioner f : R — R med definitionsméingden
[a, b] dr ett vektorrum, da rikneoperationerna definieras som i exempel 4.2.

(b) Verifiera att méngden P, av alla polynom p(x) av hogst graden n ér ett vek-
torrum genom att visa att det dr ett underrum av M.

. Los ekvationen

(0 2)+3(t;1 t2)=(3 -1)
i vektorrummet i uppgift 1.

Visa att méngden av de positiva reella talen blir ett vektorrum da rikneoperatio-
nerna definieras enligt: Vektoradditionen x @ y &dr vanlig multiplikation xy; multi-
plikationen Atz av en skalir A med en vektor x ir potensen z’.

Undersok om vektorerna

(@ (3 25 1),(2 3 3 2),(1 -1 2 —-1),(1 1 1 1),
) (2 2 3 3),(1 -1 -1 2),(3 1 2 5),(3 3 3 3),

i R?* &r linjirt beroende eller oberoende.

Bevisa att snittet av tva underrum till ett vektorrum E ocksd dr ett underrum av
E. Kan detsamma séigas om unionen? Om inte, ge ett motexempel.

Visa att (a) méngden av alla symmetriska matriser av typen n/n, (b) mingden av
alla nedat trianguldira matriser av typen n/n, ir ett underrum av méngden av alla
n/n-matriser. Vad &r snittet av dessa tvd underrum?

Beskriv kolonnrummet och nollrummet till matriserna

1 -1 0 0 0
A—(O 0> och B—(O 0 0).
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Bestim echelonformen for matrisen A, d&a

(a) A:(g . 8) (b) A=

O == O
co N O

0

Bestéim basvariabler och fria variabler i systemet Ax = 0. Vilket dr A:s nollrum?
Vilket villkor bor vara uppfyllt for att systemet Ax = b skall vara konsistent?
Bestdm den allménna losningen till detta system da det &r konsistent. Vilken rang
har A?

Ar foljande delmiingder underrum av vektorrummet P av alla polynom:

(@) U={peP|p(x)=az’ acR};

(b) V={peP|px)=2a+z+22% acR};
() W={peP|p(-2)=p(1)=0};

(d) Z={peP|p2)=p3)=1}7

Visa att mingden M &r ett underrum till vektorrummet av alla 2/2-matriser, da

(a) M &r mingden av alla matriser X som kommuterar med A = <; g) ;

(b) M &r mingden av alla 2/2-matriser av formen <8 a2—z b) , (a,beR);

(¢) M &r mingden av alla 2/2-matriser av formen (Cbl _ab> , (a,beR).

(Rikneoperationerna dr matrisaddition och multiplikation av en matris med ett
reellt tal.)

(a) Antag att ay, ..., a, dr linjirt oberoende vektorer i ett vektorrum och antag att
a, 41 ligger utanfor spn{a;,...,a,}. Visa att vektorerna a;, ..., a,4; dr linjirt
oberoende.

(b) Antag att & ena sidan {ay, ..., a,, } och & andra sidan {by, ..., b, } 4r méngder

av linjéirt oberoende vektorer i ett vektorrum samt antag att snittet av spannen
spn{ai,...,a,;,} och spn{by,...,b,} dr {0}. Visa att a;,...,a,,, by,...,b, ir
linjart oberoende.

Antag att a;, as, a3, a4 ir linjirt oberoende vektorer i ett vektorrum. Ar vektorerna
a1+2a2+a3, a2+2a3+a4, a3+2a4+a1 a4+2a1+a2

linjért beroende? Ange, om de ér linjéirt beroende, en icke-trivial linjirkombination
av dem som #r likamed nollvektorn.

Bestiam en bas i radrummet, kolonnrummet och nollrummet till matrisen

-2 -5 8 0 -17
1 3 -5 1 5
3 11 -19 7 1
1 7T —-13 5 -3

1 -4 9 -7
@ A=[-1 2 -4 1), @ A=
5 —6 10 7
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Bestdm dimensionerna for kolonnrummet R(A) och nollrummet N(A) samt ange
baser i dessa for alla virden pa a, da

Vilj ut en maximal mingd av linjért oberoende vektorer ur f6ljande vektorméngder:

(@ {(1 0 1 0),(0 1 0 1),(1 1 1 1),(=1 0 2 1)};
B {(0 1 2 3),(3 01 2),(2 3 0 1),(1 2 3 0)};
(¢ {(1 -1 1 -1),(-1 1 -1 —1),(1 -1 1 —=2),(0 0 0 0)}.

Ligger b= (3 4 5) i det underrum av R3 som spinns upp av

wi=(1 1 0), wo=(2 2 1) och wz=(0 0 2)?

Bevisa att varje delméingd av en mingd av linjart oberoende vektorer &dr linjért
oberoende. Géller det dven att en delmingd av en mingd av linjért beroende
vektorer dr linjirt beroende?

Undersok om foljande vektorméngder #r linjéirt beroende eller oberoende

(@ {(1 2 2),(2 1 =2),(2 =2 1)},

b)) {(1 1 1),(3 1 2),(0 2 1)},

(¢ {(1 1 1),(3 1 2)},

d {(1 0 2),(=2 0 —4)},

(e) {(1 0 0),(0 1 0),(0 0 1),(2 7 —=8)}

Vilka av dessa mingder 4r en bas i R3?
Visa att (¢ 3) och (2 1—a) ér linjirt oberoende vektorer for varje virde pa a.

Antag att vg, vy, ..., vg dr linjirt oberoende vektorer i ett vektorrum E. Undersok
om vektorerna vi; — vy, vo — Vvg,..., Vr — Vg ir linjért beroende eller oberoende.

Ange en bas och bestdm dimensionen for underrummet av 2/2-matriser definierat
i uppgift 13 (a) (anvind losningen av uppgift 5 i kapitel 2), 13 (b) och 13 (¢). Vilka
ar i fallet 13 (b) koordinaterna for

2 -1

0 —6

i den konstruerade basen?
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Lat A beteckna en m/n-matris och antag att vi vet att bade raderna och kolonnerna
i A #r linjirt oberoende. Kan vi da siga nigonting om typen m/n?

Avgor om foljande utsagor dr sanna eller falska. Ange motexempel i de fall d&
utsagan dr falsk.

—

a) Om S =spn{xi,...,Xy} sd dr dim S = m.

=

Snittet av tvd underrum kan inte vara den tomma méngden.

P—

Om Ax = Ay si dr x =y (A 4r en matris och x och y dr kolonnvektorer).

—
S
~— — — O~

Radrummet for matrisen A har en entydig bas som kan riknas ut genom
att man reducerar A till echelonform.
() Om en kvadratisk matris A har linjirt oberoende kolonner si har

dven A2 det.

Enligt uppgift 9 (a) dr méingden av alla symmetriska 3/3-matriser ett underrum
av mingden av alla 3/3-matriser. Bestédm en bas i detta underrum. Vad &r under-
rummets dimension?

Visa att om V och W ér tredimensionella underrum av R® s har V och W en
vektor gemensam som #r olik nollvektorn.

Visa att om {vy, v, v3} dr linjirt oberoende si #r ocksd {wj, wo, w3} linjirt
oberoende da vektorerna w; ér definierade genom w; = vy +va, Wy = Vi + Vo + V3
och w3 = vy + v3.

Bevisa att om matriserna A och B #r sadana att AB = 0, s #r kolonnrummet
R(B) en delméngd av nollrummet N(A).

(a) Visa att polynomen p;(z) = 1, p2(z) = 1+ z och p3(z) = 1+ z + 22 bildar en
bas i vektorrummet P» av alla polynom av hogst graden 2. Rikna ut koordinaterna
for p(z) = 22 i denna bas.

(b) Betrakta baserna B = {1, x, %} och C = {p1, p2, p3} i P> (se (a)). Antag att
polynomet p har koordinaterna 1, 0 och 2 i basen B. Vilka dr koordinaterna for p
i basen C7 Antag att polynomet ¢ har koordinaterna 1, 2 och 5 i basen C. Vilka
ar koordinaterna for ¢ i basen B?

(c) Visa att M = {1 —x, 1 + 2+ 22, 1 — 22} &r en bas i P,. Vilket polynom har
koordinaterna 1, 1 och 1 i basen M.

En 2n/2n-matris M kan delas horisontellt och vertikalt i lika delar s& att fyra block
A, B, C och D uppstér (varje block ér en n/n-matris):

w2 3).

Om A~! existerar kan man sitta in en nollmatris pa C:s plats med en “BO1-
operation med matrisblock”:

A B _) A B

¢ D 0 D—-CA™ B/~
Vilken matris E skall man multiplicera M med frén vinster for att dstadkomma
denna operation? Vilken dr E:s invers?
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Anvind sddana basoperationer med matrisblock, som beskrivs i uppgift 32, till att

invertera matrisen
A 0
C D)’

Rikna ut koordinaterna for vektorn x = (z; 7o w3 4) i foljande bas i R*:

dar A och D &r inverterbara block.

{(1 00 0),(1 1 0 0),(L 1 1 0),(1 1 1 1)}.

Bestdm en bas i R2 sadan att vektorn (3 7)” i denna bas har koordinaterna 2
och 3. Finns det flera baser i R?, i vilka (3 7 )T har de nimnda koordinaterna?

Summan av tva underrum V och W av ett vektorrum FE definieras genom
V4W={xeE|x=v+w,dirveV, weW}.

Om V &r kolonnrummet fo6r en matris A (av typen m/n) och W ar kolonnrummet
for en matris B (av typen m/p) si dr V + W kolonnrummet for den matris @ =
(A B), som man far genom att kombinera A och B till en enda matris. Det
giller da att dim(V + W) = r(Q). Varfor? Bestdm en basi V + W i det fall att V'
spainns uppav vy =(1 1 0 0)Y ochvo=(1 0 1 0)% samt W spénns upp
avwi=(0 1 0 1) ochwy=(0 0 1 1)7. Bestiim ocksi en basiVNW
och verifiera i detta speciella fall den allménna formeln

(5) dim(V 4+ W) +dim(VNW) =dimV + dim W .

Visa att om R(A) = N(A) for en matris A si dr denna en kvadratisk matris av en
typ n/n, dir n ir ett jimnt tal.

Antag att A dr en kvadratisk, inverterbar matris. Bevisa att AB och B har samma
nollrum, samma radrum och samma rang.

Lat V och W vara underrum av R* definierade genom

V={(a b ¢ d)|b+c+d=0},
W={(a b ¢ d)]|a+b=0,c=2d}.

Ange en bas for de fyra underrummen V., W, VNW och V + W samt verifiera att
formel (5) giiller (V 4+ W definieras i uppgift 36).

Visa att vektorernav=(1 0 1 0)ochw=(0 1 0 1)tillhor underrummet
U av R* definierat genom U = {(z y 2z wu)|z+y = z+u}. Ar méangden {v, w}
en bas i U? Om inte, komplettera den med ett nodviindigt antal vektorer till en
bas i U.

Visa att matriserna

2 3 4 4 2 4
0o 1 1 och 2 01
2 -1 0 2 7 8
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har samma radrum och ange en bas i detta.

Har foljande matris ndgon hogerinvers (motiveral):

Konstruera alla mojliga vénster- och hogerinverser till matrisen A= (1 1 0).

Visa att matriserna

2 =2

A=|4 —4 och Bz(é ; 2)
0 0

har rangen 1 och skriv dem i formen A = uv? och B = wzl. Verifiera att deras

produkt AB dr en multipel av matrisen uz? och att denna multipel &r v'w.



