3. Gausseliminering genom matrismultiplikation

Vi skall visa att den omformning, som man far genom att utféra en basoperation pa
ett rikneschema, ocksd kan fas genom att man multiplicerar rikneschemat fran viinster
med en viss matris E. Detta dr ekvivalent med att man transformerar motsvarande
ekvation Ax = b genom att multiplicera den fran vinster med F, vilket ger EAx = Eb.

Lat oss forst se hur detta fungerar for (BO1):
Exempel 3.1. Betrakta ekvationssystemet

T, + 229 +3x3 =6
2x1+5x2+ (II3:9
1 +4xe — 623 =1,

som vi skriver som ett rikneschema (A|b) genom att sitta

1 2 3 6
A=[2 5 1 och b=19
1 4 -6 1

Det forsta elimineringssteget, (2) — (2) — 2 (1), &r

12 3 | 6 12 3 | 6
Ab)=[2 5 1 | 9| =0 1 =5 | =3|=(U|by).
1 4 -6 | 1 1 4 -6 | 1
Sétt
1 0 0
Ey=I-2Jn=(-21 0],
0 0 1

dir Jo; dr en 3/3-matris som har nollor pé alla andra platser én (2,1), déir den har
en etta. D& svarar multiplikation med F; mot det forsta elimineringssteget, ty

E(A]b) = (E1A|E1b),

dér enligt distributionslagen

1 2 3 0 0 0

1 4 —6 0 0 0
och pa samma sitt

6 0

Eisb=b—-2Jy3b=[9 ] —-2|6] =b;.
1 0



24 Bjorkfelt—Bjon

Det andra elimineringssteget (3) — (3) — 1(1) svarar enligt samma monster mot
multiplikation fran vinster med Ey = I — 1J31,

1 0 0 1 2 3 | 6
Ey=| 0 1 0], somger (Uzb)=10 1 -5 | -3
-1 0 1 02 -9 | =5
Det tredje, (3) — (3) —2(2), svarar i sin tur mot multiplikation med E3 = I —2.J35,
1 0 0 1 2 3 | 6
Es=|(0 1 0], ochger (Usjbsg)=10 1 -5 | -3
0 -2 1 00 1 | 1

Systemet Ax = b har nu 6verforts pé echelonform genom multiplikation fran viins-
ter med F = E3E2E1.

Allmént giller for ett system Ax = b, dédr A dr en m/n-matris, att (BO1)-operationen

. . multiplikation fr.v. med
{(#) = (1) — AM(k)} motsvarar { F=T— Ay } ,

dér J;; dr en m/m-matris som bestar av bara nollor utom pé platsen (4, k) dér den har
en etta.

For (BO2) har vi sambandet: Operationen
(i) < (k)

motsvarar multiplikation fran vinster med

dér (enligt konventionen) ett tomrum star for en nolla. Matrisen E ér i detta fall en
s.k. enkel permutationsmatris, som fias ur en enhetsmatris I si att man i denna later
raderna (i) och (k) byta plats.

For (BO3) giiller: Operationen

(i) = A(2)
svarar mot multiplikation fran viinster med diagonalmatrisen
1
1
E = A (2)
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Exempel 3.2. For tvaradiga system har vi t.ex.
0 1 a | e\ (c d | f
Go(tals)-(ciil)  won
10 a | e\ _[(a b | e
(0 7><c | f>_(7c 7d | 7f>’ (BO3).

Det faktum, att (BO1)-(BO3) svarar mot multiplikation (fr.v.) med vissa matri-
ser, kommer att tillita oss att dra langtgiende slutsatser. For att kunna dra dessa
slutsatser, maste vi emellertid utveckla mera grundteori.

QU /o

Matrisinverser

For en basoperation giller alltid (se Sats 1.1) att en lamplig annan basoperation kan
upphiva den effekt som den forsta basoperationen hade. Om négon basoperation sa-
ledes transformerar systemet Ax = b till FAx = Eb, s& kan dess verkan upphivas
genom multiplikation fran viinster med en ny matris E’, som svarar mot den “inversa”
basoperationen:

E'EAx = E'Eb.

Detta system bor nu vara identiskt med det ursprungliga, si att E'E = I, vilket leder
till foljande definition:

Definition 3.1. Tvi n/n-matriser A och B ir varandras inverser om
AB=1 och BA=1I.
En kvadratisk matris som har en invers séigs vara inverterbar.

Exempel 3.3. Vikonstaterar forst att det finns matriser, som ér olika nollmatrisen
men som saknar invers. Betrakta t.ex. matrisen

0 1

(1),
, : a b\ . . .

For varje B = ( ) ar ndmligen

c d
0 1 a b ok
AB_(O 0)(0 d>_<* 0)5&[’

dvs. ingen matris B dr invers till A.

Sats 3.1. En kvadratisk matris A har hogst en invers.
Bevis. Om B och B’ #r inverser till A si ér

BA=1 och AB =1.

Alltsa ar B = BI = B(AB') = (BA)B' = IB' = B'. {
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For inversen till en matris A skall vi frin och med nu anviinda beteckningen A1,
Observera att om B = A~! s #r enligt definitionen A = B~1, vilket genom insittning
ger att (A71)7! = A. Detta #r den forsta av riknereglerna i foljande sats:

Sats 3.2. Om A dr en inverterbar n/n-matris si ir A=! inverterbar och NA dr inver-
terbar om dessutom X\ # 0. Under de ndmnda antagandena ar

@) (A7) =4,
(id) (AA)*:;A—I (A£0).

Om bide A och B dr inverterbara n/n-matriser, si ar AB inverterbar och

(i4i) (AB)"'=DB7'A7'.

Bewvis. Vi bevisade redan (7). For att bevisa (i7) réicker det, pd grund av Sats 3.1,
att visa att %A‘l 4r en invers till AA: Eftersom skalira faktorer kan placeras var som
helst i en matrisprodukt &r

(AA) (%A*) = (A%) AA =T
GA—1> (A4) = GA) ATA=T,

For verifieringen av (744) réicker det att visa att B~1A~! #r en invers till AB:

(AB)(B™'A™Y) = A(BB™hHA ' =AA' =T,
(B7'A™HY(AB) =B Y A™'A)B=B"'B=1.¢
Vi har sett att (BO1) svarar mot multiplikation fr.v. med en matris av formen

E =1—- My (i # k). Eftersom J;; bestir av nollor utom pa platsen (i, k), dir den
har en etta, inses litt att

Jim, omk=1I,
(2) ik Jim = {0, om k # 1.

P4 grund av detta dir E~ = I + \J;;, ty vi har t.ex. att
EE~! = (I — )\Jik)(I-F >\J7,k)
=T+ Mg — Mg — N Jip = 1.
P& samma siitt ser man att E~'E = 1.

Exempel 3.4. Om E = I — 5J;5 dr en 3/3-matris, ir

1 =5
E=1|0

0
1 0 och E'=
0 0 1

o O =
O = ot
_ O O
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Detta betyder att om man utfor (BO1)-operationerna (1) — (1) —5(2) och (1) —
(1) + 5(2) efter varandra, si forblir rikneschemat (eller ekvationssystemet) ofor-
dndrat.

Exempel 3.5. Den enkla permutationsmatrisen ( ) 4r sin egen invers, ty

10

0 1\ /0 1) _ (1 0

10 1 0/ \0 1)~
Detta svarar mot att om man utfor (BO2)-operationen (1) > (2) tva génger pa ett
rikneschema, s aterfar man det ursprungliga rikneschemat.

Exempel 3.6. Matrisen

1 00 1 0 0
E=(0 3 0 har inversen E~'=1[0 1/3 0|,
0 0 1 0 0 1

vilket &r liktydigt med att (BO3)-operationerna (2) — 3(2) och (2) — 3(2) upp-
héver varandra.

Utrdkning av inverser

Att bestimma inversen X = A~! till en n/n-matris A innebér att man loser matris-
ekvationen AX = I. Vi kommer néimligen senare att se, att om en matris X satisfierar
denna ekvation si satisfierar samma X automatiskt ocksa ekvationen XA = I. Pj
bl.a. detta grundar sig foljande metod att rikna ut inversen till en matris A:

Vi infor beteckningar for kolonnerna i X och I genom att séitta X = (x1 - x,,)
och I = (ey --- e,). Matrisekvationen AX = I kan d& skrivas som n ekvationssystem
med samma koefficientmatris A:

Axlzel, AXQZQQ, y Axn:en.

Dessa kan losas var och en for sig med hjilp av riknescheman (Aley), ..., (4|e,). Men
da det ju édr koefficientmatrisen A, som bestdmmer vilka basoperationer man anvinder,
kommer man att upprepa (niistan) samma kalkyl n ginger. For att undvika dessa
upprepuningar anvinder man sig av ett enda sammanslaget rikneschema

(Aler ... e,) = (A|I),
dér alla hogerled beaktas samtidigt genom att man skriver dem efter varandra. Om
en losning X existerar, kan detta schema fas i reducerad echelonform med hjilp av

basoperationer enligt monstret

(AlI) - - = (I|x1 - x,) = (I]|X).
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Losningen x; till det i:te ekvationssystemet finner man da péd den plats dir hogerledet
b; ursprungligen fanns. Detta innebir att d& det i rikneschemat stiar en enhetsmatris
I pé viinstra sidan om det vertikala strecket, star inversen X = A~! pi den hogra sidan
om strecket.

Exempel 3.7. Vi inverterar matrisen

med hjilp av foljande kalkyler
—2 1 | 10 322 1 -2 | 0 1 Bgl 1 -2 | 01
1 -2 | 01 -2 1 | 10 0 -3 | 1 2

3331—2|0 13311
0 1 | —1/3 —2/3 0

1(2 1
_1___
A= 3(1 2)'

> har ingen invers, ty den andra raden blir inkon-

0 | —2/3 —1/3)
1| -1/3 -2/3)°

Inversen ér alltsd

Exempel 3.8. Matrisen (; 4

L2 | 10y (12] 10
2 4] 0 1 00 | -2 1)"

sistent:

LU-faktorisering

I exempel 3.1 har vi genom tillimpning av (BO17") fitt ett system pa echelonform.
Detta svarade mot att ekvationen Ax = b multiplicerades fran viinster med F =
EsFEsE; sa att en ny ekvation Usx = bz uppstod, diar Us &dr en echelonmatris. Nu &r
ju EA = Us, vilket ger, da vi multiplicerar fran vinster med L = E~1 = El_lEz_lEg_l:

A=LUs.

Hur ser L ut? Inverserna av Ej, Fs och E5 fis pd samma sétt som i exempel 3.4:

1 00 1 00 1 00

L=12 10 01 0 010

0 0 1 1 01 0 2 1
1 00 1 00 1 0 0
=12 10 01 0)J=1(2 10
0 01 1 21 1 21
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Observera att elementen pé platserna (2,1), (3,1) och (3,2) i L dr just precis de mul-
tipler A = 2, 1 och 2 som vi anviinde i de tre elimineringsstegen da vi subtraherade
en multipel av en ekvation fran en annan. Detta dr ingen slump utan vi kan formulera
en generell regel. For att fortydliga detta skall vi se ndrmare pa hur produkten L i
vart exempel uppstod: P4 grund av den speciella ordning, i vilken vi eliminerat (forst i
kolonn 1, sedan i kolonn 2 osv.), blir enligt formel (2) produkter av minst tva faktorer
Jir en nollmatris, s& att

L= (I42J1)(I+1J31)(L +2J32) =1+ 2J31 + 1J31 +2J32.
Detta betyder att matrisen L kan skrivas ut utan att man utfor ndgon multiplikation.
Talet A hamnar alltid pa platsen (z,k) i L d& man utfor operationen (i) — (i) — A(k):
Sats 3.3. Om en m/n-matris A kan éverforas pi echelonform U enbart med hjalp av
(BO1Y), sd kan A LU-faktoriseras i en produkt
A=LU.

Om elimineringen skett i normal ordning sd att man eliminerat i A:s kolonner frin
vanster till hoger, kan matrisen L skrivas ut enligt regeln:

L dr en neddt triangulir m/m-matris, sidan att
— L har ettor i diagonalen;
— multipeln X sdtts pa plats (i, k) under diagonalen i L
om man eliminerat med operationen (i) — (i) — A\(k);
— ovriga matriselement ar nollor.

Om A dar en n/n-matris och antalet pivotelement i U dar precis n, si ar U en uppdt
trianguldr matris, vilkens diagonalelement (= pivotelement) alla dr olika noll.

Vid LU-faktorisering av en matris A speler hogerledet ingen roll. Vi skriver dérfor
inte ut nagot hogerled i rikneschemat.

Exempel 3.9. Om man skall LU-faktorisera matrisen

1 2 1
A=11 2 2
2 4 5
gor man foljande kalkyler med hjilp av (BO17):
A 1 2 1 1 2 1
7\ (oo 1) oo 1)=U,
(2> 0 0 3/ () \0 00

diar de multipler A som anviints i operationerna antecknats under pilarna. T.ex.
operationen (3) — (3) — 3 (2) ger upphov till talet 3 pa plats (3,2) i L:

1 00
L=|1 10
2 31

Om man numrerar pivotkolonnerna i A (= de kolonner som innehéller pivotelement)
fran viinster till hoger, kan man ocksa uttrycka regeln i Sats 3.3 pa foljande sitt: Da
man eliminerar i pivotkolonn nummer k i A, skall de anvinda multiplerna
A skrivas i kolonn nummer k i L.
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Permutationsmatriser

Ibland kan en matris inte fis i echelonform enbart med hjélp av (BO1%). Den kan d&
inte LU-faktoriseras direkt. Detta giiller exempelvis for matrisen

0 2
A= .
Ett ekvationssystem som svarar mot A ir t.ex.

2:52 = b1
3r1+ 4x9 = by .

Om man permuterar ekvationerna, dvs. anvéinder (BO2), blir systemet didremot genast
uppéat triangulirt. Koefficientmatrisen for det nya systemet blir

3 4

0 2
och fas ur A genom multiplikation fran viinster med en permutationsmatris P av det
slag som beskrivs i ekvation (1).

Definition 3.2. En matris, som fas ur en enhetsmatris I genom att man later raderna
i I byta ordning, kallas en permutationsmatris. En permutationsmatris dr enkel och
betecknas med P;; om den fas ur I genom att man later raderna (i) och (k) i I byta

plats (i # k).
Notera att P;; = Pg; och att P;; dr inverterbar och dr sin egen invers: PZ;l = Py.

Vi har sett att multiplikation av en matris A fran vinster med den enkla permuta-
tionsmatrisen Pj;, dstadkommer att raderna (i) och (k) i A byter plats. Négot liknande
giller for alla permutationsmatriser:

Exempel 3.10. Betrakta t.ex. permutationsmatrisen

dér €; betecknar rad ¢ i enhetsmatrisen Iy. Ordningsféljden pa raderna i P kan
fas ur den ursprungliga (den som de har i I;) med hjilp av en f6ljd av enkla
permutationer:

P12
—

Py3

1 2
2 T
3 3

4 4 4

Saledes dr P = Pa3P15. Om vi nu bildar en produkt PA s kommer P;5 att byta om
raderna (1) och (2) i A, varefter Po3 byter om raderna (2) och (3) i PjoA. Resultatet
blir att P flyttar om raderna i A si att de far ordningsfsljden (2), (3), (1), (4).
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Eftersom enkla permutationsmatriser dr sina egna inverser, giller dessutom att P
ir inverterbar och att P~1 = Py Pss.

Detta giller generellt:

Sats 3.4. Ldt P wara den permutationsmatris som fas ur I, genom att man ordnar
om raderna i ordningsfoljden o samt lat A vara en m/n-matris. Dé ar
(i) P en produkt P = P j, ---P; ;,
(ii) P inverterbar och P~ = P,

(i1) PA dr likamed den matris som man fir ur A genom att

av enkla permutationsmatriser;
P

pJp 11717

skriva A:s rader i ordningsféljden o.

Mera om LU-faktorisering

Vi har sett att en matris kan LU-faktoriseras om den kan overforas i echelonform
enbart med hjilp av (BO1%). Detta &r inte alltid mojligt utan man kan bli tvungen
att permutera rader med hjilp av (BO2) for att komma till en echelonform. For att
inkludera ocksé sddana fall kridvs en ny formulering av satsen om LU-faktorisering.

Antag att A &r en m/n-matris, som (eventuellt) inte kan fis pa echelonform enbart
med hjilp av (BO11) si att ocksd (BO2) méste tas till hjialp. D4 kan man téinka sig att
genast i bérjan gora de radbyten som kommer att behovas (dvs. bilda en matris PA
dér P dr en permutationsmatris) for att i fortsittningen uteslutande anviinda (BO1%),
varvid man LU-faktoriserar PA. Detta dr mojligt for alla m/n-matriser A, ty (BO3)
behovs stringt taget inte vid omformning till echelonform. Daremot behovs (BO3) nog
om man vill f fram en reducerad echelonform.

Vi kan alltsé formulera foljande sats:

Sats 3.5. For varje m/n-matris A finns en permutationsmatris P, sidan att PA kan
LU -faktoriseras
PA=LU.

I praktiken behover man inte gora alla radbyten forst, utan man kan under rik-
ningens gang modifiera sina listor med multipler X\ efter varje radbyte, s att listorna
giller som om radbytet hade gjorts redan i bérjan:

Exempel 3.11. T fosljande sekvens av riknescheman skriver vi forst ut en preli-
minér lista med multipler (nedan med index 0), som byts ut mot en ny lista (med
index 1) s& snart operation (BO2) anvinds. En multipel hor ju ihop med en viss
rad, varfor multiplerna bor byta plats p4 samma sitt som motsvarande rader:

1 2 -1 0\ Boi1+* /1 2 -1 0
A=12 4 1 1] — [0 0 3 1
1322(2>0132
10
BO2 (1 2 —1 0\ (1)
—5 o1 3 2|3 =U
00 3 1
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Samtidigt har vi noterat att den ursprungliga ordningen (1), (2), (3) pa raderna i
A har omvandlats till (1), (3), (2) i U, vilket ger oss permutationsmatrisen P. Vi
har alltsd att PA = LU, dér

P = och L=

o O =
= o O
o = O
N —

1
0 1

Definition 3.3. En n/n-matris A sigs vara icke-singuldr om den med hjilp av (vilka
som helst) basoperationer kan fas i en uppat triangulir form U, som innehaller n
pivotelement. Om antalet pivotelement ér mindre dn n sigs matrisen A vara singuldr.

Exempel 3.12. Matrisen

1 3 2
A=12 6 9
2 8 8

ar icke-singulir, ty echelonformen nedan innehéller tre pivotelement:

1 3 2 1 3 2
A= 10 0 5] =10 2 4
0 2 4 0 0 5
Diremot dr matrisen
1 3 2
B=12 6 9
3 9 8
singulér, ty
1 3 2 1 3 2
B—-|[0 0 5)]—>10 0 5
0 0 2 0 0 O

Nedanstdende ekvivalenser for en n/n-matris A med den motsvarande echelonfor-
men U,

A ir singulir <= #( pivotelement) < n
<= ekvationen Ux = 0 har icke-triviala losningar

<= ekvationen Ax = 0 har icke-triviala lgsningar ,
ger en enkel karakterisering av en icke-singulir matris, vilken vi i fortséittningen kommer

att behova i manga sammanhang:

A ar kvadratisk och
Ax=0baraomx=0 | ~

(3) A &r icke-singulir <= {

Vi kan nu gora ett tilligg till Sats 3.5:
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Sats 3.6. Antag att A ar kvadratisk och att PA = LU dr LU -faktoriseringen av PA,
dar P ar en permutationsmatris. Om A ar icke-singuliir, sd gdller:

(¢) Diagonalelementen i U dar olika noll;

(1)  ekvationen Ax = b har exakt en ldsning (for varje b).

Om A dr singulir sd ar ndgot av diagonalelementen i U en nolla.

Bevis. Det sista pastaendet och (7) foljer direkt ur definition 3.3. Ekvationen Ax = b ér
ekvivalent med en ekvation av formen Ux = b;. Eftersom varje kolonn i U innehaller ett
pivotelement om A #r icke-singuliir, sd #r ingen variabel fri och systemet dr konsistent.
Bakétsubstitution ger dirfor exakt en 1osning. Alltsd giller (i7). <

LU-faktoriseringen av en kvadratisk matris A &r osymmetrisk satillvida att L har
ettor i diagonalen medan U inte behover ha det som t.ex. i LU-faktoriseringen

2 11 1 0 O 2 1 1
A= 4 1 0] =1 2 1 0 0 -1 -2 ) =LU.
-2 2 1 -1 -3 1 0 0 —4

Detta skonhetsfel dr litt att korrigera. Vi skriver U som en produkt av en diagonal-
matris D och en ny uppét triangulir matris U’ med ettor i diagonalen,

2 0 0 1 1/2 1/2
U=10 -1 0 0o 1 2 |=bU,
0 0 —-4/\o o 1

och far A = LDU’. En sddan LDU-faktorisering av A (eller PA) &r alltid mojlig om
diagonalelementen i U ér olika noll, dvs. om A &r icke-singulir.

Sats 3.7. Om A dr en icke-singulir kvadratisk matris sd finns det en permutations-
matris P och en sa kallad LDU-faktorisering PA = LDU av PA, dar

— L dr en neddt trianguldr matris med ettor i diagonalen,
— D dr en diagonalmatris, vilkens diagonalelement ar olika noll,

- U dr en uppdt trianguldr matris med ettor i diagonalen.

Anvindningar av LU- och LDU-faktoriseringar
Om man samtidigt 16ser flera ekvationssystem,
Ax; =by, Axy=by, ... ,Ax,=Db,,
med samma koefficientmatris, kan man gora som vi gjorde vid invertering av en matris:

I stillet for att gora skilda kalkyler i flera riknescheman (Alby), ..., (A|b,), vilket leder
till upprepningar av rikneoperationer, slar vi ihop dessa till ett enda rikneschema

(A|B) = (Alby...by),
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genom att skriva hogerleden efter varandrai B = (b; ...b,). Losningarna till alla dessa
system kan sedan litt skrivas ut da schemat (A|B) overforts i reducerad echelonform.
Observera att detta dr ekvivalent med att l6sa matrisekvationen AX = B,
dir X = (x1...x,) (se uppgift 3 i kapitel 2).

Ovanbeskrivna metod, som dr bra vid rikning fér hand, har olidgenheten att alla
hogerled méaste vara kiinda innan man kan pabérja kalkylerna.

En annan metod anviinder sig av LU-faktoriseringen A = LU av A (eller av PA =
LU av PA, varvid hogerleden &r Pby, ..., Pb,). Ekvationen Ax; = b; kan skrivas
LUx; = b;, och denna i sin tur som tva ekvationer

Ly; = b;

4 =1,...
(@ e i=1)

dér man har infort en temporir variabel y;. Forst loser man Ax; = by och far LU-
faktoriseringen péd kopet. Efter det anviinder man sig av (4), for i = 2,...,p, s att
man loser den forsta ekvationen med rikneschemat (L|b;), vilket ger y;, varefter man
loser den andra ekvationen med rikneschemat (Uly;), vilket ger x;. Det dr uppenbart
att alla hogerled inte behéver vara kiinda fran bérjan di man anviinder denna
metod, utan nya hogerled kan liggas till nir som helst (se uppgifterna 3 och 10).

P4 grund av att bade L och U ir trianguliira, krivs bara framat- respektive bakat-
substitutioner vid losningen, dvs. ett relativt litet antal rikneoperationer. De bada
beskrivna metoderna kriver ungefir lika stor arbetsinsats. Man kan visa att om A &r
en n/n-matris si krivs i bigge fallen

2
~ gn?’ + 2pn?

rikneoperationer med de fyra riknesétten.

Exempel 3.13. Om vi skall lsa systemen Au = b; och Av = b, diir

1 2 -1 1 -1
(37 e (d) (3,

stiller vi enligt den forst beskrivna metoden upp ett gemensamt rikneschema, som
overfors i reducerad echelonform:

(12 -1 ] 1 -1 10 =5 | -1 -7
(A|b1b2)_(1 31 | 2 2>_>"'_><0 12 | 1 3)‘

Bade uz och v3 ér fria, sa vi kan séitta uzg = s och vg = t. Med hjilp av den forsta
kolonnen i hogerledet far vi losningarna till det forsta systemet och med hjilp av
den andra kolonnen i hogerledet losningarna till det andra systemet:

U1:—1+58 1)1:—7+5t
uy = 1 — 2s och vy = 3 — 2t.
Uz = S vy = t
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Enligt den andra metoden stiiller vi upp rikneschemat for den forsta ekvationen
och kan, d& vi har nitt echelonform (med hjilp av (BO1%") och eventuellt (BO2))

12 -1 | 1) (12 -1]|1
tsor b2 \or 2 )y

skriva ut LU-faktoriseringen

1 0 1 2 -1
A_LU_(I 1)(0 1 2)'

Sedan fortsatter vi tills rikneschemat dr i reducerad echelonform och kan d& skriva
ut losningarna till det forsta systemet. For att 1osa det andra systemet betraktar
vi forst Ly = bo,

(10 | -1 10 | -1 i s
(L|b2)—(1 1 2)—)(0 1 3>,ochfaratty—<3>.

Dérefter 1oser vi Uv =y,

12—1|—1_>10—5|—7
o1 2 | 3 o1 2 | 3)°
och finner den tidigare nimnda l6sningen.
Kom ihag att vart exempel med smé matriser bara visar principen for hur

metoderna fungerar. Foérdelarna hos dessa tvd metoder blir betydande forst da
systemen &dr stora och/eller antalet system stort.

Vi skall nu se vilka teoretiska foljder Sats 3.7 om LDU-faktorisering har. Vi visar
forst att om A #r en icke-singulir n/n-matris med LDU-faktoriseringen A = LDU, sé&
ar varje faktor L, D och U inverterbar:

Faktorn L #r en produkt L = B! --- E;! av inverterbara faktorer (som svarar mot
(BO17%)) och &r dirmed sjélv inverterbar enligt Sats 3.2 (ii4). Faktorn

dy dit
D= o har inversen D~ ! = o
dy, dt

Varje diagonalelement d; dr némligen olik noll enligt Sats 3.6. Den uppéat triangulira
matrisen U slutligen, kan ¢verforas pa en reducerad echelonform som ér I med hjilp
av bakatsubstitutioner (BO17), dvs. genom att man multiplicerar med inverterbara
matriser F; av formen I — A\J:

Fy---FU=1I.

Om man multiplicera fran viinster med i tur och ordning Fq_l, ey Fl_l, far man att U
ar en produkt av inverterbara faktorer, U = Fl_1 - Fq_l. Alltsé ar ocksd U inverterbar.

Med hjilp av detta kan vi visa att LDU-faktoriseringar dr entydiga:
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Sats 3.8. Antag att A ar en icke-singulir kvadratisk matris och att A (eller PA, dér
P &r en permutationsmatris) har LDU -faktoriseringarna

A= L1D1U1 och A= L2D2U2 .

Da ar L1 = L2, D1 = D2 och U1 = U2.

Bevis. Ur LiD1U;y = Ly DU, foljer, dd man multiplicerar fran vinster med Ll_1 och
D7t och fran hoger med Uy !, att

UU; ' = DL Ly Dy

Vinstra ledet 4r en produkt av tva uppat triangulira matriser med ettor i diagona-
len och har dirfor sjilv samma form (se uppgift 19) medan hogra ledet dr en nedit
triangulir matris. Detta medfor att bigge leden méste vara I:

(5) UUs'=1 och Di'Li'LoDy=1.

Multiplikation av den forsta likheten i (5) med U fran hoger ger att Uy = Us. Genom
att multiplicera den andra likheten fran vinster med D; och fran hoger med D; ! fas

Li'Ly = D,D;*',

dér vinsterledet dr nedat trianguldrt med ettor i diagonalen och hogerledet en dia-
gonalmatris. Biigge leden méaste di vara en enhetsmatris: L7'Ly = I och D1 Dy = 1.
Foljaktligen ér Ly = Ly och Dy = Ds. $

Anmairkning. Observera att det i allméinhet finns flera olika permutationsmatriser P,
sadana att PA kan LDU-faktoriseras for en given icke-singulér matris A. Dessa fakto-
riseringar ér olika for olika P men d& P dr bestimt ér faktorerna i LDU-faktoriseringen
av PA entydiga.

En viktig konsekvens av inverterbarheten hos faktorerna L, D och U i en LDU-
faktorisering dr foljande sats:

Sats 3.9. En kvadratisk matris A ar icke-singuliar om och endast om den ar inverterbar.

Bevis. Antag att A idr icke-singuliir. D& finns det en permutationsmatris P och en
tillhorande LDU-faktorisering PA = LDU. Eftersom permutationsmatriser ir inver-
terbara (Sats 3.4), ér

A=P7lLDU,

dér alla faktorer #r inverterbara. Enligt Sats 3.2 (i44) dr da ocksd A inverterbar.

Antag omviint att A #r inverterbar. For att visa att A dr icke-singulir, antar vi att
x dr en nagon losning till ekvationen Ax = 0. Genom multiplikation fran vinster med
A~ fas att x = A710 = 0 &r den enda losningen. Saledes #r A en icke-singuliir matris
enligt (3). ¢
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Symmetriska matriser

Definition 3.4. En matris A ar symmetrisk om AT = A.

Om A ir av typen m/n s dr AT av typen n/m. Saledes maste A vara kvadratisk for att
kunna vara symmetrisk. Dessutom bor a;; = ag; for varje 2 och k£ hos en symmetrisk
maptris.

Sats 3.10. Om matrisen A dr inverterbar, dr ocksi AT inverterbar och
(AT)—I _ (A—I)T .
Bevis. Om A ér inverterbar, ir

(ATY (AT = (a7 )T =17 =1,
(A™HF (A7) = (4aH)T =17 =1,

dvs. (A™H7T ar inversen till AT.
Ur Sats 3.10 foljer:

Sats 3.11. Om A dr inverterbar och symmetrisk s dr ocksi A=' symmetrisk.

Bevis. Detta giller eftersom (A™1)T = (AT)"1=A4"1 &

LDU-faktoriseringen av en symmetrisk, inverterbar matris ér speciellt enkel:

Sats 3.12. Om A dr symmetrisk och inverterbar och kan LDU -faktoriseras, si har
faktoriseringen utseendet A= LDL™, dvs. U = L.

Bewis. Genom transponering av A = LDU fas att
A=AT = (LpU)T =UTDTLT =UTDLT,

vilket dr en LDU-faktorisering av A. Entydigheten hos LDU-faktoriseringar (Sats 3.8)
ger att Ul = Loch LT =U. ¢

Avrundningsfel. Partiell pivotering

D& man loser linjira ekvationssystem, utfors ett stort antal rikneoperationer. For ett
system med n ekvationer och n obekanta krivs ungefir 2n3/3 rikneoperationer for att
fa fram losningen. Vid varje rikneoperation méste vi rikkna med ett avrundningsfel (ko-
efficienterna avrundas kanske till 3 signifikanta siffror) och detta paverkar naturligtvis
l6sningen, som d& bara blir approximativ.

Ibland kan koefficientmatrisen ha en inneboende kdnslighet, som gor att en liten
#ndring av ett matriselement i rikneschemat, ett avrundningsfel, oundvikligen far stor
inverkan pa (den approximativa) losningen. En annan felkilla kan vara att kalkylerna
gors pa ett sddant sitt att felen forstoras i onodan. Vi skall om en stund beskriva en
enkel metod att undvika sddana fel, som inte beror pa genuin kinslighet.

Foljande &r ett exempel pa en koefficientmatris som #r genuint kéinslig:
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Exempel 3.14. Av de tva systemen

u + v=2 h u + v =2
w+1,00010 =2 °° u+1,0001v = 2,0001

med samma koefficientmatris, har det forsta systemet losningen v = 2, v = 0,
medan det andra har Iosningen v = 1, v = 1. Orsaken #r helt enkelt att de tva
ridta linjerna v + v = « och u + 1,000lv = [ &4r nistan parallella, varfor en
dndring i femte siffran i ett tal i hogerledet fororsaker en dndring i forsta siffran i
skiirningspunkten (dvs. 1osningen). Eliminering ger

1 1 | « . 1 1 | e
1 1,000 | B 0 0,000 | f—a)"

“Parallelliteten” hos de tva linjerna visar sig hir i att det uppstér ett pivotelement,
som dr nira noll. I fortséittningen av kalkylerna kommer vi att dividera med detta
tal néira noll, och dirfor forstoras eventuella avrundningsfel. Hir hjilper det inte
heller att permutera ekvationerna och dirfor #r kinsligheten genuin.

Om det dr mojligt, bor man undvika att gora kalkylerna si att nigot pivotelement blir
ett tal nira noll. Metoden med partiell pivotering anger en enkel regel for detta:

Varje ging man skall eliminera med hjilp av (BO17%) fér att f ett system i echelonform,
bor man forst permutera de dterstiende raderna sa, att det till beloppet storsta elementet

1 resten av kolonnen blir pivotelement.

I koefficientmatrisen (= viinstra delen av ett rikneschema)

dll * *
0 a2 *
0 asz2 *
0 Am2 *

har vi redan ett pivotelement, di; (# 0). I niista steg bor vi alltsi bland talen ass, a2,
..., Gmo vilja det som dr storst till beloppet och sedan lata den rad, som talet ingér i,
bli rad nummer tva si att det utvalda talet blir niista pivotelement (ifall inte alla dessa
tal dr noll, varvid man naturligtvis gir vidare till tredje kolonnen).

Ovningsuppgifter

1. Vad hénder med en 3/3-matris A om man multiplicerar den (a) frin vinster, (b)
fran hoger med matriserna

1 00 1 00
Ey;Z;=10 1 0 respektive Fo3=|[ 0 1 5|7
4 0 1 0 0 1
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2. T ett ekvationssystem med tre ekvationer och tre obekanta gausseliminerades genom
att i tur och ordning basoperationerna

anvindes, varvid det triangulira systemet

u—2v+ 3w= 11

9y — 13w = —40
4 4
3T 3

uppstod. Hur sig systemet ut fran borjan?
3. Los ekvationen Ax = b, dd A = LU och

1 0 0 1 -1 0 2
L=|-1 1 o), v=|0 1 —-1], b=|{ -3
0 -1 1 0 0 1 4

4. Antag att P;; och Pj; dr enkla permutationsmatriser av samma typ. Nér kommu-
terar de, dvs. nir dr Piijl = PklP’Lj?
5. Hur méanga permutationsmatriser finns det (a) av typ 3/3, (b) av typ n/n?

6. Finn faktorerna L, och U i LU-faktoriseringen av matrisen

2 -1 0 1 2 -1
@ A=|-1 2 -1, @® A=|2 0o 3
0o -1 2 -1 2 1

7. Vilka virden pa a och b leder till radbyte vid triangulering av A och vilka viirden
gor A singuldr, da

A=

o e =
SV 00 N
W w N

8. Bestiam LDU-faktoriseringen av PA, dér P #r en limplig permutationsmatris, da

0 92 1 2 3 1 2 2
m)A:(23>, B A=[2 4 2|, () A=|2 4 -1
111 3 2 0

9. Bestdm en permutationsmatris P sddan att PA har en LDU-faktorisering och
berikna denna, da
1 2 -1 1
-2 -4 5 =2
2 6 4 -1
-1 0 4 -3

A=
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19.
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Antag att LU-faktoriseringen A = LU #&r given men att systemet som skall losas
ir ATy = b. Finn en indamalsenlig metod att berikna y.

Bestédm inversen till matrisprodukten

1 0 0 1 00 1 0 0

0 1 0 0 1 0 —a 1 0

0 —c 1 -b 0 1 0 0 1

Berikna inverserna, ifall de existerar, till
o S
(@ (1 2 3), (b

01 1 12 -1 1
5 9 1 6

Antag att A, B och C &r inverterbara matriser. Vad &r inversen till AB~1C? Ar
A? inverterbar? Ar A + B inverterbar? Visa att A~'(A+ B)B~! = A"1+ B~

Bestdam inversen till

@ (cost9 —sin9>, " 2o

sinf@ cos@

Finn alla 2/2-matriser, som #r sin egen invers.

Ange de viirden pa o for vilka nedanstdende matris saknar invers:
2 2 3

0 a—1 1
1 2 a—1

Visa att det finns odndligt manga vdnsterinverser till matrisen

1 -1
A=1|1 1
2 3

(dvs. matriser B sddana att BA = I) men ingen hdgerinvers till A (dvs. ingen
matris C sidan att AC =1).

Bestim den symmetriska LDU-faktoriseringen A = LDL” av

12 0 1 3 5
(@ A=[2 6 4], (@® A=[3 12 18
0 4 11 5 18 30

Visa att produkten av tvd uppét trianguldra n/n-matriser med ettor i diagonalen
4r en matris av samma typ.
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En kvadratisk, inverterbar matris sigs vara ortogonal om A~' = AT. Visa,
(a) att produkten av tva ortogonala matriser &r en ortogonal matris, (b) att om A
4r ortogonal si dr ocksd A~! ortogonal.

Antag att A #r en kvadratisk, icke-singulir matris. Visa att bade A och AT ger
upphov till samma pivotelement, om enbart (BO1%) anvéinds.

Antag att A #r en inverterbar matris och att matriserna A och B kommuterar, dvs.
att AB = BA. Visa

(a) att ocksd A~! och B kommuterar,

(b) att om A och B dessutom &r symmetriska, s ér ocksd A~'B symmetrisk.

Visa att varje idempotent matris A, som inte #r I, maste vara singulir (A &r
idempotent om A% = A).

Rikna ut LU-faktoriseringen av matrisen

120 1 1 2 0 2 1
(@ A=|2 4 1 1), @® A=[-1 -2 1 1 0
121 2 1 2 -3 -7 -2

Bestdm matrisen A d& vi vet att A dr inverterbar och att inversen till matrisen

0 1 . 2 1
(2 2>A ar 7(_1 1).

Lat A vara en m/m-matris, som har talen di,...,d, i diagonalen men i ovrigt
bestar ettor. Antag att d; > 1 for varje i. Visa att 7 Az > 0 for varje n/l-vektor
x # 0 och slut hirav att A #r icke-singulér. (Ledning: Skriv A som summan av en
diagonalmatris med talen d; — 1 i diagonalen och en matris som bestar av enbart
ettor.)

En kubisk ri-funktion f(z) genom givna punkter (g, 4o),. - -, (Zn,yn) dr definierad i
varje intervall [x;,_q1,z;] (i = 1,...,n) som ett tredjegradspolynom ¢;(z). Dessa po-
lynom é&r valda s& att f(x), f/'(z) och f”(x) blir kontinuerliga i skarvningspunkterna
Z1y ..y Tp—1. Om man dessutom kriver att f”(zgy) = f"(z,) = 0 si sigs den ku-
biska ri-funktionen vara naturlig. Om alla intervall har samma lingd h = z; —z;_1,
i =1,...,n, sd dr fér den naturliga kubiska ri-funktionen

qi(x) =ty; + (1 = t)yi—1 + ht(1 = 1) [(ki—1 — di)(1 — 1) — (ks — di)t] ,

dir z = x;_1 + th, d; = (y; — yi;—1)/h och talen ky,..., k, fas ur matrisekvationen
2 1 0 0 0 ko dq
1 4 1 0 0 ky di +do
0 1 4 0 0 ko _3 ds + d3
0O 0 0 .. 4 1 ky—1 dy_1+d,
o o o .. 1 2 kn, dy,

(a) Bestim LU-faktoriseringen av koefficientmatrisen i det fall att den &r en 4/4-
matris. (b) Bestdm den naturliga kubiska ri-funktionen genom (0,1), (1,3)
och (2,2).



