2. Matriser och vektorer

Definition 2.1. En matris dr ett rektangulirt schema

a1 G2 - Qip

a a PO a
A= 21 22 2n

Am1 Am2 U Amn

av reella tal, som kallas matriselement. Matrisen A har m rader och n kolonner och
sigs darfor vara en m/n-matris, dir m/n utgdr matrisens typ.

D& man vill framhalla beteckningen for A:s matriselement, skriver man ofta A = (a;x).
Talet a;, #r alltsd matriselementet i rad ¢ och kolonn & eller som man siger matrisele-
mentet “pé platsen (i, k)”.

Definition 2.2. Tvi matriser A = (a;;) och B = (b;) ségs vara lika (A = B), om de
4r av samma typ och a;; = b for varje ¢ och k.

Exempel 2.1. Ett rikneschema som t.ex. det hér till viinster,

1 2 3 | 10 0 -2
45 6 | 11}, 5 3 |,
78 9 | 12 -1 -3

ar en 3/4-matris. Att vi har skrivit in streck som utmirker var likhetstecknen skall
sta, hindrar inte att vi kallar schemat en matris. Till hoger har vi en 3/2-matris.

Definition 2.3. For varje typ m/n kan vi skriva ut en nollmatris, dvs. en matris
som bestar av enbart nollor. Dessa betecknas alla med 0. En radvektor respektive
kolonnvektor dr en matris av formen

b1

. by

a=(a; ay --- a,), respektive b= ;
bin

En m/n-matris sigs vara kvadratisk om m = n. En kvadratisk matris A = (a;x) 4r en
diagonalmatris om a;, = 0 for alla ¢ och k med i # k, dvs. om den har utseendet

a;; 0 -+ 0
0 as -+ O
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Elementen a;;, ¢ = 1,...,n, i en kvadratisk matris bildar matrisens (huvud)diagonal.
En enhetsmatris dr en diagonalmatris med enbart ettor i diagonalen.

Alla enhetsmatriser betecknas med I. D& man vill framhélla enhetsmatrisens typ n/n,
kan man skriva I,,. Kroneckers delta,

P 1, omi=k
*700, omi#k

ar den géingse beteckningen for matriselementen i en enhetsmatris: I = (§;). En uppdt
respektive neddt trianguldr matris har den allménna formen

resp. ,

dér vi har anvint konventionen att en stjirna symboliserar vilket tal som helst
medan ett tomrum stir foér en nolla.

Addition och multiplikation med skalédr

Vi skall nu definiera tva rikneoperationer for matriser. Antag att A = (a;x) och
B = (b;) dr tvA matriser av samma typ m/n och 1at A vara ett reellt tal, en skaldr.

Definition 2.2. Addition av matriser definieras genom
A+B: (aik—i-bik),

dvs. matriser adderas sa att motsvarande matriselement adderas. Multiplikation med
skaldr definieras genom

A = ()‘a'zk) )

dvs. en matris multipliceras med en skaldir A\ si att varje matriselement multipliceras

med M.
Exempel 2.2. Vi har t.ex. att
1 2 + 5 6y (6 8
3 4 7 8) \10 12)°
1 =2 -2 4
(=2) (3 —4) - (—6 8) '
Foljande egenskaper (réikneregler) kan litt verifieras for addition och multiplikation
med skalir: Om A, B, C dr m/n-matriser och «a och (8 ér reella tal, dvs. skalirer, si

géller:

(i) A+ B=B+ A (kommutationslagen);
(A+B)+C=A+4+(B+C) (associationslagen);
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A+0=A4;
Mot varje matris A svarar en matris A’, sidan att A+ A’ =0 (vilj A’ = (—1)A).

(i) (aB)A = a(BA);

1A= A;
0A=0;
a0 = 0.

(1i1) a(A+ B) =aA+ aB  (distributionslag);
(a4 B)A=aA+ A (distributionslag).

Som ett exempel verifierar vi kommutationslagen for matriser med hjélp av kommuta-
tionslagen for reella tal: Om A = (a;;) och B = (b;), dr uppenbarligen

A+ B = (ajx +bix)=(bix +a;x) =B+ A.

Matrismultiplikation

Vi infér dnnu en rikneoperation for matriser, nimligen multiplikation av matriser med
varann. Ett exempel motiverar de definitioner som skall slas fast:

Exempel 2.3. Betrakta ett linjéirt ekvationssystem

3x1+ 222+ 33 =5
(1) 207 — 29+ x3 =4

r1+ Ig— 5133:6.

Med detta system #r det naturligt att associera matrisen

3 2 3
A=12 -1 1],
1 1 -1

den s.k. koefficientmatrisen, och kolonnvektorerna

I 5
Xx=| 22 och b=1|14
I3 6

Vi vill definiera matrisprodukten Ax av A och x si, att systemet (1) kan skrivas
Ax = b. Detta betyder att var definition maste bli sddan att

3 2 3 T1 3x1 + 2z + 323
Ax=1[12 -1 1 o | = | 221 — lzo + 123
1 1 —1 T3 lzy + 1xo — 123

For att fa t.ex. det andra elementet 21 —z2+x3 i matrisprodukten Ax, viljer vi den
andra raden as i A och bildar summan av produkterna av element pd motsvarande
platser i as och x.
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Exemplet visar hur definitionerna bor goras:

Definition 2.3. Produkten av en radvektor a och en kolonnvektor b med lika manga
element dr en 1/1-matris definierad genom

ab=1(a; ay - a,) = (a1by + agbs + ... + a,by,).
br,
Man identifierar sedan 1/1-matrisen (a1by + - - - + a,b,) med talet a1by + - - - + a,,by,.

Definition 2.4. Produkten Ax av en

Ha)

X

m/n-matris A = (a;;) och en kolonnvektor x = av typ n/1,

Tn

dr en kolonnvektor av typ m/1, i vilken element nummer ¢ fis som produkten a;x av
rad 7 i A med x:

ax
Ax =
a,Xx

Om vi betecknar element nummer i i Ax med (Ax);, dr alltsa
n
(14)()z = @;121 + Qi2T2 + *** + QinTy = Zaikxk (’L =1,... ,m) .
k=1

Det dr hiir pa sin plats att gora en nyttig observation. I exempel 2.4 ovan far vi
enligt reglerna for addition och multiplikation med skalir

3x1 + 2z + 313 3x3 2%9 3x3
Ax = | 221 —lzo+ 123 | = | 221 | + | —1zo | + lzs
lzy + 1xy — 13 1z, lzo —1z3
3 2 3
= 2 + 9 -1 + 3 1
1 1 -1

Ax #r en si kallad linjdrkombination av kolonnerna i A. Koefficienten framfor varje
kolonn #&r motsvarande komponent i vektorn x.

Allmént bevisas pad samma sidtt som ovan:

Sats 2.1. Om A= (a; ay --- a,) dr en m/n-matris med kolonnerna ay, as, ...,
a, och x dr en kolonnvektor med komponenterna x1, o, ..., T, $a gdller att Ax dr
en linjirkombination,

Ax =xia; + z2as + -+ + T4, ,

av a;, az,..., ap.
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Lat oss nu anta att A dr en m/n-matris och att B = (by --- b,) dr en n/p-
matris. D& dr B:s kolonner b; av typen n/1, s att produkterna Ab; kan bildas.

Definition 2.5. Med matrisprodukten AB av de ovannidmnda matriserna avses den
matris vars kolonner (i ordningsfsljd) dr Aby, ..., Ab,, dvs.

AB = (Ab; --- Ab,).

Hur ser matriselementet (AB);; pa platsen (i, k) i matrisen AB ut? Enligt defini-
tionen ér (AB);r element nummer i i kolonnen Aby, dvs. produkten av rad i i A med
kolonn k i B (= by),

b1k
(AB)ir = (a1 -+ ain)
bnk

n
= ai1bik + @izbog + -+ + inbpg = Z @ijbjk -
=1

Vi sammanfattar tre sitt att se pd matrismultiplikationen i en sats:

Sats 2.2. Lit A vara en m/n-matris och B en n/p-matris. Vi betecknar raderna i A
med a; och kolonnerna i B med by, sa att

ax
A=| : och B=(by --- b,).
an
Da gdller:
() (AB)ik = Y aijbjr;
7=1
(17) AB = (Ab, Ab, ) ;
a B
(i) AB=|
a, B

Bewvis. Vi har redan verifierat (i) medan (i) dr sjilva definitionsuttrycket. D& &terstar
det bara att verifiera (¢4¢): Enligt definitionerna 2.5 och 2.4 #r

ajb; - ﬁlbp a1 B
AB = (Ab; --- Ab,) = : : = : O
a,b, --- a,b, a, B

Anmirkning. Observera att produkten av tvid matriser A och B av typen m/n re-
spektive p/q dr definierad bara om n = p och att AB da detta giller kommer att vara
av typen m/q. Om n # p si 4r produkten AB alltsi inte definierad.
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Exempel 2.4. En produkt av tvi matriser av typerna 3/2 och 2/2 #r definierad
och resultatet blir en 3/2-matris:

2 1 5 6 2:5+1-7 2-64+1-8 17 20
4 3 <7 8>: 4-5+3-7 4-64+3-8 = 41 48
-2 -1 -2:5—-1-7 -2:6—-1-8 —-17 —-20

Vikommer i fortséttningen att behova en formel rérande summatecken. Giltigheten
hos denna formel beror i grunden pa att termernas ordningfljd i en summa av tal kan
bytas om hur som helst och pa att termer kan grupperas med parenteser hur som helst:

Betrakta mn stycken dubbelindicerade tal, som vi skriver i form av ett rektangulirt

schema:
ai; G2 - QAip
G21 Q22 -+ A2p
Aml1 Am2 *°° (Amn

Om vi f6rst summerar talen i kolonnerna och dérefter bildar summan av kolonnsummorna,

n m
D e =) (D awn) -
i,k 1

k=1 \:=

s& far vi

A andra sidan, om vi forst summerar talen i raderna och direfter bildar summan av
radsummorna, far vi

m n
E Aip = E aig | -
i,k k=1

=1 =

Eftersom dessa tva summor ir lika, fas formeln

som 16st uttryckt sidger att ordningsfoljden pa summatecken kan bytas om.

Beteckningen M;;, for matriselementet pa platsen (4, k) i en matris M #r ofta be-
kvim att anvinda. Vi anviinder den i beviset av niista sats.

Sats 2.3. (a) Om matrisen A dar av typen m/n, B av typen n/p och C av typen p/r,
sa gdller associationslagen

A(BC) = (AB)C'.

(b) Om matrisen A dr av typen m/n samt B och C av typen n/p, si gdller distribu-
tionslagen

A(B+C) = AB + AC.
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Bevis. (a) For ett matriselement pa en godtycklig plats (7, k) 1 A(BC) &r

(A(BO))y, = D Aij(BC)ji = Y Ay (Z leclk>
j=1 j=1 =1

= Z Zj lelk - ZZAUBJICII"

j=11=1 =1 j5=1
p p
=> Z Bji | Ci =Y _(AB)aCuy = ((AB)C),, ,
=1 \j=1 =1

dvs. A(BC) = (AB)C.
(b) For ett matriselement pa en godtycklig plats (i,k) i A(B + C) &r

(AB+C))y =D Aij(B+C)jx =Y _ Aij(Bjr + Cjr)

j=1 j=1

=D (AyBjr + AijCjr) = Y AijBji + ) AijCjr = (AB + AC),,.

J=1 J=1

dvs. A(B+C)=AB+AC. &

Maiark 1. Multiplikation med en enhetsmatris dr speciellt enkel, dvs.
IA=A och AI=A

om matrisprodukterna ér definierade.

Mairk 2. Matrismultiplikationen behover inte vara kommutativ. Om A ér av typen
m/n och B av typen n/p, si dr AB definierat medan BA inte dr definierat om m # p.
Men ocksi dd m = p kan AB och BA vara olika, vilket foljande exempel visar:

EOED-CD GNED-EY)

Mirk 3. En matrisprodukt kan kan bli noll utan att nadgondera faktorn &r noll:

1 2 6 -2 0 0
AB_(Q 4) (—3 1>_(0 0)'
Pa grund av detta behover forkortningsregeln inte gélla, dvs. ur AB = AC behover

inte folja att B = C. Med samma matriser A och B som nyss kan vi vilja C = 0. D&
drju AB=0= AC men B # C.
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Transponerade matriser
Lat A vara en godtycklig m/n-matris.

Definition 2.6. Med A:s transponerade matris AT (ofta uttalat “A-transponat”) for-
stds den matris som f&s da man i A later rader och kolonner byta plats.

Om A &r av typen m/n, ir AT av typen n/m. Vidare giller for matriselementen i dessa
matriser att (AT)zk = Akz

Exempel 2.5. Om

For transponeringsoperationen giller foljande rikneregler:

Sats 2.4. Om A och B dr matriser av sadan typ att ifraigakommande operationer dar
definierade och om A € R, dr

(i) (A+B)T = AT + BT,
(i5) (AA)T =xAT,
(ii) (AB)T = BTAT,

() (AT =4

Bevis. Vi bevisar t.ex. regel (i7): Matriselementet pa en godtycklig plats (k,1) i
(AB)T ar

(AB)")pi = (AB)ix = Y AijBjr = 3 _(AT);i(B )iy
J J
=Y (BT (AT)ji = (BT AT )i .
r
Saledes giiller regeln (iii). <
Anmairkning. En foljd av detta #r en annan variant av distributionslagen #n den i
Sats 2.3: Om matriserna A, B och C #r sddana att ifrigakommande operationer #r
definierade, #r

2) (A+ B)C = AC + BC.

Enligt Sats 2.3 dr namligen C7 (AT 4+ BT) = CT AT +CT BT och genom att transponera
bigge leden och tillimpa reglerna i Sats 2.4 fis (2).
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Ovningsuppgifter

1. Los matrisekvationen

2 DE =01

N . a b -1 2
Rikna ocksd ut <c d) < 9 1).

2. Bestidm alla kolonnvektorer x sddana att Ax = b, dér

2 1 0 2
A= 0 1 1 och b=1]1
-1 0 1 1

3. Los matrisekvationen AX = B, dir

1 31 1 2
A:<2 0 5) och B:<5 3>.

4. Lat x, och y, beteckna invanarantalet i centrum respektive fororterna i en stad
ar n. Arligen flyttar 3% av minskorna i centrum ut till fororterna och 2% av
forortsbefolkningen in till centrum. Dessutom flyttar 1% av hela invanartalet frén
orten (frdn varje stadsdel) varje &r medan 500 flyttar till staden. Av de sistnimnda
boséitter sig 50 i centrum medan 450 bosétter sig i fororterna. Bestdm de rekur-

sionsformler, som ger x,41 och y,41 uttryckta med hjilp av z,, och y, samt skriv
dessa i matrisform (A &r en 2/2-matris):

Tn+1 — A Tn + bl) )
(yn+1> (yn> (b2

5. Bestdm mingden M av alla matriser X som kommuterar med A = (; §>’ dvs.

som har egenskapen XA = AX.

6. Om A &r en kvadratisk matris si definieras spiret av A (betecknas tr(A) eller sp(A))

som summan av (huvud)diagonalelementen i A.
(a) Visa att tr(A + B) = tr(A) + tr(B) och tr(AA) = A tr(A), (A € R).
(b) Bevisa att om B #r av typen m/n och C av typen n/m si dr tr(BC) = tr(CB).

7. Visa att om A #r en godtycklig matris s sir AAT och AT A symmetriska (en matris
M ir symmetrisk om MT = M). Visa med exempel att dessa tva produkter inte
behover vara lika. Visa ocksa att A 4+ A7 dr symmetrisk, om A #r kvadratisk. Hur
ar det med A — AT?

8. (a) Visa att det inte finns nigra 2/2-matriser A och B saddana att AB — BA =1
genom att studera det ekvationssystem som matrisekvationen definierar (A — B
betyder A + (—1)B).

(b) Visa att ekvationen AB — BA = I #r omdojlig for vilka n/n-matriser A och B
som helst. Ledning: Anvind uppgift 6.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Bjorkfelt—Bjon

Bevisa att om matrisekvationen AX = B har fler éin en 16sning, s& har den oéindligt
manga. Ledning: Om X; och X5 ér losningar, undersok X3 = sX;+tX>5 (s,t € R).

En kvadratisk matris siigs vara idempotent, om A% = A.
(a) Visa att

2 -2 -4
A=1]-1 3 4 4r idempotent.
1 -2 -3

(b) Visa att om AB = A och BA = B, si dr A och B idempotenta.

Sok en matris A som satisfierar ekvationen

2 01
02 0|4 (} ;) -
0 0 2

Undersok om det finns ndgon matris A som satisfierar ekvationen

(_11>(0 2 3):,4(_11 X g)

En kvadratisk matris A = (a;) séigs vara stokastisk om a;;, > 0, for varje ¢ och
k, och om alla kolonnsummor blir 1 (dvs. ) .a;x = 1, k = 1,2,...). Visa att
produkten av tva stokastiska matriser dr en stokastisk matris.

o O =

0
1
0

Visa att om A dr en idempotent matris, sa dr ocksa foljande matriser idempotenta
(a) AT, (b) I-A, (¢c) A", neZ,.

Lat A = (a;k), B = (bir) och C = (¢;1) beteckna m/n-matriser.
(a) Antag forst att yTCx = 0 for alla kolonnvektorer y och x av typerna m/1

respektive n/1. Visa att e/ Cer = ¢, ddire; = (... 0 1 0 )T har en etta
som j:te komponent men i §vrigt bestar av nollor. Dra slutsatsen att C' = 0.

(b) Visa med hjilp av (a) att om y? Ax = yT Bx for alla sadana y och x som i (a),
sd ir A = B.
(c) Visa med hjilp av (b) att om Ax = Bx for varje n/1-vektor x, sd ir A = B.

a+2b 3a—b\ (4 3
c+2d 3c¢c—d) \2 1)°
Proteiner (P), kolhydrater (K) och fetter (F') bor finnas i en viss foderblandning i

forhallandena 33 : 45 : 3. Dessa forekommer (métt i gram per 100 g) i fettfri mjolk
(M), sojamjol (S) och vassla (V') enligt tabellen

Los matrisekvationen

(M) (S) (V)
(P) 36 51 13
(K) 52 34 74
F) o 7 1
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Bestim (om mojligt) en blandning som ger de rétta proportionerna. (Anvind
decimaltal i kalkylerna.)

Lat x vara en 1/n-radvektor och B en n/p-matris. Visa att matrisprodukten xB
kan skrivas som en linjirkombination av raderna i B.

Lat A vara en m/n-matris sadan att AAT &r en m/m-nollmatris. Visa att A = 0.

Stall upp ett ekvationssystem, vilkets 1osning anger hur méinga molekyler z; av
varje slag som bor skrivas in i den kemiska formeln for att antalet atomer av de
olika grundimnena skall vara detsamma béde fore och efter reaktionen:

(a) x1MnS + x5 AssCr19035 + x3 HoSO4 —

x4 HMnOy4 + x5 AsH3 + x4 CrS3015 + x7 HyO
(b) x1PbNg + x2 CrMnsOg — x3 Pb3O4 + x4 Cr03 + x5 MnOs + x6 NO .
(¢) x3NaHCOj3 + x3 H3CsH;07 — x3 NagCgH507 + x4 H,O + x5 CO5 .

Betrakta en ekonomi bestédende av tre sektorer: Kemikalier & Metaller (K), Energi
(E) och Maskiner (M). Antag att varje sektor siljer en viss procent av sin produk-
tion till de tva andra enligt schemet

30
O —— ©
80
50 40
40 : 10
fig. 1

och anviinder resten sjéilv. Bestdm priset pa varje sektors produktion (per tidsen-
het) s& att ekonomin ir i balans (varje sektors utgifter ér lika stora som sektorns
inkomster). Bortse fran andra inkomster och utgifter &n de som hérror frin ovan-
ndmnda handel.

En bjilke, som stods under bigge éindorna, paverkas av tre krafter fy, fy, f3 som i
fig. 2, varvid bjilken forskjuts nedét strickorna yi, ys, ys3. Lit £ och y vara
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kolonnvektorerna med komponenterna f; respektive y;. Enligt Hookes lag dr y =
Df, dir D dr en 3/3-matris. Forklara hur kolonnerna i D (flexibilitetsmatrisen)
kan bestimmas (mitas) genom att applicera limpliga krafter. Vilken fysikalisk
tolkning har kolonnerna i D~! (styvhetsmatrisen)?

23. (a) I fig. 3 (a) dr tviirsnittet genom en metallbjilke uppritad. Den vinstra,
hogra, ovre respektive undre sidan av bjilken har av yttre orsaker temperatu-
ren 10°C, 40°C, 30°C respektive 20°C grader. Eftersom termisk jimvikt antas
rada, dr temperaturen T} i varje nod (noderna dr utmérkta med cirklar i figurerna)
approximativt medeltalet av temperaturerna i de angrinsande noderna (t.ex. &r
4T} =10 4 30 + T, + T3). Bestédm temperaturen i varje nod.

©) 30 30 (b) 20 20 20
Y\ Y\ o o o
J/ J/ J J J
T T T T T
1 2 1 2 3
10 & P P D140 10 G D D D & 40
T T T T T
3 4 4 5 6
10 ® D D D10 10 G D D D @ 40
S S S S S
20 20 20 20 20
fig. 3

(b) Gor detsamma for tvérsnittet i fig. 3 (b). Ledning: Utnyttja symmetrin i
temperaturférdelningen for att forenkla kalkylerna.



